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KISA OZET

Bu calismada, saylsal analizin en Snemli konularindan biri olan sonlu
farklar yéntemi tanitilmistar.

Giris bdlimiinden sonra, ikinci bdliimde fark notasyonlari ve operatdr-
lerine iligkin tanim ve teoremler lizerinde durulmustur. Bu bdliimlin, izle-
yen b8liimlere temel olusturmasi amaclanmistir.Uclincli b&liimde enterpolasyon
kavrami ve cgesitleri Uzerinde durulmustur. Son b&liimde ise sayisal integ-
ral ile ilgili Newton-Cotes kapali ve agik integral formiilleri, daha &n-
ceki Db&limlerdeki kavramlara dayali olarak tliretilmistir. Ayrica
enterpolasyon katsayi ¢izelgeleri dilizenlenmis ve bu cizelgeler kullanila-

rak sonlu farklar Orneklendirilmistir.
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1. Giris

Cagimizda, ®zellikle son kirk yil icinde her alanda karsilasilan prob-
lemlerin karmasikligi, boyutlarinin biliyiikliigli, ¢Sziimlerinin kisa zamanda
ve ekonomik bigimde yapilmak istenmesi elektronik hesaplayicilarin gélisg-
mesine paralel olarak sayisal ¢&zilim ydntemlerinin gelismesine neden olmug-
tur. Analitik olarak c¢ozlimleri gilic hatta olanaksiz olan pek cok problem
gelistirilen sayisal ybntemlerle hesaplayici kullanmak suretiyle ¢oziilmiig-

tir.

Bu yéntemlerden biri olan ve Gauss’a kadar uzanan, 1940’ lardan bu yana
lUzerinde yaygin olarak calisilan “sonlu farklar matematigi" sayisal ¢&-

zUmlemede degisik ydntemlerin olugturulmasinda bir temel olusturur.

Matematik ve Fizik’teki problemler genellikle siirekli bir veya birden
cok degiskenli fonksiyonlar seklindedir. Bu durum sayisal c¢dziimlemede de
ayni sekildedir. Bu fonksiyonlar genellikle kapali bir formiille tanimla-
nirlar ve bagimsiz defigkenin verilen degerleri i¢in tanimlidirlar. Yani
fonksiyon, bagimsiz de8iskenin her bir degerine karsilik bir degere sahip-

tir.

Bununla birlikte bazen fonksiyon kapali bir formiille verilmeyebilir.
Bu durumda fonsiyonun sadece esit aralanmis ayrik noktalardaki bazi deger-
leri belli olabilir. Ayrik noktalarin arasindaki bir deger icin fonksiyo-
nel Eégéii bulébilmek i¢in sonlu farklardan yararlanilir. Bu ylizden sonlu
farklar matematiginin cok kullanilacagi agiktir. Hatta bazi durumlarda
problemin analitik ¢&zimilinlin olmasina ragmen sonlu farklar yoluyla problem

daha basit duruma indirgenebilir.

Bu caligmada, sonlu farklarin olduk¢a genis bir incelemesi yapilmis

olup sayisal yOntemler icin gerekli tiim kavram ve &zellikler verilmistir.

Her ne kadar egit aralanmis ayrik temel apsisler ve bu apsislere karsi
gelen ordinatlar kullanilarak yapilan iglemlere &ncelik taninmis olsa da,
ikinci béllimde esit aralikli olmayan veya olabilen temel noktalar icin

kullanilan "b8lUnmiis farklar" notasyonuna da yer verilmistir.Ayrica yine



bu bélimde diger fark notasyonlari, fark operatdleri ve &zellikleri de

verilmistir.

Hata terimleri ile birlikte farklari. iceren enterpolasyon formiilleri-
nin en 6nemlileri lc¢lincli bdllimde incelenmistir. Bu formiillerin elle ya da
bilgisayarlarla kullanilisi dordiinci bdliimde uygulamalarla ve besinci bd-

limde programlar ve ciktilari ile drneklenmistir.



2. FARK NOTASYONLARI VE OPERATORLER

heR olmak Uzere, h kadar aralikli diizglin bir sekilde aralanmig apsislere
iliskin datalar tablolandigi =zaman, tablo sik sik interpolasyona iligkin
formlilleri ifade etmede kullanislidir ve bu b&liimde kullanilan b8linmiig

farklardan ¢ok fark terimlerini ve kendi aralarindaki islemleri ifade eder.
2.1 ILERIYE FARK OPERATORU
Bir y=f(x) fonksiyonu verildiginde,
Af (x)=f (x+h}-f (x)

seklinde tanimlanan A semboliine "ileri fark operatdri" denir. Buradaki h ’ye

n i

"fark araligi”,"adim" gibi adlar verilebilir.

y=f(x) fonksiyonu baz alinarak, hesaplanmis datalardaki dizinin basina

yakin bir X, noktasinin hesabi i¢in tablo;

Af(xo)=f(x0+h)—f(xo) (2.1)
seklindeki bir Af(xo) ileri farkini tanimlama klasiklegmigtir. Bununla bir-
likte;

Af(xo+h)=f(xo+2h)~f(xo+h)
biliniyorsa o zaman x ile birlestirilmis ikinci mertebeden ileri fark

2 - 3
ATf (x )=Af (x +h)-Af(x )
=f (x,+2h)-f (x +h)~ (£ (x +h)-f (x )

=f(x0+2h)—2f(x0+h)+f(x0) (2.2)
seklinde ifade edilir ve n.mertebeden ileri farklar benzer olarak tanimla-

nabilir.
Genelde, f(x)=fl ve f(x-l-kh)=f“k ile gbsterilmek lizere

n,. _ n-1 —an-1 _an-1
A fi—A(A fi) A fi+1 A fl (2.3a)

n
n. _ _ay1n
A% =Y (-1) [i]fn_1 (2.3b)
i=0



bagintilari ile n. mertebeden ileri fark tanimlanir.

2.2 TUREV VE DIFERANSIYEL OPERATORU

Tiirev operatdrii D veya d/dx sembolii ile g&sterilir. Tanim olarak f(x)
fonksiyonunun tilirevi varsa;

Df (x)= —g§ £(x)=1im f(x+hg—f(x) (2.4)

h— O

dar.
2.3 ILERI KAYDIRMA OPERATORU
E ile sembolize edilen bu operatdr,

Ef (x)=f (x+h) (2.5)
seklinde islem yaptirir. Yani f(x) fonksiyonunun degerini f(x+h) ’ye gevi-

rir. E operatérl ardisik olarak iki kez uygulanirsa
E°f (x)=E(Ef (x))
=E(f (x+h))
=f (x+2h)

bulunur ve buna ikinci mertebeden ileriye kaydirma operatsri denir. Bu is-

lem ardigik olarak devam ettirilirse, n herhangi bir tamsayi olmak {izere,
E"f (x)=f (x+nh) ve E "f(x)=f(x-nh) (2.6)
oldugu gdrilir ve bunlara sirayla n. mertebeden ileriye-geriye kaydirma ope-

ratdrleri de denir.

2.4 BIR POLINOMUN FARKLARI

Bir polinomun uo,u s Uy oen ,un gibi n+2 degeri verilmis oldugunu var-

1’72 +1
sayalim. bu degerler yardimiyla olusturulan

Au =u -u
0 1 o0
Au =u -u
1 2 1

Au =u -u
2 3 2

Au =u -u
n n+1 n



*

farklarina, verilen polinomun “birinci farklara® denir. Bu farklarin olug-

turdugu,

Au ,Au ,Au_,...,Au
0 1 2 n

dizisindeki ardisik elemanlarin birbirinden c¢ikarilmasiyla elde edilen,

Azu =Au -Au
o 1 o

2
A™u_=Au_~Au
1 2 1

A%u_=Au -Au
2 3 2

Azu =Au -Au
-1 n n-

farklarina, verilen polinomun ikinci mertebeden farklari denir. Islemler ar-

disik olarak uygulanirsa daha yliksek mertebeden farklar bulunur.
y=P(x) polinomunda x=a+kh déniisiimii yapalim. Bu durumda y ’nin yeni dege-

ri yk=P(x+kh) ile gdsterilsin. Buna gore,

B YoV
yazilip 6zel bir durum olarak, k=0,1,2, ... alinirsa,

X=a, a+h,a+2h, ...

olur. x ’in ardisik degerleri ic¢in,

yo=P(a)

y1=P(a+h)

yk=P(a+kh)

yazilabilir. Ayni x degerleri icin y=P(x) ’in yliksek mertebeden ardisik
farklari olusturulabilir. Bu farklar Cizelge 2.1 ’'de gdsterildigi gibi he-

saplanar.



r

Cizelge 2.1 y=P(x) polinomunun farklari

2 3
X y Ay Ay Ay
a y =P(a)
0
‘ Ay =y -y
a+h y.=P(a+h) ° 10 A%y =ay -y
1 Av =y - o 71 o A3y =A2y ~A2y
V1TV, 2 _ ) 1 0
a+2h y2=P(a+2h) A yl—Ayz-Ay1 3 . 2
8y,=V57Y, 2 Ay =AY, Ay,
a+3h y3=P(a+3h) A y2=Ay3-Ay2
Ay =y -y
a+4h y4=P(a+4h) 37473

Ornek 1.1. A4yo=y4—4y3+6y2~4y1+y0 oldugunu gdsteriniz.
A4yo=A3y1—A3yo
=A2y2—A2y1—(A2y1-A2yo)
=A2y2~2A2y1+A2y0
=Ay3—Ay2—2(Ay2—Ay1)+Ay1—Ay0
=Ay3—3Ay2+3Ay1-Ayo
=y, V,"3(y -y, )#3(y -y )-(y -y,)

=y4*4y3+6y2-4y1+y°
bulunur.

Teorem 2.1. n. dereceden P(x) polinomunda x yerine ardisik h aralikli
X,x+th,...degerleri yazilirsa elde edilecek n.mertebeden fark bir sabit dege-

re, (n+1).mertebeden fark sifira esit olur.

Ispat:
P(x)=aox“+a1xn-1+ ceeta olsun. Burada AP(x)=P(x+h)-P(x) birinci mertebe
farkini olusturalim. Taylor Teoremi yardimiyla

h? K" ()
Px+h)= P(x)+hP’ (x)+ —- P"(x)+ ... + —7 P x)+ oL

yazip AP(x)} farkini olusturursak,



AP (x)=P(x+h)-p(x) *

’ 2 n
=hP(x)+ - P"(x)+ ... + = P ()
yazabiliriz. Bu ifade (n-1). derecedendir ve (n-1). dereceden terim nahx" %

dir. Buna gtre, gerekli hesaplamalar yapilip, yeni katsayilarla birinci de-

receden ileri fark,

AP(x)=na hx" 1+ A x® %+ A x" 3+ ... + A (2.7)
0 1 2 n-1

olarak bulunur. (2.7) bagintisinin ikinci yani ic¢in yine Taylor teoreminden

yararlanarak AzP(x) yazilirsa,

A2P(X)=A[P (x+h)-P(x)]

=AP (x+h)-AP{x)

=n(n—1)aoh2xn-2+ )

bulunur. Bu durumda P(x) polinomunun ikinci mertebeden ileri farkinin
(n-2). dereceden bir polinom oldugu goriiliir. Isleme ardisik olarak devam

edilirse P(x) polinomunun n. mertebeden ileri farki,

A"P(x)=n(n-1)(n-2) ... 3.2.1 aoh“
ya da kisaca,
A"P(x)=n! aohn
=sabit
oldugu gériiliir. P(x) polinomunun n. dereceden olmasi durumunda (n+l1). mer-

tebeden ileri farkin sifir olacagi apaciktar.

2.5 FABK HESABININ TEMEL KURALLARI

Teorem 1.2. A(f(x)+g(x))=Af(x)+Ag(x) ’dir.

Ispat: lleri fark tanimina gdre,
A(f (x)+g(x))=(f (x+h)+g(x+h))-(f (x)+g(x))
=(f (x+h)-f (x))+(g(x+h)-g(x))
=Af (x)+Ag(x)

dir.

Teorem 1.3. acR olmak dizere A(af (x))=aAf(x) dir.



Ispat:

A(af (x) )=af (x+h)-af (x)
= (f (x+h)-f (%))
=Af (%)
Teorem 1.4. A(f(x).g(x))=f(x).Ag(x)+g(x+h).Af(xX) veya
=g(x).Af (x)+f (x+h). Ag(x)
=f (x).Ag(x)+g(x).Af (x)+Af (x).Ag(x) dir

ispat:

A(f(x%).g(x))=f(x+h).g(x+h)-f(x). g(x)
=f (x+h).g(x+h)-f(x). g(x+h)+f (x). g(x+h)-f(x).g(x)
=g(x+h). (f (x+h)~f (x))+f (x). (g(x+h)-g(x))
=g(x+h).Af (x)+f (x).Ag(x)
=f (x).Ag(x)+g(x+h).Af (x) bulunur.

£(x) ]_ g(x). Af (x)-f(x).Ag(x)

g(x) g(x).g(x+h) -Clg

Teorem 1.5. A[

Ispat:

A[ fx) ]= f (x+h) f (%)

g(x) g(x+h)  gx)

g(x). f(x+h)~f(x).g{x+h)
g(x).g(x+h)

g(x). f(x+h)-f (x).g(x+h)+f(x).g(x)-f(x).g(x)
g(x). g(x+h)

gx).Af (x)-f (x)Ag(x)
g(x).g(x+h)

bulunur.
Ozellik 2.1. m pozitif bir tamsayl olmak {izere A"f(x), A ileri fark ope-

ratériiniin f(x) {izerine m kez uygulandigini gdsterir ve

APf(x)=(A.A.A ... A)f(x) yazilabilir.
m tane

Ozellik 2.2. Ileri fark operatérii ile kaydirma operatdrii arasinda

=E-1 veya E=1+A



bagintilara vardir.

Bu 6zelligi,

Ef (x)=f (x+h)
=f (x+h)-f (x)+f (x)
=Af (x)+f (x)
=(A+1)f (x)
seklinde acgiklayabiliriz.

Kars1i gelen fark tablosunun baglangici Cizelge 2.2 ’'de g6sterilmigtir.
Bu sekilde f(xk) yerine fk kisaltmasini kullanabiliriz.Tabloya bakildiginda,
tablonun her bir 6n késegeni boyunca yerlesen fk lerin k indislerinin degisg-
meden kaldigina, Arfk nin tanimlama b&lgesi k. ileri k&gegen ve (r+k). geri
kfsegen araciligiyla anlatildigina dikkat etmeliyiz. B&ylece Arfk farklari-
nin fk, fk+1,fk+2,...,fk+r,... oordinatlarina bagli oldugu gériilmektedir.

Cizelge 2.2 f(x) fonksiyonunun ileri farklari

0 0 AF ,
X f1 3 fo 3
Af1 2 A fo
x2 f2 A f1
Af
X f
3 3

2.6 GERIYE FARKLAR

Bir sayi dizisi ve bu dizinin elemanlarina bir baginti ile karsilik ge-
len degerler verildiginde,sayi araliginin sonlarinda geriye farklarin kulla-

nilmasi daha uygun olur.

Geri fark operatérii V ile gosterilir ve bir f(x) fonksiyonunun herhangi

bir x noktasindaki birinci mertebeden geri farka

Vf (x)=f (x)-f (x-h) (2.8a)



x

ile ve bu'fonksiyonun bir X, noktasindaki birinci mertebeden geri farki ise

v =f -f
U SR £

ile tanimlanir. X, 'de uygulanan ikinci mertebeden geriye fark,

20 o
-V fi—V(Vfi)

=52t e

olur. Ardisik tekrarlamalar sonucunda,

v =Vl v
i i i-1

(2.8b)

(2.9)

(2.10)

genel formu ile n. mertebeden geri fark ifade edilir. Bu durumda xi’de f(x)

in n. mertebeden geri farki icin, fi,fi_

lir.

Ozellik 1.3. E ile V arasinda

E ' =f
n n-1

=f -Vf
n n

=(1-—V)fn bagintisi vardar.

Kisaca E '=1-V ve E=(1-v) ’

yazabiliriz.

ordinatlarinin hepsi kullani~

Genel olarak, bir f(x) fonksiyonunun herhangi bir x noktasi icin (r+1).

mertebeden geri farki,

Ve (%) =V £ (x)-V" f (x~h)

ile tanimlanar.

Cizelge 2.3 f(x) fonksiyonunun geri farklari

%N-3 fN-3
X2 Ty-2 -2 2
vf v fN—l
XN-1 TN-1 N,
v v fu
X f N
N N

vVt

10

(2.11)



Geri farklara karsi gelen fark tablosunun sonu Cizelge 2.3’ te gbsteril-
migtir.Bu ¢izelgedeki her bir geri kSsegen boyunca yerlesmis indislerin de-
gismeden ayni kaldigina dikkat edilmelidir.

2.7 ORTALAMA OPERATORU
Islem yaptiran sembollerden biri de u ’diir. Bu sembol

1 h _ n
B (x)= [ £oer )+ £(x —2—)] (2.12)

seklinde igslem yaptirir ve "ortalama operatdri" diye adlandirilir. Bu opera-

t8r (2.12) ’den de anlasildigi lizere ortalama degeri bulmada kullanilair.

2.8 BOLUNMUS FARKLAR
XTI X R X, degerleri icin sira ile f(xo),f(xl),f(xz),... deger-

lerini alan bir fonksiyon ele alinsin. f(x) ’in herhangi iki degeri f[xi) ve
f(xj) olmak {izere, birinci mertebeden b&linmiis farki,

f(xj)~f(xi)

f(xi,xj)= X %, (2.13)

formu ile tanimlanir. Bu formda x, ve xj degerlerinin ardigik degerler ola-

rak alinmasina dikkat edilmelidir.
Buna benzer olarak f(x) ’'in iki tane b&liinmiis farki f(xi,xj) ve f(xj,xk)
ise ikinci mertebeden b8linmis fark,

£(x,x )-f(x,x)
A 1’7
£(x% %)= % %, (2.14)

formu ile tanimlanir. Bu islemler ardigik olarak tekrarlanirsa, xo,x1,x2,x3

apsisleri icin Ulclncii mertebeden b&liinmiis fark,

f(xl,xz,XB)-f(xo,xl,xz)

X X
3 0

f(xo,xl,xz,x3 )=

formunu 8rnek olarak verebiliriz.

y=f(x) fonksiyonunun b&liinmils fark tablosu Cizelge 2.4 ’teki gibi hesap-

lanir.
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Cizelge 2.4 f(x) fonksiyonunun bdliinmiis farklari

x| f(x)
x | f(x.)
° ° f(xo,xl)
‘ X f(xl) f(xo,x VX,
f(xl,x2 f(xo,xl,xz,x3)
X, f(xz) f(xl,x VX
f(xz,x3
X, f(x3)

Brnek 1.2. f(x)=x° fonksiyonunun x=0,1,3,4,7 degerleri ic¢in bdliinmiis

fark tablosu asagidadir.

2
X X
0 0
1 1 1 0
3 9 7 1 0
4 16 11 1
7T | 49

2.9 BOLUNMUS FARKLARIN OZELLIKLERI

Ozellik 1.4. 1ki fonksiyonun toplaminin ya da farkinin herhangi mertebe-

den b&llinmlis farki, verilen fonksiyonlarin bdliinmiig farklarinin toplamina e-
sittir.

0zellik 1.5. Bir fonksiyonun herhangi bir sabitle ¢arpiminin herhangi

mertebeden bdlinmiis farki, fonksiyonun b&liinmiis farkinin o sabitle carpimina

esittir.

fzellik 1.6. Boliinmiis farklar simetriktir. Yani

12



f(xo,x1)=f(x1,xo)
f(xo,xl,x2)=f(x1,xo,x2)=f(x2,xo,x1)
vb. yazilabilir.

Ozellik 1.7. Herhangi mertebeden bd&liinmiis fark, birinci mertebeden b&-
liinmiis farklar cinsinden ifade edilebilir. Ornegin,
f(xo) f(xi) f(xz)

f(xo,xl,x2)= (xo-xl)(xo-xz) * (xl-xo)(xl—xz) * (xz—xl)(xz—xo)

dir.

Bu Srnegin gercekligi s6yle gbsterilebilir:

f(xl,xz)-f(xo,xl)

f(xo,xl,x2)= (xz—xo)
f(xl,xz) ) f(xo,xl)
(xz-xo) (XZ_XO)
f(xz)—f(xl) f(xl)—f(xo)

(x,-x ) (%) - (x,~x 1% =]

f(xz) f(xl) f(xl]
F (xz—xo)(xz—xl) - (xz—xo)(xz-xl) - (x2~x0)(xl—x0)
f(xo)

+
(xz—xo)(xl—xo)
f(xo) f(Xl) f(xz)

= + +
(xo~x1)(x0-x2) (xl—xo)(xl—xz) (xz—xl)(x2~xo)

Ozellik 1.8. Verilen f(x) fonksiyonu n. dereceden bir polinom ise,
f(x,xo) b&liinmiis fark: (n-1).dereceden,
f(x,xo,xl) b&linmiis farki (n-2).dereceden,

f(x,xo,xl,xz) b&liinmiis farki (n-3).dereceden,

f(x,xo,xl,...,xn_1)=sab1t

13



f(x,xo,xl,...,xn)=0 olur.

Ozellik 1.9. B&liinmis farklar,

f(xo) f(xi)

1 1
f(xo,x1)= . .
0 1
1 1
f(xo) f(xi) f(xz)
*a X %2
1 1 1
f(xo’x1’xz)= Xa xz xz
0 1 2
X X
0 1 2
1

vb. determinant formunda g8sterilebilirler.

2.10 ILERI VE GERI FARKLARIN BOLUNMUS FARKLARLA iFADESI

Cok genel olarak, biz A araciligi ile ifade edilmis olan h araligini

r+l

ATTUE (x)=A" Af (%)
=A" (£ (x+h)-f (x))
=A"f (x+h)-A"f (x)
bagintilarini kullanarak;
A"*E (x)=ATf (x+h)-A" £ (x) (2.15)

ifadelerini tespit ederiz. Eger cok Gzel bir notasyona gereksinme duyulursa

A yerine Ah kullanilabilir.
fleri farklar kullanildiginda, tablo,

X oK th (2.16)

seklinde artan cebirsel sirada xo,xl,x »-.. apsislerini numaralandirmaya

2
elveriglidir.

Daha sonra (2.1) ve (2.13) bagintilari kullanilarak asagidaki formiilleri

14



tiretebiliriz. «
Af(xk)=f(xk+1)—f(xk)
=(Xk+1-xk)'f(xk’xk+1)

=h.f(xk,xk+1)

A%f(x )=h.£(x  ,x  )-hf(x,x% )

=h.(xk -x ).f(x x

X
+2 “k+1 k' Tk+1’ k+2)

2
=2h .f(xk,xk+1,xk+2)

ve genel olarak tlimevarimla,

ATE(x )=(r-1)1h"" [f(xm, X ) (e 'Xk+,~_1)]

(e ! r-1
(r-1)th (xk*r,xk)f(xk,...,xk+r)

=r!h’f(xk,xk s k+r) (2.17)

+1
gseklinde ifade edilir.
Eger apsisler (2.16) bagintisindaki gibi tekrar kisaltilip numaralandi-

rilirsa

Vf(xk)=f(xk)—f(xk_1)

=(xk—xk~1)f(xk,xk_1)
=nf (x,.x, ) (2.18)
sonucuna ulasilir. Buradan genel olarak;

r =|l‘
ViE(x J=rth'f(x % ,....x ) (2.19)

bulunur ki bu formlil (2.17) bagintisi ile benzerdir.
Keza, Vrfk geri farkinin (2.19) bagintisinda ifade edildigi gibi fk_r,
,fk ordinatlarina bagli oldugu gdriilmektedir.

f )
k-r+1

15



2.11 MERKEZ! FARKLAR

B&lunmlls farklar incelenirken tablodaki X, ardisik degerleri arasindaki
farklarin yani adim uzunluklarinin esit olmadifi gdriillir. Ancak uygulamala-
rin pek cogunda adim uzunluklari esittir. Bu durumda egit uzunluklu veriler
i¢in ayni mertebeden her bdlinmiis farkin paydalari esit olacagindan paydada-
ki degerler ihmal edilerek yeni farklar elde edilir. Bu yeni farklara bir

fonksiyonun "merkezi farklari" denir.

Eger hesaplama, tablo ig¢indeki belli bir nokta civarinda yapiliyorsa, o
noktayi X, olarak ve xl,xz,...apsislerini ileri apsisler , x_l,x_z,... ap-
sislerini geri apsisler olarak almak uygun olur. B&ylece (2.16) bagintisa

tekrar gecgerli olacaktir.

Merkezi fark notasyonu;

af(x)=f(x+§h)-f(x-gh) (2.20a)

8" (x)=8"£ (x+10)-8"F (x-3h) (2.20b)
ile tanimlanir.Genel olarak kaESf(xk) 6zdesligi ile g&sterilen birinci mer-
tebeden merkezi farkin hesaplanmis ordinatlari icermedigi garﬁiﬁr. Bununla

beraber ikinci mertebeden merkezi fark,

2 1 1
3 fk—éf (Xk+éh)—6f (xk éh)

=f(xk+h)—f(xk)-[f(xk)—f(xk—h)]

=f -2f +f
1 Tk k-1

k+

olarak bulunur ve bu nedenle bu farklar tabloda mevcuttur. Yani 62mf gibi

k
¢ift mertebeli bilitiin merkezi farklarin tabloda bulundugunu sdylenebilir.

Bundan bagka,

O v t1s2) Trar Ty

2m+1

ldugu da s& bilir. D
oldugu da sBylenebilir. Daha genel olarak & K+ (1/2)

sadece hesaplanmis

sonuclari icerir.

Daha ®6nceki notasyonlari kullanarak,
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6f1/2=f1—f0=hf(xo,x1)

6f-1/2=fo—f-1=h£(xo’x-1)
2
8 f1=8f3/2—6f1/2=hf(x1,x2)

=210°f (x , %, %)

yazllabilir. Ardigik hesaplamalarla,

2m+1 _.2m+1 '
3 ey @R (x XX ) (2.21)
2m+1 2m+1
= {
8 k-(1s2)°D (2m+1).f(xk_m_1,xk_m,...,xk,...,xk+m) (2.22)
Ssz =h2m(2m)'f(x ce s X s X ) (2‘23)
k ) k-m” "7k Tk

genel scnuclarina ulasilir.

Yaklasik olarak hesaplanmis olan bir dahili Xq tablo noktasinin civa-
rindaki degerlere kars:i gelen fark tablosunun bir bdliimi Cizelge 2.5 ’te gd-
rilmektedir. Bu sekilde yatay ¢izgiler boyunca tek ya da kesirli .olan indis-

ler degismeden ayni kalir.

Bundan dolayi bir fark tablosunda, ®nce farklar hesaplanip, daha sonra
tabloda yer alan kayitlar numaralandirilir. Cizelge 2.6 dan da gdriilebilece-
gi gibi ileri, merkezi ve geri farklarin hazirlanan cizelgede mevcut oldugu

’ gérilir. Bu durumda, bu notasyonlardan herhangi birisinin bilinmesi ile di-
ger notasyonlarin tabloda g@sterilebilmesi miimkidndlir. Bununla beraber hangi

notasyonun nerede kullanilacagi ileride gdriilecektir.
Ozellik 1.10. Kaydirma operatéri E araciligiyla,

1/72 1/2 1/2( 1s2_

s=g'/2_g12 4 g% 172

E'?-E
=E-1

» EM %5=n

» E8%=0% 5 AE"1/%=5

yazilabilir.
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Cizelge 2.5 f(x) fonksiyonunun merkezi farklari

X f
-2 -2
x_1 f 1 af-3/2 5
- 8°f
x, f, af-1/2 5 -1 63f_1/2 .
8f 5 fo 3 8 f0
x1 f1 172 5 ] f1/2
3f S f1
X f 372
2 2

Cizelge 2.6 Farklar arasindaki ilisgki

X f
o 0o
x1 f1 Afo=6f1/2=Vf1 2 5 2
Af =5 =yf D70 VA,
x2 f2 1 372 2
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3. ENTERPOLASYON

3.1 Giris

"Enterpolasyon” s8zciigl, elemanter anlamda, bir fonksiyonun c¢izelge
halinde verilmis bir sayi dizisinden, bu fonksiyonun bilinmeyen degerleri-~
nin hesaplanmasi islemini tanimlamak icin kullanilir. "ara deger bulmak"
anlamina da gelen bu deyim genis anlamda, verilmig bir f(x) fonksiyonunun
daha basit bir F(x) fonksiyonu ile gdsterilmesi veya onun yerine kulla-

nilmasi islemi olarak tanimlanabilir.

f(x) fonksiyonu, XpoXys ooe 0% gibi x ’in belirli degerleri ic¢in F(x)

1
ile ifade edilir. (xo,fo), (xl,fl), cee (xn,fn) noktalarina enterpolas-
yon noktalari denir. f(x) enterpole edilen fonksiyon, F(x) ise enterpolas-

yon formilli olarak bilinir.

F(x) fonksiyonu degigik sekillerde secilebilir. Polinomlar en basit
fonksiyonlar olduklarindan, enterpolasyon fonksiyonu olarak cogunlukla po-
linomlar alinirlar. Standart enterpolasyon fomiillerinin hemen hemen hepsi

polinomal formiillerdir.

Bu bélimde dogrusal ve polinomal enterpolasyon islemlerinin yaninda
agirlikli olarak sonlu farklarla enterpolasyon formiillerine dayali biitiin

yénfemler dzerinde durulmustur.

3.2 DOGRUSAL ENTERPOLASYON

Enterpolasyon fonksiyonu olarak birinci dereceden bir polinom kullani-

lirsa, bdyle bir enterpolasyona "dogrusal enterpolasyon" denir.

Eger [xo,x1] araliginda x ’e bagli bir f(x) fonksiyonu verilmisse bu

araliktaki dogrusal enterpolasyon islemleri icin
F(x)=on + A1 (3.1)
seklinde bir enterpolasyon fonksiyonu tanimlanir. Araligin u¢ noktalarin-

da,
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f(xo)=F(xo) ® : (3.2a)

f(x1)=F(x1) E (3.2b)
olacagindan,

‘f(x0)=on0+ A1 (3.3a)

f(x1)=on1+ A1 (3.3b)

elde edilir. (3.3a) ve (3.3b) esitliklerinde bilinmiyen Ao ve A1 katsayi-
lari

Fix )-f(x)
A= ! 0 (3.4a)
0 X =X
1 o]

x f{x )-x f{x )
A=_—+ 9 0 1 (3. 4b)
1 X -X
1 70

esitlikleri ile ifade edilir. Bu degerleri (3.3) bagintisinda yerlerine

yazarak enterpolasyon fonksiyonunu,

1
F(x)= X +
X —X X -X
1 70 1 "o

fix )-f(xo) xlf(xo)—xof(xl)

X f(xl)—x f(xo)+x1f(xo)—x0f(x1)

= o (3.5a)
1 o
X-X X -X
= = f(xl) + = f(xo) (3.5b)
1 70 1 7o
ve
XX X, =X
w_(x)= , w_(x)=
0 X -X 1 X -X
1 "o 170
olarak tanimlayip,
F(x)=w0(x).f(x1) + wl.f(xo) (3.6)

yazabiliriz. Buraya kadar yapilan iglem Sekil 3.1 ’'de gdsterilmistir.
Buradan,

f(x1)—f(xo)

f(xo,xl)s X% (3.7)
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Sekil 3.1 Dogrusal enterpolasyon

elacagindan (3.5a) bagintizinin payina xof(xo) eklenip c¢ikarilirsa enter-

rolasvon fonksivonu
Y= I+ (w-x I (¥ .o .8
Fl)=f (2 )+ (=52 ) (2, 0%, ) (3.8)

formu ile veya

()= ()b O £ (x
F ()=t (2 )+ 2 [f(x]) f(ﬂo)] (3.9)

ile ifade edilebilir. Yine (3.5) bagintisi kullanilarak,

- 1
F(x)= ~ o [(xl~xlf(xo)-(xo*x)f(xl)] (3.10)
170
formunda da gdslerilebilen enterpolasyon fonksiyonu

1 f(xo) %,

Fx)= T (3.11)

determinant formunda yazilabilir.

P0 1(x) ile [xo,xll araligindaki herhangi bir x degeri icin fonksiyo-

nun alabilecegi degeri g&sterirsek,

po (x)= (3.12)
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notasyonu elde edilir. Bu notasyondaki Po(xo)=f(xo) ve Pl(xi)=f(x1) dir.

3.3 POLINOMAL ENTERPOLASYON TEORISI

LAGRANGE ENTERPOLASYON FORMULU
XpXs oo X birbirinden farkli apsisler ve Yor ¥y «-- Y ler de
y=f (%) fonksiyonu ig¢in bu apsislere karsilik gelen fonksiyonel degerler

olsunlar. Problemimiz, verilmis sayi dizisi i¢in,
p(xi)=l~“(xi)=y1 , (1=0,1,2,...,n) (3.13)
olacak sekilde bir p(x) polinomunun bulunmasidir.

Ao’A1’ e ,Am gibi m+1 tane bagimsiz parametre oldugunda m. dereceden

bir polinom,

_ 2 m _ k
p(x)—Ao+A1x +A2x + ... +Amx = z Akx (3.14)
k=0
seklinde vyazilsin. (3.13) bagintisina gore p(xi)=F(xi)=yi,(1=O,1,...,n)
icin n+1 tane lineer denklem elde edilir. m=n kosulu altinda Ao’A1""’A
n

parametrelerinin bulunabilmesi ig¢in,

A +A x +A x2+ vl A XD = y
0 170 20 n 0 o}
2 n
+ ... =
AO+A1x1+A2x1 +Anx1 y1
(3.15)
A +A x +A x2+ ... A X" = y
0 1 n 2 n nn n

sekliﬁée {n+1) bilinmeyenli ve n+l1 denklemli bir denklem sistemi elde edi-

lir. Bu sistem matris ve vektdr notasyonlari kullanilarak,

X=[xf] , (1,5=0,1, ... ,n)
- T _ T
A_(AO’A1’°"’An) ,Y—(yo,yl,...,yn) (3.16)
ile
AX=Y

dir. Daha acik olarak,
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- 2 n - »
1 x X . X
0 o} 0
1 x x2 . X"
1 1 1
[Ao A ... An] = [yo v, yn] (3.17)
1 x x2 x"
- n n n -
dar.
Teorem 3.1 xo,xl,...,xn gibi n+l tane farkli noktaya karsilik gelen
Vgr¥yre-o ¥, ordinatlari verildiginde; xi,(i=0,1,...,n) > lerde v, 'ye en~

terpole edilen n. ya da daha az dereceden bir p(x) polinomu vardair.
Ispat: Bu teoremin ispati lic farkli durumda yapilacaktir.

I.Durum: (3.17) bagintisindaki X matrisinin determinant:

det(X)= 1 (x -x ) (3.18)
0<j<i=n 1 :

X, noktalari birbirinden farkli oldugundan sifirdan farklidir. Béylece X
in singliler olmadigi gériilir. Bu da XA=Y sisteminin tek ¢d8zilime sahip ol-
dugunu gdsterir. Bu nedenle n. ya da daha az dereceden bir enterpolasyon

polinomunun var oldugu kanitlanir.

II.Durum: XA=Y sisteminin sadece XB=0 homogen sistemi B=0 agikar c¢&zii-
miine sahipse tek ¢&zilimll vardir. Bu nedenle bir B dizisi i¢in XB=0 oldugunu

varsayalim. Ayni B kullanilarak,

q(x)=B_+B x + ... +ann

tanimlansin. XB=0 sisteminden,
q(xi)=0 , i=0,1, ... ,n

ifadesine sahip oluruz. q(x) polinomu n+1 tane k&ke sahip ve n. ya da daha
az derecedendir. q(x)=0 olmadikc¢a bu imkansizdir. o zaman biitiin Bi kafsa—

yilari sifir olur. Bu sekilde ispat tamamlanir.

III.Durum: Bu kez enterpolasyon polinomu acik olarak ifade edilecek-

tir. 0=i=n olan bir i ic¢in,

y,=1 . J*i iciny =0

23



olan &zel bir enterpolasyon problemini_g&z&niine alalim. j#i kosulu ile n
tane kdkleri xj *ler olan n. ya da daha az dereceden bir Li(x)ipolinomunu
bulmak isteyelim. O zaman c bir sabit olmak {izere,

Li(x)= c(x—xo)(x-xl) e (x-xi_l)(x—xi+1) - (x—xn)

dir. Li(xi)=1 kosullarindan,

o=llx =% J(x =x ) ... (x=x )z -x ) ... (xi—xn)]—l

i- i+1

bulunur. O zaman Li(x) 8zel polinomu,

X~X
L, (x)= [ : ] ,(j=0,1,...,n) (3.19)
J*1

olarak yazilabilir. (3.13) bagintisi ile verilen genel enterpolasyon prob-

lemini ¢&zmek icgin,
p(x)=yoL0(x)+y1L1(x)+ +ynLn(x) (3.20)

yazilair. Li(x) polinomlarinin 8zellikleriyle, p(x) kolayca (3.13) baginti-
sin1 saglar. Bitin Li(x) polinomlari n. dereceden oldugundan p(x) de n.

dereceden ya da daha az dereceden bir polinomdur.

Bu durum teknik uygulamalarda c¢ok kullanilan bir 8zelliktir. Kapal:

big¢imde,
pn(x)=izoyiLl(x) (3.21)

seklinde de yazilan (3.20) bagintisina "Lagrange enterpolasyon formiilyi"

denir.

3.4 LAGRANGE ENTERPOLASYONU ICIN AITKEN YONTEMI

Aitken tarafindan gelistirilmis olan bu ydntemde Lagrange polinomu ar-
disik lineer enterpolasyonlarla bulunur. Bilinen f(x) fonksiyonu ig¢in ve-
rilen noktalarin sayisi fazla oldugunda, enterpolasyon formiiliiniin uzun ol-

masl sakincasl ortadan kalkar.
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Teoriye girmeden Snce, bagimsiz degiskenin {ic degerine karsilik fonk-

siyonel degerlerin verildigini varsayéllm.
Buna gére,

A(xo,fo), B(X1’f1)’ C(xz,fz) noktalari fonksiyonun belirttigi egri
tizerindeki noktalar ve x0< % < x2 olacak sekilde enterpolasyon noktasi da

» olsun.

Bu noktalari koordinat sisteminde belirleyelim ve bu noktalardan gegen

egriyi cizelim.

F)

O

—— e E———— —— - — _— G —— — — —— — —

Sekil 3.2 Aitken Ydntemi
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‘ AB kirisinin x ’teki ordinati kestigi noktaya fo1 ve AC kirisinin x
deki ordinati kestigi noktay:i da foz ile gosterelim. AB kirisinin denkle-
mi,

y-f = _fl:fﬁ_ (x-x ) (3.22)
© 0

X —X
1 0

olarak yazilip diizenlenirse,
y(xl—xo)-(xl—xo)f0=(f1—fo)(x—xo)
veya daha uygun olarak,

(x-x )f -(x-x)f
_ 0’71 1770
y= % % (3.23)
1 "o

olur. Bu denklem determinant formunda,

X-X f
o} o)
X—X f
1 1
y= = (3.24)
10

seklinde ifade edilir ve f01(X) veya kisaca fo1 ile gbsterilir.

Tamamen benzer ydntemle AC kiriginin denklemi de,

(x—xo)fz-(x—xz)f0

f02= = (3.25a)
20
veya
X-X f
0 0] =
X=X
2 2
£oa™ X -x (3.25b)
270
seklinde yazilabilir. Genel olarak n+1 tane nokta ig¢in, i=1,2,...,n olmak
lzere,

(x-x Jf ~(x-x )f
£ o= o ! ! o (3.26a)
01 X X - £0a

veya
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f = (3. 26b)

*0 %0 fo
X0 %y fi {(x -x )f
i (x): =——9_1__0_=f
01 0 X —-X (x -x ) o
1t o 1 “o

ve ayni bagintida X=X olarak alindiginda da,

X =X f
i 7o )
XX fi (xi—xo)fi
f (X ): = = f
ot 0 X —-X (x -x i

i 0 i 0)

olur. Bu da herhangi bir enterpolasyon formiilinde var olmasi gereken genel

kosuldur.

Isleme devam edilerek,ayn1 ydntemle E(xi,f01) ve F(Xz’foz) noktalarin-
dan gecen dogru denklemi yazilarak, bu dogrunun x ’teki ordinat: fo el-

12
de edilir. Bu ordinat,

(X"Xl ) fOZ— (X—XZ ) fOl

fOIZ(x)= X —X (3.27)
2 71
veya determinant formunda,
X~X
1 01
X-X f
2 02
f012(x)= X _-X
21
ile ifade edilir. Daha fazla nokta kullanilirsa, i=2,3,...,n olmak iizere,
. (x—xl)fm—(x-xl)fo1
011 X -X
1 71
veya
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X=X

1 01
X—-X f
1 o1
f X)=
Oli( ) X =X
1 1

formlari yazilabilir. Sadece doért nokta kullanildiginda determinant notas-

yonunun nasil uygulanacaginil g8steren ¢izelge asagidadair.

Cizelge 3.1 Determinant notasyonunda Aitken enterpolasyon formiili

X X-X f
o] o o
X X—-X f f
1 1 1 01
X X=X f f f
2 2 2 02 012
X X=X f f f f
3 3 3 03 013 0123

Cizelgenin bulunan en son degeri, yani buradaki f012 ,x0< X < x2 ig¢in
fonksiyonun yaklasik degeridir. f012(x) *in verilen noktalarin kullanilma-
siyla bulunacak bir Lagrange enterpolasyon formiiliine denk olacagi agagida-

ki gibi gésterilebilir.

*(3.27) bagintisinda f01 ve fo2 'nin degerleri yerlerine yazilirsa,

X _~X
2 0

012 X, =X
2 1

e ) (x-xo)fz—(x—xz)f0 o) (x—xo)fl-(x—xl)fo
° o X%

olur. Bu ifade diizenlendiginde sonu¢ olarak,

(x—xl)(x—xz) - (x—xo)(x—xz) (x—xo)(x—xl)
0

f012= (xo—xl)(xo—xz) (Xl-xo)(xl—xz) f1+ (xz—xo)(xz—xl) fz

bulunur. Bu denklem ikinci dereceden Lagrange enterpolasyon polinomudur.
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Daha fazla sayida nokta kullanildiginda bﬁtﬁn’fOIi’lerin ayni sekildé.ikin—

ci dereceden Lagrange enterpolasyon polinomlari olacaklari agiktir.

Cok sayida nokta verildiginde, bagimsiz degiskenin bir x degerine kar-
s1li1k fonksiyonel degerinin Lagrange enterpolasyonu ile Aitken ydntemi
kullanilarak hesaplanmasi icin f f ... Hf ¢okluklarinin

0121’ 01231" 0l1...n
bulunmasi gerekir. '

Cizelge 3.2 Besinci mertebeden Lagrange enterpolasyon polinomu

X (x-x ) f f f f f f
i i 1 01 011 0121 01231 012341
X, (x-xo) fo
X, (x—xl) f1 f01
X, (x-xz) f2 f02 fo12
X (x-%x_) f f f f
3 3 3 03 013 0123
X (x-%x ) f f f f f
4 4 4 04 014 0124 01234
xg | (%) Ao A A U e £ o .

Cizelge 3.2 ’de n=5 i¢in bu cokluklarin nasil hesaplanilacagi gdste-

rilmistir. Burada, &rnegin (xz,f012) ve (Xs’fo15) noktalari kullanilarak,

X~X f
2 012
X=X f
5 015 (x-x )f - (x~x)f
_ _ 2' 7015 5°7 012
0125 X —X X _—X
5 2 5 T2

olarak hesaplanir.
Genel olarak, m. mertebeden Aitken enterpolasyonu igin,

(x—xm)fm'.in - (x—xn)f01

- . eooim
01...1mn X -X (3.38)

n m

formunu tanimlayabiliriz.
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Lagrange enterpolasyonunun Aitken y&ntemi ile yapilmasi,

a) Islemi hizlandirmasi,

b) lstenilen dogrulukta sonuca erisildiginde, daha az dereceden poli-
nomlarla sonuca varmasi,

c) Islemlere ardisiklik kazandirmasi,

d) Egit aralikli olan veya olmayan veriler ig¢in, diger enterpolasyon
yontemlerinin kullanilmasi durumlarinda da kolaylikla uygulanabilmesi a-

vantajlarindan dolayi Bnemlidir.

3.5.NEWTON ILER? VE GERI FARK FORMULLERI

X x1=x0+h, X =x +2h, ..., x =x +nh apsisleri i¢in f(x) ’in alacagi de-

gerler ile n. dereceden bir polinomla sonu¢lanan, n+l1 tane terimin alinma-
siyla bir enterpolasyon formiili elde etmek icin Newton b&llinmiis farklar for-

miliini kullanabiliriz. (2.17) bagintisi izlenerek,

1
- r
£(Xgr--oax )= = 17 4 (3.29)
r'h
bagintisini kullanarak,
Af A%f
f(x)=fo+(x-x ) +(x-% )(x—xl) >t
ith 2'h
A“fo
+(x-x )(x-x_) ... (x-x_ ) + E(x) (3.30)
0 1 - n
nlh
sonucu elde edilir. Bu formiilde,
£ (@)
E(x)=(x—x°) N e D — (3.31)
" (n+1)1
olarak belirlenir. Burada €& , xo,x1 ,xz; SN ,xn ve X ile aralanmig aralik
icindedir.
X=X
s=—x— > x=x0+hs (3.32)

bagintilarini kullanarak ve x—xk=h(s—k) esitliginden yararlanilarak, daha

nceki (3.30) bagintisi,
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ol

.~

_ * s(s-1) ,2
fs—f0+SAf0+ T A f0+ PN
. s(s—l)...(s-n+1)'Anf + E (3. 33)
n! o] s
formunu alir.Buna gdre,
_p"*t (n+1)
Es— W S(S 1) c e (S n)f (g) (3. 34)
dir. Burada,
f =f(x +hs)=f(x) E =E(x_+hs)=E(x)
s o} s 0

yazllmistir. (3.33) bagintisainda Es hata teriminin ihmal edilmesi sonucu el-
de edilen formiile "Newton ileri fark formiili" denir. Bu formlil i¢in Cizelge

3.3 "teki fark gizelgesi verilmistir.

Cizelge 3.3 1Ileri fark yolu

%o fo
\Afo )
X f1 A fo
X f -
2 2~
Benzer bir yol ile, eger xN,xN_l,xN_z, ve bunun gibi ordinatlari sirayla
.belirleyen bir formiile gerek duyarsak X, ile X X ile»xk_l, cee o X ile
de x kullén{larag bu form,
£(x)=f (x )+ (=% ) (%% )
+(x—xN)(x—xN_l)f(xN,xN_l,xN_2)+ ..
+(x—xN)(x—xN_1) - (x—xn_n+1)f(xu,xn, .. ,xN_n) (3.35)

seklinde yeniden diizenlenebilir. Burada,

X=x_+hs
N
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yazilip (2.19) bagintisi kullanilarak,

_ s(s+1) _2
fN+s~fN+szN+ —r V'fN+ e
s(s+1) e (stn-1) gne | g (3.36)
ni N s

daha kisa olan denklem elde edilir. Burada

n+1

h

Es= (n+1)!

s(s+1) ... (s+n)f™P (g) (3.37)

olarak ifade edilir. Bu formiil Es ihmal edildiginde "Newton geri fark for-

milii" olarak bilinir. Formiil icin Cizelge.3.4 ’teki fark yolu izlenir.

Cizelge 3.4 Geri fark yolu

*y-2 Tn-z
—
*y-1 NfI~%'VfN—1 2. >
X £ —> Yy N
T N
s
Eger (3.33) bagintisinda r+1 terimi yokedilirse Xgp Xpp oo X de f(x)
ile uyusan polinom ele gecirilir. (3.36) bagintisinda r+1 terimi yokedilirse
S SRS TRTRTE de f(x) ile uyusan polinom elde edilir. Efer n+1 terim

her iki formillde de ihmal edilirse b8ylece her iki formiil de ayni koordinat-
lari igerecek ve ayni polinom yaklagimi tliretilecektir.

Cok daha genel olarak, yukardaki bagintilardan ilki olan (3.33) bagin-
tis1, cizelgenin 6n u¢ degerleri igin ve sonuncusu olan (3.36) bagintisiise
¢izelgenin son u¢ degerleri icin kullanilir. (3.33) bagintisi kullanilirken
sadece ileri farklar ve (3.36) bagintisi kullanilirken sadece geri farklar
elde edilmelidir. Geri fark formlili &zellikle bir hesaplamay1l genisletmek
icin ve diferansiyel denklemlerin ¢&ziimiinde formiiller {iretmede yararlidir.

Bu nedenle, her iki formlilde de tablonun icinde s ileriye dogru &lgiilmiistir.
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Bu durumda, s, (3.36) bagintisindaki ekstrapolasyon i¢in ve (3.33) baginti-

daki enterpolasyon ic¢in pozitiftir. Siliphesiz, her iki formiil enterpolasyon

veya ekstrapolasyon i¢in kullanilabilir.

Bu formiiller,

(). r(r-1) ... (r-k+1)
k)™ k!

gbsterimini kullanarak
n
- . s) Lk
£ = f(x0+hs)~kZ°[ } At

sade sekliyle daha kisa formda yazilabilirler.

Ayrica (3.36) bagintisindaki kao’ln katsayisi,

s+k-1)_ s{s+1) ... (s+k-1)
k k!

= (-1)* (-s)(-s-1) ... (-s-k+1)

ki
_ (o k [-s
= (-1) [ k}

olur. Buna gbre geri fark formiild,

n

= _aqk [-s) ok
£o,.= f(xN+hs)szo( 1) [ k] vE

ve
n
- hela 1k (s) ok
£, ,= f(x -hs) kZo( 1) [k) v

formunu alir.

3.6 GAUSS FORMULLERI

(3.38)

(3.39)

(3. 40)

(3.41a)

(3. 41b)

Bir x noktasindaki enterpolasyon ig¢in, X ’ye mimkiin oldugu kadar yakin

apsislere karsi gelen dahili koordinatlari igeren uygun bir formiile sahip

olmak istenir. Eger X tablonun sonunda ise Newton formiiltinii bu amag¢la iyi
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bir sekilde kullanmak miimkiindiir. Aksi taktirde ( yani x tablonun sonunda de~

gilse ) X ’'ye en yakin X apsisi ile baslamak, sonra x, ve x_l’i, x, ve

x_z’yi ve digerlerini dahil etmek uygundur.

Eger ordinatlar fo’f1’f- ,f ,f

NS R sirasinda diizenlenirse (3.35)

esitliginde xo,xl,xz,x3,x4, ... apsislerini Xo’x1’x-1’x2’x—2' ... ile degig-

tirmenin sonucu k=0 ile (2.21) ve (2.23) bagintilari kullanilarak,

S, . s%f
f(x)=fo+(x—x ) +(x—xo)(x~x1)
ith 2'h
63f1/2
+(x—x0)(x~x1)(x—x ) 3
3th
s
+{x-x J(x-x_ ) (x-x_)(x-x_) +
0 1 2 4 pt
formu elde edilir.
Eger
X=X,
§= —p—— ve x=xo+hs (3.42)
yazarsak bu sonu¢ su formu alir:
2,2
_ s(s-1) 2 s(s“-17) 3
fs_f0+86f1/2+ 2! S fo+' 3! S f1/2
2,2
s(s™~1%)(s-2) st o+
4! o}
. s(sz—lz) e (sz—(m—l)z)(s—m) 52"f
(2m)! )
veya
2,2 2 2
s(s“-1%) ... (s°-m") 2m+1
* Zme 1)1 St et E (3.43)

Burada n.mertebeden faklar biliniyorsa, n 'nin tek ya da ¢ift olmasina gdére

hata terimleri bulunabilir. n=2m oldugunda hata terimi
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3

2m+1 s(sz—lz) e (sz—mz)

= (2m+1) .
Es—h a1 f (&) (3.44)
ve n=2m+1 oldugunda hata terimi
: 2,2 2 2
_,2m+2 s(s™-17) ... (s"-m")(s-m-1) (2m+2)
Es—h ome2)T f (€) (3.45)

formunu alir. Bu formiil Cizelge.3.5 ’de g8sterilen ileri zigzag yolunu orta-

ya ¢ikarir ve "Gauss ileri formilili" olarak bilinir.

Tamamen benzer bir yol ile ordinatlar fo’f—1’f1’f—2’fz’ ... Ssirasinda

alinirsa (2.22) ve (2.23) kullanilarak, k=0 ile tekrar (2.21) kisaltmasina
dahil ederek,

Cizelge 3.5 Gauss ileri zigzag yolu

X f
-2 -2
af-3/2 2
X f 3 f
-1 -1 -1
///8£?1/2‘ 2 0 £?1/2\ 4, —
x0 fo 3 fo 3 fo
\6f/ \83f/’ \\
« £ 172 20 1/2
1 1 1
8f
. £ 3/2
2 2
2, 2 .2
_ s(s+1) .2 s (s"-17) (3
fs~fo+saf-1/2 —r 9 fo+ e TR f-1/2
2,2
+ s(s™-17) (s+2) sir
41 o]
s(sz—lz) - (sz—(m-l)z)(s+m) 2m
+ 8 f
(2m)! o

veya
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*s(s%-12) ... (s%-m?) s2m+1

* (2m+1)! -1/2

+ E ’ (3.46)

8

formunu elde ederiz. Burada hata terimleri n in cift ya da tek olmasina gére

2 .2 2 2
w2m+1 s{s™17) ... (s"-m") _(2m+1)
Es—h Zme1)1 f (&) (3.47a)
veya
2,2 2 2
2m+2 s(s™-17) ... (8"-m")(s+m+1) (2m+2)
Es~h Zm+2)] f (€) (3.47b)

olarak belirlenir. Bu formiil geri zigzag fark yolunu ortaya c¢ikarir ve

“"Gauss geri formili" olarak bilinir.

(2m). mertebeden bir ¢ift farkla sonuca ulasildiginda her iki formiil

X s X Ko
o’ "F1" "F2’

ikiside tamamiyle O8zdegtir. Buna ragmen (2m+1).mertebeden bir tek farkla so-

X de f{x) ’e uygun bir polinomu saglar. Bu durumda her

nuca ulasildiginda ileri formiil x ,x_ ,x__, ... ,X. ve X de f(x) ’e uy-
0 +1 +2 +m m+1

gun bir polinom verir. Bununla beraber geri formiil ilk m+l ve x_m_1 de

uyum saglar. Bu son durumda f (%) ’yi ararken ileri formiilin, §, X, ile X,
arasinda iken daha iyi sonuclar verebilecegi umulur. Oysa X, X_, arasinda
iken geri formlil genellikle fercih edilir. Bu formiillerin hicbiri pratikte
sikca kullanilmaz. Ancak bu formillerden, baska yararli formiiller tiiretil-

mistir.

3.7 STIRLING FORMULU

Enterpolasyon sbzgelimi Xo—%h ve xo+%h arasindaki X, noktasi yakininda-
ki x degeri icin yapilacaksa, Gauss ileri ve geri formiillerinin ortalamasi
ile sekillendirilen (ortalamalari alarak elde edilen ) bir formiil sik sik
kullanilir.Bu ortalamalar ile X, apsisine gbre Gyle bir simetri elde edilir
ki;

= S _S - 2
fs—fo+ 2 (6f1/2+6f-1/2)+ 2.21 ((s-1)+(s+1))8 fo
2 .2
s(s"-1%) 3 3
* 2. 3! (8 f1/2+‘S £—1/2)
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2 ,2
+ —§£§Ti%—l— ((s-2)+(s+2))84f°+ .

s(s®1%) ... (s*(m-1)%)

2m
+ > Zm)? ((s=m)+(s+m})s fo
veya,
. S(Sz_lz) . (Sz_mz) (82m+1f 45201 )
2. (2m+1)! 1/2 -1/2
+ E (3. 48)

s

dir. Bu formiilde ortaya ¢ikan tek farklarin ortalamasi i¢in (2.12) baginti-

sindaki p semboliini gelistirmek uygundur. Bu notasyon,

L (8%  +8°f ) (3.49)

1 3, _
(3f,  ,+of ) B = —- 172 -1/2

“8f0= 2 1/2 -1/2

seklinde kullanilabilir.

Teklerin dizilisinin "ortalama merkezi farklari” denen bu notasyonla
(3.43) formu;

f =f +s 5f+izszf+i(ﬁi)_ 53f
s LTS HOL,T oy ) 31 Ho 1,
2 2 2
s°(s°-1%) .a
+ '——4!—' 3 fo'l" PP
- T, S L ) e
* 2m)t o)
veya, A
, ss?1%) ... (%) JERTT
(Zm+1)1 H 0
+ E : (3.50)

s
formunu alir. Bu formiil, Es 'nin ibmal edilmesi sonucunda “Stirling enter-

polasyon formiilii" olarak bilinir ve Cizelge 3.6 ’daki diizenlemeye karsi ge-

lir.
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Cizelge 3.6 Stirling enterpolasyonu ig¢in izlenen yol *

Sf s3f
~1/2 . I
X f ——|—— 8f > > 8 T >
sI o ) ) 0
af1/2 63f
172

(3.43) ve (3.46) ile iliskili ¢ift farkli hatalar &zdes oldugundan, n=2m

iken

E = p2n*1 s(s®-1%) ... (sz—mz) f(2m+1)(
s 2. (2m+1 )}

£) (3.51)

olur. Onceki durumda oldugu gibi, € formiile dahil edilen apsislerin en kiiciik

ve en bliylikleri arasindadir.

Mamafih, n=2m+1 iken (3.45) ve (3.48) hatalarinin ortalamasi

2m+2 s(s2 12) (32 m2) (2m+2) (2m+2)

— m - e o o - e

E_=h N ((s—m-1)f (& )+(s+m+1)f (52)) (3.52)

formunu alir ki burada § ve &_’den her ikisi x ,x_, ... ,x%. ve X ara-
1 2 0’ F1 Fim+1)

11k uzunlugu icinde kalir. Bu nedenle Stirling formiili farkla sonuc¢landigin-
da hata terimi (3.52)’dekine benzer gekil almaz. Suna dikkat edilmelidir ki;
bu durumda formiil tarafindan saglanan (2m+1). dereceden enterpolasyon poli-

nomu 2m+l1 noktada yani XorXgqr oo X igcin f(x) ile uyumludur. Fakat ek

1
bir (2m+2). nokta polinoma uyum saglasa bile, bu nokta icin uyum bilinmez.

Stirling formiild ¢ift mertebeden farklarla sonu¢lanan her iki Gauss for-

miilline Ozdestir. Fakat c¢ift indisli sira farklarinin katsayilari s 'nin
¢ift fonksiyonu, tek indisli sira ortalama faklarinin katsayilari s ’nin tek
fonksiyonu oldugu gerceginden dolayi bu durumda bile onun formu daha uygun-

dur. Katsayilarin kisa bir tablosu kisim 4.4 ’te sunulmustur.

3.8 BESSEL FORMULU

Mademki Stirling formiili prensip olarak tablodaki bir Xy kaydi civarain-
daki enterpolasyon ig¢in kullanilir, bu durumda belli bir aralik t{izerindeki

(6rnegin xove xlarallgl) enterpolasyon igin sik sik bir formiile ihtiyac¢ du-
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yulur. Bu Ornege gbre igerilen farklarin diizeni x, ve x1 arasindaki yatay
orta ¢izgiye simetrik olan bir formiil elde etmek i¢in Cizelge 3.5 ’té ileri
zigzag boyunca farklari iceren ve onu geri zigzag boyunca formiille birlesti-
ren '
s(s-1) .2 s(s-1)(s+1) 53

fs=f0+85f1/2+ 1 S f0+ 37 f1/2+ “en (3.53)

Gauss 1ileri formiili tekrar kullanilir. Eger s, xl’den 6lclilmisse, (3.53)
formiili Gauss ileri formiiliindeki biitin indisler Uzerinden tek tek ilerleye-
rek elde edilir. Bununla beraber eger her iki formiilde de s, xo’dan olciilmek
zorunda ise (3.46) ’daki indisler birer birer ilerletilmelidir. Ayni zamanda,
(s-1)s _2 (s-1)s(s-2) 3

fs=f1+ (s-1)6f1/2+ 51 <] f1+ —3r <] f1/2+ R (3.54)

sonucunu vermek lizere s, (s-1) ile degigtirilmelidir.

(3.53) ve (3.54) ’in ortalamalar:

_ - s(s-1) 2
fs—“fuzﬂ"(S 2) 6f1/ * Bv 5

2 21 1/2

1
s(s—l)(s—;)

3
* 3! ® f1/2
2 .2 2 2
s(s™=1%) ... (s"-(m~1)%)(s-m) 2m
* (2m)1 K3 f1/2
veya,
s(sz—lz) e (sz—(m-l)z)(s—m)(s-l)
+ 2 62m+1f
(Zm+1)! 1/2
+ E (3. 55)

S

seklini alir. Bu form Es’nin ihmal edilmesi durumunda "Bessel formildi" ola-

rak bilinir. llgili data diizeni Cizelge 3.7 ’de gbsterilmistir.

Farklar (2m+1).mertebeden tek bir farkla sonuclandiklarinda (3.53) ve

(3.54) ’{in her ikisi X=X X

X X_. Vv = dug ’
717 %520 P Xp, Ve X=X oldugunda f(x) ’e uyan
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Cizelge 3.7 Bessel ileri fark yolu

T X £ 8°f, . s,
| |— of = >|— & £ ] >
x £ 8% st
1 1 1 1

(2m+1). dereceden bir polinoma uyum saglar. n=2m+1 iken ayni durum Bessel

formiliine ve hataya uygulandiginda (3.45) sonucu ile 8zdestir.
Bununla beraber Bessel formiild ¢ift mertebeden farklarla bittiginde hata

terimi (3.47) ’nin ilk sekli ve (3.44) ’{in ortalamalari ve s yerine (s-1)
alinarak elde edilir. Iki ifadedeki € ’lerin ayni olmadigina dikkat edilme-
lidir.

n=2m iken; .
ES=h2m+1 s(52_12;ké$£??;(m—1)2)(s-m) [(s+m)f(2m+1)(§1)

+(s—m—1)f‘2m*1’(g2)] (3.56)

fomunda 51 ve Ez, *0,x;1, e ,x;m,x$m+1 ve X ile aralanmis aralik icine di-

serler.

(3.55) ’te goriilen katsayilarin kisa bir tablosu kisim 4.4 ’te verilmig-
tir.
(xo,xl) araliginin orta noktasina ait bu formiiliin simetrigi s yerine
s=t+% kullanarak daha belirgin duruma gelir. Buna gore;
1
x-E(xO+x1) 1
t= ____—__h =s--2- (3. 57)

olur. Burada t orta noktadan h birimleri ile 8l¢lilmiis araliktir. Bundan son-

ra Bessel formiillinilin

tz_% 2 t(ta—%) 3
ft+(1/2)=“f1/2+t6f1/2+ 2! K3 f1/2+ 3! S f1/2
O N e e%-2)
+ ) ps'f o+ =] F) £ % - (3.58)
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esdeger formunu aldigi kolaylikla kaﬁltlan1r. Burada son bulan terim ve bu-
na karsi gelen hata terimi (3.57) ’yi, (3.55) ve (3.56)’ da verilen formlar
sekline sokarak elde edilebilir. Bdylece ¢ift mertebeden farklarin orfalama-
larinin katsayilarinin t ’'nin ¢ift fonksiyoﬁu oldugunu goriiriiz. Oysaki tek

mertebeden farklarin katsayilari t ’nin tek fonksiyonudur.

(3.55) ’te s=§ veya (3.58) ’de t=0 yazarsak;

_ 1 1 2 2
fl/Z— —§~ (f0+f1) 16 (s f0+6 fl) + égg (5 f 6 f )- 2048 (6 f +3 f I+ .
2
s(-1)m 135 .. @m)] " s2mp g2me g (3.59)
2m+1 o} 1 1/2
(2m)!
gibi nemli bir &zel durum elde edilir. Burada;
_ m [1.3. (2m+1)]2 (2m+2)
E /2—( 1) a2 f (€) (3.60)

(2m+2)!

ve xo-mh < g < xo+mh olarak belirlenir.

Bu formiil "yari yariya enterpolasyon” olarak bilinir ve 6zellikle datala-

rin kismi tablolanmasi icin kullanlslldlf.‘

3.9 EVERETT FORMULU

Birgok hesaplamalarda, genellikle 8%f ve 64f gibi ¢ift mertebeden merke-

zi farklarin yardimci tablolari &nceden hazirlanir.

_ s(s-1) s+1
fs_(]’:‘o"-safuz)+ 2 (5° f t 3 5’ /2)
2 .2
s(s™-17)(s-2) s+2
+ VY (6 f + 5 3 f 2)+ .

s(s%-1%).. . (s~ (m-1)%) (s-m) (530p o _StM_ omel

+
(2m)1 o 2m+1 1/2

+ E (3.61)

8

formunda yazilmis bir tek mertebeden farkla sonuc¢lanmis sadece ¢ift mertebe-

41



den merkézi farklarin kapsandigi

E =p2n*2 s(s®-1%) ... (s®-n?) (s-m-1)

. . Tt £(2m*2) (¢ (3.62)

olan bir enterpolasyon formiilii elde etmek ig¢in Gauss ileri formiilii ile bas-
lanllaﬁilir.

—_ _ 3 =2_2
6f1/2—f1 fo 3 f1/2 3 f1 S fo (3.63)

bagintilari kullanilirsa bu formil,

s(s-1)(s-2) 2

fs=(1—s)fo— 30 S fo
(s+1)s(s-1)(s-2)(s-3) stf -
5! . o
(s+m-1)(s+m-2)... (s-m-1) a2mf
(2m+1)! o
rsf + (s+1)s(s-1) 52¢
1 3! 1
+ (s+2) (s+1)s(s-1)(s-2) st o+
51 1
{s+m)(s+m~1)... (s-m) 2m
g (2m+1)1 Y T (3.64)

durumuna gelir.

Burada Es,(3.62) ile verilir. Es"nin ihmal edilmesiyle sonuglanan in-
terpolasyon formiili "Everett’in I. formiilii" diye bilinir. (Sadece Everett
Formiilii de denebilir).

Bessel formiiliinde kullanilan pazfo ve 62r+1f1/2 farklari yerine, Everett
formili Bzrfo ve Szrfi farklarini kullanir. Bununla beraber (2m+1). mer-
tebeden farkla sonuc¢lanan Bessel formiiliinlin sonucu (2m). mertebeden farkla
sonuglanan Everett’in birinci formiilii ile &zdes sonu¢ vermelidir. Bu for-
millerin her ikisi de, hata terimlerinin dogrudan olarak kiyaslanmasindan
gériilebilecegi gibi (2m+1). mertebeden fark ile sonuclangn Gauss ileri for-

miiliine esdegerdir.

Oysaki, az once tartistigimiz iki formﬁl de ayni sayidaki terimler de-

gerlendirilmeli, eger sdzgelimi iki ve d&rdiincli dereceden tablolar kullani-
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lirsa Everett formiilindn kullanilmasi bilgisayarda beginci farklara gerek
kalmaksizin bilitin farklarin hesaba katilmasina izin verir. Katsayilarin kisa

bir tablosu kisim 4.4 ’te diizenlenmigtir.

Benzer bir yol ile sadece tek dereceden farklari igeren bir formiil ¢ift
farklarla sonug¢lanan Gauss ileri formiilinden elde edilebilir. Sonug¢ "Eve-
rett’in ikinci formilii" veya “Stefenson formiilii® olarak bilinir.Fakat bu
formiil pratikte fazla kulanilmaz. (2m+1).farkla biten sonu¢ (2m+2).farkla
biten Stirling formiiline ©zdestir. Bu formiil ile ilgili katsayilarin kisa
bir tablosu kisim 4.4 ’'te verilmistir.

(3.49) bagintisini dahil edersek Everett’in birinci formiilii

(1 (1-s)+1| .2 (1-s)+2| .4
£ x (1-s)f + [ 3 ] 8 f9+ [ 5 ] 8f + ...

s+1 2 sS+2 4
+sf1+ [ 3 ] S f1+ [ 5 ] S f1+ P oo (3.65)

formuna sokulabilir. Burada bir satirin katsayilari bagka bir satirda s ile

1-s 'nin yer degistirmesi sonucu elde edilifr.
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4. UYGULAMALAR

4.1 ESIT ARALIKLI TEMEL NOKTALAR ILE SAYISAL INTEGRASYON

Sekil 4.1 in dort durumu diglinlilerek -ki burada f(x) sadece egit ara-

likl: temel noktalarin belirlenmis kiimesinde bilinir - her bir durumda,

b
J f(x)dx integrali
a

b
I pn(x)dx (4.1)

yaklasimi ile degerlendirilmis olur. Bir fark enterpolasyon polinomu olan
pn(x) bu ddért durumun her birinde kullanilir. (4.1) bagintisi gercek integ-
ral degerinin doért farkli yaklagsimini verir. Sekil 4.1a ’da, a ve b temel
noktalari ile [a,b] araligindaki noktalar i¢in sadece fonksiyonel degerler
kullanilarak polinom fit edilir. S$ekil 4.1b ’de buna benzer bir durum &r-
nekler ve integral araliginin disinda kalan temel noktalardaki fonksiyonel
degerler hari¢ tutularak bir yaklasim polinomu saptanmak istenir. Sekil
4.1c de polinom araligin sonundaki temel noktalarla degil, integral sinir-
lari arasindaki fonksiyonel degerler” kulanilarak hesaplanir. Sekil 4.1d
benzerdir. Araligin x=a ucundaki temel nokta hesaplamaya dahil edilip di-
gef u¢ nokta hari¢ tutulur. Bu sekillére benzer olarak daha birgok degigik
" durum yaratmak mimkiindlir. Ornegin, a ve b temel noktalara gére keyfi
yerlerde bulunabilirler ve bu noktalarin (a ve/veya b) temel noktalarla
uyumlu olma zorunlulugu yoktur.

En ¢ok iki sinifta toplanan ve sik sik kulanilan egit aralikli integ-
rasyon fomlilleri "ac¢ik ve kapali formiiller" olarak bilinirler. Her iki si-
niflamada da integral sinirlari olan a ve b temel noktalarla uyumludur ve-
ya h aralikli temel noktalarin integral katsayilari ile sirasiyla yer de-
gigtirir. Kapali integral formiilleri her iki integral sinirinda da temel
noktalara sahip olan f(x) ile ilgili bilgileri kulanir ve Sekil 4.1a ’da
6rneklenir. Ag¢ik integrasyon formillerinde ise integral sinirlarinda f(x)

ile ilgili bilgilere gereksinme duyulmaz (bkz. Sekil 4.1c).
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Acik ve kapali formiillerin tiimi, integral sinirlar: ve uygun.temel
noktalar kullanilarak genel enterpolasyon polinomu pn(x) ’in biriniﬁ in-
tegre edilmesiyle olusgturulabilir. Sadece h kadar esit uzunlukta aralanmis
Xgs Xy oo H X temel noktalari bilindiginden ve bu temel noktalardaki f(x)
degerleri hesaplanabildiginden sonlu farklar (Ileri, geri, merkezi) form-
larlndén biri kullanilarak bir polinom tasarimi geligtirilebilir. Newton

Ileri fark formiili kullanilarak;

s(s-1) s(s-1)(s-2) 3

_ 2
f(xo+sh)—f(x0)+sAf(xo)+ 51 A f(x0)+ 3 A f(x0)+
. s(s—l)(s—Z? ... (s-n+1) APE(x )
n! 0
+ Rn(xo+sh)
= pn(xo+sh)+Rn(x0+sh)
yazilabilir. Burada daha 6nce oldugu gibi
X=X .
s= —¢ , pn(x0+sh) n. dereceden ehterpolasyon polinomu ve Rn(xo+sh)
ise ihmal edeilmis terim veya hata terimidir. &, (x,xo, . ,xn) aralig:
iginde olmak lizere, hata terimi;
(n+1)
_n+1 _ _ _ f (&)
Rn(Xo+Sh)—h s{s-1)(s-2) ... (s-n) *——'(—W
veya
- n+l - - _
Rn(xo+sh) R "s(s-1)(s-2) ... (s n)f(x,xn,xn_l, e ’Xo)

esitliklerinden biri ile hesaplanar.

4.2 NEWTON-COTES KAPALI INTEGRAL FORMULLERI

Kapali integralin gok daha basit bir durumu $ekil 4.2 ’de sematik ola-
rak gosterilmigtir. Bu gekilde X, =a ve x1=b temel noktalari pl(x)=p1(xo+sh)

veya f(x) ’in yaklasim dogrusu olan birinci dereceden polinomun hesaplan-
masinda kullanilir. Béylece

f(x)=f(x0+sh)=f(x0)+sAf(xo) le(xo+sh)
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= pl(x0+sh)*R1(xo+sh) (4.2)

ve &, (xo,xl) araliginin icinde olmak izere;

£"(§) (4.3)

2
Rl(x0+sh)=h s{s-1) 57

veya

. — 2 —
R Gz +sh)=hs(s-1)f (x,x . x )

formiilleri ile uygun form elde edilir.

Sekil 4.2 Trapez kurali

f{x) icin bu yaklagim polinomu ve x yerine s (s=(x~x0]/h) integral de-
giskeni donlislimi kullanilarak

X

ajbf(x)dx=xfx;(x)dx=xf ;l(x)dx
0 0

1
= h J pl(xo+sh)ds (4.4)
o

yazilabilir ki burada (4.2) bagintisindan yararlanilarak;
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1 2 1
ho-[ [£ (x ) +sAf (x )1ds= h[sf(xo) + % Af(xo)]o

A (x )
0 ] (4.5)

- nfroy + gl

ile

ajbf(x)dx=xj ;l(x)dx

il

1
h I pl(xo+sh)ds

Af(xo)
2

h[f(xo) +

bulunur. Birinci mertebeden ileri fark tanim:i "Af(x0)=f(xo+h)-f(xo)" ve

(4.5) bagintisi kullanilarak;

f(xo+h)—f(xo) ]

1
J £ (x)dx= h{f(xo) . .

0

=0 (f(x )+ (x )] (4.6)

2 0 1
ile bilinen "trapez kurali” bulunur. Sekil 4.2 ’de gésterilen egri altin-
daki tarali alana dogru altlndaki taralir alan ile yaklasilmistir. Burada
yapllan hata (4 -3) baglntlslndakl artik terimin integre edilmesiyle bulu-
nur. O hglde gw%(x xa) arallgl iginde olmak lizere yapilan hata,
x ?ﬁa%

1 B
_[ R, (x)dx= u"ﬁal (x;+sh)ds
0

X

=h I s{s-1) f"(E) (4.7)

dir. Eger f(x), x ’in silirekli bir fonksiyonu ise f"(x) veya onun esiti
olan Z!f(x,xo,xl) da siireklidir. Fakat x ’'in fonksiyonu bilinmediginden
(4.7) degerini dogrudan hesaplamak miimkiin degildir. s, x 'in basit bir ds-

nligtlirdlmlis degeri oldugundan, f"(§) ’'de integral degiskeni olan s ’nin
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slirekli Sir fonksiyonudur. Yani bu &6zellik (4.7) bagintisindaki tahmini
kolaylastirlr. f"(€) carpani "entegral ortalama deger teoremi" uygulamasi

ile integral isareti digsina alinabilir.

Teorem 4.1 (Integral ortalama deger teoremi) Eger iki fonksiyon, g(x)
ve g(x), xela,b] icin silirekli ve g(x) fonksiyonu a<x<b icin sabit isarete

sahip ise £e(a,b) olmak iizere;

b b
J g(x)g(x)dx= q(&)J g(x)dx
a a

dir.

D<s<1 araliginin ig¢indeki bitldn s degerleri icin s{s~1) carpani nega-
tif isaretli oldugundan Teorem 4.1 geregince (4.7) bagintisi, §e(xo,x1)

olmak lzere;

1 M " 1
h3I s(s-1) fzfg) ds=h> £"(£) s(s-1)ds
0 !

2!
0
w50 [ oy
3
h it
i " (&) (4.8)

seklinde yeniden yazilir. Bu durumda hata. terimi ile birlikte Trapez Ku-
rali,yine §e(x X, ) olmak lizere;
h h? .'
I f(x)dx- 5 [f(xo)+f(x1)] - 13 f"(&) (4.9)

e -

ile tanlmlanlr Bu ylzden trapez kurali ile elde-edilen hata ancak f"(£)
carpaninin yok olmasi ile sifir “olur. Eger f(x) fonksiyonu dogrusal ise
birinci dereceden bir polinomdur ve bu durumda trapez kural: bulunmasi is-

tenen integral degerini tam olarak verir.

Daha genel bir problem Sekil 4.3 ’'te ®8rneklendirilmistir. Burada in-

terpolasyon polinomu n. derecedendir ve esit aralikli XX s aee 53X gibi
n

n+l tane temel nokta vardir. Integrasyonun alt siniri X, temel noktasi ile

uyussun. Integrasyonun iist siniri ise bir an igin keyfi bir yerde bulun-
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sun. BBylece yaklasim, §=(b-xo)/h olimak (izere,

b b s
f £ (x)dx= I p_(x)dx= h I p_(x_+sh)ds | (4.10)
a a [¢]

S
- s(s-1)
= hof (f(x0)+sAf(xo)+ —_—

2
o A f(xo)

s(s-1)(s-2) 3
+ 3 A f(x°)+ A

s(s-1)(s-2) ... (s-n+1)
n!

+

A“f(xo)]ds

formiili ile verilir. llk terimden itibaren belirli miktarda terim alarak,

s 2 3 2
_ s s S y,2
hoj pn(xo+sh)ds— h[sf(xo)+ 5= Af(x0)+(—gf - JA f(xo)
S4 S3 82 3
+( 24 5 *g— —Z—)A f(Xo)
<5 <t $3 2 ., 8
Homs - 2 - S Satr(x ) + ...]0 (4.11)
bulunur.
b - s° g3 %, 2
J £ (x)dx= h[sf(x°)+ Bl ) — A% (x )
a
s* 8 52 .3
g = g = 8E(x)
- -C I s
oo - e - S - Soatr(x) + ...]0 (4.12)

formu integral alt sinirinda degerlendirildiginde biitiin terimler kaybolur.

Uygun hata terimi €e(x°,x , --.- ,b) olmak lizere,

1

-

(n+1)

s S
n+2 f ()
hOJ R_(x +sh)ds= h OJ [s(s—l)(s-z) ... (s-n) “‘THITT%" ]ds (4.13)

ile verilir.
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(4.12) ve (4.13) bagintilari integral formiilleri ile iliskili bir aile
clarak tanimlanirlar. Eger integral iist siniri olan b, temel noktalardan
biri ile uyusacak sekilde secilmisse, bu durumda integral her biri h ge-

nislikte m tane aralik i¢indedir. Yani integral a=x ile b=xm arasindadir.

s=f=n=1 oldugunda (4.12) ve (4.13) bagintilarindan hareket ederek Tra-
pez kuralinin gelistirildigine dikkat edilmelidir. m=2, 3,4 veya daha fazla
araliklar arasindaki integrasyonu bulmak igin (4.12) ’deki s ’yi 2,3,4,...
alinmalidir. n=s ’'nin acik bir sekilde gdriinmesine ragmen n ’'in sec¢imi
apaciktir. Enterpolasyon polinomunu saptamak ic¢in, integrasyon araliginin

disindaki noktalar:i kulanmamanin bir nedeni yoktur.

~
N
AN
\\\
\\\ /—'—:-«r:"
. - :§
N\ /
\\_____,,.V N
o \\
N \*<;::fhtﬂ)
F{x)
] ({( ‘ % >
‘v . Xo o X X X DM Do Txan xa X
) 90 b

Sekil 4.3 Kapali integrasyon icin genel durum

s ¢ift bir tamsayi oldugunda, bir uctan bir uca integral araligi h

uzunlugunda bir ¢ift sayida parcaya tam olarak ayrilir. (4.12) bagintisin-

da s=2 secerek,
X
2 2 1
J £ (x)dx= hf f(x_+sh)ds= h[Zf(x )+ 2Af(x )+ —— APF(x ) +0.A%C(x )
N o 0 0 0 3 0 0
o]

+ ~%5 A4f(x°) + ...] (4.14)
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yazilabilir. Burada Aaf(xo)=AS+1f(xo) "nin katsayisinin sifir olduguna
dikkat edilmelidir. I1lk {ic terimin alinmasiyla ve ileri fark tanimina gére

uygun ordinat degerlerinin kulanarak, (4.14) bagintisi n=2 secimi igin,

x2
J £(x)dx= —g— [£(x, )+4£ (x )+£(x)] (4.15)

0
formunu alir. (4.15) bagintisi "Simpson kurali" olarak bilinir ve biitiin

integral formiillerinde sik sik kullanilir. Bu kuralin kullaniminda olusan
hata

2 2 (4)
h J R, (x +sh)ds= hSJ s(s-1)(s-2)(s-3) S8 ag (4.16)
0 0 )

ile hesaplanir. Burada s(s-1)(s-2)(s-3) carpani integral araliginda sabit
igarete sahip olmadigindan Integral ortalama deger teoreminin dogrudan uy-

gulanamadigina dikkat edilmelidir. Ancak Steffenson, €e(xo,x2) olmak lizere,

2 (4) (4) 2
hsj s(s-1)(s-2)(s-3) —E—ZT£§1 ds= h° —E—ZT£§1 J s(s-1)(s-2)(s-3)ds
0 ’ ) o)
(1)
.5 f (&)
= S —— (4.17)

ocldugunu géstermisgtir.

Bdylece hata terimi ile birlikte Simpson kurali,

f(4)(§)

2
[ fo0ae 5 trexrareeerx)1-n° L6 (4.18)

0
ile verilir.

Sekil 4.4 ’teki polinomu saptamak icin sadece iic nokta kullanilair.
Bundan bdyle, polinom derecesi 2 veya daha az olan f(x) icin integrasyonun
tam olacagi umulacaktir. Gercekten de (4.18) bagintisinda gdsterilen Simp-
son kurali f(x) leclincli veya daha az dereceli bir polinom oldugunda tamdir.
(4.12) ve (4.13) bagintilari ile olusturulan kapali formiiller kiimesi
"Newton kapal:i integrasyon formiilleri" olarak bilinirler. s=1,2, ... ,6

durumlari i¢in bir liste agagida verilmistir.
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Sekil 4.4 Simpson kurali

5-1 {{rapes kurali):

! h h
J f{s)dw= —— [f(x0)+f(x1)] - — " (&)
0

=2 (Simpson kurali):

Wit

*-:2 .
J FOadrs e [F(x )44 ( )+E ()] go £ e)
xO

s=3 (Simpzon ikinci kurali):

X

3 5
. 3h h
I f(x)dx=—g [f(xo)+3f(xl)+3f(x2)+f(x3)]— —é%r f(4)(g)
XO
s=4 :

X
4
XI Fx)dx=S (76 (x )+32 (x )+12f (x ) +32F (x )+7f (x )]

a

Sh7 (6)

—_§E§f (E)
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X
5
_ 5h
J f(x)dx——§§§ [19f(x0)+75f(x1)+50f(x2)+50f(x3)+75f(x4)+19f(x5)]
*o0
275h° _(6)
-~ 13095 f (€) (4.19e)

S=6

8
'[f(x)dx=—£— [41F (x )+216F (x )+27F(x_)+272f (x ) +27F (x )+216f (x_)
0 1 2 3 4 5
(o]

275h° (6)

41f(X0)] - Tiﬁgg f

£) (4.191)

Bu bagintilarin hi¢birinde farklarin hesaplanmasina veya enterpolasyon
polinomunun katsayilarina gerek duyulmaz. Bunlarin her biri sadece temel
noktalardaki fonksiyonel degerlerin agirlikli toplamini kapsar. Yani,

n

b
af f(x)dx=1zowlf(xi) (4.20)

dir.

Ornek 4.1. Trapez ve Simpson kurallarini kullanarak,

3 3
J f{x)dx= j(x3-2x2+7x-5)dx (4.21)
1 1
3
= [ i x‘— g x3+ > xz— Sx ]
1
- 2
= 20—~

sonucu ile bulunan belirli integral degerini tahmin edelim.

X ’in birkac degeri icin (4.21) ’deki fonksiyonel degerler

X I 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

f(x)l 1 4% 9 152 25

olarak hesaplansin.

Trapez kurali ig¢in (bkz.Sekil 4.5a) h=2, x0=1, x1=3, f(xo)=1 ve
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Sekil 4.5 J(x3~2x2+7x~5)dx integralinin sayisal yaklasimi:

(a) Trapez kurali, (b) Simpson kurali

f(x1)=25 degerleri kullanilarak (4.1%a) bagintisina gore,

3 h n?
[ reoes Lo rreere )1 = 2 e
-2 aes) - e
- 26 - % £ (£)
" (x)=6x-4 oldugundan, yapilan hata, 1<€<3 olmak iizere,
2 cwiev. 2 am
ile hesaplanir. £=3 olarak alindiginda hata -9~%— ile en yiiksek degeri
almaktadir. Ovsa, gercek hata 20—%— - 26= —S~%~ tir ve umut edilenden daha

Kiclk fakat yine de bilytGktir.
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Simpson-kurali ig¢in (bkz. Sekii 4.5b) h=1, x°=1, x1=2, x2=3, f(x0)=1,
f(x1)=9 ve f(x2)=25 degerleri kullanilarak (4.18) bagintisina gdére,

he-

3
oJ f(x)dx= —g— [f(xo)+4f(x1)+f(x2)]- 50 f(4)(g)

1
S0
2 1 (4)(5)

= 20— - f
olur. Burada biitlin x degerleri ig¢in f(x) 'in d&rdiinci mertebeden tiirevi

—:13—(1+36+25)- £ )

3 a0
si1fir olacagindan hata terimi kaybolur ve dolayisiyla sonu¢ tam g¢ikar.

4.3 NEWTON-COTES AGIK INTEGRAL FORMULLERI

Esit aralikli temel noktalari kullanarak, fakat integral sinirlarinin
biri veya her ikisindeki temel noktalar i¢in fonksiyonel degerlere gerek
duymadan integral formilleri tliretebiliriz (bkz.Sekil 4.1c ve 4.1d). Genel
acik enterasyon problemi $ekil 4.6 ’'da Orneklenmistir. Burada enterpolas-
yon polinomunun derecesi n-2 ve esit olarak aralanmig n-1 tane temel nok-

talar Xyveoos X l’dir. x0=x1~h ile uyugsan a, integral list siniri ve h ’de
daha &nce oldugu gibi temel noktalar arasindaki araliktir. Integral {ist

siniri olan b, keyfi bir yerde secilsin. BSylece yaklasim,

b b
I f(x)dx= I pn_z(x)dx (4.22)

ile verilir. Newton ileri formlild kullanilarak, ileri sonlu fark polinomu
olan pn_z(x) ’in basit bir gekli, f(xo) ’1in yerine f(xl) ’in ileri farkla-

riyla ve s={x—xo)/h ve §=(b—xo)/h alarak,

be(x)dx=x | bpn_z(x)dx
0

s
= hoj pn_z(xo+sh)ds (4.23)

ile ifade edilir. f(x) ’in ileri farklarinin terimleri i¢cinde p 2(x0+sh)
a-

polinomu,

(s-1)(s-2)
o Azf(xl)

pn_z(x0+sh)=f(x1)+(s—1)Af(x1)+
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(s-1)(s-23(s-3) ,3
+ 30 A f(xl) + .,
(s-1)}(s-2) ... (s-n+2) n-2 :
+ =271 A f(xl) (4.24)

biciminde ifade edilir. BSylece (4.23) bagintisindaki integral,

b s
J £ (x)dx=h J [£0x )+(s-1)Af (x )+ ... 1ds
a 0

2
=h[sf(x1)+(—§— - S)Af(x,)

+( s _3s° + 8)A%F(x )+ ° (4.25)
6 4 s 1 fo )

0

olur. Burada alt sinirdaki biitiin terimler kaybolarak,

b -2
aj f(x)dx:h[éf(x1)+(-§— - 881 (x)
+(—53 i + 8)A%F(x )+ (4.26)
: > I .

olur. Yapilan islemde,xo<€<b olmak kosuluyla uygun hata terimi,

(n-1)

5 5
Y P _ £ (g)
2I R __(x_+sh)ds —hof [(s 1(s-2) ... (s=ne1) L& }ds (4.27)

ile ifade edilir.

(4.26) ve (4.27) bagintilari integrasyon formiilleri ile iliskili bir
kiimeyil tanimlar. Eger list sinir olan b, temel noktalardan biri ile uyusacak
sekilde segilirse integrasyon her biri h uzunlukta olan m tane aralik
icinde olur. Yani integrasyon‘a=x0 ile b=xm arasindadir. B&ylece bu bagin-
tilardaki s, integral degeri m olarak varsayilir. Burada n’nin secimi apa-

ciktir ve alisilmis secenek n=s dir. Bu durumda integral Sekil 4.1c 'deki
gdsterime uygundur.

S ve n=s ’'nin integral degerleri icin (4.26) ve (4.27) bagintilarinin
irdelenmesiyle Newton-Cotes acik integral formiilleri kiimesi elde edilir.

Bu formiiller sl2,3, ...,6 degerleri ic¢in asagida verilmistir.

57



-FQ‘.\‘) A
~\\
~
\
AT D
~ - t’r’
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2 h3

j £0)dx= 2h £(x ) + o £ (£)
xO

s=3 ise:

x3 3

- 3h _ 3h _,

J'f(x)dx- 5 LE0x )+ (x )] —2 £ (8)
xC)

s=4 isc

4h

4 5
o v Y- 14h (4)
I f(x)dx-—~§— [Zf(xl) f(x2)+2f(x3)]+ 75 f ()
*o
s=5 ise

5
J f(x)dx=—§2_ (1150 )48 (x,)+8 (x )41 (x, )]
o]

95h°
144

f(4) (g)

+

S8

(4.28a)

(4.28b)

(4.28c)

(4.28d)



6
3h _
J FOx)dx=—20- [11£ (¢ )-14f (x_)+26f (x_)-14f (x )+11£ (x )]

41h’ ()

s ¢ift oldugunda, yani formiiller ¢ift sayili araliklari veya tek sa-
yili temel noktalari kapsadiginda, f(x) 'in s-1 veya daha kiiclik dereceden
bir polinomu icin sonuc tamdir. s tek oldugunda ise formiiller f(x) ’in s-2
veya daha kicilk dereceden bir polinomu ig¢in sonu¢ tamdar. s ’nin ¢ift de-
gerleri icin (4.26) bagintisindaki A"—lf(xl) ’in katsayisi sifir olur. Oy-
leyse (4.27) bagintisinin hata terimi s-1 ’den c¢ok S ’inci dereceden bir
tlrev icerir. Bu nedenle tek noktali formiiller, ¢ift noktali formiillerden

daha sik olarak kullanilirlar.

4.4 ENTERPOLASYON KATSAYI CIZELGELERI

Fu kisimda, uygulamalarda kolayvlik saglayacak c¢izelgeler kisa ve 6z

olarak asagida verilmistir.

Cizelge 4.1 Stirling enterpolasyonu ig¢in katsayilar

s Cz(S] Ca(S) C4(S) s

0.0 0. 00000 0. 00000 0. 00000 0.0
= 0.1 0.00500 -0. 02650 -0. 00041 -0.1
¥ 0.2 0.02000 -0.03200 '| -0.00160 ~-0.2
0.3 0. 04500 ~-0. 04550 -0.00341 -0.3
0.4 0. 08000 -0. 05600 -0. 00560 -0.4
0.5 0.12500 -0. 06250 ~0. 00781 -0.5
0.6 0. 18000 -0. 06400 -0. 00960 -0.6
0.7 0. 24500 -0. 05950 -0.01041 -0.7
0.8 0. 32000 -0. 04800 -0. 00860 -0.8
0.9 0. 40500 -0. 02850 ~0. 00641 -0.9
1.0 0.50000 0. 00000 0. 00000 -1.0
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Cizelge 4.2 Bessel enterpolasyonu icin katsayilar

s Cz(s) Ca(s) C4(s) Cs(s) s
0.0 0. 00000 0. 00000 0. 00000 0.00000 1.0
0.1 —-0. 04500 0. 00600 0.00784 -0.00063 0.9

* 0.2 -0. 08000 0. 00800 0.01440 -0. 00086 0.8
0.3 -0.10500 0.00700 0.01934 -~0. 00077 0.7
0.4 -0. 12000 0. 00400 0.02240 -0. 00045 0.6
0.5 -0. 12500 0. 00000 0.02344 -0. 00000 0.5

Cizelge 4.3 Everett ve Steffensen enterpolasyonlari icin katsayilar

a) Everett enterpolasyonu

s C,(s) c,(s)
0.0 0. 00000 0. 00000
0.1 -0. 02850 0.00455
* 0.2 | -0.04800 0. 00806
0.3 | -0.05950 0.01044
0.4 | -0.06400 0.01165
0.5 | -0.06250 0.01172
0.6 | -0.05600 0.01075
0.7 | -0.04550 0. 00890
* 0.8 | -0.03200 0.00634
0.9 | -0.01650 0. 00329
1.0 0. 00000 0. 00000
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b) Steffensen enterpolasyonu

s C1(S) C3(S)
-0.5 | -0.12500 | 0.02344
-0.4 | -0.12050 0.02240
-0.3 | -0.10500 0.01934
-0.2 | ~0.08000 0.01440
~0.%. | ~0. 04500 0.00784

0.0 | 0.00000 | 0.00000
0.1 0.05500 | -0.00866
0.2 | 0.12000 | -0.01760
0.3 | 0.19500 | -0.02616
0.4 | 0.28000 | -0.03360
0.5 0.37500 | -0.03906




Cizelge 4.4 Newton enterpolasyonlari i¢in katsayilar

s Cz(s) C3(s) C4(s) CS(S)
-1.0 1.00000 -1. 00000 1.00000 -1. 00000
-0.9 0.85500 -0, 82650 0.80584 -0.78972
-0.8 0.72000 -0. 67200 0.63840 -0.61286
-0.7 0. 59500 -0. 53550 0.49534 -0. 46562
-0.6 0. 48000 -0. 41600 0.37540 -0. 34445
-0.5 0. 37500 -0.31250 0.27344 -0. 24609
-0.4 0.28000 -0. 22400 0.19040 -0. 16755
-0.3 0. 19500 -0. 14950 0.12334 .—0.10607
-0.2 0.12000 -0. 08800 0.07040 ~0. 05914
-0.1 0. 05500 -0. 03850 0.02984 -0. 02447

0.0 0. 00000 0. 00000 0. 00000 0. 00000
0.1 -0. 04500 0. 02850 -0. 02066 0.01612
* 0.2 —-0. 08000 0. 04300 -0. 03360 0.02554
0.3 -0. 10500 0.05950 -0. 04016 0.02972
0.4 -0. 12000 0. 06400 ~-0.04160 0.029385
¥* 0.5 -0. 12500 0. 06250 -0. 03906 0.02734
0.6 -0. 12000 0.05600 -0. 03360 0.02285
0.7 -0. 10500 0. 04550 -0.02616 0.01727
0.8 -0. 08000 0.03200 -0.01760 0.01126
0.9 -0. 04500 0.01650 -0. 008668 0. 00537
1.0 0. 00000 0. 00000 0. 00000 0. 00000

4.5 SONLU FARKLAR ILE ENTERPOLASYON ORNEKLERI

Sonlu farklari 8rneklemek igin f(x)=Sin(x) foksiyonunun fark tablosu

Cizelge 4.5 ’teki gibi hazirlanmistir.

Ornek 4.1 Newton’un ileri fark formiiliini kullanarak f(1.02) degerini

hesaplamak icin x=1.02 aradegeri alinarak enterpolasyon uygulanirsa,
h=1.1-1.0=0.1 olacak ve

s= —5 ° = 1'03_1’0 = 0.2 degerleri hesaplanacaktir.
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Bu durumda (3.33) bagintisindaki ileri fark formiild ve Cizelge 4.5’ te-

ki hesaplanmis veriler kullanilarak,

Cizelge 4.5 f(x)=Sin(x) fonksiyonunun fark degerleri

X
1.0 | 0.84147
4974
1.1 | 0.89121 -891
4083 -40
1.2 | 0.93204 3617.5 -931 -36
0.94780 3152 -947 -32 9 2
1.3 | 0.96356 -963 10
2189 -22 1
1.4 | 0.98545 -985 11
1204 -11 -3
1.5 | 0.99749 -996 8
208 -3 4
1.6 | 0.99957 -999 12
=791 9
1.7 | 0.99166 -990
-1781
1.8 | 0.97385

£(1.02)=0.84147+(0. 2) (0. 04974)+ (0‘2)5?'2_1) (-0.00891)
. (o.z)(o.g:l)(0-2‘3+1) (-0.00040)
+ _£0:2)(0.2-1)(0.2-2)(0.2-4+1) (4 4000g)

4!

igleminin sonucu,
£(1.02)=0.85211 degeri bulunur.

Ayni hesaplamayi Cizelge 4.4 ’te daha ®nceden hesaplanmis veriler kul-

62



lanilarak ve,
£~ f + sAf + C_(s)A’f + C_(s)a%f + C (s)A%*f + C (s)A°F (4.29)
s 0 0 2. 0 3 [o] 4 0 5 0

formiild yardimiyla gerceklestirelim.
Bu durumda, Cizelge 4.4 ’te bastarafina * konulmus satir izlenerek,

£(1.02)=0.84147+(0.2)(0.04974)+(-0.8) (-0.00891)+(0. 048) (-0. 0004)
+(~-0.0336) (0. 00008)+(0. 02554) (0. 00002)
=0. 85211

bulunur.

Ornek 4.2 Newton’un geri fark formiilini kullanarak f(1.75) degerini
hesaplamak i¢in x=1.75 alinarak enterpolasyon uygulanirsa,

1.75-1.8

5= 0.1
=-0.5

olarak alinacaktair.

Bu durumda (3.36) bagintisindaki geri fark formiili ve Cizelge 4.5 ’te~
ki hesaplanmig veriler kullanilarak,
(-0.5)(-0.5+1)
2!

. (—o.s)(—O.gjl)(-0»5+3‘1) (0. 00009)

f(1.75)=0.97385+(~0.5)(-0.01781)+ (-0.0099)

. (-0.5)(—o.5+1)i:o.5+2)(—0-5+4“1) (0.00012)

N (-0.5)(—0.5+1)(—04?+2)(—0.5+3)(—0.5+5—1) (0.00004)

=0. 98398

bulunur.
Ayni hesaplamayi Cizelge 4.4 ’te daha &nceden hesaplanmis veriler kul-

lanilarak ve

e 2 3 4 5
fN_s-—fN szN+ cz(s)v fN+ C3(S)V fN+ C4(S)V fN+ CS(S)V fN (4.30)
formiild yardimiyla gerc¢eklestirelim.

Bu durumda, f(1.75)=f(1.8-0.5) alinarak, s=0.5 oldugu saptanir ve Ci-
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zelge 4.4 'te basg tarafina ** konulmug satir izlenerek,
£(1.75)=0.97385-(0.5) (-0.01781)+(~-0. 125) (-0. 0099)-(0. 0625) (0. 00009)
+(-0.03906) (0.00012)-(0.02734) (0. 00004)
=0. 98398

bulunur.

Ornek 4.3 x=1.22 aradegeri i¢in Stirling veya Bessel enterpolasyon

formiillerinden birini kullanarak sonuca ulasalim.
Bu durumda,
xo=1.2 ,h=0.1 ve
o= 1.22-1.2
0.1
=0.2

alinarak ve {3.48) bagintisini kullanarak,

0. 04
2!

£(1.22)=0.93204+(0.2) (0.036175)+ (-0.00931)

+ (0.2)(0.04-1) (-0.00036)+ (0.04)(0.04-1)

3! 4!

(0. 00008)
=0.93910

olarak hesaplanir.

s=0.2 tespiti ile bu uygulamayi Cizelge 4.1 'te daha ®nce hesaplanmis,
bas tarafina * konulmus olan katsayilari ve Cizelge 4.5 deki farklari kul-

kullanarak, ayni zgmanda,

- .‘ 2 3 4
£_=f +sudf + € (s)8°f + C_(s)ud’f + C, (s)8'f (4.31)

d

formiild yardlmlyia,
£(1.22)=0.93204+(0.2) (-0.00931)+(-0.032) (-0.00036)+(~0.0016) (~-0. 00008)
=0.93910
seklinde de hesaplanabilir.
Ayni 6rnegi (3.55) bagintisindaki Bessel formiili kullanilarak,

(0.2)(0.2-1)

f(1.22)=0.94780+(0.2-0.5) (0.03152)+ o

(-0.00947)
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(0.2)(-0.8)(-0.3) 5" (0030)

+ 31

. (0~2)(°-2f‘1)(°'2'2) (0.00009)

. (0.2)(0.o4~1)é?.2—2)(0-2—0~5) (0. 00002)
=0. 93910

seklinde hesaplanir.
Cizelge 4.2 ’'te bag tarafinda * isareti bulunan satirdaki katsayilar

ve Cizelge 4.5 ’teki farklar kullanilarak, ayni zamanda

_ 1 2 3
fouf, % (s 2)8f1/2+ C,(s)us £t C3(S)6 fa

4 5
+ C4(s)u6 f1/2+ CS(S)S f1/2 (4.32)
formild yardimiyla f(1.22),

£(1.22)=0.94780+(0.2-0.5)(0.03152)+(-0.08) (-0.00947)+(0.008) (-0. 00032)
+(0.0144) (0. 00009)+(-0.0086) (0. 00002)
=0.93910

seklinde de hesaplanabilir.

Ornek 4.4 £(1.22) ic¢in enterpolasyonu hesaplamak ig¢in bu kez Everett

enterpolasyon formiilinid kullanalaim.

Problemi daha anlagilir duruma getirmek icin Cizelge 4.5’te Szf ve 64f
slitunlarinia igeren farklari alarak Cizelge 4.6’y1 olusturalim. x=1.22 ara-

degeri x0=1.2 ile x1=1.3 arasinda kaldigindan sadece bu satirlardaki fonk-

siyonel degerleri ve farklarin alinmasi yeterlidir.

Cizelge 4.6 Everett interpolasyonunda kullanilacak fonksiyonel ve fark

degerleri
* |
1.2 | 0.93204 -931 8
1.3 | 0.96356 -963 10

(3.64) bagintisi kullanilarak f£(1.22) icin enterpolasyon
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(3

(0.2)(0.2-1)(0.2-2) (-0.00931)

£(1.22)=(1-0.2)(0.93204)- 30

_ (0.2+1)(0.2)(0.2-1)(0.2-2) (0. 2-3)

- (0.00008)

(0.2+1)(0.2)(0.2-1)

+(0.2)(0.96356)+ =

(-0.00963)

; (0.2+2)(0.2+1)(0.2)(0.2-1) (0.2-2)

= (0.00010)

=0.939101

olarak hesaplanir.

Cizelge 4.3a ’nin katsayilari ve Cizelge 4.6 ’daki veriler kullanila-

rak,
f =(1-s)f - C_(s)8°f - C (s)8"f
s 0o 2 o 4 0
2 4
+sf1+ Cz(l-s)é f1 C4(1 s)8 f1 (4.33)
formild yardimiyla, £(1.22) degeri,

£(1.22)=(1-0.2)(0.93204)~-(-0.048) (-0. 00931)- (0. 00806) (0. 00008)
+(0.2) (0.96356)+(-0.032) (~0.00963)+ (0. 00634 ) (0. 00010)
=0. 939101

seklinde de hesaplanabilir.
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SONUG VE TARTISMA

Galismanin basinda anlatilan "fark notasyonlari ve operatdrler" bdlii-
miinlin sonlu farklara temel olusturmasi amaci gidiilmiis; tez konusu tiim de-
taylar:y ile aciklanarak, herkesin kolaylikla anlayabilecegi bilgisayar
programlari: hazirlanmistir.

1940 ’lardan bu yana izerinde ¢alisilan sonlu farklar matematigi aras-
tirilmis ve uygulamalari yapilmistir. Gauss’a kadar dayanan bu konu {ize-
rinde pek ¢ok matematike¢i calismistir.

Cogunlukla esit aralanmis temel noktalar ve bu noktalardaki fonksiyo-
nel degerlerden yola ¢ikan sonlu farklar yéntemi, Fizik ve Miihendislik bi-
limlerinde uygulama alani bulabilmektedir.

Fonksiyonun bilinmemesi durumunda, verilen veriler dogrultusunda bir
fonksiyon tanimlamak miimkiin olabilmektedir. Fizik ve Istatistik ’te sikca
kullanilan fit yapma programlari, eklerde sunulan bilgisayar programlari
ile kisalacak ve zamandan kazang¢ saglanacktir. Ayrica, bu c¢aligmanin bir
fizik¢i veya milhendis ile ekip caligmasi halinde devam ettirilmesi ve uy-
gulama alaninin bilincli olarak genisletilmesi yararli olacaktair.

Bélinmiis, ileri, geri ve merkezi farklar en son sekliyle alinmis, daha
6nceden yapilmis ve oldukg¢a karmasik olan bilgisayar programlari Basic
programlama diliyle daha basite indirgenmistir. Buradaki ama¢, konunun di-
ger bilim dallarina ve galisanlarina kolay anlasilir olusuyla yardimci ol-
masidir,

Ornegin, bir kimyaci -matematik¢i kadar matematige yakin olmayisi ne-
deniyle- sonlﬁ farklar yﬁntemini kullanmaktan ka¢inabilir. Oysa bu konuda
caligsan bir matematike¢i ile egglidim icinde calismasi, daha nitelikli ve
O6zgin calismalarin ortaya c¢ikmasini saglayabilir.

Caligmada, sayisal integrasyon konusu ilizerinde durulmus; diferansiyel
denklemlerin baglangic kosulu altindaki c¢&ziimlerinde temel olusturacak
kavramlar ve integral formiilleri verilerek, problemin ¢&ziimiinin kolaylas-
tirilmasi, ayrica daha pratik olmasi icin {iclincli bdlimde genellestirilmis
formbller araciligiyla hesaplanmis katsayilar cizelgeler ile diizenlenerek

enterpolasyon uygulamalarinin basite indirgenmesi saglanmigtir.
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acilan Lisans tamamlama programini bitirdi. 1989 yilinda master &6grenimine
basladi. Ayni yi1l Necatibey Egitim Fakiiltesi 'ne Matematik Anabilim Dali

Ogretim Gorevlisi olarak atandi. Halen bu gérevi siirdiirmektedir.

Evli, bir cocuk babasidir.
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EK~-1 B&liinmiis farklar ile enterpolasyon programi

10 KEY OFF

20 REM BU PROGRAM SONLU BOLUNMUS FARKLAR ILE
30 REM INTERPOLASYON PROGRAMIDIR

40 DIM X(20):DIM Y(20):DIM TABLO(20,20)
50 INPUT "KAC TANE X DEGERI GIRILECEKY";N
60 INPUT "KAC TANE FARK ALINACAK";M

70 FOR I=1 TO N

80 INPUT X(I)

90 Y (I)=COS(X(I))

100 NEXT I

110 PRINT "DEVAM ICIN F5 TUSUNA BASINIZY:STOP:CLS
120 FOR I=1 TO N °

130 PRINT I;Y ";X(I);" "Ly (T)

140 NEXT T

150 GOSUB 330

160 IF KONTR<>0 THEN CLS:GOTO 20

170 PRINT M;"ICIN BOLUNMUS FARKLAR:"

180 NM1=N-1

190 FOR I=1 TO NML

200 L=I

210 IF I>M THEN L=M

220 FOR J=1 TO L

230 PRINT USING "##.###4#4";TABLO(L,T);
240 NEXT J:PRINT :NEXT I

250 INPUT "ARADEGER=";XARA

260 INPUT "INTERPOLASYON DERECESI=";INDR
270 GOSUB 470

280 YINTER=FANEW

290 GDEGER=COS (XARA)

©. 300 PRINT "ARADEGER=";XARA;" INTERPOLASYON DERECESI=";INDR

310 PRINT "INTERPOLE DEGER=";YINTER;" GERCEK DEGER";GDEGER
320 GOTO 250

330 REM ** FARKLAR HESAPLANIYOR *%*

340 IF M<N THEN 360

350 KONTR=1

360 NM1=N-1

370 FOR I=1 TO NM1

380 TABLO(I,1)=(Y(I+1)=-Y(I))/(X(I+1)-X(I)):NEXT I

330 IF M<=1 THEN 450

400 FOR J=2 TO M

410 FOR I=J TO NM1

420 TALT=I+1-J

430 TABLO(I,J)=(TABLO(I,J~1)~TABLO(I~1,J-1))/(X(I+1)-X(IALT))
440 NEXT I,J

450 KONTR=0

460 RETURN

470 REM ** INTERPOLASYON FONKSIYONU TANIMLANIYOR *%*

480 IF INDR<=M THEN 520
490 KCNTR=1

500 FANEW=0
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510 RETURN

520 FOR I=1 TO N

530 IF I=N OR XARA<=X(I) THEN 550
540 NEXT I

550 MAX=I+INDR/2

560 IF MAX<=INDR THEN MAX=INDR+1
570 IF.MAX>N THEN MAX=N

580 YEST=TABLO (MAX-1,INDR)

590 IF INDR<=1 THEN 660

600
610
620
630

INDM1=INDR~-1

FOR I=1 TO INDM1
TALT1=MAX~INDR
IALT2=INDR~1

0.000796

640 YEST=YEST* (XARA-X (IALT1))+TABLO (IALT1-1,IALT2)
650 NEXT I
660 IALT1=MAX~INDR
670 KONTR=0
680 FANEW=YEST* (XARA-X (IALT1))+Y (IALT1)
690 RETURN
1 .1 .9950041
2 .2 .9800666
3 .3 .9553366
4 .4 .921061
5 .5 .8775826
6 .6 .8253356
7 .7 .7648423
8 .8 .6967067
6 ICIN BOLUNMUS FARKLAR:
-0.149375
-0.247300 ~0.489625
-0.342756 -0.477278 0.041156
-0.434784 -0.460142 0.057122 0.039915
~0.522470 ~0.438427 0.072383 0.038152 -0.003525
-0.604933 -0.412317 0.087034 0.036629 -0.003047
-0.681355 -0.382111 0.100685 0.034128 -0.005001 -0.003257
ARADEGER=? .11 ’

INTERPOLASYON DERECESI=? 4

ARADEGER= .11 INTERPOLASYON DERECESI= 4
INTERPOLE DEGER= .9950041 GERCEK DEGER .9939561
ARADEGER=? .32

INTERPOLASYON DERECESI=? 3

ARADEGER= .32 INTERPOLASYON DERECESI= 3
INTERPOLE DEGER= .9453488 GERCEK DEGER .9492355
ARADEGER=? .41

INTERPOLASYON DERECESI=? 5

ARADEGER= .41 INTERPOLASYON DERECESI= 5
INTERPOLE DEGER= .9553364 GERCEK DEGER .9171208
ARADEGER=? .61

INTERPOLASYON DERECESI=? 6

ARADEGER= .61 INTERPOLASYON DERECESI= 6
INTERPOLE DEGER= .9800511 GERCEK DEGER .819648
ARADEGER=?



10
20

30

40

50

60

70

80

90

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
510

EK-TI lleri farklar ile enterpolasyon programil %

CLS
OPTION BASE 0

INPUT N
DIM A(N):DIM X(N)

DIM FX(N):DIM FRMAT (N-1,N-1)

FOR I=0 TO N-1
PRINT "X(";I;") DEGERINI GIRINIZ"
INPUT X(I)

PRINT "F(";I;") DEGERINI GIRINIZ"
INPUT FX(I):CLS

NEXT I

FOR I=0 TO N-1

A(I)=FX(I)

NEXT I

FOR I=0 TO N-1

K=N-(I+2)

FOR J=0 TO K

FRMAT (J,I)=A(J+1)~A(J)

A(J)=FRMAT (J,I)

NEXT J,I

PRINT :PRINT "########### ILERI FARKLAR
FOR I=0 TO N-1

PRINT USING"##.##### ";FX(I);

FOR J=0 TO N-2

PRINT USING"##.##### ";FRMAT(I,J);
NEXT J:PRINT :NEXT I

INPUT "ARA DEGERI GIRINIZ";XARA
REM ***ileri fark enterpolasyonukx*
H= (X (1) -X(0)) :S=(XARA-X(0)) /H

REM BU PROGRAM ILERI FARKLARI KULLANARAK BIR
REM FONKSIYONUN ARA DEGERINI HESAPLAR.

FAFEARAAAF###" : PRINT

FS=FX(0)+S*FRMAT (G, 0)
K=1
CARP=S:FAKT=1
GOSUB 440
=K+1
_IF K>N-1"THEN 410
‘GOSUB 480 '
FS=FS+ (CARP/FAKT) *FRMAT (0, K-1)
GOTO 340
PRINT XARA;" DEGERI ICIN ENTERPOLASYON ";FS;" BULUNMUSTUR."
PRINT "DEVAM ICIN F5 TUSUNA BASINIZ":STOP:CLS
GOTO 300

FOR L=1 TO K
CARP=CARP* (S-L)
NEXT L

RETURN

FOR L=1 TO K
FAKT=FAKT*L
NEXT L

RETURN
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EXK~T111 Geri farklar ile enterpolasyon programi

10 REM GERI FARKLAR ILE ENTERPOLASYON PROGRAMIDIR
20 CLS

30 OPTION BASE 0

40 INPUT N

50 DIM B(N) :DIM X(N)

60 DIM FX(N):DIM FRMAT(N-1,N-1):DIM NABLA(N,6N)

70 FOR I=0 TO N-1

80 PRINT "X(";I;") DEGERINI GIRINIZ"

90 INPUT X(I)

100 PRINT "F(";I;") DEGERINI GIRINIZ"

110 INDUT FX(I):CLS

120 NEXT I '

130 FOR I=1 TO N-1

140 B(I)=FX(I)

150 NEXT I

160 FOR I=0 TO N-2

170 T=N-((N-1)-TI)

180 FOR J=N-1 TO T STEP -1

190 NABLA(J,I)=B(J)-B(J-1)

200 B(J)=NABLA(J,I)

210 NEXT J,I

220 PRINT :PRINT "“#####444### GERI FARKLAR FAFF#FF#HFE##" i PRINT
230 FOR I=0 TO N-1

240 PRINT USING"##.##F£## " ;FX(1);

250 FOR J=0 TO HMN-2

260 PRINT USING"#.##### ";NABLA(I,J);

270 NEXT J:PRINT :NEXT I

280 ‘LPRINT "“########### GERI FARKLAR F#HEFFFEHARFEREH
290 ‘FOR I=0 TO N-1

300 'LPRINT USING"##.###4## ";FX(I);

310 ‘FOR J=0 TO N-2

320 'LPRINT USING"##.##### ";NABLA(I,J);

330 ’NEXT J:LPRINT :NEXT I

340 REM ***geri fark enterpolasyonux*=x

350 INPUT "ARA DEGERI GIRINIZ";XARA

360 H=(X(1)-X(0)):S=(XARA-X(N-1))/H-

370 FS=FX(N-1)+S*NABLA(N-1,0)

380 K=1

390 CARP=S:FAKT=1

400 GOSUB 490

410 K=K+1

420 IF K>N-1 THEN 460

430 GOSUB 530 .

440 FS=FS+(CARP/FAKT) *NABLA (N-1,K-1)

450 GOTO 390 ,
460 PRINT XARA;" DEGERI ICIN ENTERPOLASYON ";FS;" BULUNMUSTUR."
470 PRINT "DEVAM ICIN F5 TUSUNA BASINIZ":STOP:CLS
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480"
490
500
510
520
530
540
550
560

GOTO 340

FOR L=1 TO K
CARP=CARP* (S+L)
NEXT L

RETURN

FOR L=1 710 K
FAKT=FAKT*L,
NEXT L

RETURN

FHE#####F##  TLERI FARKLAR  FHAFEEHFF AR EH

0.84147 0.04974 -0.00891 -0.00040 0.00008
0.89121 0.04083 -0.00931 -0.00032

0.93204 0.03152 -0.00963

0.96356 0.02189

0.98545

ARA DEGERI GIRINIZ? 1.02
1.02 DECERI ICIN ENTERPOLASYOH .8521089
DEVAM ICIN F5 TUSUNA BASINIZ
Break in 420
ok

FREF#E#####  GERI FARKLAR F##FFH#FFFAFRSH

BULONMUST UK.

0.84147
0.89121 0.89121
0.93204 0.04083 -.85038
0.96356 0.03152 -.00931 0.84107
0.98545 0.02189 -.00963 -.00032 ~.84139
ARA DEGERI GIRINIZ? 1.35
1.35 DEGERI ICIN ENTERPOLASYON  .008596 BULUNMUSTUR.

DEVAM ICIN F5 TUSUNA BASINIZ
Break in 470
Ok




EK-IV  Aitken y&ntemi ile enterpolasyon programi

10 CLS

20 REM BU PROGRAM VERILEN N TANE f(x) DEGERI
30 REM ICIN AITKEN YONTEMI ILE ENTERPOLASYON
40 REM PROGRAMIDIR.

50 KEY OrF

60 PRINT "Kac tane x degeri girilecek"

70 INPUT N

80 DIM XK(N) :DIM FONK (N)

90 PRINT "x ve f(x) degrlerini giriniz"

100 FOR I=1 TO N

110 PRINT ||Xll’-I;il:";l| f(xll;I;n):"

120 INPUT XK(I),FONK(I)

130 HEXT I

140 CLS

150 PRINT "Ara degeri giriniz"

160 INPUT XARA

170 I=1

180 IF XARA>XK(I) THEN I=I+1:GOTO 180

190 DIM CIZ(I,I+2)

200 FOR K=1 TO I

210 CIZ(K,1)=XK(K)

220 CIZ(K,3)=FONK(K)

230 CIZ(K,2)=XARA-CIZ(K,1)

240 NEXT K

250 FOR K=2 TO I

260 FOR L=K T0 I

270 AKTAR1=CIZ(K-1,2)*CIZ(L,K+1)-CIZ(K-1,K+1)*CIZ(L,2)
280 AKTAR2=CIZ(L,1)-CIZ(K-1,1)

290 CIZ(L,K+2)=AKTAR]/AKTARZ

300 NEXT L

310 AKTAR1=0:AKTAR2=0

320 NEXT K

‘330 PRINT ¥ X x-%(k) ()"
340 FOR K=1 TO I

350 FOR L=1 TO I+2

360 PRINT USING "###.#####4";CIZ(K,L);

370 NEXT L

380 PRINT

3920 NEXT K

400 PRINT

410 PRINT XARA;" ARADEGERI ICIN ENTERPOLASYON";CIZ(I,I+2);"BULUNMUSTU
420 PRINT

430 PRINT "BASKA ARADEGER GIRMEK ICIN F5 TUSUNA BASINIZ."
440 STOP

450 GOTO 150
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Ar
?

1.37 ARADEGERI ICIN

BASKA ARADEGER GIRMEK
Break in 440

Ok

a degeri giriniz

1.37

X
1.000000
1.100000
1.200000
1.300000
1.400000

x-X (k)
0.370000
0.270000
0.170000
0.070000

-0.030000

(%)
0.841470
0.891210 1.025508
0.932040 1.009024
0.963560 0.992048
0.985450 0.974652
ENTERPOLASYON

0.981002
0.980337 0.979870
0.979737 0.979927 0.979910

.9799099 BULUNMUSTUR.

ICIN F5 TUSUNA BASINIZ.

T.C. YOKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZI



