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Simgeler

SIMGELER DiZIiNi

Aciklama

+ islemine gore bir grup

+ ve - islemlerine gore bir halka

Boliimlii halka

Cisim

D iizerinde tanimli mxn boyutlu matris uzay1
D {iizerinde tanimlt mxn boyutlu matris uzay1

M . (D) vektor uzayinin standart bazinin bir elemant

A matrisinin transpozu
A matrisinin tersi

M mxn (D) iizerinde hareketler grubu

n dereceli genel lineer grup

F iizerinde tanimli nxn boyutlu alterne matris uzay1
Ky (F) iizerinde hareketler grubu

F tizerinde tanimli nxn boyutlu simetrik matris uzayi

Sy (F) tizerinde hareketler grubu

D iizerinde tanimli nxn boyutlu Hermityen matris uzay1

H, (D) iizerinde hareketler grubu
D {iizerinde n— boyutlu sol afin uzay
D iizerinde n—boyutlu sag afin uzay
F tizerinde n—boyutlu afin uzay

n—boyutlu vektdr uzayi



1. GIRIS

Lisans seviyesinde sadece matematik boliimiinde egitim goren 6grencilerin degil fen
bilimleri ve sosyal bilimlerle ilgili hemen hemen bir¢ok derste dgrencilerin karsisina
matris denilen bir tablo ya da matrislerle ilgili bir islem ka¢inilmaz olarak ¢ikmaktadir.
Mesela, istatistiksel bir ¢alisma yapmak isteyen birinin elindeki verileri daha islenebilir
hale getirmek icin ilk basta yapmasi gereken verileri bir tabloya aktarmaktir. Bu
verilerle hangi istatiksel yontemi c¢alisacaksa o yonde ilgili bagka tablolarda
olusturabilir, mesela frekans tablosu veya verileri belli araliklar arasinda gruplandirmak
istediginde benzer tablolar olusturulmak durumundadir. Bu tiir tiim tablolar aslinda birer

matris ornegidir.

Matematikte ise matrislerin kullanimi; iki matrisin toplami, bir skalarla bir matrisin
carpimi ya da iki matrisin ¢carpimi islemlerinden ve bu islemlerle ilgili elde edilebilecek
sonuglardan ibaret degildir. Mesela, katsayilar matrisi {izerinde farkli matematiksel
metotlar kullanarak bir lineer denklem sisteminin ¢oziimlerini irdelemek miimkiindiir.
Ustelik, lineer doniisiimler ile matrisler arasinda birebir bir karsilik gelme soz
konusudur. Uygulama alanlarinda ise matrislerin kullanimi hizla artmaktadir ve
matrisler iizerinde bir¢ok farkli islemler tamimlanmistir, Hadamard c¢arpimi, Schur
carpimi v.b. bunlara 6rnek olarak verilebilir. Baglangigta lineer cebirin bir alt dali olan
matrisler simdilerde matris teorisi olarak matematigin bir dali haline gelmistir. Matris
teorisi ve uygulamalar1 hakkinda daha detayl1 bilgi i¢in (Perlis 1991, Herstein ve Winter
1988, Johnson 1990, Hartfiel 2001, Brualdi ve Cvetkovic 2009) c¢alismalari

incelenebilir.

Bu ¢aligmada; karesel olmayan matrislerin olusturdugu dikdortgensel matris uzayi,
alterne matrislerin olusturdugu alterne matris uzayi, simetrik matrislerin olusturdugu
simetrik matris uzayr ve Hermityen matrislerin olusturdugu Hermityen matris uzayi
tanitilmak istenmistir. Ustelik, bu uzaylarda belirli déniisiimler yardimiyla bir grup
yapisi olusturulmus ve bu grup altinda uzaymm geometrik invaryatlarini incelemek
hedeflenmistir. Boylece, tam da Alman matematik¢i Felix Klein (1849-1925) in
geometry taniminda ifade ettigi gibi doniisiimler altinda invaryant kalan ozellikler

incelenmistir.



Bu niyetle, Zhe-Xian Wan (1996)’ in “Geometry of Matrices” isimli kitabinin bazi
boliimlerinde verilen bilgiler aslina sadik kalinarak Tiirk¢e’ye cevrilmis ve bu bilgiler

alt1 boliime ayrilarak bu tez olusturulmustur.
1. boliim ¢aligmanin ana hatlarimin ¢izildigi girig kismidir.

2. bolim c¢alismada kullanilacak temel bilgilerin; tanim, Onerme, teorem, sonug,

gosterim ve aciklamalar bigiminde takdim edildigi kisimdir.

3. bolimde bir D bolimli halkasinin elemanlart yardimiyla tanimlanan mxn
mertebeli matrislerin olusturdugu dikdortgensel matris uzayi iizerinde c¢aligilmistir.

Calismanin ana omurgasini olusturan bu boliim dort alt kisitmdan olusmaktadir:

3.1 de dikdortgensel matris uzayi ilizerinde belirli bir formda verilen 1:1 ve Orten
dontisiimler yardimiyla bir grup yapist kurulmus ve bu grup altinda uzaym geometrik
invaryantlar1 incelenmistir. Aritmetik uzaklik kavrami yardimiyla tanimlanan
eslenikligin bir geometrik invaryant oldugu gosterilmistir. Eslenik nokta ikilileri
yardimiyla bu uzaymn iki noktasi arasindaki uzaklik kavrami tanimlanmistir. Boylece

aritmetik uzaklik ile bu uzaklik arasindaki iliskiler incelenmistir.

3.2 de dikdortgensel matris uzayinda ranki 1 olan maksimal kiimeler detayl1 bir bigimde
incelenmis ve bu uzayda bir dogru tanimi yapilmistir. Ustelik, bir dogrunun parametrik

denklemi de verilmistir.

3.3 de dikdortgensel matris uzayinda ranki 2 olan maksimal kiimeler detayl1 bir bigimde
incelenmis ve bu uzayda bir diizlem tanimi yapilmistir. Ayrica, bir diizlemin parametrik

denklemi de verilmistir.

3.4 de ise 3.1 de verilen ve dikdortgensel matris geometrisinin temel teoremi olarak

ifade edilen Teorem 3.1.5 in ispat1 verilmistir.

4, 5 ve 6. bolimlerde, sirasiyla, alterne matrislerden olusan alterne matris uzayi,
simetrik matrislerden olusan simetrik matris uzay1 ve Hermityen matrislerden olusan
Hermityen matris uzay1 iizerinde ¢alisilmistir. Bu ii¢ boliimde sadece 3.1 de elde edilen
sonuglarin alterne, simetrik ve Hermityen matris uzaylar1 iizerindeki karsiliklari

tizerinde durulmustur.



Bu tezin devami olarak, 4, 5 ve 6. boliimlerde ele alinan matris geometrilerinin temel
teoremleri ve bu tezde calisilan dort farkli uzayin cebir, geometri ve graf teorideki

uygulamalar {izerinde ¢alisilabilir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu kisimda verilen temel bilgileri literatiirdeki herhangi bir cebir kitabinda bulmak
mimkiindiir. Asagida verilecek olan temel bilgiler ve daha fazlasi igin (Albert 1938,
Nomizu 1966, Cullen 1972, Schneider ve Barker 1973, Hohn 1973, Hungerford 1974,
Jacobson 1985, Fraleigh 1989, Perlis 1991, Wan 1996, Cift¢i 2015) ¢alismalarina
bakilabilir.

Tamm 2.1. G bir kiime ve *:GxG — G bir i¢ islem olsun. Eger,

G1) Her a,b,ceG igin a*(b*c) = (a*b)=*c dir.

G2) Her aeG i¢in a*e=a=e+*a olacak bi¢imde en az bir e € G vardur.

G3) Her aeG igin a**a=e=a=a" olacak bicimde en az bir a* € G vardur.

sartlar1 saglaniyorsa (G,*) ikilisine grup denir ve bu grup, eger bir karisiklik s6z
konusu olmayacaksa, kisaca G ile gosterilir. Bir (G,*) grubu i¢in Va,beG igin

a*b=Db=*a sarti1 saglaniyorsa G ye degismeli (komiitatif) grup ya da Abel grubu denir.

Tamim 2.2. R herhangi bir kiime ve + ile - bu kiime lizerinde taniml1 herhangi iki ikili

islem olsun. Eger

H1) (R,+) degismeli gruptur.

H2) - islemi birlesmelidir.

H3) Her a,b,ceR i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c dir.

sartlar1 gergekleniyorsa (R,+,-) sistemine bir halka denir. Bazen kisalik olmasi

bakimindan (R,+,-) halkasi R ile gosterilir.

Bir (R,+,) halkasinda birinci isleme genellikle toplama, ikinci isleme de ¢arpma islemi
ad1 verilir. Toplama igslemine gore etkisiz eleman 0 ile, carpma islemine gore etkisiz
eleman, varsa, 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz elemana ozdegslik ad1 verilir.
Eger R halkasinda 6zdeslik eleman1 varsa R ye ozdeslikli halka, ¢arpma islemi
degismeli ise R Yye degismeli(komiitatif) halka denir.



n tane

- ,—/% . . .
Tammm 2.3. R bir halka olsun. 1+1+1+...+1=0 esitligine uyan en kiigiik n>?2

tamsayisina R halkasinin karakteridigi denir. Eger boyle (sonlu) bir n tamsayisi

yoksa R nin karakteridig: sifirdir denir.

Tammm 2.4. (R,+,-) bir halka olsun. Eger R nin bir R" alt kiimesi R halkasinin

islemleri altinda bir halka olusturuyorsa R’ ye R nin bir alt halkas: denir.
Tamm 2.5. R bir halka olsun. Z(R)={aeR | ab=ba, VbeR} alt halkasina R nin
merkezi denir.

Tanmm 2.6. (R,+,-) ve (R',+,”) iki halka, ®:R—R’ bir doniisiim olsun. Eger her

a,beR icin
1) ®(a+b)=d(a)+ D(b)
2) ®(a-b)=d(a) - d(b)

sartlar1 saglaniyorsa @ doniisiimiine R den R’ ye bir homomorfizm denir. Eger 2) sarti

yerine
2') ®(a-b)=d(b)'®(a)
sartt alinirsa @ doniistimiine R den R’ ye bir anti-homomorfizm adi verilir.

Tamm 2.7. (R,+,) ve (R,+',”) iki halka olsun. ®:R— R’ birebir ve oOrten bir

homomorfizm (veya anti-homomorfizm) ise ® doniisimine R den R’ ye bir
izomorfizm (veya anti-izomorfizm) denir. R nin kendisi iizerine bir izomorfizmine

(veya anti- izomorfizmine) R {izerinde bir otomorfizm (veya anti-otomorfizm) denir.

Tanmm 2.8. R bir halka olsun. i, R fzerinde 6zdeslik doniisimii olmak {izere
mertebesi 2 (yani f=i iken f?=i) olan bir f otomorfizmine (veya anti-

otomorfizmine) R nin bir involusyonu (veya anti-involusyonu) denir.

Tamm 2.9. Eger (R,+,:) bir 6zdeslikli halka ve R—{0} 1 her elemaninin ¢arpmaya
gore tersi varsa (R, +,-) halkasina béliimlii halka veya aykirt cisim denir. Carpma iglemi

degismeli olan bir boliimlii halkaya cisim adi verilir.

Gosterim: Eleman sayis1 g olan bir F cismi kisaca F, bi¢iminde gosterilir.

5



Alt cisim tanimu, alt halka tanimina benzer bi¢imde yapilabilir.

Tammm 2.10. (D,+,:) bir bolimli halka ve (V,®) bir abel grubu olsun. Eger

o:DxV —V disislemi her X,y eV ve her a,beD igin;
V1) ac(x®@y)=(a-x)®(a-y)

V2) (a+b)ox=(aox)®(box)

V3) (a-b)ex=ac(box)

V4) lox=X; 1eD 6zdeslik elemani

sartlar1 saglaniyorsa V ye D bolimlii halkasi iizerinde bir (Sol) vektor uzayr denir ve
eger bir karnigiklik olmayacaksa D boliimli halkasi belirtilmeden kisaca V ile

gosterilir.
Benzer bigimde, bir (sag) vektdr uzay: tanimi yapilabilir.

Eger V nin bir W altkiimesi i¢in V vektdr uzaymnin iglemleri ile birlikte W da bir

vektor uzayi oluyorsa, W ya V nin altvektor uzayr ya da kisaca altuzay: denir.

Tamm 2.11. F cismi iizerinde bir vektor uzayr V olsun. z,z,,...,z €V ve V c. €F

icin i:cixz =0=Ve =0 ise z,7,,...,x, vektorleri lineer bagimsizdir, aksi halde
i-1

lineer bagimlidir denir.

Tamim 2.12. Bir V' vektor uzaymin

B1) B lineer bagimsizdir.

B2) V = Sp(B) dir.

sartlarini saglayan bir B alt kiimesine V' nin bir baz: denir.

Tammm 2.13. Bir V vektor uzaymin herhangi bir bazindaki eleman sayisina /' nin

boyutu denir. Eger V' nin boyutu sonlu ise V' sonlu boyutlu bir vektor uzayidwr denir.

Tamm 2.14. Girdileri ya da elemanlar1 bir D boliimlii halkasindan alinan ve m satir n

kolondan olusan bir tabloya matris denir. Boyle olusturulan bir matris A ise a; € D

olmak iizere A= (aij ) yada A= (aij )mxn bi¢iminde gosterilir. Bu durumda A matrisine
6



mxn dereceli (mertebeli ya da boyutlu) matris denir, m=n iken nxn yerine kisaca n

yazarak A matrisine n dereceli (mertebeli ya da boyutlu) matris denir.

Gosterim: Girdileri bir D bolimli halkasindan alinarak olusturulan mxn mertebeli
tiim matrislerin kiimesi M, (D) ya da D' ile gosterilir. m=n iken kisaca M, (D)

yazilir.

M. (D) kiimesi bilinen matris toplami ve skalarla ¢carpma islemleri altinda bir vektor

uzay1 olusturur.

Gosterim: M, (D) vektdr uzaymin standart bazinin elemanlar1 1<i<m ve 1< j<n

olmak iizere E; ile gdsterilir. E; matrisinin (i, j) yerindeki girdi 1 diger tim girdileri

sifirdir.

Tamim 2.15. Tim girdileri sifir olan bir matrise sifir matrisi denir.

Gosterim: M (D) uzaymmn sifir matrisi 0, ile gdsterilir. m=n ise kisaca O,

n

yazilir.

Tamm 2.16. AeM_ (D) matrisinin satir ve kolonlarinin yer degistirmesi ile elde

edilen matrise A nn transpozu denir ve bu matris A’ ile gosterilir.

Tammm 2.17. Satir ve kolon sayilart esit olan bir matrise kare matris denir. Bir kare
matrisin &, bi¢imindeki elemanlarinin bulundugu kdsegene matrisin esas kdsegeni

denir.

Tanmm 2.18. Bir kare matrisin esas kosegeni iizerindeki elemanlar1 digindaki tiim
elemanlar1 sifir ise bu matrise diyagonal matris denir. Ozel olarak, esas kosegeni
tizerindeki tiim elemanlar1 1 olan bir diyagonal matrise birim matris denir ve n dereceli

bir birim matris | ile gosterilir.

Tamm 2.19. AeM_ (D) olsun. AB=BA=1 olacak bigimde bir BeM, (D)

matrisi varsa bu takdirde A ya regiiler matris ve B ye de A mn tersi denir. Bu

durumda B yerine A™ yazlir.



Gosterim: Girdileri bir D boliimlii halkasindan alinan nxn mertebeli tiim regiiler
matrislerin kiimesi matris ¢arpimi iglemi altinda bir grup olusturur. Bu grup n dereceli

genel lineer grup olarak isimlendirilir ve kisaca GL, (D) ile gosterilir.

Tanim 2.20. Ae men(D) matrisinin lineer bagimsiz satir (kolon) sayisina A

matrisinin satir (kolon) rank: denir.

Onerme 2.21. AeM (D) matrisinin regiiler olmas i¢in gerek ve yeter sart A

matrisinin satir rankinin n olmasidir.

Onerme 2.22. (i)Ae M, (D) matrisinin satir ranki r ve BeM,, (D) matrisinin

satir rank1 n olsun. Bu takdirde AB matrisinin satir ranki r dir.

(ii) AeM,,, (D) matrisinin kolon rank1 n ve Be M, (D) matrisinin kolon rank1 s

olsun. Bu takdirde AB matrisinin kolon ranki s dir.

Onerme 2.23. Ae M (D) matrisinin satir ranki m olsun. Bu takdirde m<n dir ve
A L : -
B regiiler olacak bi¢cimde bir B M(n_m)xn (D) matrisi vardir.

Tanim 2.24. A,Bemen(D) olsun. Sayet A=PBQ olacak bicimde bir regiiler

PeM_ (D) ve bir regiler Qe M, (D) matrisi bulunabilirse A ile B matrislerine

denktirler denir.

Onerme 2.25. Denk matrisler ayni satir ve kolon rankina sahiptir.

.o - - - - Ir

Onerme 2.26. Satir ranki r olan herhangi bir AeM__ (D) matrisi 0
(m=r)x(n-r)

matrisine denktir.

Sonug 2.27. Herhangi bir Ae M, (D) matrisinin satir ve kolon ranki birbirine esittir.

Tamim 2.28. Herhangi bir Ae M, (D) matrisinin satir veya kolon rankina A mn

rank: denir ve kisaca rankA ile gosterilir.



Sonu¢ 2.29. A Be M, (D) olsun. Bu takdirde A ve B nin denk olmasi i¢in gerek ve

yeter sart rankA = rankB olmasidir.

Onerme 2.30. A Be M, (D) olsun. Bu takdirde rank(A+ B) < rankA+ rankB dir.

Onerme 2.31. Eger T eGL,(D), PeM,_ (D) ve rankP=m ise bu takdirde
PTeM,_.(D) ve rank(PT)=m dir. Ustelik, eger P,QeM,_ (D) ve

rankP = rankQ =m ise bu takdirde P =QT olacak bigimde bir T € GL,(D) vardir.

Gésterim: D bir boliimlii halka iken D" ={(x,%,...,x,)

1<i<n,x D} ile D

tizerine kurulan n— boyutlu vektor uzay: gosterilir.

Sonu¢ 2.32. D" nin sifirdan farkli tim vektorlerinin kiimesi GL,(D) altinda bir

yoriinge (yani bir gegisli kiime) olusturur.

Onerme 2.33. D" nin tiim m-—boyutlu alt uzaylarinin kiimesi GL (D) altinda bir

yoriinge olusturur.
Onerme 2.34. D" nin alt uzaylarinin yériingelerinin sayis1 n+1 dir.

Tamm 235 D bir bolimli halka, D nin bir anti-otomorfizmi ve

A=(a;)eM,,, (D) olsun. A:(%) olarak tanimlanmak iizere bir H e M, (D) igin

(I—_|)T =H oluyorsa H ye bir Hermityen matris denir.

Tamim 2.36. M (D) de herhangi iki Hermityen matris H, ve H, olsun. Eger
H,=(P) H,P olacak bigimde bir PeGL,(D) matrisi varsa H, ve H, ye
cogredienttir (ya da conjuctivdir) denir.

Tamim 2.37. F bircisimve SeM, (F) olsun. Eger S" =S oluyorsa S ye bir simetrik

matris denir.

Sonu¢ 2.38. F karakteristigi #2 olan bir cisim ve SeM, (F) bir simetrik matris

olsun. Bu takdirde rankS =r ve i=1,2,...,r igin & # 0 olmak lizere S matrisi



bi¢imindeki bir diyagonal matrise cogredienttir.

Tamm 2.39. K =(k;)eM, (F) olsun. Eger Vi j icin k;=—k; ve Vi=j iin

k; =0 ise K matrisine bir alterne matris denir.

Onerme 2.40. K = (kij ) €M, (F) mn bir alterne matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart

VxeM,, (F) i¢in x"Kx=0 olmasidir.

Eger F nin karakteristigi =2 ise bu takdirde alterne matrisler genellikle ters (ya da

anti)-simetrik matrisler olarak isimlendirilmektedir.

Tamm 2.41. M, (F) de herhangi iki alterne matris K, ve K, olsun. Eger PTK,P =K,

olacak bi¢imde bir PeGL,(F) matrisi varsa K, ve K, ye cogredienttir (ya da

congruenttir) denir.

Asagida ifade edilecek onermenin ispati i¢in (Albert 1938) de Theorem 3 ve Theorem 4
e ya da (Wan 1996) da Proposition 1.34 e bakilabilir.

Onerme 2.42. KeM,  (F) bir alterne matris olsun. Bu takdirde rankK ¢ift olmak

zorundadir. Ustelik, eger rankK =2v(<n) ise bu takdirde K matrisi, 2x2 bloklarmn

sayis1t V olmak iizere
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01

-1 0
0 1
-1 0
01
-1 0
0
0
matrisine ve de
0 1,
I, O
0

matrisine cogredienttir.

Asagida ifade edilecek onermenin ispati i¢in (Albert 1938) de Theorem 6 ya da (Wan
1996) da Proposition 1.35 e bakilabilir.

Onerme 2.43. F Kkarakteristigi 2 olan bir cisim, n>1 bir tamsay1 ve SeM_ (F)
alterne olmayan bir simetrik matris olsun. Bu takdirde S matrisi bir diyagonal matrise
cogredienttir.

D} n—boyutlu vektor uzayi olsun. D nin vektdrlerine uzayin noktalar:, 1 —boyutlu alt
uzaylarma D; nin dogrulari, 2—boyutlu alt uzaylarma D; nin diizlemleri ve (n—1)—
boyutlu alt uzaylarma D} nin hiperdiizlemleri denir. Daha genel olarak, 0<r <n igin

herhangi bir r—boyutlu alt uzaya afin r—flat ya da kisaca r—flat adi verilir. Ozel

olarak, O—flatlara nokta, 1-flatlara dogru, 2—flatlara diizlem ve (n-1)—flatlara

hiperdiizlem denir. Sayet bir r —flat bir s— flatta kapsaniyorsa ya da bulunuyorsa bu
r —flat s—flat iizerindedir denir. Bu takdirde 0<r <n i¢in afin r—flatlardan olusan
ve yukaridaki bigimde tanimlanan iizerinde olma bagintisi ile birlikte D' nokta
kiimesine D tizerinde n— boyutlu sol afin uzay denir ve bu uzay kisaca AG' (n,D) ile

gosterilir. Bir r —flatin boyutu r olarak tanimlanir.
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Benzer bicimde, D' n—boyutlu vektor uzayi ile D lizerinde n— boyutlu sag afin uzay

tanimlanabilir ve bu uzay kisaca AG'(n, D) ile gosterilir.

D=F bir cisim iken AG'(n,F) ve AG"(n,F) uzaylari 6zdes olacagindan her ikisi

yerine AG(n,F) gosterimi kullanilur.

Teorem 2.44 (Afin Geometrinin Temel Teoremi). D bir boliimli halka, n>2 bir

tamsay1 ve A ise AG' (n, D) den kendisine dogrular1 dogrulara resmeden bir 1:1 ve
orten doniisim olsun. N>3 ve D=TF, iken istelik A nin diizlemleri diizlemlere

resmettigini kabul edelim. Bu takdirde A tiim (X, X,,...,X,) € AG'(n,D) icin

A(Xy Xy X ) = (X0 X0, X, ) T +(8, 8,5, (2.1)

formundadir. Burada o D nin (xl,xz,...,xn)c=(xf,x§,...,x;’) ozelliginde bir

otomorfizmi, T eGL, (D) ve (a,,a,,...,a,) € D" dir. Tersine olarak, (2.1) formundaki
herhangi bir doniisiim 1:1 ve 6rtendir ve dogrular1 dogrulara, diizlemleri diizlemlere ve
0<r <n igin r —flatlar1 r —flatlara doniistiiriir.

Teorem 2.44 iin D ve D' herhangi iki boliimli halka, n>2 bir tamsayr ve A
doniisiimii ise AG'(n,D) den AG'(n,D’) yeyada AG'"(n,D) den AG"(n,D’) ye bir

1:1 ve oOrten doniisiim olarak alinmasi ile genellestirilebilecegi (Wan 1996) dan

goriilebilir.
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3. DIKDORTGENSEL MATRIS GEOMETRISI

Bu boliimde dikdortgensel matris uzayi ile ilgili bilgi detayli bir bigimde verilmeye
calisilmigtir. Clinkii, burada elde edilecek sonuglarin karsiliklar: alterne, simetrik ve

Hermityen matris uzaylari iizerinde, sirasiyla, 4, 5 ve 6. boliimlerde de incelenecektir.

3.1. Dikdortgensel Matris Uzayi

m ile n, m,n>2 &zellifinde iki tamsay1 ve D bir boliimlii halka olsun. M. (D)
uzayina mxn mertebeli matrislerin uzay: ya da kisaca dikdortgensel matris uzayr denir
ve elemanlarina da uzayin noktalar: ad verilir,

PeGLy,(D) ve QeGL,(D) ReM,,(D) olmak iizere My, (D) uzay: iizerinde

her X € M0 (D) igin
X —>PXQ+R 3.1)

formundaki dontisiimleri ele alinacaktir. (3.1) formundaki bir doniisiimiin 1:1 ve orten

oldugu agiktir. Simdi bu formdaki doniistimlerin bileske islemi altinda bir grup
olusturdugu elde edilecektir. Bu grup Gy, (D) ile gdsterilsin. ik olarak bileske

isleminin birlesmeli oldugu gosterilecektir:

i=1,2,3 veher AeG,,(D) igcin X > A(X)=PXQ,+R, olsun. Bu takdirde, her
X eM,,, (D) igin

[A(AA) (X

[(AA)(X)]=A[ A (A(X)]
(A PXQ1+R1}
[P (
I

(RXQ+R)Q,+R, |

A
AL A
Ay
P[P, (PXQ+R)Q,+R, |Q,+R,

3

ve

L(AA,

)=[(Aa)(A)) =] A (A (A(X)]
[A(A, PXQ1+R1))]
[A(P(RXQ+R)Q, +R,)]

P[P, (PXQ +R)Q,+R,]Q,+R,

elde edilir. Ayrica, 1:1 ve orten doniisiimlerin bileskeleri de 1:1 ve ortendir.
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Her X eM, (D) i¢in X — I(X)=1,XI,+0,,, bigiminde tanimli (3.1) formunda bir

dniisiim vardir. Bu déniisiime 6zdeslik doniisimii denir. Ayrica, her X e M, (D)
1¢In

(A)(X)=A(I1(X))=A(X)= Al =A ve (IA)(X)=1(A(X))=A(X)=IA=A
oldugundan | déniisiimii bileske isleminin etkisiz elemanidr.
Herhangi bir A€ G, (D) i¢in X - A(X)=PXQ+R déniisiimiiniin tersi

A(X)=Y & A (Y)=X

sartt ile tammh A" :M_ (D)—> M (D) déniisimiidiir. A déniisiimii 1:1 ve drten

oldugundan A™ de 1:1 ve drten bir doniisiimdiir. Ustelik, her X,Y e M. (D) igin
(AA)(Y)=A(A(Y))=A(X)=Y =I(Y),
(ATA)(X)=A"(A(X))=A"(Y)=X=1(X)

esitliklerinden AA™'=A"A=1 oldugu yani X —>A*(X)=P'XQ'-P'RQ™

doniigiimii bileske islemine goére A nin tersidir.
Boylece (3.1) formundaki doniisiimlerin M., (D) iizerinde Gy, (D) ile gdsterilen

bir hareketler grubu olusturdugu sonucuna varilir. Bu takdirde asagidaki 6nerme ifade
edilebilir.

Onerme 3.1.1. Gy, (D) grubu M., (D) iizerinde gegiskendir.

Ispat. M., (D) uzaymin herhangi iki noktast X; ve X, olsun. Bu takdirde
X—— X +(Xp—Xq)

dontistimii X; noktasin1 X, noktasina resmeder. Bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 3.1.2. X;, X, € M, (D) olsun. Eger rank(X;—Xp)=r ise X; ile X,

arasindaki aritmetik uzaklik v dir denir ve bu durum ad(Xg,X,)=r bigiminde

gosterilir. Ozel olarak r =1 iken bu iki noktaya esleniktir (ya da baglidir) denir.

Bu aritmetik uzaklik, bir metrik uzayda uzaklik fonksiyonu i¢in gereken asagidaki ii¢

ozelligi de saglar.
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Onerme 3.1.3. Xy, X5, X3€M . (D) olsun. Bu takdirde,

1) ad (Xy, X5)=0 dir ve ad (Xy, X,)=0< X3 = X, dir.

2) ad ( Xy, Xp)=ad(X;, Xq) dir.

3) ad (X;, X,)+ ad (X,, X3)>ad (X, X3) dir.

Ispat. 1) ve 2) nin ispati tanimdan agiktir. 3) iin ispat1 Onerme 2.30 den goriiliir.

Onerme 3.1.4. Gy, (D) grubunun elemanlart M., (D) uzaymnin herhangi iki noktast
arasindaki aritmetik uzakhigi invaryant (degismez) birakir. Ustelik, 1<r <min{m,n}
ozelligindeki herhangi bir r i¢in M., (D) uzayindaki aritmetik uzakligi r olan nokta

ikililerinin kiimesi Gy, (D) izerinde bir yoriinge olusturur.

Ispat. ilk ifadenin ispat1 agiktir. kinci ifadeyi ispatlayalim. men(D) de aritmetik
uzakligt r olan iki nokta X; ve X, olsun. Bu durumda rank(X;—X,)=r dir.
M mun (D) de ranki r olan bir nokta R olsun. Ispat igin Gy, (D) nin X i sifira ve
X5 yi R ye resmeden bir elemaninin varligimi gostermek yeterlidir. X —— X —X;
doniisimiiniin - X; i sifira ve X, yi X,—X; e resmedecegi agiktir. Boylece,
rank (X, —X;)=r elde edilir RankR=r oldugundan Sonug¢ 2.29 yardimiyla
P(X,—X;)Q =R olacak sekilde bir P e GLy, (D) ve bir Q e GL, (D) eleman: vardur.
Dolayisiyla, X ——>PXQ doniisimii sifir1 invaryant birakir ve X, —X; i R ye
resmeder. O halde istenen 6zellikte bir doniistim bulunmustur ve ispat tamamlanmstir.

Boylece, M n (D) uzaymin herhangi iki noktasi arasindaki aritmetik uzakligin
Gmwn (D) grubu altinda bir geometrik invaryant oldufu sonucuna varilmis olur.
Ozellikle de M,y (D) uzaymin eslenik olan bir nokta ¢ifti igin de bu sonug gegerlidir.

Bu tiir geometrik invaryantlarla Gy, (D) grubunun elemanlar1 karakterize edilecektir.

m=n iken D nin bir otomorfizmi olan (3.1) formundaki doniisiimleri karakterize

etmek i¢in sadece bir tane geometrik invaryantin yeterli olacagi gosterilecektir, o da
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M mxn (D) uzayinin eslenik olan nokta giftlerinin G, (D) grubu altinda olusturdugu
geometrik invaryanttir. Bunun igin ispati daha sonra verilecek olan ve dikdortgensel
matris geometrisinin temel teoremi olarak adlandirilan asagidaki teorem ifade
edilecektir.

Teorem 3.1.5 (Temel Teorem). m ile n, m,n > 2 6zelliginde iki tamsay1; D herhangi

bir boliimlii halka ve A da My, (D) den kendisine 1:1 ve orten bir déniisiim olsun.

A ve AL in her ikisinin de mxn mertebeli matris ciftlerinin eslenikligini korudugunu,
yani “Herhangi X;, X5 € My, (D) igin X; ve X, noktalarmin eslenik olmas igin
gerek ve yeter sart A(X;) ve A(X,) noktalarinin eslenik olmasidir.” Snermesinin

dogru oldugunu kabul edilsin. Bu takdirde, m=n iken A doniisimi, her

X € M. (D) igin
A(X)=PX°Q+R (32)

formundadir ki burada PeGLy, (D), QeGL,(D), ReMy,n(D), o D nin bir

otomorfizmi, X°® da X in tiim girdilerine o y1 uygulayarak X den elde edilen

matristir. m=n iken her X € M., (D) icin (3.2) ye ilave olarak
T
A(X)=P(X") Q+R (3.3)

esitligi gegerlidir ki burada z D nin bir anti-otomorfizmidir. Tersine olarak, M .., (D)

nin (3.2) (ve m=n iken (3.3)) formundaki herhangi bir doniisiim 1:1 ve ortendir ve bu
doniistim ile onun tersi olan doniisim mxn mertebeli matris giftlerinin eslenikligini

korur.

Teorem 3.1.5 in ispat1 3.1-3.3 boliimlerinde yapilacak bazi hazirliklardan sonra Bolim

3.4 de verilecektir.

Tanmm 3.1.6. X, X'eM,,(D) olsun. X=X’ iken, i=0,12,..,r-1 igin X; ile

Xiy eslenik ve Xy =X, X, =X" olacak sekilde r+1 elemanli Xg, Xq,...., X, dizisi
vardir sartin1 saglayan en kiigiik pozitif r tamsayisina X ve X' arasindaki uzaklik

denir ve d (X, X")=r ile gdsterilir. X = X" iken d (X, X )=0 olarak tanimlanr,
16



Onerme 3.1.7. M., (D) uzaymin herhangi iki noktast X ve X' olsun. Bu takdirde,
ad (X, X')=d(X,X")
dir.

Ispat. X =X’ iken ad(X,X)=d(X,X)=0 olacag agiktir. O halde X = X' kabul

edilsin. ad (X, X")=r yani rank(X —X')=r oldugunu da kabul edilsin. Onerme 2.26

yardimiyla

Iy
P(X-X")Q=
( ) L O(m—r)x(n—r)]

olacak bigimde P e GLy, (D) ve Q eGL, (D) vardir. i=12,...,r igin

L.
R=P! " Q!
( °<m—i>x<n—i>J

olsun. Bu takdirde,
Xo=X, X;1=X-R, Xy, =X-Ry,.... X, =X-R, =X" matrisleri 1=0,1,2,...,r-1
igin Xj ve Xj,; eslenik olacak sekilde My, (D) uzaymda r+1 elemanh bir dizi
olusturur. Bu yiizden,

d(X, X")<r=ad (X, X’) (@)
olur.

Tersine olarak, d(X, X')=r" oldugu varsayilsin. Bu takdirde i=0,12,...,r'—1 igin
Xi ve Xj eslenik olacak sekilde Xg=X ve X =X" 0Ozelliginde r'+1 noktali

Xo» X1, X2, X, dizisi vardir. Onerme 2.30 yardimiyla

r'-1
d(X, X")=r"=>"rank(X; - Xj,1)>rank(Xo— X )=rank(X -X")=ad (X , X") ()
i=0
yazilabilir. (a) ve (b) den
ad (X, X')=d(X, X")
17



elde edilir.

Sonug 3.1.8. A, Mp,,.,(D) den kendisine 1:1 ve drten bir ddniigiim olup hem A nin

hem de A~ in mxn mertebeli matris ciftlerinin eslenikligini korudugu varsayilsin. Bu

takdirde, A mxn matrislerinin herhangi ikilisi arasindaki aritmetik uzakligi korur, yani

herhangi X, X" M. (D) i¢in ad (X, X')=ad (A(X), A(X")) dir.
Ispat. A nin mxn matris ikililerinin eslenikligini korudugunu yani X; ve X, eslenik
iken A(Xy) ve A(X,) nin de eslenik oldugunu kabul edilsin. Bu takdirde, herhangi
X, X" € Mp,pn (D) igin

d(X, X")=d(A(X), A(X")
dir. Onerme 3.1.7 yardimiyla

ad (X, X')zad(A(X), A(X"))

elde edilir. Benzer bigimde, sayet A~* de eslenikligi korursa bu takdirde

ad (A(X), A(X'))zad (X, X')

bulunur. Boylece, hem A hem de A eslenikligi korursa bu takdirde herhangi

X, X" €M, (D) igin
ad (X, X")=ad (A(X), A(X"))
sonucuna varilir.

3.2. Ranki 1 Olan Maksimal Kiimeler

Tamm 3.2.1. men(D) uzayinda bostan farkli bir kiime M olsun. Sayet M nin
herhangi iki noktasi eslenik ve M nin herhangi bir noktasina eslenik olan M nin
disinda baska bir nokta yoksa M ye rank: 1 olan bir maksimal kiime denir.
Onerme 3.2.2. M, (D) uzayimda ranki 1 olan bir maksimal kiime (3.1) formundaki
herhangi bir doniisiim altinda ranki 1 olan bir maksimal kiimeye tasinabilir.

Ispat. Onerme 3.1.4 iin bir sonucudur.
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Onerme 3.2.3. Hem

X1 X2 e X1n
0 0 . 0

M]_ = . v e . X11r X125+ Xy € D (34)
0 0 0

hem de

Y11 [0 - 0
Y21 [0 I 0

M]'_: . o . . yll’ y21,...,ym1€ D (35)
yml 0 ............ O

ranki 1 olan birer maksimal kiimedir. Ustelik, rank1 1 olan her bir maksimal kiime (3.1)

formundaki bir doniisiim altinda ya M; e yada M; ye taginabilir.

Ispat. My in (yada Mj niin) herhangi iki noktasmin eslenik oldugu agiktir. My (veya
M{ niin) herhangi bir noktasina eslenik higbir noktanin bulunmadigi asagidaki
paragrafta verilen tartismadan goriilecektir. M, M., (D) de kapsanan ranki 1 olan bir

maksimal kiime olsun. M nin tek bir noktadan ibaret olamayacagi asikardir. M nin bir
nokta ¢ifti X ve X' olsun, bu takdirde onlar esleniktir. Onerme 3.1.4 yardimiyla X ve

X' yi, sirasiyla, 0 ve Ejq e tasiyan (3.1) formunda bir doniisiim vardir. Bu doniigiim
M yi 0 ve Ej; i kapsayan ve ranki 1 olan bir maksimal kiimeye tasiyacaktir. Bu
yizden M nin 0 ve E;; i bulundurdugu kabul edilebilir. M nin baska bir noktas1 X;
olsun. X; ve 0 eslenik oldugundan X; in ranki 1 dir. Bu yilizden ay, a,,..., 8, €D
elemanlarinin hepsi birden sifir olmamak ve by, by,..., b, €D elemanlarmm hepsi

birden sifir olmamak lizere
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albl a1b2 ............ a.lbn

dy b_]_ as b2 ............ as bn
Xi=|

amby  apby ambp

yazabiliriz. X; ve Ej; de eslenik oldugundan X;—E;; matrisinin ranki 1 dir. Bu

ylizden i=2,3,..,m; j=23,.,n icin abj=0 dir. Eger by,bg,...,b, hepsi birden

sifirdan farkli ise bu takdirde a, =az=---=a,, =0, & #0 ve bu yiizden
albl a1b2 ............ albn
0 0 0
Xi=| . y ... : (3.6)
0 Ol..... d 0

abp 0 . 0
a.zb_l_ 0 e 0

Xl = . s anansasasans . (37)
amby 0 . 0

elde edilir. My ve M{ niin arakesiti
{XEll | Xe D} (38)

kiimesinin bir maksimal kiime olmadig1 agikardir. Mesela, A=xEj; ve A’ =YyE, i¢in
rank(A—A)=1 yani A ile A’ eslenik ve A sz{xE11| Xe D} dir. Eger M (3.8)
disinda bir noktay: kapsarsa, mesela & =0 ve hepsi birden sifir olmayan b,, bs,..., by,

ozelliginde noktalarla olusturulan (3.6) formunda bir noktay: kapsiyorsa bu takdirde M

nin noktalarinin higbiri by #0 ve hepsi birden sifir olmayan ay,as,...,ay Ozelliginde
noktalarla olusturulan (3.7) formunda olamaz. Benzer bi¢imde, eger M by =0 ve

ay,as,...,ay Ozelliginde noktalarla olusturulan (3.7) formundaki bir nokta kapsiyorsa
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bu takdirde M nin noktalarmim higbiri a; #0 ve hepsi birden sifir olmayan
b,, bs,..., by Ozelliginde noktalarla olusturulan (3.6) formunda olamaz. Agik¢a My in

(yada M/ niin) her nokta ¢ifti esleniktir. Bu yiizden M, ya M; yada My diir.

Sonug 3.2.4. Ranki 1 olan bir maksimal kiime,

PeGLm(D), QeGL, (D), Re M, (D) olmak iizere ya

Xll X12 .......... Xln
0 0 . 0
Pl . e e . Q+R X11) X121 X1 eD (39)
0 0 e 0
ya da
Y11 0 e, 0
Yo1 0 .o, 0
P . . . Q+R yll’ y21,...,ym1€D (310)
Ymi 0 0
formundadir.

Onerme 3.2.3 {in ispat1, asagidaki sonuglarin elde edilmesini saglar.

Sonu¢ 3.2.5. M, (D) uzaymda verilen eslenik noktalarin herhangi bir ¢ifti icin

onlarin her ikisini birden kapsayan ve ranki 1 olan iki ve yalniz iki tane maksimal kiime

vardir ki biri My digeri M; ye tasmabilen iki kiimedir. Noktalarmn her biri hem M;

hem de My deki noktalar olarak diistiniilebilir.

Sonug¢ 3.2.6. Ranki1 1 olan iki farkli maksimal kiimenin arakesitinde bir noktadan daha
fazla nokta varsa bu arakesit kiimesi (3.1) formundaki bir doniisiim altinda (3.8) e

taginabilir.

Tamim 3.2.7. Eger ranki 1 olan iki farkli maksimal kiimenin arakesitinde birden fazla

ortak nokta varsa bu takdirde bu arakesit bir dogru olarak isimlendirilir.
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Sonu¢ 3.2.8. Eslenik noktalarin herhangi bir ¢iftinden gegen bir ve yalniz bir dogru

vardir.

Sonu¢ 3.2.9. M, uzaymda bir dogrunun parametrik denklemi; p D iizerinde
sifirdan farkli m—boyutlu bir satir vektorii, q D iizerinde sifirdan farkli n—boyutlu

bir satir vektérii ve R € My, (D) olmak iizere
T
{ p’' xq+ R‘ Xe D}

formundadir. Ranki 1 maksimal (3.4) kiimesindeki bir dogrunun parametrik denklemi,

(allv I aln) #0 olmak lizere

ve ranki 1 olan maksimal (3.5) kiimesindeki bir dogrunun parametrik denklemi,

(all,a21,..., a.ml) T #0 olmak lizere

dir.

Ustelik, asagidaki dnerme gegerlidir.

Onerme 3.2.10. Sadece bir ortak noktalari bulunan iki maksimal kiime, Gy, (D)

grubu altinda ayni anda ya (3.4) ve
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8y 0 .. 0 by 0 e 0
8 0 oo 0| by O oo 0

......... X+ xeD
aml 0 ... 0 bml 0 .. 0

Q1 A2 e An by b b1
D S0 ... 0 0 0 ... 0

X 4 . 0. N . . ... xeD
0 0 ... 0 0 0 ... 0




0 0 ...
Xo1 X9 ..
0 0 ...

formuna ya da (3.5) ve

0 Yi2 v
0 Yoo i
0 Ym2 e

formuna doniistiiriilebilir.

0
X2n
X921, X92,..., Xopy € D
0
0
Y12, Y22, Ym2 € D
0

(3.11)

(3.12)

Ispat. Sadece tek bir noktalar: ortak ranki 1 olan iki maksimal kiime M ve M’ olsun.

Onerme 3.1.1 ve Onerme 3.2.3 yardimiyla M ve M’ niin ortak noktasinm 0 a ve M

nNin Gy, (D) nin bir elemant ile (3.4) ya da (3.5) e taginabildigini kabul edilebilir. M

nin (3.4) e tasindigr durum goéz Oniine alinsin. (Diger durum benzer bir yolla

yapilabilir.) M’ kiimesi M" ye tasinsin ve

a1 Ao e dn

Aol Ao e don
Xo=| ©

Aml Am2 e Amn

ise M" niin sifirdan farkli bir eleman: olsun. X, (3.4) formunda bir eleman

olmadigindan X, nin son m-1 tane satir1 ile olusturulan alt matrisin ranki 1 dir.

Boylece

oo

Clo e Cin
0 e 0
0 . 0
0 .. 0
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olacak bigimde bir PeGLy 4(D) ve bir QeGL,(D) matrisi vardir. Yukaridaki
matrisin ranki 1 dir, bu ylizden ¢ =---=¢, =0 dur.
1
X —)[ Pj XQ

doniistimiiniin sifir1 ve ayn1 zamanda (3.4) formunda ranki 1 olan maksimal kiimeyi

sabit biraktigina dikkat ediniz. Bu takdirde

1 -
1

doniistimii (3.4) i sabit birakir ve (3.13) @i E,; e tasir. Sonug 3.2.5 geregi 0 ve E,q i
kapsayan ve ranki 1 olan tam olarak iki maksimal kiime vardir. Ag¢ik olarak; (3.11) ve
(3.5), 0 ve E,; i kapsayan ranki 1 olan iki maksimal kiimedir. (3.4) ve (3.5) in birden

fazla ortak noktasi oldugundan (3.5) miimkiin degildir. Bu yiizden (3.11) elde edilir.

3.3. Ranki 2 Olan Maksimal Kiimeler
Tanmm 3.3.1. D iizerinde mxn matrislerinin bir kiimesi £ olsun. Eger asagidaki

sartlar saglanirsa £ ye rank: 2 olan bir maksimal kiime denir.

1) L sadece bir ortak noktaya sahip iki maksimal kiime kapsar. Ranki 1 olan bu iki

maksimal kiime M ve M’ ile ve onlarin arakesit noktas1 A ile gosterilsin.

2) L A dan aritmetik uzakligi 2 olan tiim noktalari, M ve M’ niin her noktasindan
aritmetik uzakligt <2 olan noktalari, M nin her noktasindan aritmetik uzakligr 2
olmayan noktalart ve M’ niin her noktasindan aritmetik uzaklig1 2 olmayan noktalarin

tamamimi kapsar. Bu noktalarmn kiimesi N ile gosterilsin.

3) £ A dan aritmetik uzaklig1 1 olan tiim noktalari, A/ nin her noktasindan aritmetik
uzakligt <2 olan noktalar1 ve N nin her noktasindan aritmetik uzaklig1 2 olmayan

noktalarin tamamin1 kapsar.

4) L baska bir nokta kapsamaz.

24



Onerme 3.3.2.

X11 X12 ............... Xln
X901 X992  eeriiininnn, Xon
0 0 e, 0 X011y X121 X1n» X21, X92,..., Xoy € D (314)
0 0 e 0
ve
Yiir Y2 0 0
Yor Y22 0 I 0
----------- | [ Yan Yazoens Ymis Y120 Y2200 Ymz €D (3.15)
Ymi Ymz 0 e 0

kiimeleri rank1 2 olan maksimal kiimelerdir. Ustelik, ranki 2 olan herhangi bir maksimal

kiime Gy, (D) grubu altinda ya (3.14) ya da (3.15) e doniistiiriilebilir.

Ispat. Once ikinci ifade ispatlanacaktir. Béoylece, ilk ifade de ispatlanmis olacaktir. £
rank1 2 olan bir maksimal kiime olsun. Tanim 3.3.1 geregi £ de ranki 1 olan M ve M’
ile gosterilen iki maksimal kiime vardir ve onlarin arakesitinde bir tek nokta bulunur.
Onerme 3.2.10 geregi ya M nin (3.4) ve M’ niin (3.11) yada M nin (3.5) ve M’ niin
(3.12) formunda oldugu kabul edilebilir. Sadece ilk durum dikkate alinacaktir, ¢iinkii

diger durum benzer bir yolla goriilebilir.

Eger m =2 ise 6nermenin saglandigi agiktir. Dolayisiyla m>3 oldugu kabul edilebilir.
M N M’ ={0} oldugundan A=0 elde edilir. A" deki herhangi bir nokta

X11 X2 e X1n

Xo1  X92  aeereinnnn. Xon
X=l .

Xmi  Xm2  ceeeeeeeee Xmn

olsun. Bu takdirde ad (X,0)=2, yani rankX =2 dir. i=1,2,...,m igin

Xi =( Xil’XiZf---fxin)

25



olarak gosterilsin. X, M nin her noktasina aritmetik uzakligi <2 olan ve M nin her
noktasindan aritmetik uzaklig1 2 olmayan bir nokta oldugundan
X2

X3
rank| . |=1

elde edilir. Benzer sekilde,

rank| . |=1

dir.

Eger X; #0 olacak sekilde bir i (3<i<m) varsa bu takdirde k=12,...m icin
X =l X; olacak bi¢imde I, € D elemanlar1 vardir. Bu ise rankX =1 celiskisini verir.

Bu yiizden, i =3,4,....,m i¢in X; =0 ve X ranki 2 olan asagidaki formda bir matristir:

X1 X2 e X1n

Xo1 X929  eeererenns Xon
X=[0 0 e 0
0 0 ... 0

Rank1 2 olan biitiin matrisler ve yukaridaki formda matrisler A" yi olusturur. 0 dan

aritmetik uzakligi 1 olan, N nin her noktasinda aritmetik uzakligi <2 olan ve N nin

her noktasindan aritmetik uzakligi 2 olmayan bir nokta

Y11 Y12 Y1n

Y21 Yoo s Yon
Y=| . .

Ymi Ym2 e Ymn
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olsun. Bu takdirde rankY =1 dir. i=1,2,....m igin

Yi =( yiliYiZi---’Yin)

olarak gosterilsin. Eger y3 =0 ise bu takdirde k =1,2,4,5,...,m icin y, =, y3 olacak

sekilde I, € D vardir.

X———— X

doniisiimic My, M, ve N yi kendisine doniistiiriir ve Y i

Y3

a doniistiiriir. Bu takdirde Y~ in A nin her noktasma aritmetik uzakhig > 2olur ki bu
bir celiskidir. Bu ylizden y3=0 dir. Benzer sekilde y,=Yyg=---=Yy,=0 dir.

Dolayisiyla Y ranki 1 olan ve asagidaki formda bir matristir:

y11 y12 ........... yln

Yor Yoo e Yon
Y=| 0 0 . 0
0 0 0

Bu yiizden £ (3.14) formundadir.
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Sonu¢ 3.3.3. Ranki 2 olan bir maksimal kiime PeGLy(D), QeGL,(D) ve

R €M (D) olmak iizere ya

X1 X2 e X1n
Xo1 X909  eeereeennn Xon
Pl 0 0 s 0 Q+R X115 X121+ X111 X215 X2244405 Xop eD
0 0 e 0
ya da
Yii. Y12 0 ., 0
Yo1 Yoo 0 .vrrennn, 0
Pl . . . AQ+R | V11, Y2100 Ym1s Y120 Y22, Yo € D
Ymi Ym2 O 0
formundadir.

Simdi arakesitleri bostan farkli iken ranki 1 olan bir maksimal kiime ile ranki 2 olan bir

maksimal kiimenin arakesiti incelenecektir. Bu arakesitin 0 1 kapsadig1 kabul edilebilir.

Sonug 3.2.4 yardimiyla sifirt kapsayan ve ranki 1 olan bir maksimal kiime P € GL, (D)

ve Q e GL, (D) olmak iizere ya

X1 X2 eeeeeeennns X1n
0 0 . 0
Pl O 0 e 0 Q Xll,Xlz,...,XlnED
0 0 . 0
ya da
Y11 0 0 ... 0
Yo1 0 0 .o 0
P . . o ererrenees . Q yll’yZl""’ymleD
Ymp 0 O . 0
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formundadir. Sonug 3.3.3 geregi 0 1 kapsayan ve ranki 2 olan bir maksimal kiime

PeGLy (D) ve QeGL, (D) olmak iizere ya

X]_l X12 ............ Xln
Xo1 Xo9 e Xon
Pl O 0 ... 0 Q X111 X121+ X1 s X21, X292, .0y X2 eD
0 0 . 0
ya da
Yii Y2 0 0
Yor Yoo O 0
P : . . .. ... . Q y11)y21,---,ym_’]_!y12'y22!"'lym2 eD
yml ym2 O ............ 0

formundadir. Bu yiizden 0 1 kapsayan ve ranki 1 olan maksimal kiime ile 0 1 kapsayan

ve ranki 2 olan maksimal kiimenin (3.1) formundaki bir doniisiim altinda asagidaki 4

durumdan birine doniistiigii kabul edilebilir: P € GL, (D) ve Q e GL, (D) olmak iizere

X1 X2 e X1n
0 0 .. 0
a') 0 0 e 0 X11,X12,...,XlneD
0 0 . 0
Y11, Y12 s V1n
Yor Yoo e Yon
PO 0 ... 0 (Q | Y11, Y21se- Yin» Y21, Y22, Yon €D
0 0 0
X{1 X2 e X1n
0 0 . 0
b) 0 0 ... 0 X117X12 ,...,XlnED
0 0 . 0
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Yii Y2 0 0
Yor Yoo O 0
P . . C e . Q Y11: Y2150 Ym1: Y125 Y2200 Ym2 eD
Ymi Ym2 0 oo 0
X1 0 0 oo 0
Xop 0 0 oo 0
C) . . © e . X1 X211+ X1 € D
Xig 0 0 oo 0
yll y12 ............ yln
Yo1 Yoo e Yon
Pl O 0 e 0 Q Yi1: Y120 Y1ns Y21, Y2254 Yon eD
0 0 e 0
Xy 0 0 0
Xo; 0 0 oo 0
d) ............ . Xll,X21,...,Xm1€ D
Xig 0 0 oo 0
Yii Y2 0 0
Yor Y22 (0 I— 0
Pl - 1Q | Y1 Y215+ Ymas Y120 Y225+ Ym2 € D ¢
Ymi Ym2 (0 0

[lk olarak (a) durumu goz niine alinacaktir. Agik olarak Q =1I,, oldugu varsayilabilir.

P:(p‘j )]si,jsm

olsun. Bu takdirde, bu arakesit
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X1 X2 e X1n Po1 P22
X21 X22 ............ X2n
X X9 i X
Pl O 0 0 {“ 12 1r‘J:o
X21 X22 ......... X2n
0 0 0 Pm1 Pm2
dir.
P21 P22
P, =
Pmi  Pm2

olsun. PeGLy, (D) oldugundan P, #0 dir. Eger P, nin ranki 1 ise bu takdirde bu

arakesit ranki 1 olan maksimal kiimeye esittir ve boylece ranki 1 olan maksimal kiime

ranki 2 olan maksimal kiimede kapsanir. Eger P, nin ranki 2 ise bu takdirde bu arakesit

{0} dur.

d) durumu a) durumuna benzer sekilde goriilebilir.

Simdi b) durumu dikkate alinacaktir. Agik olarak P =1, varsayilabilir. Bu takdirde
X ———XxQt

doniistimii rank1 1 maksimal kiimeyi sabit birakir ve ranki 2 olan maksimal kiimeyi

Yiu Y2 0 0
Yor Yoo O 0

"""""" : Y11 Yo1s0 Y1 Y121 Y2250 Y2 eD
Ymi Ym2z O 0

kiimesine doniistiiriir. Onlarin arakesiti
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X,y eD

(3.16)

kiimesidir. ¢) durumu b) durumuna benzer olarak ispatlanabilir ki X — spx

dontsimii bu arakesiti

kiimesine doniistiiriir.

X,y eD

Yukaridaki tartisma asagidaki dnermede 6zetlenecektir.

(3.17)

Onerme 3.3.4. Ranki 1 olan bir maksimal kiime ile ranki 2 olan bir maksimal kiimenin

arakesitinin bostan farkli oldugu varsayilsin. Bu takdirde onlarin arakesiti ya tek bir

noktadan olusur, ya da ranki 1 olan maksimal kiime ile g¢akisir veyahut Gpy (D)

altinda (3.16) ya da (3.17) ye denk olan bir alt kiimedir.

Tanmmm 3.3.5. Ranki 1 olan bir maksimal kiime ile ranki 2 olan bir maksimal kiimenin

arakesiti bostan farkli, tek bir noktadan olusmaz ve ranki 1 olan maksimal kiime ile

cakismaz ise bu takdirde bu arakesite bir diizlem ad1 verilir.

Sonug 3.3.6. M, (D) de bir diizlemin parametrik denklemi,

PeGLy (D), QeGL, (D) ve ReM,,(D) olmak iizere ya

ya da
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X 0 0
y 0 0

PIO 0 ... 0Q+R |x,y eD
0 0 e 0

formundadir. (3.4) formunda ranki 1 olan maksimal kiimede bir diizlemin parametrik

denklemi (4,12, 01n ) Ve (G1,022,..., 02 ) lineer bagimsiz olmak iizere

O

m—l)xn

{x(qﬂ VO e O )+ Y (Gog s Gpp s ooy G ) (811 5 By cevvereenes ,aln)J Xy eD}

dir ve (3.5) formunda ranki 1 olan maksimal kiimede bir diizlemin parametrik denklemi

( Pr1s Pogseees pml)T ve (Pro, Pogieeos me)T lineer bagimsiz olmak iizere

P11 P12 by
P21 P22 byq

X+ . |y+| . Omx(n_l) X,y € D
Pm1 Pm2 by

dir.
Boliim 3.2 ve Boliim 3.3 deki tartismalardan asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 3.3.7. (3.9) ve (3.10) formunda ranki 1 olan maksimal kiime, sirasiyla, M ve

M’ ile gosterilsin. Bu takdirde

M —— AG'(n,D)
X1 K2 e Xin
0 0 ... 0

P| . e e . Q+R—)(X11,X12 '---’Xln)
0 0 .. 0

doniisiimii 1:1 ve 6rtendir ve M deki dogru ve diizlemleri, sirasiyla, AG' (n,D) deki

dogru ve diizlemlere dontistiiriir, benzer sekilde
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M’ — AG"(m, D)

Yin 0 e 0 Y11

Yar 0 e 0 Y21
Pl . Q+R— >

Ymi 0 e 0 Ym1

déniistimii 1:1 ve ortendir ve M’ deki dogru ve diizlemleri, sirasiyla, AG" (m, D) deki

dogru ve diizlemlere doniistiiriir.
Ispat. Ispat, Sonuc 3.2.9 ve Sonug 3.3.6 dan hemen goriilebilir.

Bu yiizden M nin n— boyutlu bir sol afin uzay yapisina sahip oldugu ve M’ niin m—
boyutlu bir sag afin uzay yapisina sahip oldugu ifade edilebilir.

3.4. Temel Teoremin ispat
Simdi Teorem 3.1.5 in ispatin1 yani herhangi bir boliimlii halka iizerine dikdortgensel

matris geometrisinin temel teoreminin ispati verilecektir.

Teorem 3.1.5 in ispati. m ile n m,n>2 &zelliginde iki tamsay1 ve D bir boliimlii
halka olsun. Teoremin ikinci ifadesi aciktir, bu yiizden sadece birinci ifade

ispatlanacaktir. A, M., (D) den kendisine 1:1 ve orten bir doniisiim olsun ve A ile
AL in her ikisinin de M mxn (D) nin nokta iftlerinin eslenikligini korudugu kabul

edilsin. Sonu¢ 3.1.8 geregi A Mp,n(D) nin herhangi bir nokta ¢ifti arasindaki

aritmetik uzakligi korur. Bu takdirde, A ranki 1 olan maksimal kiimeyi ranki 1 olan
maksimal kiimeye ve ranki 2 olan maksimal kiimeyi ranki 2 olan maksimal kiimeye

doniistiiriir.

Adim adim ilerlenecektir.

i) VXeMpn(D) igin X ———>X-A(0) (3.1) formunda 1:1 ve &rten bir

dontistime A y1 uygulandiktan sonra

A(0)=0 (3.18)
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oldugu kabul edilebilir.

i) My (3.4) yardimiyla tanimli olsun. My in ranki 1 olan bir maksimal kiime oldugu
bilinmektedir, bu yiizden A(I\/Il) de ranki 1 olan bir maksimal kiimedir. 0e€ My
oldugundan (3.18) den 0 A(M;) elde edilir. Sonug 3.2.4 yardimiyla P € GL,, (D) ve

Q eGL, (D) olmak iizere ya

Yin Y2 e Yin
0 0 ... 0

A(Ml): P| . v eeeeeees . Q Y11: Y12 - Y1n € D
0 0 ... 0

ya da

Y11 0 .o 0
Yo1 0 .o 0

A(Ml): P . P 00004 . Q yll'yZl o ymleD
Ym O e 0

oldugu kabul edilebilir. VX € M, (D) i¢in X ——> P~1XQ ™ olarak tanimli 1:1

ve Orten doniisiime A y1 uyguladiktan sonra M{ (3.5) yardimiyla tanimlanmak iizere

ya

A(Mg) =M, (3.19)
ya da

A(Mp)=M{ (3.20)

oldugu kabul edilebilir. A min My deki dogru ve diizlemleri, sirastyla, A(My) deki

dogru ve diizlemlere doniistiirdiigline dikkat ediniz.

Onerme 3.3.7 yardimiyla
My ——  AG'(n,D)
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.......... . —>(X11,X12’---'X1n)

bigiminde tanimli 1:1 ve orten doniisim M; deki dogru ve diizlemleri, sirasiyla,

AG' (n,D) deki dogru ve diizlemlere doniistiiriir ve

M1 —— > AG"(m,D)
Yin 0 e 0 Y11
Yo 0 s 0 Y21
.............. _
Ymi 0 e 0 Ym1

biciminde tanimli 1:1 ve orten doniisim M; deki dogru ve diizlemleri, sirasiyla,
AG' (n,D) deki dogru ve diizlemlere doniistiiriir. Eger (3.19) gerceklesirse bu takdirde

A AG' (n,D) den kendisine dogrular1 dogrulara ve diizlemleri diizlemlere resmeden

bir 1:1 ve orten doniistime indirgenir.
Xl 1 X12 .......... Xln XI 1 XI JRRTTITTI XI n
0 0 . 0 0 0 . 0

Al . e .= L ] oldugunu varsayalim, bu
0 0 . 0 0 0 . 0

takdirde Teorem 2.44 (Afin Geometrinin Temel Teoremi) yardimiyla ¢ D nin bir

otomorfizmi, SeGL, (D) ve (a,3y,...,8,) e D" olmak {izere
(XI].’ sz,..., an ) = (Xll’ X127"" Xln )G S +(a1,a2,...,an) Oldugu kabul edllebllll‘ A(O) =0

oldugundan  (ay,ap,...a,)=0 elde edilir. Bdylece V X € Mp,,(D) igin

-1
(&)
X —)(XS_l) (3.2) formundaki 1:1 ve orten donilisime A y1 uyguladiktan

sonra Vi1, %12,..., i € D i¢in
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(3.21)

elde edilir. Yani, A M; in her elamaninm sabit birakir. Eger (3.20) gerceklesirse A

AG! (n, D) den AG' (n, D) ye dogrular1 dogrulara ve diizlemleri diizlemlere tagiyan bir

1:1 ve orten doniigiime indirgenir. Buradan Teorem 2.44 iin genellestirilmisi yardimiyla

m = n bulunur.

X(1 X2 e Xin Yyiiu 0 .

0 0 ... 0 Yo 0 .

" A AT A e
0 0 ... 0 Yn1 0 .

oldugu varsayisin, bu takdirde © D nin bir anti-otomorfizmi, SeGL,(D) ve

(a,ap,...a,) € D" olmak iizere

(Y11, Y21 -1 ynl)T = S[(Xll’ X121+ Xin )I}TJF(al’az,---,an)T

elde edilir. A(0)=0 oldugundan (a,a;,...,a,)=0 bulunur. Bdylece ¥ X € M., (D)

T

-1
igin x—>[(s—1x )T ] (3.3) formundaki 1:1 ve oOrten donisime A y1

uyguladiktan sonra (3.21) elde edilir. Bu yiizden (3.21) in gegerli oldugu daima kabul

edilebilir.

iii) Agik olarak, M; ve M{ 0 ve Ej; i bulunduran rank: 1 olan maksimal kiimelerdir.

Sonug 3.2.5 yardimiyla verilen eslenik iki noktay1 kapsayan ve ranki 1 olan iki ve yalniz

iki maksimal kiime vardir. A(M;)=M; oldugundan A(Mj)=Mj elde edilir.
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yiz. 0 ... 0 yiz. 0 .. 0
Yo1 0 ... 0 Yo1 0 ... 0

A . s amssaas . = . i . (322)
Ym0 0) \yrs 0 0

oldugu varsayilsin, bu takdirde afin geometrinin temel teoremi yardimiyla P € GL, (D)

ve 1 D nin bir otomorfizmi olmak iizere

Y11 Y11 K

y;l Yo1
=P

y:ﬂ le

olur. P:(pij )Ki,jgm olsun. xEj; i (3.21) ve (3.22) de yerine yazarak ve sonuglari

esitleyerek
X1 X )*
0 0
=P
0 0

elde edilir. X, =1 yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,
Pri=1, Ppr=Pgr=""=Pm =0

bulunur. Boylece, V¥q,€D icin X1 = Xﬁ ve dolayistyla 11 D nin 6zdeslik
otomorfizmidir, yani 7 =1 dir. VX eMp,,(D) igin X ———P71X  bigiminde
tanimli M; in her elemanini sabit birakan 1:1 ve orten doniisiime A y1 uyguladiktan

sonra V'Yq1, Y21, Ym1 €D i¢in
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elde edilir.

iv) i=12,..,migcin M, =

J:1!2)|n lg:ln M’J:

0 e 0 yiu 0

0 e 0 Y1 O

0 e 0 Yme O
0 0 . 0

0 0 . 0

Xit  Xj2  ceeeeeeeeens Xin

0 0 . 0

0 0 .. 0
........ 0 ylj 0 ..
........ 0 y2j 0 ...
........ 0 me 0 ...

......... 0
......... 0
......... (3.23)
......... 0
Xi1s Xj2 1+ Xin € D: ve

Y1j:¥2j v Ymj €D

olsun. M, (3.23) e gore A tarafindan sabit birakilan 0 ve E;; i kapsayan ve ranki 1

olan bir maksimal kiimedir. Bu takdirde Sonug¢ 3.2.5 yardimyla i=1,2,..,n igin

A(M;j)=M; dir. M} , 0 ve Ej yi kapsayan ranki 1 olan bir maksimal kiimedir.

Sonug 3.2.5 geregi j=12,...,m igin A(M]): M dir.
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ve

oldugu kabul edilsin. Bu takdirde afin geometrinin temel teoremi geregi Q =I,,

Qi eGL, (D) (i=23,...

0
X1 Xij2
0 0
0 0
0 ...
0 ...
0 ...

0 y*l j O
0 y*2 j 0
0 y*mj 0

,m), R=Iy, PjeGlLy(D) (j=2,3,.,n), op=7=1 ve

oj (i=23,...,m) ve T (J =2,3,...,n) D nin otomorfizmleri olmak iizere

ve

*
(Xi1'

*

*
Xi2 53 Xip

Yij
Y2

Ymj

Yij
Y2j

Ymij
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oldugu kabul edilebilir. M; AMj ={x;Ej; | ; € D} oldugundan 1<i<m ve 1< j<n

icin  A(%;Ejj ) = XE

(1=2,3,...,n) nin her ikisinin de diyagonal matris oldugu sonucu gikar.

i1

Q=

ij

Qi2

elde edilmelidir.

Oin

ve P; =

P1j

Buradan Q;

P2j

(i=23,..m) ve

Pmj

Pj

olsun. (3.24) ve (3.25) karsilagtinlarak VxjeD igin xfj’iqij :pijxfjj elde edilir.

Yukaridaki denklemde Xj; =1 yazarak, ¢;j = pj; bulunur. Ancak i=1 iken, o3 =1 ve

vV j=1,2,..,nicin gy j =1 elde edilir, bu yiizden V j=1,2,..,m i¢in t; =1 ve pj =1

dir. Benzer sekilde, j=1 iken, Vi=1,2,..,m i¢in o, =1 ve gy =1 sonucuna varilir.

Herhangi bir (X3, Xi2,-., Xin ) # 0 igin,

Ve | Xi

noktalar1 esleniktir, bu yiizden bunlarin A altinda goriintiileri
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Xit Xj2  eeeeen Xin ] | -« e
0 0 ... 0 0 0 . 0
........ . VE | Xi1 Xj2  eevveen Xip Qi
C e 0 0 .. 0
0 0 ... 0) | . o
0 0 . 0

dir ve esleniktir. Sonug olarak, (Xir,Xi2 .- Xin) V€ (Xiz,Xi2 +-s Xin)Q;  lineer
bagimlidir, yani bir p; e D—{0} igin
(X1 Xi2 1o Xin ) Qi = i (Xig Xi2 1-0es Xin )
dir. Yukaridaki denklemde Xj; =Xjp =---=Xj, =1 yazilirsa,
Qi1 =Gi2 = "= 0in = i

bulunur. Ancak @j; =1, bu yiizden Vi=1,2,..,m icin Q; =I, dir. Benzer sekilde
Vij=12,..,n i¢in P =In dir. Bu yiizden VX € M,M,,..., M, ve M{,M5 ..., M|,
i¢in

A(X)=X (3.26)
dir.

V) VX eMp,n (D) igin A(X)=X oldugu ispatlanacaktir. Ispat, m<n ve m=>n

durumlar1 irdelenerek verilecektir. Ancak her ikisi de benzer bi¢imde

ispatlanabildiginden sadece m<n durumu goéz Oniine alinacaktir. Bu ylizden m<n
kabul edilebilir.

[k olarak X in rankmnin m oldugu durum géz &niine almacaktir, A(X ) =X" olsun. A

, Miun (D) nin herhangi iki noktasi arasindaki aritmetik uzakligi korudugundan ve

A(0)=0 oldugundan X" 1 da ranki m dir. Xl,xz,...,Xm,XI,XZ,...,X:1 D iizerinde

n—boyutlu satir vektorleri olmak iizere
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X1 X
*
X2 X2
*
X *
m xm

olsun. (3.26) yardimiyla A,,...,A;, € D icin

X —AoXy =+ =AmXm Xg —AoXp =+ =AmXm
0 0
0 0
A =
0 0
dir.
X1—7L2X2—"'—}\,mxm 7\,2X2+"'+7\,mxm
0 X2
0
X — -
0 Xm

nin rank1 M—1 oldugundan VA,,...,A, €D i¢in

X —AoXo = = AmXm Xp =X +AoXp + o+ A Xy
*
0 X2
* 0
X — =
0 *
Xm

matrisinin de ranki m-1 dir. Boylece, p; (j=23,..,m) ve Hig (k, j=2,3,...,m)

D nin elemanlar1 olmak tizere
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m
X=X DX,
j=2

m
Xy = Z},ijX]f, k=2,3,...,m
j=2

dir. Benzer islemleri (i =2,3,..,m) i¢in i. satira uygulayarak; silinen i. indek i ve
M(Ji) (J =1, 2,..., f,...,m), },L(ki% (k, j=12,.., ?,...,m) D nin elemanlar1 olmak tizere

* i) >
Xi :Xi +ZHS)XJ )

j#
X = Z“(k;)xj ck=1,2,.., ?,...,m
j#
elde edilir. x; i yok ederek,
SR IO NIE S
X =2 MyjXj— D MiX;
j#i j=2

bulunur. rankX =m oldugundan XI ,X; ,...,X; lineer bagimsizdir. Bdylece,
i1=2,3,...,m i¢in p; =0 elde edilir. Bu yiizden xf:xl dir. Benzer sekilde Xi*:Xi

(i =2,3,..., m) oldugu goriilebilir. Sonug olarak X inranki m iken A(X )=X dir.

vi) Simdi X in rankinin <m oldugu durumu goz 6niine alinacaktir. Burada iki durum

altinda inceleme yapilacaktir.

1. Durum: D=F,, A(X)=X"ve

X11 X129 e X1n X11 X2 weeeeens Xin
* *
Xo1  X92  ceeeennn Xon Xo1  Xoo . Xon
*
X=| . . .  Xo=0
X ) X * * *
ml  “m2 mn Xml  Xm2  ceeeveees Xmn
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olsun. Eger x;1 #0 ise (v). adim kullanilarak V2, ,...,Ay, #0 igin

Ay

elde edilir. X ve

X1 X o Xmo Xmay) o n) (%1 X2 o Xmo Xymey) o Xin

Ay

(3.27)

nin aritmetik uzakligt <m oldugundan X~ ve (3.27) nin aritmetik uzakhg <m dir,

yani herhangi bir A, ,.

* *
X1—X1 X2 = X2

* *
X1 Xp2 — A2

v Am %0 i¢in
* *
----------------- Xm = Xm - Xy(me1) =X (ms1) e Xin T Xan
* * *
................. sz X2(m+1) TEITT X2n
* * *
................. Xmm —Am Xm(m-+1) Xmn

matrisinin ranki <m dir. D#F, oldugundan xfllel oldugu gosterilmelidir. Eger

x1 =0 ise bu takdirde A~! dikkate alinarak X;; = X1 bulunur. Bu yiizden her zaman

Xfllel olur. Benzer sekilde Vi=1, 2,...m ve V j=1,2,..,n igin XG = X;j oldugu

ispatlanabilir. Bu yiizden X inranki <m iken A(X)=X olur.

2. Durum: D=TF, olsun. Ilk olarak m=n=2 durumu géz Oniine alinacaktir. Zaten

X eMy,My,M{,M5 ve rankX =2 igin A(X)=X oldugu bilinmektedir. Eger

11
rank X =1 ve X ¢ My, M,,M{, M, ise bu takdirde X =[1 1] olmak zorundandir. Bu

yiizden
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11 11
A _
11 11
dir. Sonug olarak, V X € M, (D) igin A(X)=X olur.

*

Simdi n>3  durumunu g6z Oniine  alinacaktir. A( X ) =X olsun.

* * * . .
Xq X9 eees Xy X4 5 X 400 X (F2)" de n—boyutlu satir vektorleri olmak iizere

X]. X]_
*
Xo Xo
X = X' =
X *
m Xm

yazilabilir. X in rankinin m—1 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde X;,Xs,..., Xy

vektorleri arasinda m-1 tane linecer bagimsiz vektér bulunmak zorundadir.

Xp,%3,..., Xy Nin lineer bagimsiz oldugu varsayilsin.

Moy .. A
X9

Xm
nin ranki M olacak sekilde (Ag, Ay, iy )€ (Fy)" nin 2" —2M farkls segimi vardir.
v). adimdan dolay1 her bir se¢im i¢in A( X ) = X elde edilir.

xf :(xfl,xfz,...,xfn) olsun. X ve X eslenik oldugundan

* * *
X11—7\,1 X12 —7\,2 ......... X1n —7\,n

X; — X2
(3.28)




matrisinin ranki 1 dir. Eger XZ # Xp ise (3.28) in ilk iki satir1 lineer bagimsiz olacak
sekilde (Aq,A2,...,An)€(F,)" nin sadece iki segenegi vardir. n>m ve n>3
oldugundan 2" — 2™ > 4 elde edilir. Boylece, X ninranki m ve (3.28) in ilk iki satir1

lineer bagimsiz olacak sekilde bir (Aq,4p,...An)e(F,)" segimi vardir. Bu yiizden,

X; =X, olmalidir. Benzer sekilde, i =3,4,...,m i¢in Xi* =x; elde edilir. Boylece,

X

X2

Xm

dir. Eger x #0 ise bu takdirde X Xy Xig oo X lineer bagimsiz olacak sekilde
1<i, <ig <...<lp_g <m ozelliginde iy, is,...,Iy_; indisleri vardir. Yukaridakine benzer
islemlerle XI =X oldugu ispatlanabilir. Eger X =0 ise bu takdirde XI =0 olmaldir,

aksi takdirde A~* in dikkate alinmast ile X # 0 ¢eliskisi elde edilir. Sonug olarak rank1

m-1olan V X igin A(X)=X dir.
Simdi X in rankinin m—2 oldugunu kabul edilsin. X3, X4,..., X, nin lineer bagimsiz
oldugu varsayilabilir.

MoAp An
X2

Xm

nin ranki m—1 olacak bigimde (Aq,2,..., k)€ ()" nin 2" —2M2secimi vardir. Bu
takdirde yukaridakine benzer islemlerle A(X):X elde edilir. X ve X eslenik

oldugundan
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X1—A X2 —Ap e Xin —An
Xp =X
X;_Xm
matrisinin ranki 1 dir. rank X =m-1 durumundaki gibi i=2,3,..,m icin X =X

oldugu ispat edilebilir. Yine rank X =m-1 durumundakine benzer olarak xfle

oldugu ispatlanabilir. Sonug olarak ranki m—2 olan V X i¢in A( X ) =X dir.

Bu sekilde devam ederek V X € M., (F,) i¢in A(X)= X sonucuna varilir.

Teorem 3.1.5 asagidaki gibi genellestirilebilir.

Teorem 3.38. D ve D' iki bolimli halka, m,n,m" ven' >2 olacak sekilde
tamsayilar, M, (D) D iizerinde mxn matris uzayt ve My, v(D’) D' iizerinde

m’xn’ matris uzayi olsun.
A: M (D) ———> My (D)

biciminde tanimli A déniisiimii 1:1 ve drten bir doniisiim olsun ve A ile A™1 in nokta
ciftlerinin eslenikligini korudugunu varsayilsin. Bu takdirde m=m’', n=n’ ya da
m=n’, n=m' diir. [lk durumda; D, D' ye izomorftur ve A doniisiimii, D den D’

ye bir izomorfizm, PeGLy (D), QeGLy(D') ve ReMpyy(D’) olmak iizere

VX €M, (D) igin
A(X)=PX°Q+R (3.29)

formundadir. ikinci durumda; D, D’ ye anti-izomorftur ve A doniisimii, t D den

D' ye bir anti-izomorfizm, P eGLy, (D’), QeGLy(D’) ve Re My, (D’) olmak

iizere V X eM .1 (D) igin
.
A(X)=P(X*) Q+R (3.30)
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formundadir. Tersine olarak; My, (D) den M. (D’) ye (3.29) formundaki bir

doniisim m=m’ ve n=n" iken 1:1 ve ortendir ve bu doniisiim ile onun tersi nokta

ciftlerinin eslenikligini korur. Aym1 durum m=n’ ve n=m’ iken men(D)den

M i (D) ve (3.30) formundaki bir doniisiim igin de gegerlidir.
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4. ALTERNE MATRISLERIN GEOMETRISi

n, n>4 ozelliginde bir tamsay1 ve F keyfi karakteristikli bir cisim olsun. Girdileri F

den alinarak olusturulan tiim nxn mertebeli alterne matrislerin olusturdugu kiime

Kn(F) ile gosterilsin. K,(F) uzayma nxn alterne matris uzay: denir ve

elemanlarina da Ky, (F) uzayin noktalar: adu verilir.

PeGL,(F) ve Kg e K, (F) olmak iizere K, (F) uzay iizerinde her X € K, (F) i¢in

X —>PTXP+K, 4.1)

formundaki doniisiimler ele alinacaktir. (4.1) formundaki bir doniisiimiin 1:1 ve orten

oldugu agiktir. Ustelik bu doniisiimler K, (F) tizerinde bir hareketler grubu

olusturmaktadir. Bu grup GK|, (F) ile gosterilecektir.

Onerme 3.1.1, Tanim 3.1.2, Onerme 3.1.3 ve Onerme 3.1.4 e paralel olarak asagidakiler
ifade edilebilir.

Onerme 4.1. GK, (F) grubu K, (F) iizerinde gegiskendir.

Tamm 4.2. K, (F) nin herhangi iki noktast X; ve X, olsun. Xy ile X, arasindaki

rank ( Xy —X,) olarak

aritmetik uzaklik ad (X1, X;) ile gosterilir ve ad(Xq, X,)=

tammlanir. Sayet ad (Xq, X, ) =1 yani rank (X; - X,) =2 ise bu takdirde X; ve X, ye

esleniktir denir.

Bu aritmetik uzaklik asagidaki ii¢ 6zelligi saglar.

Onerme 4.3. Xy, X5, X3eK, (F) olsun. Bu takdirde,

1) ad (Xq, X2) 20 dir ve ad(Xy, X5)=0< X; = X, dir.
2) ad (Xq, Xp)=ad(X,, X;) dir.

3) ad (Xy, X,)+ad(X,, X3)=ad (X, X3) diir,

Onerme 2.42 nin bir sonucu olarak asagidaki énerme verilebilir.
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Onerme 4.4. GK,(F) grubunun elemanlari K (F) uzaymn herhangi iki noktast
arasindaki aritmetik uzakhig1 invaryant (degismez) bmrakir. Ustelik, 1<r S[g}

ozelligindeki herhangi bir r i¢in K, (F) uzaymdaki aritmetik uzakligr r olan nokta

ikililerinin kiimesi GK, (F) grubu altinda bir ydriinge olusturur.
ispat.

Boylece, K, (F) uzayinin herhangi iki noktasi arasindaki aritmetik uzakligin GK, (F)

grubu altinda bir geometrik invaryant oldugu sonucuna varilmis olur. Ozellikle de

K, (F) uzayinin eslenik olan bir nokta ¢ifti i¢in de bu sonug gegerlidir. Amacimiz (4.1)

formundaki doniistimleri miimkiinse bu tiir birkag geometrik invaryantla karakterize
etmektir. Bunun i¢in F nin otomorfizmleri iginde sadece eslenikligin hemen hemen
yeterli olacagi gosterilecektir. Alterne matris geometrisinin temel teoremi olarak

adlandirilan asagidaki teorem ifade edilecektir.

Teorem 4.5. n, n >4 ozelliginde bir tamsay1, F keyfi karakteristikli bir cisim ve A
da K,(F) den kendisine 1:1 ve orten bir déniisim olsun. Hem A hem de A in
eslenikligi korudugu, yani “Herhangi X, X, € K, (F) i¢in rank(X; —X;)=2 olmast
igin gerek ve yeter sart rank(A(X;)—A(X;))=2 olmasidir.” énermesinin dogru
oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, n>4 iken A doniisimii pe F-{0}, PeGL,(F),

o F ninbir otomorfizmi ve Kg € K, (F) olmak iizere her X € K, (F) igin
A(X)=pPTX°P+Kg (4.2)

formundadir. N=4 iken A doniisimi X — X déniisiimii ya 6zdeslik ya da

0 P X3 X4 0 X5 X3 X3
- 0 X X —X 0 X
%z N o R imak iizere her X e K 4(F)
X3 Xy 0 X34 —X3 Xy 0 X34
Xy Xy Xy 0 Xz Xy Xy 0
i¢cin
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A(X)=pPT (X")" P+Ky (4.3)

formundadir. Tersine olarak, K,(F) den kendisine (4.2) ya da (4.3) formundaki

herhangi bir donlisim 1:1 ve ortendir ve bu doniisiim ile onun tersi olan doniisiim

Kn (F) deki eslenikligi korur.
Tanim 3.1.6, Onerme 3.1.7 ve Sonug 3.1.8 e paralel olarak asagidakiler verilebilir.

Tamm 4.6. X, X'eK,(F) olsun. X=X’ iken, i=0,12,..,r igin X; ile X,
eslenik ve X=X, X, =X" olacak sekilde K, (F) de r+1 elemanli Xg, Xq,...., X,

dizisi vardir sartin1 saglayan en kiigiik pozitif r tamsayisina X ve X' arasindaki
uzaklik denir ve d(X,X')=r ile gosterilir X =X' iken d(X,X)=0 olarak

tanimlanir.
Onerme 4.7. K, (F) uzaymnin herhangi iki noktast X ve X' olsun. Bu takdirde,
ad (X, X")=d(X,X")
dir.
Sonu¢ 4.8. A, K, (F) den kendisine 1:1 ve &rten bir doniisiim olup hem A hem de

Al in eslenikligi korudugu kabul edilsin. Bu takdirde, A aritmetik uzakliklarini da
korur, yani herhangi X3, X, e K, (F) igin rank (X;—X,)=rank(A(X;)-A(X;))
dir.
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5. SIMETRIK MATRISLERIN GEOMETRISI

n, n>2 ozelliginde bir tamsay1 ve F keyfi bir cisim olsun. Girdileri F den alinarak

olusturulan tim nxn mertebeli simetrik matrislerin olusturdugu kiime S, (F) ile
gosterilsin. S, (F) uzayma nxn simetrik matris uzay: denir ve elemanlarma da

S (F) uzayin noktalar: ad1 verilecektir.

PeGL,(F) ve SeS,(F) olmak iizere S, (F) uzayi iizerinde her X €S, (F) i¢in

X —>PTXP+S (5.1)

formundaki déniigiimler ele alinacaktir. Bu doniisiimler Sy, (F) iizerinde bir hareketler

grubu olusturmaktadir. Bu grup GS,(F) ile gosterilecektir. Bu grubun elemanlart

geometrik invaryantlarla karakterize edilecektir.

Onerme 3.1.1, Tanim 3.1.2, Onerme 3.1.3 ve Onerme 3.1.4 e paralel olarak asagidakiler
ifade edilebilir.

Onerme 5.1. GS, (F) grubu S, (F) iizerinde gegiskendir.

Tamm 5.2. S, (F) nin herhangi iki noktast S; ve S, olsun. Sy ile S, noktalar:
arasindaki aritmetik uzakhik ad(S;,S;) ile gosterilir ve ad(Sy,S,)=rank(S;—S;)

olarak tammlanir. Sayet ad(S;,S,)=1 ise bu takdirde S; ve S, nin eslenik oldugu

sOylenir.

Bu aritmetik uzaklik asagidaki ii¢ 6zelligi saglar.

Onerme 5.3. $;,S,,53€S,,(F) olsun. Bu takdirde,
1) ad (Sl, 82)20 dir ve ad(Sl, 82):O<:> 81282 dir.
2) ad (S]_, 82): ad(SZ, Sl) dir.

3) ad(Sl, 82)+ ad(SZ, S3)Zad (Sl, 83) dir.
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Onerme 5.4. GS,(F) grubunun elemanlari S,(F) uzaymmn herhangi iki noktast

arasindaki aritmetik uzaklig1 invaryant (degismez) birakir.

Ancak, 1<r <n ozelligindeki herhangi bir r i¢in F fiizerinde aralarindaki aritmetik

uzaklik r olan nxn simetrik matris ikililerinin kiimesinin GSy, (F) nin bir ydriingesini

olusturmasi sart degildir. Ciinkii, ayn1 ranka sahip olan iki nxn simetrik matrisin

cogredient olmasi zorunlu degildir.

Onerme 5.4 den S, (F) uzayinin herhangi iki noktasi arasindaki aritmetik uzakligin
GS, (F) grubu altinda bir geometrik invaryant oldugu sonucuna varilmis olur.
Ozellikle de Sy, (F) uzaymin eslenik olan bir nokta ¢ifti i¢in de bu sonug gegerlidir. F

nin otomorfizmleri ve F—{O} i elemanlartyla skalar carpimlar iginde (5.1)

formundaki dontisiimleri karakterize etmek igin sadece esleniklik yeterlidir. Simetrik
matris geometrisinin temel teoremi olarak adlandirilan asagidaki teorem ifade

edilecektir.

Teorem 5.5. n, n > 2 ozelliginde bir tamsay1, F keyfi karakteristikli bir cisim olsun.

A da S, (F) den kendisine 1:1 ve érten bir doniisiim olup hem A hem de onun tersi

A in S, (F) de eslenikligi korudugu kabul edilsin. Bu takdirde, n#3 ve F #F,

iken A doniisiimii her X e S, (F) igin
A(X)=aPTX P +S, (5.2)

formundadir ki burada aeF-{0}, PeGL,(F), o F nin bir otomorfizmi,

SpeSy(F) dir. n=3 ve F=TF, iken her X, X,, Xz, Xy, X5 €F, igin S;(F,) den

kendisine
X1 X2 X3 X1 X2 X3
X2 X 0 |=>IXp; Xp O
X3 0 X33 X3 0 X3 5.3)
X1 X2 X3 X1 +1 X +1 X3+1
Xi2 Xoo 1 | X+l Xy 1
X3 1 X33 X3 +1 1 X33
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formunda 1:1 ve orten bir doniisiim vardir ve A doniisiimii (5.2) formundaki 1:1 ve

orten doniisiimlerin bir ¢arpimidir ve bu ekstradan (5.3) 1:1 ve orten donisiimdiir.

Tersine olarak, S,(F) den kendisine (5.2) ya da (5.3) formundaki herhangi bir

dontigiim 1:1 ve ortendir ve bu doniisiim ile onun tersi eslenikligi korur.
Tanim 3.1.6 ya benzer olarak asagidaki tanim verilebilir.
Tanmm 5.6. S, S'e§, (F) olsun. S#S’ iken, “i=0,1,2,..,r-1 i¢in S5 =S, S, =5’

ve S; ile Sj,q eslenik olacak sekilde r+1 elemanli bir Sg,S,....,S, dizisi vardir.”

sartin1 saglayan en kiigiik pozitif r tamsayisina S ve S’ arasindaki uzaklik denir ve

d(S,S")=r ile gdsterilir. S=S' iken d(S,S)=0 olarak tanimlanur.
Onerme 3.1.7 ye ters olarak asagidaki énerme elde edilir.

Onerme 5.7. S, (F) uzaymn herhangi iki noktasi olan S ve S’ igin
ad (5,5')<d(S,8)
dir. Ozel olarak, KarF =2 iken ad(S,S")=d(S,S’) ve KarF =2 iken

d(s,s") ; S —S'alternedegilise
d(S,s')-1 ;S—S'alterneise

ad(S,S’):{

dir.
Ispat. d(S,S’)=r oldugu kabul edilsin. Bu takdirde i=0,1,2,...,r -1 igin S; ve Sj,;
eslenik olacak sekilde S (F) de S9=S,5.,S,,....,S; =S’ bi¢iminde bir dizi vardir.

Yani i=0,12,..,r-1 igin rank(S;—S;,;)=1 dir. Buradan Onerme 2.30 geregi
r-1

ad(S,S")=rank(S—S")< > rank(S; —Sj,1)=r=d(S,S’) elde edilir. Bdylece ilk
i=0

iddia ispatlanmis olur.
Simdi, KarF#2 oldugu kabul edilsin. Bu durumda ad(S,S")=r" yani

rank (S—S')=r" oldugu varsayilacaktir. Sonug 2.38 geregi a,,a,,...a, € F —{0}

olmak tuzere
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P'(s-S)P=[a,a,..&,,0,.,0] (5.4)

bir diyagonal matris olacak bi¢imde bir P e GL, (F) matrisi vardir. i=12,..,r" i¢in
T . . ..

Riz(P’l) [a.a,,..,a,0,...,0]P™ olsun. Bu takdirde, i=0,12,...r'~1 igin S; ve
Si eslenik olacak sekilde S, (F) de Sp=S,5,=S-R,5 =S—-R,,...,Sy =S—R,
Ozelliginde bir noktalar dizi olusturulabilir. Buradan d(S,S')Sr'=ad(S,S') elde
edilir. Bu sonugla ilk iddia birlestirilirse ad (S,S")=d(S,S") bulunur,

Son olarak, KarF =2 oldugu kabul edilsin. Bu durumda ispat iki duruma ayrilarak
verilecektir. Bunlar S-S’ niin alterne olmamasi ve S-S’ niin alterne olmasi
durumlardir.

i. Durum: S—S' alterne olmasm. ad(S,S')=r" yani rank(S—S')=r" oldugunu
varsayilacaktir. Onerme 2.43 yardimiyla PT (S—S')P matrisi (5.4) formunda bir
diyagonal matris olacak bi¢imde bir PeGL,(F) matrisi vardir. Karakteristik =2

durumundaki gibi ad (S,S")=d(S,S’) oldugu gosterilebilir.

ii. Durum: S-S’ alterne olsun. Onerme 2.42 yardimiyla rank(S—S') ifttir, yani

0 1

dseZ” icin rank(S —S') =2s dir. S-S'=P"| I, (; P olacak bi¢gimde bir
UNPS
P e GL,, (F) matrisi vardir. Boylece S—S'+P"E,,P ranki 25 olan bir alterne olmayan
matristir. i. durumdan d(S,S'-P'E,P)=ad(S,S'~P'E,P)=2s ve buradan
d(S,S')Sd(S,S'—PTEllP)er(S'—PTEMP,S’)=ZS+1 sonucuna  varilir.  Bu
onermenin ilk iddiast kullanilarak ad(S,S’)<d(S,S") elde edilir. Ancak
ad(S,S')=2s dir. Bu yiizden d(S,S")=2s ya da d(S,S")=2s+1 olabilir. Iddia
ediyoruz ki d(S,S")#2s dir. Bunu gostermek igin d(S,S')=2s oldugu kabul edilip
bir geliski bulunacaktir. Kabulden dolay1 d (S,W)=1 ve d (W,S') =2s-1 olacak

sekilde bir W €S, (F) noktast vardir. Q=S—-W olsun. Bu takdirde rankQ =1 dir.
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Onermenin ilk iddiast kullanilarak ad(W,S’)<d(W,S’)=2s-1 yazilabilir. Diger
yandan, ad (W,S")=rank(W —S")=rank (S —S'-Q) dur. Bu ylizden

rank (S-5'-Q)<2s-1 dir. Q =(P) QP olsun. Bu takdirde rankQ =1 ve

rank((P1)T(S—S’)P1—Q1)§23—1 dir.
0 I
(P‘l)T(S—S')P‘l—Q1= . 0 —Q, matrisinin sol iist kosesindeki 25x2s
0

n-2s
mindriin 1 oldugu kolayca hesaplanabilir. Bu ise rank (( P! )T (s-s")p™* —Q1) <2s-1
olmast ile gelisir. Bu sebeple kabul yanlig yani d (S,S")# 2s dir. Bu da ispati tamamlar.
Onerme 5.7 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.8. F, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim ve A da S, (F) den kendisine

1:1 ve orten bir donlisim olsun. Hem A hem de Al in Sp(F) de eslenikligi

korudugu kabul edilsin. Bu takdirde A, S, (F) deki aritmetik uzaklig1 korur.
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6. HERMITYEN MATRISLERIN GEOMETRISi

D, « ” ile gosterilen bir involusyonlu anti otomorfizme sahip bir boliimlii halka ve

F ={ae D |5:a} olsun. Bu durumda

t:D->F
a—a+a
ozelliginde t iz donilisiimii ve
n:D->F
a—aa
ozelliginde n norm doniigiimii tanimlansin. Boylece, asagidaki iki varsayim yapilabilir:

1. Varsayim: F, D nin bir has alt cismidir ve D nin merkezinde bulunmaktadir. Bu

durumda F ye D nin  involusyonunun sabit cismi denir.

2. Varsayim: t doniistimii 6rtendir yani herhangi bir & € F elemani en az bir ae D

icin @ =a+a olarak ifade edilebilir.

1. Varsayim’m D nin bir cisim ve doniistimiiniin  6zdeslik donilisiimii olmasi

durumunu kapsamadigina dikkat ediniz.

Girdileri D den alinarak olusturulan tim nxn mertebeli Hermityen matrislerin
olusturdugu kiime H,(D) ile gosterilsin. H,(D) uzayma nxn Hermityen matris

uzayt denir ve elemanlarina da bu uzaymn noktalar: ad1 verilecektir.

PeGL,(D) ve HeH,(D) olmak iizere H, (D) uzay1 iizerinde her Z € H, (D) igin

Z— P ZP+H (6.1)
formundaki doniisiimler ele alinacaktir. Bu doniisimler H,, (D) tizerinde bir hareketler
grubu olusturmaktadir. Bu grup GH,, (D) ile gosterilecektir. (6.1) deki doniistimiin 1:1
ve Orten oldugu agiktir.

Onerme 3.1.1, Tanim 3.1.2, Onerme 3.1.3 ve Onerme 3.1.4 e paralel olarak asagidakiler
ifade edilebilir.
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Onerme 6.1. GH, (D) grubu H, (D) iizerinde gegiskendir.

Tamim 6.2. H, (D) nin herhangi iki noktast H; ve H, olsun. Hy ile Hy noktalar:
arasindaki aritmetik uzaklik ad (Hy, Hy) ile gosterilir ve
ad (Hy,Hy)=rank (H; —H,) olarak tammlanir. Sayet ad (Hy,H,)=1 ise bu takdirde

H, ve H, ye esleniktir denir.

Bu aritmetik uzaklik asagidaki ii¢ 6zelligi saglar.

Onerme 6.3. Hy,H,,HzeH, (D) olsun. Bu takdirde,

1) ad (Hy, Hy) >0 dir ve ad (Hy, Hy)=0< Hy = H, dir.
2) ad (Hy, Hy)=ad(H,, Hy) dir.

3) ad (Hy, Hy)+ ad (H,, Hg)>ad (Hy, Hg) dir.

Onerme 6.4. GHn(D) grubunun elemanlart Hp, (D) uzaymin herhangi iki noktasi

arasindaki aritmetik uzakligi invaryant (degismez) birakir.

Ancak, 1<r<n ozelligindeki herhangi bir r i¢in H,(D) uzayindaki aritmetik
uzaklig1 r olan nokta ikililerinin kiimesi GH,, (D) grubu altinda her zaman bir yriinge

olusturmaz. Ciinkii, ayn1 rankli iki nxn Hermityen matris cogredient olmak zorunda

degildir. Buna karsin, sayet n doniisiimiiniin 6rten oldugu, yani herhangi bir € F

elemaninin en az bir a€ D igin a=aa olarak ifade edilebilecegi kabul edilirse bu

I
takdirde ranki r olan herhangi bir nxn Hermityen matris [r 0 j matrisine
n-r

cogredienttir ve boylece aynmi rankli herhangi iki nxn Hermityen matris cogredient

olur. Buradan 1<r <n ozelligindeki herhangi bir r i¢in her ikili arasindaki aritmetik

uzakligin r oldugu nxn Hermityen matrislerin ikililerinin kiimesinin GH, (D) grubu

altinda bir yoriinge olusturdugu sonucu cikar. Onerme 6.4 den aritmetik uzakligin

dolayisiyla eslenikligin GHn(D) altinda bir geometrik invaryant oldugunu

bilinmektedir. Buradaki amag, (6.1) formundaki doniisiimleri miimkiin oldugu kadar az
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invaryantla karakterize etmektir. D nin otomorfizmleri ve F —{0} n elemanlariyla

skalar carpimlar i¢inde yalnizca eslenikligin (6.1) formundaki dontisiimleri karakterize
etmek i¢in hemen hemen yeterli olacag1 gosterilecektir. Hermityen matris geometrisinin

temel teoremi olarak adlandirilan asagidaki teorem ifade edilecektir.

Teorem 65. D, involusyona sahip bir bolimli halka olsun ve 1. ile 2.

Varsayimlar’in gegerli oldugunu kabul edelim. n, n > 2 &zelliginde bir tamsay1 olsun.

n=2 iken fazladan D nin bir cisim oldugu kabul edilecektir. H, (D) den kendisine
1:1 ve orten bir A doniisiimiiniin hem A hem de onun tersi AL in eslenikligi
koruyacak bigimde verildigi kabul edilsin. Bu takdirde, A doniisiimii VZ € H, (D) igin

A(Z)=aP' Z°P+H (6.2)
formundadir ki burada aeF—-{0}, PeGL,(D), o D nin bir otomorfizmi,

HoeH,(D) ve (a)"=(a_0) dir. Tersine olarak, H,(D) den kendisine (6.2)

formundaki herhangi bir doniisiim 1:1 ve ortendir ve hem bu donlisiim hem de onun

tersi Hermityen matris ikililerinin eslenikligini korur.

Tanim 3.1.6, Onerme 3.1.7 ve Sonug 3.1.8 e paralel olarak asagidakiler verilebilir.

Tanm 6.6. H, H' e Hn(D) olsun. H#H' iken, 1=0,1,2,...,r-1 i¢in H; ile H;,4
eslenik ve Hy=H, H, =H' olacak sekilde r+1 elemanh bir Hy,Hy,....,H, dizisi

vardir sartin1 saglayan en kiigiik pozitif r tamsayisina H ve H' arasindaki uzaklik

denirve d (H, H')=r ile gsterilir. H=H" iken d (H,H)=0 olarak tanimlanr.
Onerme 6.7. H, (D) uzaymin herhangi iki noktasi olan H ve H' i¢in
ad(H, H')=d(H, H)
dir.
Sonug 6.8. A, H,, (D) den kendisine 1:1 ve érten bir doniisiim olsun. Hem A hem de

At in eslenikligi korudugu kabul edilsin. Bu takdirde A, H,(D) de aritmetik
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uzakligt korur, yani H; ve H, H, (D) nin herhangi iki noktas1 iken

rank (Hy—Hy) =rank (A(Hy)—A(H,)) dir.
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7. SONUC

Bu tez ¢alismasinda bilinen bazi matris uzaylar iizerinde ¢alisilmistir. Bunlar, tezdeki
siraya gore, karesel olmayan matrislerden olusan dikdortgensel matris uzayi, alterne
matrislerden olusan alterne matris uzayi, simetrik matrislerden olusan simetrik matris

uzay1 ve Hermityen matrislerden olusan Hermityen matris uzayidir.

Bu uzaylarin elemani olan her bir matrise birer nokta goziiyle bakilmig ve belli
ozellikteki noktalarin kiimesi olarak dogru ve diizlem kavramlari tanimlanmistir. Bu
tanimlara bagli olarak bu uzaylarda bir iizerinde olma bagintisi verilmistir. Boylece, bu
uzaylara bir geometrik yapi olarak bakmak miimkiin olmustur. Bu uzaylarda belirli
doniistimler tanimlanmis ve bunlar ile birer grup yapist kurulmus ve bu grup altinda
ilgili uzaymm geometrik invaryantlari incelenmistir. Aritmetik uzaklik kavrami
yardimiyla tanimlanan eslenikligin bir geometrik invaryant oldugu gosterilmistir.
Eslenik nokta ikilileri yardimiyla ilgili uzaym iki noktas1 arasindaki uzaklik kavrami
tanimlanmistir. Boylece aritmetik uzaklik ile uzaklik arasindaki iligkiler ortaya
konmustur. Sadece dikdortgensel matris uzay1 lizerinde ranki 1 olan bir maksimal kiime
yardimiyla dogru denklemi ve onun parametrik denklemi ve ayrica ranki 2 olan bir
maksimal kiime yardimiyla bir diizlem denklemi ve onun parametrik denklemi
verilmistir. Nihayetinde dikdortgensel matris geometrisinin temel teoremi ifade edilip
ispatlanmistir. Diger uzaylar i¢in karsilik gelen geometrilerde ise ilgili geometrinin

temel teoremi ifade edilmistir.

Ayrica, yukarida belirtilen dort farkli uzayda belirlenen doniisiimler altinda invaryant
kalan 6zellikler incelenmistir. Incelenen uzaylarin; cebir, geometri ve graf teoride ilging

uygulamalarinin olacag diisiiniilmektedir.
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