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Bu tez beg boltimden olugsmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, pseudoanalitik fonksiyonlara iliskin tanimlar ile tiirev ve integraline
iligkin temel ozellikler verilmigtir.

Ucgiincii boliimde, kompleks pseudoanalitik fonksiyonlarin reel kisimlarina iliskin
ikinci basamaktan eliptik denklemlerin ¢oziimleri ele alinmigtir. Ayrica temel Vekua
denklemi incelenmis ve Schrédinger denklemi icin Cauchy integral teoremi elde
edilmigtir.

Dordiincii boliimde, kuvvet fonksiyonlar: incelenmis, temel teoremler ele alinmistir.
Bir dogurucu dizinin insas1 incelenmistir.

Son boliim olan beginci boliimde ise pseudoanalitik fonksiyonlar i¢in Cauchy integral

formiilii i¢in 6n bilgilerden bahsedilmig ve transplant operatorii incelenmistir.
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equation have been examined and Cauchy integral formula for Schrodinger equation
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1. GIRiS

Pseudo analitik fonksiyonlar kabaca soylenecek olursa genellestirilmis Cauchy Rie-
mann denklemlerinin ¢oziimleridir. Boyle fonksiyonlar Picard (1891) ve Beltrami
(1911) tarafindan incelenmistir. Ancak ilk sonuclar Isve¢ matematik¢i Carleman

(1933) tarafindan elde edilmigtir.

Kompleks kismi tiirevli denklemler ve buna bagli olarak genellestirilmis analitik
fonksiyonlar, 1950’1li yillardan beri iizerinde {inlii matematikgilerin ¢alistig1 bir konu-
dur. L. Bers’ in yazdigi “Theory of Pseudoanalytic Functions (1953)” isimli mono-
graf ile I. N. Vekua’ nin aym yillarda Bers’ ten bagimsiz olarak yazdig1 “Generalized
Analytic Functions (1959)” isimli kitap bu konunun temelini olugturmaktadir. Bers
genellestirilmis analitik fonksiyonlari, tanimladigi “dogurucu fonksiyonlar” kavrami

yardimiyla Holder-stirekli fonksiyonlar uzayinda incelemistir.

Pseudoanalitik fonksiyonlarin matematikte ve matematiksel fizikte farkli alanlarda
pek cok uygulamas vardir. Ozellikle eliptik sistemlerin genel teorisinin genellestiril-
mesinde onemli rol oynamistir. Pseudoanalitik fonksiyonlar ¢zel hallerinin Elastisite

Teorisi ile Gazlar Dinamiginde kullanildigi bir konudur.



2. PSEUDOANALITIK FONKSIiYONLAR

Bu boliimde ilerideki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teorem
ve tanimlar verilmigtir. Birinci kisimda dogurucu ciftler ve tiirev, ikinci kisimda
pseudoanalitik fonksiyonlar ve iigiincii kisimda pseudoanalitik fonksiyonlarin tiirev

ve integralleri ele alinmigtir.
2.1 Dogurucu Ciftler ve Tiirev

ikinci mertebeden hemen-hemen lineer

Lo = A(2,y) by + 2B (2,y) by + C (2,9) by + F (2,9, 0,05, 0,) =0 (2.1)

denklemini g6z 6niine alalim. Burada A, B ve C'; xy-diizleminin bir D bolgesinde x
ve y nin iki defa siirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir ve A2 4+ B2 + C? # 0 dir.
L = AD?+2BD,D,+ CD; operatériine (2.1) denkleminin esas kisma denir. Denk-

lemin ozelliklerini belirleyen kisim burasidir.

A(x,y) = B*(z,y) — A(z,y) C (2,y)

seklinde tanimlanan fonksiyona (2.1) denkleminin diskriminant: denir.

Eger D nin bir (zy, yo) noktasinda

A (zg,y0) > 0ise, (2.1) denklemine bu noktada hiperboliktir,
A (z9,y0) = 0ise, (2.1) denklemine bu noktada paraboliktir,

A (z0,7%0) < O0ise, (2.1) denklemine bu noktada eliptiktir,

denir. Bir D bolgesinin tiim noktalarinda hiperbolik, parabolik veya eliptik bir
denkleme D de sirasiyla hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.



Eger denklem eliptik ise bagimsiz degiskenlerin uygun bir degisimiyle (2.1) denklemi

Gpw + Oy T F (2,9, 0,65, 6,) =0 (2.2)

kanonik formuna doniigtiiriilebilir. En basit eliptik denklem

Laplace denklemidir. Bu denklemin teorisi oldukga genig ¢aligilmigtir. (2.3) denk-
leminin ¢oziimleri, z = x + 1y olmak iizere, f (2) analitik fonksiyonlarinin reel kisim-

laridar.

Bu galisma boyunca z = = + iy, ( = £+, w = u + v, ... seklinde kompleks
degiskenler kullanilacaktir ve kompleks eslenikler z = x — iy, w = u — iv, ... ile gos-
terilecektir. = ve y nin fonksiyonlari, analitikligi saglamaksizin, z nin fonksiyonlar:
seklinde yazilmigtir. Kismi tiirevler alt indisler yardimiyla gosterilecektir. Klasik

tiirev operatorleri (0/0z), (0/0%)
2w, = w, —iw, , 2w;=w, +iw, (2.4)

bagintilariyla tanimlanmigtir. w, ve w; tiirevlerinin mevcut olmasi icin gerek ve

yeter kosul w, ve w, tiirevlerinin mevcut olmasidir.
1 .
Wy = 2 {(ue +vy) —i(uy, —v)} (2.5)

we = 5 (= ) iy + v2) (26)

olduguna dikkat edilmelidir. Bu operatorler carpim, toplam, vb. {iizerinde bilinen

tiirev gibi rol oynar.

Bir bolge diizlemde acik baglantili bir kiimedir. D bolgesinin kapamst D, smir1 D’
ile gosterilecektir. Eger D smirh ve D’ sonlu sayida parcali siirekli tiirevlenebilir

basit kapali Jordan egrisinden olusuyorsa bolgeye regiilerdir denir.
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w (z) fonksiyonu zy noktasinda, K sabiti ve o, 0 < v < 1, fiisteliyle birlikte
w (2) = w(z0)] < K |2 — 2|

sartin1 sagliyor ise w fonksiyonuna Hélder sartini saghyor denir. Eger bir fonksiyon
ayni K ve « ile D nin biitiin noktalarinda Hoélder sartin1 sagliyorsa bu fonksiyon D
tizerinde bir diizgiin Holder sartn1 saglar. Bir fonksiyon D; C D olacak sekilde her
D bolgesinde diizgiin Holder sartim1 sagliyorsa bu fonksiyona D bolgesinde Holder
stireklidir denir. Bu esitsizlikte a = 1 olmasi durumunda w fonksiyonuna D de

Lipschitz stirekli fonksiyon adi verilir.

(2.5) ve (2.6) goz oniine alimirsa fonksiyon teorisindeki elemanter sonuglar agagidaki

sekilde ifade edilebilir.

Lemma 2.1.1.

w (2) = w(20)

! = li 2.7

w' (z0) = lim ——"— - (2.7)
limiti mevecut ise w, (20), ws (29) mevcuttur ve

ws (20) =0 (2.8)

w- (z0) = ' (z0). (2.9

w, (2) ve ws (z) meveut, zo noktasinin bir komgulugunda siirekli ve (2.8) gegerliyse

(2.9) mevcuttur.l

(2.7) de w(z) kompleks bir sabittir, yani A\.1 + p.i seklindedir. Burada A ve p
ler reel sabitlerdir. Fonksiyon teorisinin genellegtirilmesi 1 ve i yerine keyfi F'(z)
ve G (z) fonksiyonlarmin alinmasina dayamir. Bu fonksiyonlarin bir Dy bolgesinde
tanmmmh olduklarimi varsayalim. (Biitiin D bolgelerinin Dy da bulunan kapanigimin

siirh oldugu varsayilacaktir.)



D bolgesinde ki her zj icin
w (20) = AoF (20) + 110G (20)

olacak sekilde bir tek A\g ve p, reel sabitleri bulunuabilir.

i 0 ) =X (2) = G (2)

2—20 zZ— 20

(2.10)

(sonlu) limiti mevcut ise w (2), 2o da (F, G)-tiireve sahiptir denir ve w (2) ile gos-

terilir.

Tanim 2.1.2 Dy, C de D C Dy kosulunu saglayan bir bslge olmak iizere asagidaki

ozellikleri saglayan bir fonksiyon c¢iftine Dy da dogurucu ¢ift denir:
i) z € Dy i¢in Im { F' (2) G (2)} > 0
it) F,(2), F5(2), G, (2), Gz (z) tiirevleri var ve Holder-stirekli
2o sabiti igin

W (z) =w(z) — MF (2) — uoG (2) (2.11)
olsun. \g ve p, reel sabitleri

W (2) =0 (2.12)
sartiyla tek olarak belirlenebilir (Bers 1953).

W (2) nin (siirekli) kismi tiirevlere sahip olmasi igin gerek ve yeter kogul w () nin

kismi tiirevlere sahip olmasidir. w (zp) 1 mevcut olmasi icin gerek ve yeter kogul



W’ (z9) m mevcut olmasidir. O halde
w (Z()) = W, (Z())

dir. Burada W’ (zp), W nin z, noktasindaki kompleks tiirevidir:
W' (29) = lim,_., Wiz) - W ) Buradan W, (z9), W (20) ve

Z — 20

W (20) =0 (2.13)

denkleminin varligr (2.10) un varlig: i¢in gereklidir. |z — zo| < r i¢in W, (2), W5 (2)
nin varhg ve siirekliligi ile (2.13) denklemi (2.10) un varhg igin yeterlidir.

W fonksiyonu

Wi(z) = (2.14)

F.(%) F(2) F(z)|=0 (2.15)

w, (20) w(z0) w(20)
Fz (Z()) F(Zo) F(Zg)
Gz 20 G 20 G 20
W (20) = (o) Glw) Gla) | (2.16)




L. Bers (Bers 1953) w: = aw+bw denkleminin Tanim 2.1.2 de ifade edilen 6zellikleri

saglayan F' ve GG gibi iki ¢oziimiiniin varligin1 gostermigtir.

F. = aF +bF (2.17)

G; = CLG + bé

denklemleri ortak coziilerek

B FG; - F:G _ FG: - F.G (2.18)
W= T RGCFG "= FGZFG '
elde edilir. Benzer sekilde
F, = AF+ BF
G, = AG+ BG
denklemleri ortak ¢oziilerek
FG, - F.G FG, - F.G
A — _Z—_Z — —_z _Z 2.]_
O~ RG—FG "9 T FG - FG (2.19)

elde edilir. (2.18) ve (2.19) ile tanimlanan ifadelere (F, G)-dogurucu ¢iftinin karak-
teristik katsayilary denir. Burada (2.15) ve (2.16) denklemleri

wz = aw + bw (2.20)

w=w, — Aw — Bw (2.21)

seklinde yeniden yazilabilir.

Teorem 2.1.3. w(zp) mevcut ise 2y da w, ve w; mevcuttur ve (2.20), (2.21)
denklemleri gecerlidir. Eger 2y in baz1 komguluklarinda w,, w; mevcut ve siirekliyse
ve zp da (2.20) saglaniyorsa o halde w (zp) mevcuttur ve (2.21) gegerlidir (Bers

1953). 1



Uyar1 2.1.4. (2.20) denklemi a;; (z,y) katsayilar: reel Holder siirekli olmak iizere

Uy — Vy = A11U + G120 (2.22)

Uy + Vg = G21U + Q22U

reel sistemine denktir. Aym mantikla her (2.1) eliptik denklemin (2.22) seklinde bir
sisteme denk olacag goriilebilir. B = 0 olmak iizere (2.2) geklindeki bir denklem

igin bu agiktir. ¢ bir ¢dziim olsun ve u = ¢, v = —¢, alahm. Burada u, v

ain = —B1, a1z =B, az =axn=0
olmak iizere (2.22) i saglar.

2.2 Pseudoanalitik Fonksiyonlar

Tanim 2.2.1. Eger w, D bolgesinde her yerde mevcut ise w fonksiyonuna D bol-
gesinde birinci ¢egit (F, G)-pseudonalitik (karigtirma tehlikesi yoksa kisaca pseudoana-
litik) fonksiyon denir.

D bolgesinde Im (F G) > 0 sart1 goz oniine alindiginda, bu bolgedeki her w fonksiyo-

nu tek
w=pF+9YG
gosterimine sahiptir. Burada ¢ ve v reel degerli fonksiyonlardir.
w= @+
alindiginda w ve w arasindaki bagint1 birebirdir. Bunu
w="w , w =, w (mod F, G)

yazimiyla gosterecegiz.



Her reel A\ ve p igin

« (Awy + pwz) = A (wr) + p (we)

.0=0, ,.F=1,,G =1 olduguna ve her kapali D bolgesinde

O<1<
Ko

LW (2)

<K

w(z)

olduguna dikkat edilmelidir. Burada K sabiti yalmizca (F, G) ve D bolgesine baghdir.

Tanim 2.2.2 Eger w birinci gesit (F, G)-pseudoanalitik fonksiyon ise w =, w

fonksiyonuna ikinci ¢egit (F, G)-pseudoanalitik fonksiyon denir.

Analitik fonksiyonlarda F' ve G fonksiyonlar1 F' = 1 ve G = i olarak segilebilir ve

boylece w ve w ¢akigirlar.

Teorem 2.2.3. Bir w = ¢ + it fonksiyonunun ikinci gesit (F, G)-pseudoanalitik
fonksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ ve i fonksiyonlarimin siirekli kismi

tiirevlere sahip olmasi ve

puF +,C =0 (2.23)

esitliginin saglanmasidir.

Eger bu sart saglaniyorsa, w =* w alindiginda

W=, F +1,G (2.24)

dir (Bers 1953).



ispat.

W(2) = w(2) = AoF (2) = 1oG (2)

fonksiyonunu ele alalim, burada Ao = ¢ (z9) ve p, = ¥ (20) dir dyle ki

w (20) = AoF (20) + 110G (20) -

Dikkat edilirse

seklinde yazilabilir. Buradan,

Wz(z) = ¢:(2) F(2) + (¢ (2) = ¢ (20)) Fz (2)
+2 (2) G (2) + (¢ (2) = ¢ (20)) Gz (2)

dir ve boylece 2y noktasinda

W= (20) = ¢z (20) F' (20) + 95 (20) G (20)

dir. Benzer yolla

W. (z0) = ¢, (20) F' (20) + 1, (20) G (20)

elde edilebilir.

wz = aw + bw (2.25)

Vekua denklemi zp da W; (z9) = 0 Cauchy-Riemann sartina denk oldugu igin (2.25)
denkleminin (2.23) denklemine denk oldugu elde edilir. w (z9) = W’ (24) oldugundan
(2.24) elde edilir.®
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Ornek 2.2.4. f reel degerli bir fonksiyon olsun. F = f, G = % fonksiyonlarini ele
alalim. Boylece (2.23) denklemi

l

7 =0

o + U5

seklinde yazilabilir. Bu denklem

1 1

fsox—?@/)y:() , fgoy+fwxzo

sistemine denktir. Bu sistem genellegtirilmig Cauchy-Riemann sistemi seklinde yazila-
bilir:
1 1
Pz = F¢y y Py = _ﬁ,[va

p, x ve y nin verilen pozitif bir fonksiyonu olmak iizere iyi bilinen

sistemi dikkate alindiginda, bu sistemi saglayan u + ¢v kompleks fonksiyonlarina
p-analitik fonksiyon denir.

Boylece ikinci gesit ( fs %)—pseudoanalitik fonksiyonlar1 f2-analitiktir.
2.3 Pseudoanalitik Fonksiyonlarin Tiirev ve Integralleri

Bu kisimda pseudo-analitik fonksiyonlarin tiirev ve integral 6zellikleri igin temel

tanim ve teoremler verilecektir.
2.3.1 Denk Dogurucu Ciftler ve (F, G)-tiirevleri i¢in Vekua Denklemi

Analitik bir fonksiyonun kompleks tiirevi yine analitik bir fonksiyondur ve ikiside
Cauchy-Riemann sistemini saglar. Bu ifade pseudoanalitik fonksiyonlar olmasi du-

rumunda farklhidir. Genelde bir (F, G)-pseudoanalitik fonksiyonun (F,G)-tiirevi,

11



(F, G)-pseudoanalitik olmak zorunda degildir. Bunun yerine bagka bir dogurucu

cifte kargilik gelen bagka bir Vekua denklemini saglar.

Tanim 2.3.1.

F = (IllF + algG ve G = CL21F + a22G

ise (F,G) ve (F , é) dogurucu ciftlerine denktir denir, burada a;; reel sabitlerdir.
Teorem 2.3.2.

(1) Aym bolgede tanimli iki dogurucu ¢iftin denk olmasi igin gerek ve yeter sart aym

karakteristik katsayilara sahip olmalaridir.

(i) Eger (F, G) ve (F’ , é) denk ise, birinci gesit her (F , G’) -pseudoanalitik fonksiyon,
birinci gesit (F, G)-pseudoanalitiktir ve

dir (Bers 1953).1

Tanim 2.3.3. (F,G) bir dogurucu ¢ift olsun. (F,G) nin adjoint dogurucu ¢ifti
(F, G>* = (I, G")

esitlikleri yardimiyla tanimlanir.

12



Teorem 2.3.4.

(Z) (F7 G)** = (F7 G)

(17) Karakteristik katsayilar arasinda agagidaki iliski gegerlidir.

ar+Gg*) = —AFG) ) A(F*,G*) :_A(F,G)

b - -B , B b

(F*,G¥) (F,G) (F*,G%) (F,G)

(Bers 1953).

Ispat. (i) Tamm 2.3.3 yardimiyla

P (P = =

bulunur. Benzer sekilde G** = GG oldugu gosterilebilir.

(17) Karakteristik katsayilar arasindaki iligki (2.18) ve (2.19) da ki ifadeler kul-

lanilarak dogrudan hesaplamalarla elde edilir.ll

Tamim 2.3.5. (F,G) ve (F1,G1), D bolgesinde iki dogurucu ¢ift olsun. Eger

G = WFG) Ve be) = —Bre

ise (F1,G1) e (F,G) nin halefi ve (F,G) ye (F1,G1) in selefi denir.

Lemma.2.3.6. (F},G;), (F,G) nin halefi ise (F,G)", (F},G1)" n halefidir.

Ispat. (Fy,G1), (F,G) nin halefi olsun. O halde Teorem 2.3.4 yardimiyla

A(F+G) = ~A(FG) = —U(F,G1) = O(pr )
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ve

b(F*,G*) = —B(F,G) = b(Fl.Gl) = _B(F* G*)

11

elde edilir. Buradan (F,G)*, (Fi,G;)" 1n halefidir.

Teorem 2.3.7. (F,G), D bolgesinde bir dogurucu ¢ift olsun. D; siirh bir bolge
ve D; C D olsun. O halde (i) (F,G), D; de bir halefe (i1) (F,G), D; de bir selefe
sahiptir (Bers 1953).1

Tanim 2.3.8. Dogurucu giftlerin bir {(F,,,G,n)}, m = 0,£1,£2, ..., dizisine,
(Fri1, Gimg1)s (Fy Gi) in bir halefi ise dogurucu dizi denir. (Fy,Go) = (F,G)
ise (F,G) ye {(F,, Gy} dizisi igerisine gomiliidir denir.

Teorem 2.3.9. (F,G), D de bir dogurucu cift olsun. D; siirh bir bolge ve Dy C D
olsun. O halde (F,G), Dy de bir dogurucu dizi igerisine gémiilebilir (Bers 1953).1

Tamm 2.3.10. Bir {(F,,, G,,)} dogurucu dizisine (Frnipu, Gmtpn) s (Finy Gr) € denk

ise, yani aym karakteristik katsayilara sahip iseler, u > 0 periyoduna sahiptir denir.

Teorem 2.3.11. w bir (F, G)-pseudoanalitik fonksiyon ve (F}, G1), (F, G) nin halefi
olsun. O halde

d(Fj(;)w
dz

W =

bir (Fy, G1)-pseudoanalitik fonksiyondur (Bers 1953).

Ispat. w = ¢ + i1 alahm. O halde

W=, F+1.G (2.26)

14



ve
o F+1.G=0
seklindedir oyle ki
o, F+1¢,G=0. (2.27)
(2.26) ve (2.27) denklemleri beraber ¢oziiliirse
G Fi

“re-rc¢ " YT FG-Fc (2.28)

¥z FG— FG

elde edilir. Dikkat edilirse

(IDZEF + ¢z2G + QDEFZ + @Z)ng - 0

(U))- - (lOZZF_{—l/}zEG—’_SOZFE—i_Z/}sz

= 0 b +¢,Gs — (%Fz + %@)

(2.28) son egitlikte yerine yazilirsa

@), = GF.—FG:\ ~ (GE-TG.)
We = \r6¢_Fg )" FG—FG

= aw — B.
Boylece 1, (1), = air — B Vekua denkleminin bir ¢oziimiidiir.l

W bir (F,G)-pseudoanalitik fonksiyon olsun. (F,G) igerisine gomiilmiis bir dogu-
rucu diziyi kullanarak, tiimevarim formiilii ile W nin yiiksek basamaktan tiirevi

tammlanabilir:

d(Fm,Gm)W[m]

W[O} =W - W[m-i—l} _
) dZ 7

m=0,1,2.

15



2.3.2 integral

Teorem 2.3.11 in ispatinda (2.28) yardimer bagimt ¢ifti elde edildi.

G Fi
“Fa-Fc " T FG-Fc (229)

e TFG - FG

¢ ve ¢ (dolaysiyla w ve w) w den kurtarilmak isteniyorsa (2.29) daki ifadeler integre

edilmelidir.

Tiim kompleks diizlemde veya bir konveks bolgede
p, = (2.30)

denklemini ele alalim. Burada ® = ®; 4+ 1®5 kompleks degerli bir fonksiyondur

ve @ reel degerlidir. Bu denklemin agagidaki sisteme denk oldugunu gérmek kolaydir.
0, =201 wve @, =20y
Yalnizca agagidaki uyusma sart1 saglanirsa bu denklem bir ¢oziime sahiptir.
0y®1 + 0,P2 =0 (2.31)
Eger bu sart yerine getirilirse, ¢ reel keyfi sabitlerle birlikte

e =2( [ oo [ omed)+e

xo Yo

seklinde tekrar yazilabilir. Burada (zo, yo) ilgili bolgede keyfi bir sabit noktadir.

Dikkat edilirse bu formiil (z¢,ys) dan (x,y) ye giden keyfi bir I egrisi boyunca

integral goz oniine alindiginda herhangi bir basit baglantili bolgeye genisletilebilir.

o (z,y) =2 < /F By — <I>2dy) iy (2.32)
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A, (2.32) deki integral operatorii gostermek iizere

AD] (2,y) = 2 (/F By — %dy) |

Bu ifade su sekilde de yazilabilir:

A[®] (z,y) :2Re/

(®1 +iDy) (do +idy) = 2 Re/ Ddz. (2.33)
r

r

Benzer sekilde, 0; operatoriine karsilik gelen ve tiim reel ve sanal kisimlari
0,1 — 0y Py =0
sartin1 saglayan kompleks fonksiyonlara uygulanan integral operatorii

A0 (2,y) = 2 ( /F By + <I>2dy)

seklinde tanimlanabilir.

(2.29) denklemine déniiliirse, ¢ ve ¢ fonksiyonlarim keyfi sabitlerden kurtarmak igin

ifadelerin sag taraflarina A operatoriiniin uygulanabilecegi goriiliir. Buradan

G
FG-TG (234)

Fa
FG - FG

=4 | v w=-a]

ve boylece

17



ve

oldugu goriilebilir.
Tanim 2.3.12. (F, G)-*-integrali
*/Wd(p,g)z = Re/G*Wdz+iRe/F*Wdz
r r r
esitligiyle ve (F, G) integrali
/Wd(p,(;)z =F (%) Re/ G*'Wdz+ G (z) Re/F*Wdz (2.35)
r r r

esitligi ile tamimlanir. Burada I, z5 dan z; e giden bir egridir.

Tanim 2.3.13. D bolgesinde tanimli, siirekli bir W fonksiyonuna eger D nin basit

baglantili bir alt bolgesinde bulunan her kapali I' egrisi i¢in

}{Wd(gg)z =0
r

ise (F, G)-integrallenebilirdir denir.

Teorem 2.3.14. Bir w (F, G)-pseudoanalitik fonksiyonunun w (F, G)-tiirevi (F, G)-
integrallenebilirdir (Bers 1953).

Ispat. (2.34) deki integrallerin yoldan bagimsizhigindan elde edilir.H

Teorem 2.3.15. w basit baglantili bir D bolgesinde w (F, G)-pseudoanalitik fonksi-

yonunun (F, G)-tiirevi olsun ve I' C D, zy dan z ye giden bir egri olsun.

18



O halde

*/u’;d(Fjg)z = w(z)—w(z) , w=,w(modF, G)
r

[idine: = w@) - pla)F () - () 6
esitlikleri gegerlidir (Bers 1953).
Ispat. Ilk esitlik (2.29) ve (F,G)-*-integralin tanimu ile
dp = 2Re (p,dz) , dip = 2Re (¢,dz)

ozdeslikleri yardimiyla gosterilebilir. Ikinci esitlik ise ilk esitlikten yararlanilarak

elde edilir.®

f;o Wd(p,c)% integrali w mn (F, G)-antitiirevidir.

Teorem 2.3.16. W basit baglantili bir D bolgesinde taniml siirekli bir fonksiyon
ve W, (F, G)-integrallenebilir ise

_ d(ﬂc)w (Z)

W) dz

olacak sekilde D de bir (F, G)-pseudoanalitik w fonksiyonu mevcuttur (Kravchenko
2009).

Ispat. Teoremin hipotezleri altinda

w=p+i)= */Wd(F7(;)Z
r

fonksiyonu iyi tanimlidir ve (D de herhangi sabit 2, noktasinda) siirekli kismi tiirevlere
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sahiptir.

GWdz — GWdz
= *Wdz = — -
% Re/FGWZ /1“ oG

ve

FWdz — FWdz
—Re | F*Wdz = — F
v GA - Z: FG - FG

seklinde yazilabilir. Buradan

. aw W
Y2 T G- FG T TFG - FG
. GW b FW
vz FG— FG T FG - FG

ifadeleri kullanmilarak

o F+19.G=0 ve @ F+¢,G=W

ile Teorem 2.2.3 ten w = ¢ F + ¢ G fonksiyonunun pseudoanalitik oldugu ve w = W
elde edilir.H

Teorem 2.3.17. (Fy,G1), (F,G) nin halefi ve W, (F}, G;)-pseudoanalitik bir
fonksiyon olsun. O halde W, (F, G)-integrallenebilirdir ve boylece (tek degerli olmak
zorunda olmayan) (F,G)-pseudoanalitik fonksiyonun (F, G)-tiirevidir (Kravchenko

2009).

Ispat. Teorem 2.3.16 ya gore D regiiler bir bolge ise ve D, W mmn tanim bolgesinde

bulunuyorsa

s | Wdpeyz=0
oD
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oldugunu gostermek yeterlidir. (£*, G*), (F, G) nin adjointi olmak tizere her W i¢in

Re (* Wd(F,G)z) = Re/ G*Wdz
oD aD

ve
Im (* Wd(F,G)Z) = Re/ F*Wdz.
oD oD
Teorem 2.3.4 yardimiyla
F; = —aF* — BF* ve G; = —aG™ — BG*
ve hipotezlerden
W; = aW — BW
dir, burada a, b ve B, (F,G) nin karakteristik katsayilaridir.

Burada Green-Gauss integral teoreminin kompleks versiyonlarindan biri kullanila-
caktir. Bu teoreme gore regiiler bir D bolgesi i¢in ve z ile y ye gore siirekli diferen-

siyellenebilir, D da tanimh herhangi bir kompleks ¢ (z) fonksiyonu i¢in

/ F*Wdz = 22’/(F*W)dedy
oD D
= 2@'/ (—aF*W — BF*W + F*aW — F*BW) dzdy
D

= —4@'/ Re (F*BW) dzxdy
D
integrali sadece sanal kisimdan olusur. Boylece

Re/ F*Wdz = 0.
oD
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Benzer iglemler yapilarak
Re / G'Wdz =0
oD
oldugu goriilebilir.Hl

Teorem 2.3.18. (F,G), (Fi,G4) in selefi olsun. Siirekli bir fonksiyonun (Fy, G;)-
pseudoanalitik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu fonksiyonun (F, G)-integrallenebilir

olmasidir (Bers 1953).1
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3. KOMPLEKS PSEUDOANALITIK FONKSIiYONLARIN REEL
KISIMLARI iCIN IKINCI BASAMAKTAN ELIPTIK DENKLEMLERIN
COZUMLERI

3.1 Zamandan Bagimsiz Schrédinger Denkleminin Carpanlara Ayrilmasi

fo bir boyutlu zamandan bagimsiz Schriodinger denkleminin

(~ o)) £ 0) =0

sifirdan farkli bir 6zel ¢oziimii ise o halde Schrodinger operatorii

d? d ) d 4

— —v(x)=—+ o) (L _J

da? dr — fo) \dz  fo
seklinde ifade edilebilir. Bu sonug iki boyuta genellestirilecektir. D C R? bolgesinde
iki boyutlu Schrodinger denklemi

(—A+v)f=0 (3.1)

2 2
ele alinacaktir. Burada A = % + % ve v ile f reel degerli fonksiyonlardir. f
Z Y

fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir oldugu varsayilacaktir. C'ile

kompleks eslenik operator gosterilecektir.

Teorem 3.1.1. f, D de (3.1) denkleminin pozitif 6zel bir ¢oziimii olsun. O halde
reel degerli her p € C? (D) fonksiyonu i¢in agagidaki esitlikler gegerlidir:

La-v)p = ((’L + f70> (c‘% - fYC) v (3.2)

- () o)

(Kravchenko 2005a).
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Ispat. Direkt hesaplamalarla (3.2) deki ilk egitlik agagidaki sekilde elde edilebilir.

(4o - o) o1

o e fog _Lf
= O - a(f )*fa@ 7Y

(A=v)p (3.3)

Buradan (3.3) iin her iki yanina C' operatoriiniin uygulanmasiyla ikinci esitlik bu-

lunabilir.

I 6zdeglik operatorii olmak iizere 0, — EI operatorii

S

o~ zr _ fO. 71

f

seklinde yazilabilir. Bu operator P = f0,f I ile gosterilmek {izere Teorem 3.1.1
e gore f, (3.1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii ise, P operatorii (3.1) in reel degerli

¢oziimlerini

(ag + f7c> w=0 (3.4)

Vekua denkleminin ¢oziimlerine doniigtiiriir.

® = f~lw, (2.30) sartin1 saglayacak sekilde, her kompleks degerli w fonksiyonuna
uygulanabilir olan S = fAf~'I operatorii goz oniine alimirsa bdyle bir w icin

PSw = w oldugu aciktir.H

Onerme 3.1.2. f, (3.1) in bir pozitif 6zel ¢oziimii ve w, (3.4) denkleminin bir

¢oziimii olsun. O halde reel degerli ¢ = Sw fonksiyonu (3.1) in bir ¢oziimiidiir

(Kravchenko 2005b).
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w

Ispat. Oncelikle ® = — fonksiyonunun (2.30) u sagladigimi kontrol edelim.

f
u=Rew vev=Imw olsun. ® = ®; + i®y = % + z’g olmak tizere
u v
o +0.8 = 3, (7) +ou ()
1 0 on
= 7 [(8yu + 0pv) — (%u - ffv>] (3.5)
dir. Dikkat edilirse (3.4) denklemi
Optt — Oyv = —%u + %v
Ocf — Oyf
0,0 + Oyu = —=v + L=y
! f f

sistemine denktir. (2.30) dan (3.5) ifadesi sifira esittir. Boylece ® fonksiyonu (2.30)

u saglar. Buradan ¢ = A[w/ f] reel degerli fonksiyonu iyi tanimhdir ve

1

0.0 = 5 (Ohp— i0,0) = 5 (D ALw/ ] — 0, [w] )

_ ulmy) [Ty ulmy), v(wy)
~ f(zy) Uxo ayf(n,y)d?7 f(xmy)]
= u/f+iv/f=w/f

N | —

olup 0, = w/ f denklemi saglanir. Asagidaki ifadeyi goz oniine alalim:

0:0. (Sw) = 0:0. (fAf 'w) = 0:0, (f 4 H)

o)

SO R T

0;A [w/ f] ifadesini hesaplamak i¢in 0; = 0, +10, ifadesi ve A [w/ f] operatorii tanimi

kullanilacak olursa

ol -oal e
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elde edilir, burada

o[t - ([0 ()52
- =2(f & (Fe) - 7o) =

ifadesi kullanilmigtir. Simdi,

0.0, (Sw) = iA (Sw) = }l (Af) A m

olmak iizere (3.7), (3.6) da yerine yazilirsa A (Sw) = vfA [ﬂ = vSw bulunur.
Buradan (—A +v) Sw = 0 olup (3.1) saglanir.l

Onerme 3.1.3. g, (3.1) denkleminin reel degerli bir ¢oziimii olsun. O halde
SPg=g+cf

dir, burada c keyfi reel sabittir (Kravchenko 2005b).

Ispat. S = fAf ' ve P = f0.f 'I olmak iizere

SPg = fAf fo.f g = fAD. [ﬂ = f (% + ) — g+ fe.

Basit hesaplamalarla A0, {%1 = % + ¢ oldugu goriilebilir.l

Teorem 3.1.1 ile Onerme 3.1.2, (3.1) denkleminin (3.4) Vekua denklemine denk
oldugunu gosterir. Bu denklemlerden birinin her ¢6ziimii, diger denklemin bir

¢oziimiine doniigtiiriilebilir ve terside dogrudur.
3.2 divpgrad + q Operatoriiniin Carpanlara Ayrilmasi

Onerme 3.2.1. p ve q reel degerli fonksiyonlar, p € C? (D) ve D de p # 0 olsun.
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O halde D de

div pgrad +q = p'/2 (A —r) p'/? (3.8)
Ap1/2 q
dir, burada r = — R dir (Kravchenko 2009).
b p

Ispat. Uhlmann (1999) m calismasimdan iyi bilinen

A 1/2
div p grad = p'/? (A - %) pt/? (3.9)

bagmtisinin iki yanina ¢ terimi eklenir ve sag taraf p'/2 (q/p) p'/? seklinde yazilirsa

A 1/2
divpgrad+q = p'? (A_ p]fm )Pl/ ’+yq

Ap1/2 q
_ p1/2 <A . ; p1/2 +p1/25p1/2

elde edilebilir.H

Teorem 3.2.2. p ve q reel degerli fonksiyonlar, p € C? (D) ve D de p # 0 olmak

lizere ug
(divpgrad+q)u =0 |, D de (3.10)

denkleminin bir pozitif 6zel ¢oziimii olsun. O halde herhangi bir reel degerli ikinci

mertebeden siirekli diferensiyellenebilir ¢ fonksiyonu igin

1 z z
1 (div p grad +q) ¢ = p/? (5’2 + f7C> < . — fTC) P20 (3.11)
esitligi gecerlidir, burada

f=p"ug (3.12)
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dir (Kravchenko 2006).

Ispat. Ispat (3.2) ye dayanmaktadir. (3.8) den g, (3.10) denkleminin bir ¢oztimii
ise (3.12) fonksiyonu

(A—=r)f=0 (3.13)
denkleminin bir ¢ziimiidiir. Buradan (3.8) ve (3.2) birlestirilirse (3.11) elde edilir.l

Uyar: 3.2.3. (3.9) a gore A —r = f~1div f2grad f~! dir, burada f, (3.13) iin bir
¢oztimiidiir. Boylece (3.8) den

div p grad +¢ = p*/?f 1 div f? grad f~'p'/? (3.14)
elde edilir. (3.12) goz oniine alimirsa D de
div pgrad +q = ug ' div pug grad ug '
bulunur.

Uyar1 3.2.4. ¢ =0 olsun. O halde ug = 1 olarak secilebilir. Boylece (3.11) den

1. 1/2 dzp'/? dzp'/? 1/2
Zdw(pgradgp):p/ (82+WC 0s — Y C (p/gp)

elde edilir.

Bundan sonra D de (3.10) denkleminin bir pozitif 6zel ¢oziimiiniin mevcut oldugu

varsayilacak ve bu ¢ozlim ug ile gosterilecektir.

f, x ve y nin reel degerli bir fonksiyonu olsun.

W,==W , Dde (3.15)
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Vekua denklemi ele alinsin. Bu denklem bundan sonraki kisimlarda oldukc¢a 6nemli
bir role sahip oldugu icin bu denkleme temel Vekua denklemi denilecektir. Bu denk-
leme karsihik gelen 0; — %C’ operatorii (3.2) de oldugu gibi (3.11) in ¢arpanlara

ayrilmasinda ortaya cikar.
Wi =ReW ve Wy =Im W gosterimi kullanilacaktir.

Uyar1 3.2.5. W = Wj + i, olmak iizere (3.15) denklemi

Ws — %W = (Wi, +iWs,) — ajcf (W1 —iWs)
= fw L (W + £W)
f f
=0
olmak tizere
fOz (f7"Wh) +if 10z (fW,) = 0 (3.16)

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.2.6. W = W + iWW,, (3.15) denkleminin bir ¢oziimii olsun. O halde
U= f"'Wi, D de

div (f*VU) =0 (3.17)
ilektenlik denkleminin ve V- = fW,, D de
div (f*VV) =0 (3.18)

iliskili iletkenlik denkleminin bir ¢oziimiidiir. 71 = Af/f olmak tizere W; fonksiyonu

D de

—AW1 + T1W1 =0 (319)
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zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin bir ¢oziimidiir.

ro =2(V)?/f2—rive (Vf)* = f2+ f2 olmak iizere W, fonksiyonu D de
—AWQ + TQWQ =0 (320)

iliskili zamandan bagimsiz Schrédinger denkleminin bir ¢oziimiidiir (Kravchenko

2006).

Ispat. Teoremin ilk kismim ispatlamak icin (3.15) denkleminin Uyar1 3.2.5 de

verilen formu kullamilacaktir. (3.16), f ile carpilir ve 0, uygulanirsa

9. (f20: (f7'Wh)) +1i0. @ (fW)) = 0
0. (f20- (f*1W1))+iA(fW2) -0

elde edilir. Buradan 9, (f29; (f~'W})) = 0 olup
Re [0: (£°0: (f7'W))] = 0 (f°0. (f 7)) + 0, (£°0, (/" Wh)) = 0
esitligi kullanilirsa

div (f2VU) = O (f28x (filwl)) + ay (fZay (flel))
=0

bulunur. Boylece U = f~1W;, (3.17) nin ¢oziimiidiir.

Benzer sekilde (3.16), f~! ile garpilir ve 0, uygulanirsa

iA (f7'WA) 410, (f20: (fW2)) =0
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elde edilir. Re [0, (f720; (fW3))] = 0 olmak iizere

div (f2VV) = 8, (f720, (fW2)) + 8, (f 20, (fW2))
= 0. (f70:V) +9,(f79,V)
=0

dir. Boylece V' = fW5, (3.18) denkleminin ¢oziimiidiir.
r = Af/f i¢in (3.9) dan

div (f2 grad (F111)) = f<A—%) P
f(A—T‘l) W1

olmak tizere (A —r) Wy = f~1div (f*V (f~'W})) dir. Buradan yukarida ispat-
lanan (3.17) denkleminden W1, (3.19) un bir ¢oziimiidiir. 7, = 2(Vf)*/f2 — r

olmak tizere (3.9) dan
fle (f’2V (fW2)) = (A — TQ) W2
elde edilir. Boylece (3.18) denkleminden W, (3.20) un bir ¢tziimiidiir.H

Uyar1 3.2.7. (3.15) in ¢oziimleri olan

Fer e G-l 52

fonksiyon ¢ifti ele almsin. (3.15) Vekua denklemine kargilik gelen dogurucu gift bu
fonksiyonlarla gosterilecektir. Buradan (3.15) denklemi ikinci gesit pseudoanalitik
fonksiyonlar icin asagidaki sekilde tekrar yazilabilir:

i

osf +77Z)2f

=0. (3.22)
Burada ¢ ve 1) reel degerli fonksiyonlardir. Eger ¢ ve 1, (3.22) yi saghyorsa
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W = pf 4+ 1¥—, (3.15) in bir ¢oziimiidiir ve terside dogrudur.

l
f Y
w = ¢ + 1) gosterimi kullanilacak olursa (3.22) den

(w+w), f+(w-—w), =0

~ | =

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

-

bulunur. (3.23) ve (3.17), (3.18) arasindaki iligki Astala ve Péivirinta (2006) tarafin-
dan incelenmis, diizlemde Calderén probleminin ¢oziimii igin énemli oldugu ortaya

gikarilmigtir.

Teorem 3.2.8. W = W + iWs, (3.15) in bir ¢dziimii olsun. wuy, D de (3.10) un
bir ¢oziimii olmak tizere f = p'/?ug varsayimi yapilsin. O halde v = p~'/2W;, D de

(3.10) un bir ¢oziimiidiir ve v = p'/2W,
1
(le . grad —i—q1) v=0 , Dde (3.24)
denkleminin bir ¢oziimiidiir, burada
1 Vp V Vg )’
¢ =—- <9+2<—p,ﬂ>+2(ﬂ) ) (3.25)
PP p U Ug
dir (Kravchenko 2006).

Ispat. Teorem 3.2.6 ya gore f~'W; fonksiyonu (3.17) nin bir ¢oziimiidiir. (3.14)

den

p /2 (div p grad +q) (p_1/2W1) = p V22 1 div f2grad fpV 2 P,

= fHdiv (fAV (fn)).
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Sy, (3.17) nin bir ¢oziimii oldugundan div (f2V (f~'W7)) = 0 dir. O halde
(divpgrad +q) (p~'/?*W1) = 0 olup u = p~'/2W; (3.10) un bir ¢oziimidiir.

Teoremin ikinci iddiasii elde etmek amaciyla her bir reel degerli ¢ € C? (D) igin
p/? <div;3grad +q1) (p'20) = fdiv (f 2V (f9))

gosterimi kullamlacaktir. (3.14) den
p'? (div 1—1) grad +ql> (p"%0) = fdiv (f 2V (f¢)).

(3.9) a gore

AfL
f-1

fdiv (f2V (fe)) = (A - ) p=(A—r)¢p.

Direkt hesaplamalarla agagidaki esitlik elde edilebilir.

At :§(@)2_1%+<@ M>_%+2(%)2

[t 4\ p 2 p p’ Ug Ug Ug

ug, (3.10) denkleminin bir ¢ziimii oldugundan

_%_z+<@ %>
Ug p p - u

egitligi bulunur. Buradan

Af! 3/V 1A Vp V Vug\ >
I _<_P) _14p <_p,ﬂ>+g+2(ﬂ)
4\ p 2p D U p Ug
Ap~'2 3 (Vp 2_1Ap
p2 4\ p 2 p

O halde

Af~1 Ap~1/2 Vp V Vo \ 2
L +2<_p,ﬂ>+2+2(ﬂ>
f P D
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olup ¢1, (3.25) formunda segilirse (3.8) sonucu elde edilir.l
3.3 Eslenik Metaharmonik Fonksiyonlar

Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.8, kompleks analitik bir fonksiyonun reel ve sanal kisim-
larinin harmonik olmasinin yanisira, temel Vekua denklemi (3.15) in bir ¢oziimiiniin
reel ve sanal kisimlarinin, iligkili zamandan bagimsiz Schrodinger denklemlerinin
¢oziimleri oldugunu ve ayn zamanda daha genel eliptik (3.10) ve (3.24) denklem-
lerinin yaninda iletkenlik denklemleriyle de ilgili oldugunu gosterdi. Basit baglantili
bir bolgede verilen keyfi bir reel degerli harmonik fonksiyon i¢in bir harmonik eglenik
fonksiyonun yapilandirilabilecegi biliniyor. Oyle ki elde edilen harmonik fonksiyonlar
¢ifti, bir kompleks analitik fonksiyonun reel ve sanal kisimlarii gosterir. Bu iligliki
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemlerinin ve diger eliptik denklemlerin ¢oziim-
leri i¢in daha genel bir gergege karsilik gelir (iligliki zamandan bagimsiz Schrodinger
denklemi Vekua’nin taniminin biraz daha genellestirilmisidir. Buna metaharmonik

fonksiyonlar denilecektir).

Teorem 3.3.1. Wj basit baglantih bir D bolgesinde (3.19) un reel degerli bir
¢oziimii olsun. O halde W = W; + iWj,, (3.15) in bir ¢oziimii olacak gekilde (3.20)

nin bir ¢oziimii olan reel degerli W5 fonksiyonu
Wy = fA (if20. (f ') (3.26)
seklinde yapilandirilabilir.

(3.20) nin verilen bir Wy ¢oziimii igin W = Wy + iW,, (3.15) in bir ¢oziimii olmak

tizere (3.19) un bir ¢oziimii olan reel degerli W; fonksiyonu
Wi = —fA (if 20 (f12)) (3.27)

olarak inga edilebilir (Kravchenko 2005a).
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Ispat. (3.15) Vekua denklemini ele alalim. W = ¢ f +i1)/f, (3.15) in ¢oziimii olsun.
Bu taktirde

WV, —if?¢, =0 (3.28)

denklemi gegerlidir. Dikkat edilmelidir ki eger W; = Re W ise ¢ = % dir.

f? f?
), = if2<b2 = _7% + z'?% olmak tizere

2 2
ay (_?%) — 0, <f7¢x) - (Wlw + ley) g + % (fm + fyy)

A
dir, buradan W; fonksiyonu (3.19) un ¢oziimii oldugundan —AW; + wal =

2 2
yazilabilir. O halde 9, (—7%) — 0, <%¢m) =0 olup

= if2¢2
Alif*¢.] +c

(8

Wy

<
I

seklinde yazilir. Teorem 3.2.6 dan Wy = f~14), (3.20) nin ¢oziimiidiir.Boylece (3.26)
elde edilir. A operatorii reel fonsiyonu keyfi bir reel sabite kadar tekrar yapilandirdig
i¢in (3.26) formiiliinde ki W, fonksiyonu toplanmisg c¢f~! terimine kadar tek olarak

bellidir, burada c keyfi reel sabittir.
(3.27) denklemi i¢in ispat benzer sekilde yapilabilir.ll
Uyar: 3.3.2. (3.19) da r; = 0 ve f = 1 oldugunda, (3.26) ve (3.27) denklemleri

kompleks analizde harmonik eglenik fonksiyonlarin yapilandirilmasi icin iyi bilinen

formiillere doniistir.
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Sonug 3.3.3. U, (3.17) nin bir ¢oziimii olsun. O halde
W= fU+if 'V

(3.15) in bir ¢oziimii olacak sekilde, (3.18) in bir V' ¢oziimii

V= AGPU) (3.29)

formiiliine gore insa edilir.

Tersine (3.18) in verilen bir V' ¢oziimii igin (3.17) nin karsilik gelen U ¢oziimii
U=—-A(if V)

seklinde inga edilir (Kravchenko 2006).

Ispat. W, = fU ve Wy, = f~'V fonksiyonlarmin sirasiyla (3.26) ve (3.27) denklem-

lerinde yerlerine konmasiyla gosterilebilir.ll

Sonug 3.3.4. wuy, basit baglantih bir D bolgesinde (3.10) un bir pozitif ¢oziimii
olmak tizere f = p'/?uq olsun ve u, (3.10) un bir ¢oziimii olsun. O halde
W = p'/2u 4 ip~?v, (3.15) in bir ¢oziimii olacak sekilde, (3.25) ifadesiyle taniml

¢ ile (3.24) iin bir v ¢dziimii
v =uy" A (ipugds (ug'u))
formiiliiyle insa edilir.

v, (3.24) in bir ¢oziimii olsun. O halde W = p*/?u + ip~/2v, (3.15) in bir ¢oziimii

olacak gekilde, (3.10) un u ¢oziimii

u = —upA (ip_1u5235 (uov))
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formiiliine gore inga edilir (Kravchenko 2006).

Ispat. f = p"?uy, Wy = p'/2u ve Wy = p~'/?v fonksiyonlar1 (3.26) ve (3.27)

denklemlerinde yerlerine yazilarak istenilen elde edilebilir.H
3.4 Temel Vekua Denklemi

Onceki boliimiin sonuclar:

(divpgrad +¢q)u =0 (3.30)
eliptik denkleminin teorisinin

Ws;==W (3.31)

denklemiyle yakindan ilgili oldugunu gostermistir.

ug ilgili bolgede (3.30) un pozitif bir ¢oziimii olmak iizere f = p'/?u, ise bu takdirde
(3.30) un herhangi bir u ¢dziimii i¢in (3.31) in kargilik gelen bir W ¢oziimii mevcuttur

oyle ki
u=p ?ReW (3.32)

dir ve tersi de dogrudur. (3.31) in verilen bir W ¢oziimii i¢in (3.32) fonksiyonu (3.30)
un bir ¢oziimii olacaktir. Uyar1 3.2.7 de belirtildigi gibi F' = f ve G = % fonksiyon
cifti bu denklem i¢in bir dogurucu cifttir. Buradan karsilik gelen Arq) ve B(rg)
karakteristik katsayilar

Arey=0 Bra) =
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seklindedir. (2.24) a gore (F, G)-tirevi su sekilde tanimhdir.

fo ( Ln )
W=w,-L2ZW=(0, - w
f f
Onerme 3.4.1. W, (3.31) in bir ¢6ziimii olsun. O halde W nin (F, G)-tiirevi, w = W

fonksiyonu (3.4) iin bir ¢dziimiidiir. Basit hesaplamalarla gu sekilde gosterilebilir:

(a+?)(@—%éﬁvz aA—MW

- ga—mwm+m@

Teorem 3.2.9 dan W (3.31) in bir ¢oziimii olmak iizere (A —v) Wy =0 ve

(A —v) Wy =0 olup (A —v)W =0 dir. Buradan (@ + = fz ) w = 0 gerceklenir.

S

' 1
(2.35) e gore F' = f ve G = % ise F* = —if ve G* = ? oldugu dikkate alinirsa
(F, G)-antitirevi su sekildedir:

[ w0 ©deas = reme i e [ifQuioa
_ wiQ) e o [
= reRe [ Sacs s [ p@Qu@ic 659

Onerme 3.4.2. w (3.4) iin bir ¢oziimii olsun. O halde

W (z) = /Zw (Q) drc)C

20

(3.31) in bir ¢oziimiidiir.

(3.31) temel Vekua denklemi ve (3.4) Vekua denklemi arasinda kurulan bagintidan

ikincisinin ¢oziimleri igin Cauchy integral teoremi elde edilecektir.

38



Teorem 3.4.3. w bir D bolgesinde (3.4) iin bir ¢oziimii olsun. O halde D nin bir

basit baglantili alt bolgesinde bulunan her kapali I' egrisi i¢in

Re/gdzjtilm/fwdz:O (3.34)
rf r

dir (Kravchenko 2009).

ispat. Teorem 2.3.14 den W = w tiirevi (F, G) —integrallenebilirdir. Yani

Im/gdz—iRe/fwdz:O
rf r

dir.l
3.5 Schrédinger Denklemi i¢in Cauchy Integral Teoremi

Teorem 3.5.1. f, D bolgesinde (3.1) in pozitif bir ¢oziimii ve u, D de (3.1) in
bagka bir reel degerli ¢oziimii olsun. O halde D nin basit baglantili bir alt bolgesinde

Re/@z (E> dz + iIm/f282 (E> dz=0 (3.35)
r\f r f
dir (Kravchenko 2005c).

Ispat. (3.34) de w = Pu = f0, (E) yazilirsa istenilen sonug elde edilir.l

f

Uyar: 3.5.2. Bu teorem f = 1 oldugunda yani u bir harmonik fonksiyon oldugunda
da gegerlidir.O halde u harmonikse 0.u analitik oldugundan (3.35) in [, d.ud. = 0

esitligine doniistiigii agiktir.

Teorem 3.5.3. f, (3.1) in bir pozitif 6zel ¢oziimii olsun. Eger (3.35) denklemi D

C?-reel degerli u fonksiyonu da (3.1) in bir ¢oziimiidiir (Kravchenko 2009).1H
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Ornek 3.5.4. Schrodinger denklemi igin Cauchy integral teoremini rneklendirmek
amaciyla f (z,y) = ™ ve u = e~*¥ fonksiyonlarii goz oniine alalim. f ve u fonksi-
yonlarmn ikiside tiim diizlemde, aym v (z,y) = 2% + y* potansiyeline sahip, (3.1) in

coziimleridir. Boylece Teorem 3.5.1 uygulanabilir. I' orijin merkezli birim ¢ember

Re/@z (%) dz+i1m/f282 (%) dz
r r

= Re/(—y+ix) e_2wydz+i1m/(—y+ix) dz
r r

olarak alinsin. O halde

2w
= Re/ i(—sinT +icosT)e 2CSTINT
0
27
+z’Im/ i (—sin7T 4+ icosT)dr
0

2 2
= — / cos Te 2OSTSINT @/ sin Tdt
0 0

iki integralin de sifir oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla (3.35) gergeklenir.
3.6 p-analitik fonksiyonlar

Tanim 3.6.1. z = x + iy kompleks degiskeninin bir & = u + iv fonksiyonunun D

bolgesinde p-analitik olmasi icin gerek ve yeter sart
1 1
Uy = —Vy , Uy=——0, , Dde (3.36)

burada p, = ve y nin verilen pozitif bir fonksiyonudur ve siirekli diferensiyellenebilir

oldugu varsayilir.

p-analitik fonksiyonlarin teorisi Polozhy (1965) tarafindan ¢aligilmigtir. Bir anlamda
p-analitik fonksiyonlar, pseudoanalitik fonksiyonlarin bir alt sinifin1 gosterir. Bu alt
sinif, pseudoanalitik fonksiyonlarin biiyiik bir sinifi tarafindan korunmayan, analitik
fonksiyonlar smifina ait bazi 6zellikleri korur. Burada gosterilecegi gibi p-analitik

fonksiyonlar temel Vekua denkleminin ¢oziimleriyle yakindan ilgilidir.
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Uyar1 3.2.7 de bahsedildigi gibi W = ¢f + %1/} fonksiyonunun (3.31) temel Vekua
denkleminin bir ¢oziimii olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ ve 1) fonksiyonlarimin (3.22)

denklemini saglamasidir. (3.22) denklemi diizenlenirse

1 1

¢:p:ﬁ,¢)y ’ qby:_ﬁ T

sistemine denk oldugu goriiliir.

Diger bir deyigle W fonksiyonunun temel Vekua denkleminin bir ¢oziimii olmasi
icin gerek ve yeter sart karsilik gelen ikinci cesit pseudoanalitik fonksiyonun f2-
analitik olmasidir. Boylece zamandan bagimsiz Schriodinger denklemi ve p-analitik

fonksiyonlarin sistemi arasindaki iligki asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 3.6.2. f fonksiyonu
~Af+vuf=0 (3.37)

denkleminin bir pozitif ¢oziimii olsun. Burada v reel degerli bir fonksiyondur. W,
bu denklemin bagka bir reel degerli ¢oziimii olsun. Bu taktirde W5, (3.26) ile tanimh
olmak tizere ¢ = % + i f W, fonksiyonu bir f2-analitik fonksiyondur. Tersine, ®
f?-analitik fonksiyon olsun. O halde W; = f Re ® fonksiyonu (3.37) nin bir ¢6ziimii-
diir (Kravchenko 2009).H

Asgagidaki teoremde iletkenlik denkleminin ¢oziimleri ve p-analitik fonksiyonlar arasin-

daki iligki ifade edilmistir.

Teorem 3.6.3. f bir 2 bolgesinde pozitif siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olsun ve U
div (f*VU) =0, Dde (3.38)

denkleminin reel degerli bir ¢oziimii olsun. O halde ® = U + ¢V fonksiyonu D de
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f?-analitiktir, burada V, (3.29) ile tamimhdir. Tersine ®, D de f?-analitik fonksiyon
olsun. O halde U = Re ®, (3.38) in bir ¢oziimiidiir (Kravchenko 2009).H

Boylece zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi ve iletkenlik denkleminin ¢oziim-

leri p-analitik fonksiyonlara doniistiiriilebilir. Terside dogrudur.
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4. KUVVET FONKSiYONLARI
4.1 Tanmim

Bir dogurucu dizi Vekua denklemlerinin bir sonsuz dizisini tanimlar. Verilen bir (ori-
jinal) Vekua denklemi icin sadece kargilik gelen dogurucu c¢ift degil ayn1 zamanda
tiim dogurucu dizi biliniyorsa, yani orijinal denkleme karsilik gelen denklemlerin
sonsuz dizisinden, her bir Vekua denklemi i¢in tam ve bagimsiz ¢oziimlerin bir ¢ifti

bulunabiliyorsa orijinal Vekua denkleminin ¢oziimlerinin bir sonsuz sistemi inga

edilebilir.

Tanim 4.1.1. z5 € D merkezli o katsayili ve 0 iistelli A% (o, 205 2) kuvvet fonksi-
yonu, ANFy, (z0) + G (20) = « olacak sekilde sagilen A ve u reel sabit katsayilariyla
birlikte F,,, ve G,, dogurucu fonksiyonlarinin lineer terkibi olarak tanimlanir.

n =1, 2, ... iisteline sahip kuvvet fonksiyonlar: tiimevarim formiiliiyle tanimlanir.

2 (a, 20:2) = n / 2 (4, 20 ) dgpy € (4.1)

20

Bu tamim asagidaki ozellikleri gercekler:
AR (e, 20; 2), z nin (F,,, G, )-pseudoanalitik bir fonksiyonudur.
2. a’ ve o reel sabitler ise o halde
AL (o/ + ia”, 2; z) =a' ZW (1,20, 2) + " Z0 (4, 20; 2) .

3. Kuvvet fonksiyonlar1 asagidaki diferensiyel bagintiy1 saglar:

d(Fm7Gm)Z"§7:L) (O{, ZO; Z)
dz

= anﬁf) (04> 20, Z)
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4. Asimptotik formiiller gecerlidir.
Z7(7TLL) (Cl{, 205 C) ~ o (Z - ZO)n ) Z— 0 (42)

Kuvvet fonksiyonlarimin 2. 6zelliginden her bir o katsayisi icin Zim (o, 205 2) ,
Zm (1, z0; 2) ve AR (1, z0; z) araciligiyla ifade edilebilir. Boylece herhangi n sayist

icin sadece bu iki kuvvet fonksiyonunu hesaplamak yeterlidir (Bers 1953).

Ornek 4.1.2. ¢ bir reel sabit olmak iizere
(-A+A)u=0 (4.3)

Yukawa denklemini diigiinelim. (4.3) iin 6zel ¢oziimii f = e® ele alinsin. Kargilik

gelen temel Vekua denklemi
bicimindedir.

Dikkat edilmelidir ki (F,G) = ( ), ﬁ) dogurucu cifti 1-periyodlu bir periyo-
Y

dik dogurucu dizi i¢ine géomiilmiigtiir. Yani bu durumda herhangi m tamsayisi i¢in
dogurucu dizi (F,,G,,) = (F,G) seklinde segilebilir. Orijin merkezli ilk bir kag
kuvvet fonksiyonu agagidaki sekildedir.

ZO(1,20:2) = e¥ ZO (i, 29; 2) = ie™™

ZW (1, 20;2) = /Z(O)(LZo;C)d(R@C:/ dreC . (=E+in
0 0
= F(Z)Re*/ em’d(pg)g%—G(z)Im*/ ed g\
0 0

(.
= ze”“ + —sinhcy
c
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Benzer iglemler yapilarak diger kuvvet fonksiyonlar: da bulunabilir.

inh
zW (i,2052) = Y +ixe Y,
c
20 (1, 29;2) = <x2 B y) Y 4 sin};cy n 2ix sinhcy7
C C Is
72 (i, 2 2) = _ 2zsinhcy i <<x I y> —ey sml;cy) .
¢ c

Bu kuvvet fonksiyonlarinin aslinda (4.4) iin ¢oziimleri oldugunu ve (4.2) ozelligini
sagladiklarini gormek kolaydir. Ornegin ZW (1, zo; 2) ve ZO) (4, 29; 2) fonksiyonlarim

alalim ve igerdigi fonksiyonlarin Taylor seri agilimlarini kullanalim.

i

ZW(1,2;2) = <1+cy+%+...> +

_l’_
N

— (cy + (C??’/!)
C

_ : (@? LE
r+Hwtx(cy+ =5+ .. +C 31

<
w
+
|8
o
+
N——

~ z, z — 0 i¢in
W ¢ 1 (e® (cv)
2 202) =~ (cy+ ) ( — oy + 5 )
1 c . cy)?
= —y—l—zx——((y) N )—l—zx(—cynL%—...)

~ 1z, z — 0 icin

Kuvvet fonksiyonlarinin reel kisimlarinin alinmasiyla Yukawa denkleminin ¢oziim-

lerinin bir tam sistemi elde edilir

sinh ¢
U1 (:Cay) = ¥ y U2 (xay):xecy , Us (ZE',y):_ C ’
inh 2
ug (x,y) = (:c2 - Q) e + sm—Qcy , us (z,y) = e sinhey , ...
c c c

?

I

genel bir sinifina aittir. Lipman Bers bu sinif i¢in kargilik gelen formal kuvvetler i¢in

Bu 6rnekte ele alinan (F, G) = ( f ), ) dogurucu ¢ifti, dogrucu giftlerin daha

acik formiiller elde etmigtir.
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4.2 Onemli Ozel Bir Durum

Bu kisimda o ve 7 karsilik gelen degiskenlerin reel degerli fonksiyonlar: olmak iizere

Fz,y) = , G,y =

formundaki bir dogurucu ¢ift durumunda kuvvet fonksiyonlar1 icin agik formiiller
elde edilecektir. Basitlik igin zy = 0 ve F'(0) = 1 oldugu varsayilirsa kuvvet fonksi-
yonlar1 asagidaki sekilde elde edilir. Ilk olarak

X0 (a) = £0 (a) = YO () = YO (3) = 1

ven =1,2,... i¢in

( n/X”l
X(”)(:c) = g9
n/X”l) (f
\ 0

) ( n/ 0% (E)dE  n tek

X () () = O de
n Xo-D ,  n cift
[ ) 05
[ Y(” D ( d? 7 n tek
YW (y) = 9 g
n/ y @ (n)dn, ngift
. 0
N 'n/f/””(n) (n)dn,  n tek
ym (y) = 0y

O halde o = o + i ise

Z™ (0.0;2) = ? Ez)) Re*Z™ (a.0; z) + il ) Im +Z™ (a.0; 2)
T o
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dir, burada

«Z (a0;2) = o (@)X(”_j)in(j)%—ia” (7?))2(”‘”@”‘17(”, n tek i¢in
j=0 J Jj=0 J

(4.5)
n

S

7™ (0.0;2) = o (n)
- J

(n=7) 3y (9) +ia (
=0

4.3 Benzerlik Prensibi

Holder sartini saglayan ve genis bir diskin diginda 6zdes olarak sifir olan a ve b

katsayilariyla
wz = aw + bw (4.7)

Vekua denklemini ele alalim. Bu varsayimlar basitlik i¢in yapilmigtir.

1) =Tp(2) = = [ 2 aeay (48)

pC—2

integralini ele alalm, burada D simirh basit baglantili bir bolgedir. ( = & 4 i ve p
her yerde tanimli ve R yaricaplh bir diskin diginda sifir olan kompleks degerli Holder

siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 4.3.1. Siirekli, kompleks degerli p fonksiyonu |z| < R diskinin diginda
ozdes olarak sifir olsun ve her yerde |p| < M esitsizligi saglansin. O halde 0 < e < 1

olacak gekilde herhangi bir ¢ icin

KM
1+ |z

lq(2)] < ; 1q(21) — q(22)| < KM |z — 25|

dir, burada ¢ (4.8) ile tanimlanmigtir ve K sabiti yalnizca ¢ ve R ye baghdir.

Ayrica, p fonksiyonu D de Holder siirekli ise bu taktirde ¢ Holder siirekli kismi
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tiirevlere sahiptir ve D de

gz = p

denklemini saglar (Kravchenko 2009).H

Teorem 4.3.2. D de tamuml bir siirekli sinirh w fonksiyonunun (4.7) Vekua denk-

leminin bir ¢oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart
U =w—T [aw + bw| (4.9)
fonksiyonunun D de analitik olmasidir (Vekua 1962).

Ispat. Dikkat edilirse 7 [aw + bw] Holder siireklidir. Boylece w min Holder siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul ¥ nin Holder siirekli olmasidir. Ayrica w siirekli dife-
rensiyellenebilirdir ancak ve ancak W siirekli diferensiyellenebilirdir. Teorem 4.3.1

den V¥ analitikse ya da w pseudoanalitikse, o halde D de ¥; = w; — aw — bw = 0

dir.H

Teorem 4.3.3 (Kaldirilabilir Singiilerite Teoremi). w pseudoanalitik ve r > 0
sayilar1 i¢in 0 < |z — z9| < r bolgesinde sinirh bir fonksiyon olsun. O halde w

|z — zp| < r diskinin tiimiinde pseudoanalitik olacak sekilde zp da tanimlanabilir.ll

Teorem 4.3.4 (Benzerlik Prensibi). w bir D bolgesinde pseudoanalitik olsun. O
halde D de tanimh bir analitik ® fonksiyonu ve D de tamimli Holder siirekli bir s

fonksiyonu mevcuttur 6yle ki
w = Pe’ (4.10)

ve aksine ®, D bolgesinde analitik bir fonksiyon olsun. O halde D de Holder stirekli
bir s fonksiyonu mevcuttur dyle ki (4.10) D de pseudoanalitiktir. s fonksiyonu

herhangi bir zy € D sabit noktasinda s(zp) = 0 alinmasi yoluyla insa edilebilir
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(Kravchenko 2009).

ispat. D*, D danw (2) nin ayrik noktalarimin ¢ikarilmasiyla elde edilen bolge olsun.

(2)
(z

gl

p(z) =a(z)+b(2)

g

~—

olmak iizere p, D* da tamiml ve Holder siireklidir. |a| + |b| < M olmak iizere

w (2)

w(z)

|p<z>|s|a<z>|+|b<z>|] <

Teorem 4.3.1 den s (2) =T [a + bg} (2) = T'p(z) fonksiyonu goz oniine alinirsa
w
s (2)] < k

saglanir. s (z) diizgiin siireklidir ve D* da p (z) Holder siirekli oldugundan s Holder
stirekli kismi tiirevlere sahiptir. Yani s, ve s; mevcuttur. Teorem 4.3.1 den s; = p

dir. O halde
O =e"w (4.11)
olmak iizere

0@ = 0 (e *w) = —e*wd: (s) + e °0: (w)
= —e° (a + b§> w+ e * (aw + bw)
w

=0
elde edilir. Boylece ® fonksiyonu D de analitiktir.

D*, D den @ (z) nin sifirlarinin ve singiileritelerinin kaldirildigr bolgeyi gostersin.

s(z), D* da siirekli diferensiyellenebilir olmak iizere w (z) = ® (z)e**) fonksi-
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yonunun D* da (F, G)-pseudoanalitik olmasi i¢in w; = aw + bw, yani

(Pe®), = a(Pe’) + b (De)

A~

, (%), =a(e®) +b(e’) ise

z

olmalidir. Eger a = a ve b=1b

1|

(Pe*). = @ (aes + ZSE) = ade® + bPe
olur. Buradan a ve b iki Holder siirekli fonksiyon olmak {izere
a= a(pyé) ve b= b(FG)
ifadesini saglayan <F , G) normal dogurucu ¢ifti mevcuttur (Bers 1953).
) = A F (2) + 5G (2) almsm. 7 ve d reel sabitleri e*(*) sartiyla bellidir. e*(*)

diizgiin siireklidir. D da smirhdir ve z = oo da limite sahiptir. O halde w (2)

istenilen pseudoanalitik fonksiyondur.Hl

Sonug 4.3.5 (Carleman Teoremi). Ozdes olarak sifir olmayan bir pseudoanalitik

fonksiyon yalnizca ayrik sifirlara sahiptir.

Sonug 4.3.6 (Liouville Teoremi). Tiim diizlemde tanimh olan ve diizlemde sabit
bir zg noktasinda (zy sonsuz olabilir) sifir olan simirli bir pseudoanalitik fonksiyon
ozdes olarak sifirdir.

Ispat. Teorem 4.3.4 ten w = ®e®, burada ® tam fonksiyondur ve s simrhdur.
Boylece @ sinirhidir ve buradan analitik fonksiyonlar teorisindeki Liouville teoremi

yardimiyla ® sabittir. w (z9) = 0 oldugundan bu sabit sifir olmak zorundadir.l

Sonug 4.3.7 (Maksimum Modiil Teoremi). w, D de tammli ve D da siirekli bir
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pseudoanalitik fonksiyon olsun. O halde

- .
w (2)] < Mmaxfw (?)] z € D igin

olacak sekilde yalnizca a ve b ye baglhh M > 1 pozitif sabiti mevcuttur.

4.4 Taylor Serisi

ZZ (an, 20; 2 (4.12)

oldugunu varsayalim. Burada m alt indisinin yoklugu biitiin kuvvet fonksiyon-
larinin ayni (F, G) dogurucu ¢iftine kargilik geldigi anlamina gelir. Seriler zy i baz
komguluklarinda diizgiin yakinsaktir. Benzerlik prensibi temel alinarak, pseudoana-
litik fonksiyonlarin diizgiin limitinin pseudoanalitik oldugu ve (F, G)-pseudoanalitik
fonksiyonlarin diizgiin yakinsak bir serisinin terim terime (F,G)-tiirevlenebildigi
Bers (1956b) tarafindan gosterilmigtir. Boylece (4.12) deki W fonksiyonu pseudoana-

litiktir ve r. tiirevi asagidaki agilima sahiptir.

Wwhil(z) = in (n—1)...(n—r+1) 2" (ay,, 2; 2)

n=r

Buradan katsayilar i¢in Taylor formiilleri

winl (Zo)

ap = I
n:

(4.13)

seklinde elde edilir.

Tanim 4.4.1. W (2), |z — 2| n kii¢iik degerleri i¢in tanimh verilen bir (F,G)-

pseudoanalitik fonksiyon olsun. (4.13) ile verilen katsayilara sahip

Z ZM (ay, z0; 2 (4.14)
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serisine W nin zy da Taylor serisi denir. Bu seri kuvvet fonksiyonlar:1 yardimiyla

sekillenir.

Taylor serileri genellikle asimptotik bir fonksiyonu temsil eder. Biitiin N sayilar
icin

N

W(z) — Z Z™ (ay, 29;2) = O <|z — ZO|N+1) : z— 2 (4.15)

n=0
dir. Bir pseudoanalitik fonksiyon 6zdeg olarak sifir olmadikca, keyfi yiiksek basamak-
tan sifira sahip olamayacagi igin tirevlerin {WM (z)} dizisi W fonksiyonunu tek
olarak belirler. Eger (4.14) serisi zy m bir komsulugunda diizgiin yakimsak ise bu

seri W fonksiyonuna yakinsar.

Teorem 4.4.2. Bir periyodik dogurucu dizi yardimiyla tanimli kuvvet fonksiyon-
larinda bir pseudoanalitik fonksiyonun (4.14) Taylor geniglemesi merkezin bir komsu-

lugunda yakinsaktir (Bers 1953).1

Bu teorem kuvvet fonksiyonlarinin sisteminin yalnizca lokal tamhig1 anlamina gelir.
Agagidaki tanimda karsilik gelen formal kuvvetler, z degiskenine sahip kuvvetler
ve Cauchy-Riemann denklemi durumundaki gibi Vekua denkleminin ¢oziimlerinin

global olarak tam bir sistemini temsil ettigi durum L. Bers tarafindan verilmigtir.

Tanmim 4.4.3. Bir dogurucu (F, G) ¢iftine eger bu fonksiyonlar z nin biitiin degerleri
i¢cin taniml ve Holder kogulunu saghyor, F'(00), G (c0) limitleri mevcut,

Im (WG’ (oo)> > 0ve F'(1/z), G (1/z) fonksiyonlarida Holder kogulunu sagliyor
ise tamdur denir. F (00) =1 ve G (00) = i ise bir tam dogurucu ¢iftine normaldir

denir (Bers 1953).

Tam bir dogurucu ¢ifte denk olan dogurucu ciftte tamdir ve her dogurucu cift tek
olarak belirlenmig normal bir ¢ifte denktir. Bir tam (normal) dogurucu ¢iftin adjointi

de tamdir (normaldir).
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Bundan sonra (F, G) nin bir tam normal dogurucu ¢ift oldugu varsayilacaktir. Bers’in
1953 yilinda yazdigi kitaptan W, fonksiyonlarinin bir dizisi D nin her sinirli kapali

alt bolgesinde diizgiin yakinsak ise bu dizi D de normal yakinsaktur.

Teorem 4.4.4. W, |z — z| < R igin tammh bir (F,G)-pseudoanalitik fonksiyon
olsun. O halde W fonksiyonu

seklinde bir tek agilima sahiptir. Bu fonksiyon |z — 2| < R i¢in normal yakinsaktir,

burada 6 dogurucu diziye bagh pozitif bir sabittir.ll
Bu teoremin ispat1 S. Agmon ve L. Bers (1952) tarafindan yapilmistir.

Uyar1 4.4.5. 0 = 1 bagintis1 igin gerek ve yeter sart ne yazik ki bilinmiyor. Ancak
Bers (1956b) (F, G) dogurucularmm kismi tiirevlere sahip olmasi durumu i¢in yeter

sartlar1 vermistir. Bunlardan biri

sabit
[P (2)| + ]Gz (2)] < e

< £>0icin
1+ |7

dir. Digeri ise
//| (Il 4 E |G 4 |GaF) dady <00, 0 <e<ligin
z| <00
dir.
4.5 Runge Teoremi

Teorem 4.5.1. Basit baglantili bir bolgede tanimli bir pseudoanalitik fonksiyon,
kuvvet polinomlarimin (pozitif iislere sahip kuvvet fonksiyonlarmin lineer terkibi)

bir normal yakinsak serisine genisletilebilir (Bers 1956b).H
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Uyar1 4.5.2. Bu teoremin cok baglantili bolgeler icin genellestirilmesi mevcuttur

(Bers 1956b).

Teorem 4.5.3. W, Jordan egrisiyle sinirli bir D bolgesinde pseudoanalitik bir
fonksiyon olsun ve 0 < a < 1 olmak {izere « iisteliyle birlikte 0D tizerinde Holder
sartin1 saglasin. O halde herhangi bir € > 0 ve n dogal sayis1 i¢in
sabit
(W (2) = P (2)] <

— —e?

herhangi z € D icin

egitsizligini saglayan pseudoanalitik fonksiyonlarin n. basamaktan bir polinomu mev-

cuttur. Burada sabit yalnizca € a baghdir (Kravchenko 2009).H
4.6 Ikinci Basamaktan Denklemler i¢in Céziimlerin Tam Sistemleri

D nin sirh, basit baglantili bir bolge oldugu ve pozitif f € C* (E) fonksiyonunun
yeterince diizgiin bir sinira sahip daha biiyiik bir D, bolgesinde tanimlandig: varsayila-
caktir. Boylece z € D \D igin f fonksiyonu degistirilir ve biiyiik |z| ler i¢gin f =1
ve z nin biitiin sonlu degerleri igin Holder sartim saglayan f (1/z) ile birlikte f (z)

alimarak tiim diizlemde devam edilir. Buradan

(F,G) = (f.i/f) (4.16)

dogurucu c¢ifti tam ve normaldir.

Tanim 4.6.1. u(z) fonksiyonu |z — zp| mn kiigiik degerleri i¢in tanimh olan (3.10)
denkleminin verilen bir ¢oziimii olsun. W (z), ReW = p/?u olacak sekilde Sonug
3.3.4 e gore yapilandirilmig (3.15) in bir ¢oziimii olsun. (4.13) de verilen katsayilarla
birlikte

p 2 (2) Z Re Z™ (ay,, 20; 2)
n=0

serisine v nun zy daki Taylor serisi denir, yani kuvvet fonksiyonlariyla ifade edilir.
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Teorem 4.6.2. u(2), |z — 2| < R i¢in tanimh (3.10) denkleminin ¢oziimii olsun.

O halde u (z) fonksiyonu
U( _1/2 ZReZ an7z07 )

seklinde |z — 29| < R i¢in normal yakinsak olan bir tek geniglemeye sahiptir

(Kravchenko 2006).

Ispat. Teorem 4.4.4 ve Uyar 4.4.5 in dogrudan sonucudur. Uyar1 4.4.5 deki gerek
kogullarm ikiside (4.16) dogurucu cifti igin de gegerlidir.l

Teorem 4.6.3. (3.10) un smurh basit baglantili bir D bolgesinde tanimlh bir keyfi

—-1/2

¢ozuimii kuvvet polinomlariin p ile carpilmig normal yakinsak bir serisine genisle-

tilebilir. D de pozitif bir ug € C* (D) ozel ¢oziimii meveuttur (Kravchenko 2006).1

Daha net olarak son teorem su anlama gelir. Kuvvet fonksiyonlarinin ikinci 6zelligin-
den, herhangi bir a Taylor sabiti i¢in, Z™ (a, z0; 2) kuvvet fonksiyonu, Z™ (1, z; 2)
ve Z(™ (i, 2y; 2) araciligiyla ifade edilebilir. Buradan Teorem 4.5.1 e gore (3.15) in
herhangi bir W ¢oziimii Z™ (1, z; 2) ve Z™ (i, zy; 2) nin lineer terkibinin bir nor-
mal yakinsak serisine genisletilebilir. Sonug olarak, (3.10) un herhangi bir ¢6ziimii

1/2

ZM (1, 205 2) ve Z™ (i, z9; 2) nin reel kistmlarmin lineer terkibinin p~'/2 ile carpilmig

bir normal yakinsak serisine genigletilebilir.

Teorem 4.6.3 asagidaki sonucu ortaya gikarir:

{P2(2)Re 2™ (1,20;2) ,p7"/? (2) Re 2 (i, 203 2) }

) (4.17)

fonksiyonlari, (3.10) un pozitif bir ¢oziimiiniin mevcut oldugu herhangi siirl, basit
baglantili D bolgesinde (4.17) fonksiyonlar1 yardimiyla sekillenen bir seri, normal
yakinsak seri ile (3.10) un herhangi bir ¢6ziimiiniin temsil edilebilecegi mantigiyla

(3.10) un g¢oziimlerinin bir tam sistemini temsil eder.
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4.7 Diizlemde Ortogonal Koordinat Sistemleri Uzerine Bir Uyar1
Diizlemde ortogonal koordinat sistemleri
u+iv =& (x + iy)

bagintis1 yardimiyla z, y kartezyen koordinatlarindan elde edilmistir, burada & bir
keyfi analitik fonksiyondur (Madelung 1957). Cogunlukla, daha genel koordinatlara

olan

dontisimii kullanilir. £ ve n ortogonallik 6zelligini korur.

Ornek 4.7.1 (Kutupsal Koordinatlar).

u+iv = In (z + iy)

u=1In+2?2+y?  v=arctan J (4.18)
x

Genellikle asagidaki yeni koordinatlar tanimlanir.

r=e" =122+ y?, 90:v:8u1"ctamg
x

Ornek 4.7.2 (Parabolik Koordinatlar).

S

Genellikle parabolik koordinatlar £ = u? ve n = v? seklinde alinir.
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4.8 Bir Dogurucu Dizinin Insasi

(3.15) Vekua denklemindeki f fonksiyonunun
f=U@)V(v) (4.19)

formunda oldugunu varsayalim. Burada u ve v bir ortogonal koordinat sistemini
temsil etmektedir ve onceki boliimde verilen agiklamaya gore ® = u + v fonksi-
yonunun 2z = z + 1y degiskeninin bir analitik fonksiyonu oldugu varsayilacaktir. U

ve V keyfi diferensiyellenebilir sifirdan farkl reel degerli fonksiyonlardir.

(3.15) temel Vekua denklemi igin bir dogurucu dizinin ingasinda ilk adim, Boliim
3.4 de gosterilen temel Vekua denkleminin bir halefi olan (3.4) denklemi igin bir
dogurucu iftin inga edilmesidir. Bunun i¢in bu olasiliklardan biri, (3.15) in ¢6ziim-
lerinin bagka bir ¢iftinin ingasim igerir. Buradan onlarin (F,G) tiirevleri (3.4) iin

¢oziimlerini verecektir.

(3.15) Vekua denklemini, denk olan (3.22) formunda alalim:

i

sz _0 (4.20)

Yz +

ve bir ¢oziim ¢ = ¢ (u) , 1) = ¢ (v) seklinde olsun. O halde (4.20) de yerine yazihirsa

1

¢ (u) us + ﬁwl (v)vs =0

denklemi elde edilir. ® = wu + iv analitik olup ®; = wus + iv; = 0 oldugundan

¢ (u) = (v) /f? ise

Yz + %¢z = SDI (u) uz + #@Z), (U) Uz = 90/ (u) (uz + ivz) =0
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olup (4.20) saglanir. (4.19) kullanilhirsa

2_w<v)_ 200 V2 (v
fre =) Vi)
ve boylece
w/(v>_ 2 !
olup

elde edilir.

Wy = fo(u)+ %@/J (v) olmak {izere (3.15) in

du l 9
Wl:U(u)V(U)/U2(u)+U(u)V(v)/V (v) dv

seklinde uygun bir W, ¢oziimiinii alahm. W; in (F, Q) tiirevi (2.10) a gore

’

W = fo (W) + 2 @),

seklinde elde edilir.

Benzer yolla (4.20) nin bir ¢tziimii
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olarak alinirsa (4.20)

i

f2@// (u)us =0

¢ (v) vz +

seklinde yazilabilir. Eger

1

AW =prgy v ¥ 0=U@)

ise bu denklem gerceklenir. Boylece

go(v):—/vj—?v) ve ¢(u):/U2(u)du.

(3.15) in karsihik gelen Wy ¢oziimii

Wa= o)+ 50 == [ o=t @V )+ [ U2 dug s

seklindedir. W5 nin (F, G) tiirevi (2.10) a gore

?% (u)
n U (u)

W2 = f@z(v)+

MU (4 u
VT Ve

— LD,
v

bi¢iminde elde edilir.

Fi = Wi ve Gy = W, yazilirsa Fy, Gy ciftinin Tamm 2.1.2 (i) sikkimi ve (3.4)

denklemini sagladigini gérmek kolaydir.

Siradaki adimda (F», G3) dogurucu ¢ifti elde edilecektir. Bunun i¢in (3.4) denklemi-
nin ¢dziimlerinin bagka bir ¢ifti bulunmali ve bu ¢ifte (F;, G1) tiirevi uygulanmalidir.

Asagidaki sekilde yazilan (3.4) denklemi ele alinsin:

o +9.Gy =0
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olup
V U
_ = = 4.21

yazilabilir. Tekrar ¢ = ¢ (u), ©» = 1 (v) bigiminde bir ¢oziim alinsin. Eger
2
¢ (u) = <‘(iiu§> Y’ (v) ise (4.21) denklemi saglanmir. Buradan ¢ (u) = [ U? (u) du
v
ve P (v) = [V?(v) dv elde edilir. O halde (3.4) iin kargihk gelen ¢oziimii

= 2 (u) du ZU(U) 2 (v)dv
_ U(u)@/U()d + V(U)éz/\/()d

seklindedir. wq in (F7,Gq) tiirevi

W = @, F+9,Gy
= ¢ (u) uz%sz + " (v) Uzigsz
= UV®, (u, +iv,) = UV (9.)°

olarak elde edilir.

2
Benzer yolla (4.21) in bir ¢ = ¢ (v), ¥ = 9 (u) ¢dziimii alimsin. —¢' (v) = % "(u)
du

ise (4.21) denklemi saglamr. Yani ¢ (v) = — [ Vj—i()v) ve ) (u) = [ 72 (a) Buradan

(3.4) iin karsilik gelen ¢oziimii

wy = Frp () + Gy (u)

Vv dv U du
p— ——@ —— ._¢ —_—
U Z/W(v)“v Z/Uz(u)

60



seklindedir. ws nin (F7, G1) tiirevi

wy = @, F1+v,Gy

— ) 0B+ (0) i,

olarak bulunur.

F2 = wl, G2 = wg Qlftl (F17 Gl) in bir halefidir.

%4 U
F = _q)Z7 _q)z
( 17G1> (U ZV )

(Fy,G2) =

Bu formiiller elde edildikten sonra, karsilik gelen dogurucu dizinin genel halini tah-

min etmek kolaydir. Asagidaki ifade bu sonuca iligkindir.

Teorem 4.8.1. F'=U (u)V (v) ve G = olsun. Burada U ve V keyfi,

7
U(u)V (v)
diferensiyellenebilir, sifirdan farkli, reel degerli fonksiyonlardir. ® = u+wv, z = r+iy

degigskeninin D de analitik bir fonksiyonudur 6yle ki ®, simirhdir ve ®, D de sifira
sahip degildir. O halde (F,G) dogurucu cifti, D de, m = 0, £1,+2, ... olmak iizere

F. = (®.)

qu m .
F, = (Ug F wve Gp=(®)"U*G , mtekise

F  wve G,=(®.)"G ,  mgift ise

m
m

ile tanimlanan (F,,, G,,) dogurucu dizisi igerisine gémiilebilir (Kravchenko 2008b).

Ispat. Oncelikle, m = +1,42, ... i¢in (F,,,G,,) in bir dogurucu cift oldugunu
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gosterelim.
hn@%Gm):hnaég_F@me>=ImﬂQfmFG)>0

A(Fp,Gm)> M 0 hem ¢ift hem de tek degerleri i¢in

_Fmeg _Fmgém o 0
FpGo — FpGr

A(Fpy,Gm) =

olarak bulunur. Simdi
b(FmaGm) = _B(Fanl:Grnfl) (422)
oldugunu gosterelim. ilk olarak m tek olsun.

o\ U’
b(Fo,Go) = (g) (b(F,G) - 2UZU>

ve

D, U
(4.22) nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter gart 3 (b(pg) — 2u57) = —Brq) ol-
masidir. F'=UV, G =i/UV olmak iizere

U’ V!
Birey = s | = — i
(F,G) Uy < 7 ? Vv >

ifadesininin gergeklendigini gormek kolaydir.

oy LU (UL
6 (F,G) uzU = U, U 'LV

z

z

olup m nin tek oldugu durum igin (4.22) esitligi saglandigindan ispat tamamlanir.
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Simdi m ¢ift olsun.

o 10

b(Fm,Gm):< ) )

ve

@Z m—1 U,
B(Fp1.Gn) = (g) (B(F,G) - 231@) .

D, U’
(4.22) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart §b< FQ) = (—B( FG) T 2UZU)

z
olmasidir.

5 vV 2y vV
=Uy, | — —1— ] ve = =U, | —+1—

olup (4.22) gergeklenir.

Tiim durumlar igin (4.22) esitligi ispatlandi ve (F,,G,,), m = 0,£1,+2, ..., dizisi
Tanim 2.3.5 geregi bir dogurucu dizidir.l

Uyari1 4.8.2. Bu sonu¢ Boéliim 4.2 de u = z ve v = y olmasi durumunda gosterilen

bir dogurucu dizinin agik insasinin bir genellestirmesidir.
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5. CAUCHY INTEGRAL FORMULU

Bu boliimde pseudoanalitik ve p-analitik fonksiyonlar i¢in Cauchy integral formiiliiy-
le ilgili bilgi verilecek ve x*-analitik fonksiyonlar icin Cauchy cekirdeginin nasil olug-
turulacag1 gosterilecektir.

Boliim 3.6 da bahsedildigi gibi p-analitik fonksiyonlarin en ¢nemli ve iizerinde en
cok calisilan sinifi z¥-analitik fonksiyonlardir. Burada %, herhangi bir tamsayidir.
Bu sinif tizerinde c¢ok sayida calisma bulunmasina ragmen karsilik gelen Cauchy in-
tegral formiilii sadece iki sekilde, £ = 0 (1/ (z — zp) Cauchy gekirdegine sahip klasik
Cauchy integral formiilii) ve & = 1 durumlar i¢in elde edilebilmistir. Bu durumda
Cauchy cekirdegi eliptik integralleri iceren karmasgik bir sekle sahiptir.

Burada yukarida bahsedilen durumlar i¢in Cauchy gekirdegi bilgisine dayanan, k
herhangi bir tamsay1 olmak iizere, z*-analitik fonksiyonlar icin Cauchy integral for-
miiliiniin elde edilme asamalar1 verilecektir. Bu asamalar p-analitik fonksiyonlar
ve temel Vekua denklemini saglayan pseudoanalitik fonksiyonlar arasindaki yakin

iligkiye dayanir.

5.1 Pseudoanalitik Fonksiyonlar icin Cauchy Integral Formiiliine Iliskin

On Bilgiler
Basit baglantili sinirhi bir D bolgesinde

W = aW + bW (5.1)
temel Vekua denklemini ele alalhim. Burada a ve b, Holder kosulunu saglayan

kompleks degerli fonksiyonlardir. (5.1) in D\ {zo} bolgesinde

w(z)

lim =1 (5.2)

2=z o (2 — 20)

bagintisim saglayan ¢ziimiiniin varligi Bers (1953) tarafindan gosterilmistir, burada
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« herhangi bir kompleks sayidir. Bu fonksiyon
w(z) = ZY (o, 293 2)
olarak gosterilir.

Cauchy integral formiiliiniin asagidaki genellemesi gecerlidir.

Teorem 5.1.1. W, (5.1) in basit kapali siirekli diferensiyellenebilir I" egrisiyle sinirh
bir D boélgesinde tanimli bir ¢oziimii olsun. W nin siira kadar siirekli oldugunu

varsayalim. O halde herhangi z € D igin

1
o

W (2) / 2D (W (¢) dC, ¢, 2) (5.3)

esitligi gecerlidir. Bu integral su sekilde anlagilmalidir. Eger I' egrisinin parametrik
gosterimi ¢ (), 0 < ¢t < T geklindeyse I" egrisi iizerinde tamimli herhangi bir x

fonksiyonu igin

[70 00 = [ 20 0©0¢ 0.0 )ar

dir (Bers 1953).1

Analitik fonksiyonlar durumunda siirh bir D bélgesinde Cauchy integral formiilii
icin cekirdek 1/ (z — 29) + w (z) olarak alinabildigi gibi, (5.1) in (5.2) yi saglayan
D\ {2} bolgesindeki herhangi bir ¢oziimii (5.3) icin Cauchy cekirdegi roliinde uygun

olabilir.

Kuvvet fonksiyonlar: ve 6zellikle ilk negatif kuvvet fonksiyonu Z(-1 agagidaki 6zel-

ligi gercekler. o’ ve o reel sabitler ise

ZEV (o +id”, 20, 2) = o Z0Y (1, 20, 2) + " 205V (4, 29, 2) - (5.4)
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Boylece Cauchy integral formiilii icin gerekli olan Z(=Y (a, 2, z) kuvvet fonksi-
yonunun herhangi kompleks o katsayisi icin yazilabilmesi icin Z(-Y (1, 2, 2) ve

Z (i, 2y, z) iki Cauchy cekirdegi insa edilmelidir.

5.2 Temel Vekua Denklemi ve p-analitik Fonksiyonlar: Tanimlayan Sistem

Arasindaki Baginti

a=0veb= % durumu, yani temel Vekua denklemi, ele alinsin. Buarada f, D de
tanimh siirekli diferensiyellenebilir reel degerli pozitif bir fonksiyondur.
Iz
V.= ag — —O
f

burada C' kompleks eslenik operatordiir. p = f2 oldugu varsayilsin ve asagidaki

operator tanimlansin:

H = fagp+ + lagp_.

f
Burada P* := % (I £ C) ve I bzdeslik operatoriidiir.
[w =0 (5.5)
denklemi
R U a1 (56)

sistemine denktir, burada ¢ = Rew, ¢ = Imw dir.

B:= fPT + %P‘

olmak iizere

1
B l'=_Pt+ fP
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ifadesinin gergeklendigini gormek kolaydir.

Onerme 5.2.1.
VB =1L
Ispat. CP+* = Pt ve CP~ = —P~ oldugu goz 6niine alimirsa
70) (7757
VB = (0;—=C Pt + =P
(0= ) (7745
|
— f82P++ng++—82P ——2P
f f
fE fi _
—2Z0(fPT) - 2O (P
o (rp - Lo
_ fo.Pt+liap—m

f

elde edilir.H

Bu 6nerme, Vekua operatorii V' ile p-analitik fonksiyonlarin (5.6) sistemine karsilik

gelen II operatorii arasindaki basit bagintiy1 verir. W fonksiyonu

(0= Zc)w =0 (5.7)

temel Vekua denklemini saglarsa, W nin karsilik gelen ikinci gesit pseudoanalitik

fonksiyonu w = B~V (5.6) nin bir ¢oziimiidiir.
Uyar1 5.2.2. Onerme 5.2.1 den V = IIB~! oldugunu gérmek kolaydir.

Zj(fl) (1, 29, 2) ve Zj(fl) (1, 29, ) ifadelerinde alt indis bu Cauchy ¢ekirdeklerinin (5.7)

nin ¢oziimleri oldugu anlamina gelmektedir. O halde (5.3) deki Cauchy integrali

W (2) = 3= [ 27 W (e c.2)

seklinde alinabilir ve boylece p-analitik fonksiyonlar i¢in agagidaki Cauchy integral
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formiilii elde edilir.

Teorem 5.2.3. w, (5.5) in basit kapali siirekli diferensiyellenebilir bir T" egrisiyle
sinirhi bir D bolgesinde tanimli bir ¢oziimii olsun ve w nmin I' sinirina kadar siirekli

oldugunu varsayalim. O halde herhangi z € D i¢in
w(z) = B7'C;Bw (2) (5.8)

gegerlidir (Kravchenko 2008a).

Ispat. (5.7) nin ¢oziimleri icin Cauchy integral formiiliinii ele alahm. W = C;W ve
W = Bw yerine konmasiyla ve B~! in uygulanmasiyla istenilen elde edilir. Ilw = 0

olsun. W, (5.7) nin ¢oziimii olmak tizere VW = 0 dir. Buradan V' Bw = Ilw = 0.
W = C;W = Bw = C;Bw = w = B"'C;Bw
elde edilir.®

5.3 Transplant Operatorii

Bu boliigmde r*-analitik fonksiyonlar icin Cauchy cekirdeklerinin insasinda karsilagilan
yeni bir kavram ifade edilecektir. (5.7) temel Vekua denklemini ele alahm. Burada

f fonksiyonu
(—A+uv)f=0, D de (5.9)

zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin pozitif ¢oziimiidiir. Teorem 3.2.6 da
W, (5.7) nin bir ¢oziimii ise W nin reel kismu Wy in (5.9) denkleminin bir ¢oziimii

olmas1 gerektigi gosterildi. Ayni zamanda W nin sanal kismi W5 de

(~A+n)h=0, Dde (5.10)

68



(V1)
f2

— v dir.

Schrodinger denkleminin bir ¢oziimiidiir, burada n = 2

Ayrica Teorem 3.3.1 e gore (5.9) un verilen bir W; ¢oziimii igin W = Wy +iWs, (5.7)

nin ¢oziimii olacak gekilde kargilik gelen ( eslenik metaharmonik) fonksiyon W5
Wy = fTHA(if?0: (f~'W1)) (5.11)
seklinde kolayca inga edilebilir.

Simdi g, (5.9) un bagka bir pozitif ¢6ziimii olsun ve karsilik gelen
w;=>=w, Dde (5.12)

Vekua denklemi goz oniine alinsin. W, (5.7) nin bir ¢oziimii olmak iizere Re W
ve Rew, (5.9) denklemini saglarken, Im W ve Imw, genel olarak agagidaki farkh

Schrodinger denklemlerini saglar:

(=A+n)ImW = 0, Dde

(=A+ny)Imw = 0, Dde

2 2
buradan1:2@—vven1:2@—v

f2

Simdi (5.7) nin ¢dziimlerini (5.12) nin ¢oziimlerine doniigtiiren bir operatér tanim-

layalim:
Tty W] =P"W +ig ' A (ig°0: (97" PTW)). (5.13)

Bu operatoriin uygulanmasida (5.7) nin bir ¢oziimiiniin sanal kismi yerine Teorem
3.3.1 e gore insa edilen sanal kisim alinir. Boyle bir uygulamanin ardindan
w = Ty, [W] yeni kompleks fonksiyonu (5.12) nin ¢oziimii haline gelir. Bu yiizden

T 4 operatoriine transplant operatori denir.
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I1gili bolgenin belli bir noktasimnda A operatoriiniin uygulanmasinin sonucuna sabit
bir deger atanirsa, (5.7) ve (5.12) nin ¢oziimleri arasinda kurulan tersinir birebir bir

doniistim elde edilir. T, nin tersi agagidaki sekilde verilir.
TJZ; [w] =Ty s [w] = Prw+if 'A(if?0: (f ' PTw)).
Ornek 5.3.1. T} 4 operatoriiniin uygulanmasina bir érnek olarak

we = (5.14)

denkleminin ¢oziimleri icin Cauchy ¢ekirdegini, analitik Cauchy gekirdegi

Z — 20
dan baglayarak insa edelim. f =1 ve g = x olsun. f ve g fonksiyonlarimn ikiside

ayni zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini saglar. Bu durumda zamandan
bagimsiz Schrodinger denklemi Laplace denklemine doniisiir. Bu 6zel durumda temel
Vekua denklemi W; = 0 Cauchy-Riemann sistemidir. ¢ = x olmak iizere (5.12)

Vekua denklemi (5.14) formunu alir. Bu denklemi C, (Rez > 0) sag yar1 diizlemde
1

zZ— 20

ele alacagiz. 2y = x¢ + iyp, C, da herhangi bir nokta olmak tizere W =

fonksiyonunu alalim ve transplant operatoriinii uygulayalim.

1 1 i 1 1
T = — — [ _A F 20 ]’
g (W] w 2( +C)z—z0+m (za: 05 (_2:c< +C) ))

Z— 20
Tr—x (- T—x
L oo (228 )Y,
|z — 2" = x|z — 2l

Burada

T — X 1 . T — X0
G\ ——=s) = 50 +1i9, 2 2
<x|z—ZO|> (Ot )<x[(l’—xo) +(y—yo)]>

|z — Zo|2$0 — 2z (z — I0)2 _7 (y — yo) (z — @o)
222 |z — z[* 22|z — 2|
T (xo — ) (2 — 20)

222 |z — 2| x|z — z[*

. T — Zo . . T A ..
i2%0; (ﬁ) ifadesine A operatorii uygulanmadan 6nce reel ve sanal kisimlar
x|z — 2
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ayrilirsa agagidaki egitlik elde edilir.

2 r—1x0 \ _ 2(x—20)(y— o) %z iz (v — x9)
i270; 2] = 1 2~ 1
x|z — 2 |z — 2] 222 |z — 2| |z — 20|

A(war () = o

Y flfodf
2 /y1 2 [(IE1 - ZEO)Z + (€ - 90)2}
2 [* dg
—2x1 (11 — w0) 2t a
/yl [(z1 — o)” + (€ — y0)2]

Son ifadedeki ii¢ integral hesaplanip yerine yazilirsa

i (mﬂaz (”‘—%2)) _ W= e T
s

|2 — 20| Y=Y
bulunur. Boylece (5.14) Vekua denklemine kargilik gelen Cauchy ¢ekirdegi

w(z) = =% i (M (ﬂ))
|z — 2| = x|z — z|

1 1 T — o
= + — | arctan +c
Y

seklinde elde edilir. Burada c reel sabiti sifir olarak secilebilir ve boylece

z&h (1, 29, 2) Cauchy cekirdegi

r — Tg

+ L arctan (5.15)

Z (120, 2) = Z—Z T Y= Yo

xT

ifadesine doniisiir.
5.4 z*-analitik Fonksiyonlar icin Cauchy Integral Formiilii
Bu boliimde asagidaki basit gozleme dayanan z*-analitik fonksiyonlarin Cauchy in-

tegral gosterimlerinin agik geklini elde etmek igin Kravchenko (2008a) tarafindan

kullanilan yol verilecektir.
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Uyar: 5.4.1. Herhangi k € R icin 27 ve 2**! fonksiyonlarimm her ikiside

(—A+M> h(z,y)=0

xr2

Schrodinger denkleminin ¢oziimleridir.

Simdi benzer prosediir kompleks kisma da uygulanabilir. Bu boliimdeki biitiin

denklemler basit kapali siirekli diferensiyellenebilir bir egri ile sinirli olan keyfi bir
D C C, bolgesinde ele alimacaktir. (5.7) denklemi i¢in f = x* olmak iizere
Zi;l) (a, 29, z) Cauchy cekirdegi oldugunu varsayalim. Buradan f = 7% olmak

tizere iZi;l) (a, 20, 2), (5.7) denklemi i¢in bir Cauchy g¢ekirdegidir ve zy da ki asimp-

totik davramsi (~ ia/z — zp) seklindedir. Yani,

ZY (ia, 20,2) =i 25 (0,20, 2) .
g = 2% g6z 6niine alinirsa Uyar1 5.4.1 den f = 2% olmak iizere (5.7) ve g = xFH!
olmak tizere (5.12) arasinda (5.13) transplant operatorii yardimiyla bir bagint: kuru-
labilir. Buradan iZ;;l) (a, 2o, 2) ifadesine T}, operatériiniin uygulanmasiyla (5.12)
denklemi igin bir Cauchy cekirdegi elde edilir. z; da ki asimptotik davranig yine

(~ia/z — zp) seklindedir. Buradan
Zi;ﬂ (ia, 20, 2) = Tyt ght1 [iZi;l) (a, 2, z)] (5.16)

elde edilir. Boylece f = 2* ya karsilik gelen Cauchy cekirdeginin bilgisinden f = z*+1
olmak iizere (5.7) nin ¢oziimleri igin Cauchy integral formiiliinii agik bir sekilde elde

etmek i¢in belirlenen prosediir uygulanabilir.

Simdi z*-analitik fonksiyonlara dénelim. & min cift oldugunu varsayalim: k = 27,
j =0,1,2,..., O halde karsilik gelen temel Vekua denklemi (5.7) de katsay1 f = 27
ifadesini igerir. Yukarida belirtildigi gibi bu durumda Cauchy ¢ekirdegi, analitik
Cauchy cekirdegi 1/ (z — z9) dan tiimevarimla insa edilebilir. % tek ise, k = 2j + 1,
j = 0,1,2, ..., karsihk gelen temel Vekua denklemi (5.7) de katsayr f = 2/t/2 yi
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icerir. Bu durumda Cauchy cekirdegi yukarida bahsedilen prosediire gore f = /2

icin Cauchy cekirdeginden tiimevarimla elde edilebilir.

Girigte bahsedildigi gibi, eliptik integralleri iceren oldukg¢a karmagik sekle sahip ol-
masina ragmen f = /2 icin Cauchy cekirdegi bilinir. Bu Cauchy cekirdegi f = /2

olmak tizere (5.7) ile w = /xW seklinde iligkili olan

1
oW — ———— 1) =0
v 2(z+2) (w+w)

Vekua denklemi i¢in inga edilmigtir (Daniljuk 1963). Burada iistel £ nin tek oldugu
durumun iizerinde durulmayacaktir. Bu kistmin amaci bilinen Cauchy cekirdek-
lerinden yeni Cauchy cekirdekleri elde etmek igin yontem ve 6rnek vermektir. k
nin ¢ift oldugu durum i¢in metodun uygulamasini inceleyecegiz. Karsilik gelen inte-
graller analitik olarak hesaplanabilir ve Cauchy gekirdekleri basit ve acik bir sekilde
gosterilebilir. Buradan f = 27, j = 0,1,2,..., olmak iizere (5.7) denklemini ele
alalim. (5.7) temel Vekua denklemindeki katsaymin j/2z, j = 0,1, 2, ..., formunda
olduguna dikkat edilmelidir. Boliim 5.1 de bahsedildigi gibi her bir j icin aslinda iki
Cauchy cekirdegine ihtiyac vardir.

Zy " (1,20,2) ve 2,V (i 20, 2).
Ornek 5.3.1 de 1/ (2 — zp) dan hareketle AR (1, 29, 2) inga edilmigti. Aym yolla
simdi i/ (z — zo) alinarak A (1, 20, 2) elde edilebilir.

ZEV (i, 20,2) = Tl,x< ! ):P+( ! >+3A(m26z<lp+( ! )))
Z— 2 Z— 2 T iy 2= 20

R LY <m282 (—y — 2)) (5.17)
|z — 20|” @ x|z — 2|

0. Y — Yo _ lﬁz i, < Y — Yo )
(x|z—20|2) 2( %) z [(z = 20) + (y — %0)’]

y—yotiz  (y—1yo)(z— 2)
222 |z — 2| x|z — zo|*
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ix20; (%) ifadesi reel ve sanal kisimlara ayrildiktan sonra A operatorii
x|z — 2
uygulanirsa agagidaki esitlik elde edilir.

B B 2
A (ix2ag (&)> S (= 20) = (y = 40) +1In L +c

x|z — 2zl |z — 2| |2 — 20

¢ = 0 segilerek, elde edilenler (5.17) ifadesinde yerine konulursa

1 1 1
+—1In
z—zp T |z— 2z

Z(_l) (Z7 20, Z) -

xT

(5.18)
bulunur. Boylece (5.15) ve (5.18) ifadeleri yardimiyla

ZED (a,20,2) = o' Z0D (1,20, 2) + " Z0Y (4, 20, 2)
« 1 < , T — Xy 1 )
— + — | ¢ arctan +1In
Z— 2 e y_yo |’Z_ZO|

elde edilir, burada « keyfi kompleks say1 ve o/ = Re«, o = Im «a dur.

Son denklemde parantez i¢indeki ifadeye keyfi bir sabit eklenerek Cauchy cekirdegi

(67

] 1
Z0Y (a, 29, 2) = + X 1m (a In )
Z— 20 T Z — 20

T

seklinde yeniden yazilabilir.

Boylece x%-analitik fonksiyonlar icin Cauchy integral formiiliiniin yazilmasina izin
veren Teorem 5.2.3 e gorre (5.14) denklemi i¢in Cauchy ¢ekirdegi elde edilir. Simdiki
adimda 7! (v, 29, z) kullamlarak ng;l) (v, 20, z) hesaplanacaktir. Bu iglemin sonu-

cunda
we = L5 (5.19)

X

denklemi icin Cauchy cekirdegi ve boylece x*-analitik fonksiyonlar icin Cauchy in-
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tegral formiilii elde edilecektir.(5.16) dan

Zig_l) (1,20,2) = Tp-1,2 [z’Z(_l) (—i,zo,z)]

T

= Tm717x2 |:—7; ( ! + 1 Im <Z In L )>:|
zZ — 20 T Z— 20

1 1 1
= Tz71712 |:— + —1 :|

n—
z—2zy T |z— 2z

Z5 (1,20,2) = Ty a2 [1Z20V (1, 20, 2)]

22
) 1 1
= TI—17I2 [ ! — —Im <1n ):|
Z— 20 T Z— 20

T [ i 1 T — xo}

— —arctan
Z—2y T Y=Y

bulunur. Buradan 7)1 ;2 operatorii uygulanirsa

- 1 |
— (5.20)

— — n—
2 — 2> |z — 2

- 1 — 1 1
(e (L (22 1Y)
T 2%\ |z — 2| T |z — 2z

- 1 — 1 —
—i—%A (ix485 (—2 (y_yo2 — ~ arctan — xo)))(5.21)
T T |z — 20| T Y — Yo

elde edilir. Kargilik gelen integraller (5.20) icin

_ 1 — 1 1
A (m‘*az (_2 (—'““" w0 oLy )))
72 \ |2 — 2| x|z — 2|

r—x9 2% (x—10)

= 3 (y - yo) (hl |Z - Zo| - 1) + 3xg arctan +c

Y=Y |Z—Z0|2
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ve (5.21) igin

_ 1/ y— | _
A (i:):432 (—2 (y_yo2 — =~ arctan > xo)))
2 \|z — 2" = Y —Yo

2 _
Lﬂl’go) + 3 (y — yo) arctan
|2 — 20 Y=Y

= —3xoln|z — 2| — 3z + Sl

+ Co

seklinde hesaplanir. ¢; = ¢o = 0 se¢imi yapilarak son esitlikler sirasiyla (5.20) ve

(5.21) denklemlerinde yerine konulursa

_ 1 1 3t (y — 1
Z(2 1) (17 ZU,Z) _ 42 <1 ot (y y0)> In
e 2—zy T T |z — 2|
2 (4 — . B
2 = 90) + 31y arctan T %
x? z? Y=Y
- 1 3 (y — _
Ziz Y (i,20,2) = o2 <1 — M) arctan —— 0
2—z T x Y — Yo
3t 3 1
S oy
x  x? |z — 2

elde edilir.

Bu fonksiyonlarin ikisinin de (5.19) denkleminin C;\z da ¢oziimleri oldugu direk
yerine konularak gosterilebilir. Son iki ifade birlegtirilirse (5.19) Vekua denklemi igin

Cauchy cekirdegi su formda yazilabilir:

Z;;l) (o, 20,2) = o/Za(cg_l) (1, 20,2) + o/’Zig_l) (i, 20, 2)

= = —l-%lm(aln )—ﬁlm(az)

zZ— 2 2 zZ— 2 x2
1 3t (y — 1

+— (I—M) Re(aln )
x x Z— 29

Cauchy cekirdeginin insas1 x*-analitik fonksiyonlar icin Cauchy integral formiiliinii

verir. Benzer sekilde devam edilerek yiiksek j kuvvetleri icin 2/-analitik fonksiyon-

lara kargilik gelen Cauchy integral gosterimleri elde edilebilir.
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