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1. GIRIS

Bu yiiksek lisans tezi alt1 boliim olarak diizenlenmistir.

Bu boliimde tezdeki ¢alisma diizeni tanitilacaktir. Tezde afin ve projektif dizlemler
hakkinda genel bilgiler verilip kiiciik mertebeli afin ve projektif diizlemlerin varliklar

hakkinda bilinenler 6zetlenip genel olarak diizlemlerin koordinatlanmalar1 incelenmistir.

2. Boliimde tezde kullanilan temel kavramlar tanitilmastir.

3. Boliimde afin diizlemler ve projektif diizlemler hakkinda bazi temel bilgiler verilmis
ve 12. mertebeye kadar afin (projektif) diizlemlerin varligi-yoklugu hakkinda ve sayilari

hakkinda literatiirde bilinen genel bilgiler kisaca verilmeye ¢aligilmistir.

4. Boliimde afin diizlemlerde toplama ve ¢arpma islemleri ele alinip lineer denklemlerin

¢Ozlimleri tizerinde durulmustur.

5. Boliimde afin diizlemlerin koordinatlanmasi, lineer denklemler ve Pappus Teoremi ele

alinmistir.

6. Boliim projektif diizlemlerin hem homojen hem de homojen olmayan bi¢imde koordi-

natlanmasina ayrilmigtir.

Bu tez bir derlemedir. Tezde afin ve projektif diizlemler hakkinda genel bazi kavramlarin
tanitimina ilave olarak bu diizlemlerin koordinatlanmasi hakkinda temel bilgiler verilerek

ileri seviyede arastirma i¢in taban olusturma amaglanmuistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu caligmada gerekli olan temel kavramlar bu boliimde verilecektir. Asagida verilen
bilgiler cebir ve projektif geometri ile ilgili temel kaynaklarin bir¢ogunda mevcut olup,

burada verilenler i¢in Batten (1986), Kaya (1992) ve Ciftci (2015) esas alinmistir.

Tamim 2.1: G bos olmayan bir kiime olmak {izere
*x:GXG—- G, x(a, b)=axb
fonksiyonuna kiimesi tizerinde bir ikili islem veya bir i¢ islem denir.
G kiimesi lizerinde tanimlanan " = " ikili islemi agagidaki sartlar1 saglar:
I. G ktimesi iKili isleme gore kapalidir, yani hera, b € G i¢ina * b € G dir.

iil. * islemi 1yl tanimlidir, yani her a, b € G igin a * b bir tektir.

Tanmm 2.2: bir kiime, * islemi de G iizerinde bir ikili islem olmak iizere asagidaki
ozellikleri saglayan (G, ) sistemine bir grup denir ve bu grup kisaca G ile gosterilir.
Gl.Hera, b,c€Gigina* (b *c) = (a*b) = cdir, yani x islemi birlesmelidir.
G2.Hera€eGigin *a=a=ax*e olacak sekilde bir e € G elemani vardir. Bu e
elemanina G nin * iglemine gore etkisiz eleman1 denir.

G3.Hera € Gicina * a = e = a * a’ olacak sekilde bir a’ € G eleman: vardir. Bu a’

elemanina a elemaninin * islemine gore tersi denir.

Eger her a, b € G igin a * b = b * a ise G grubuna degismeli (abelyen, abel) grup denir.

Tanim 2.3: H bir kiime, * ve o islemleri de H kiimesi tizerinde iki ikili islem olsun.
Eger asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (H, *, o) sistemine bir halka denir:

H1. (H, =) bir degismeli gruptur.

H2. o islemi birlesmelidir.

H3.Hera, b,c€ Higinao (b*c) = (acb)* (acc)sol dagilma ve
(a*b)oc=(aoc)x*(boc)sagdagilma kurali gegerlidir.



Tanim 2.4: bir kiime, + ve - islemleri de B kiimesi iizerinde sirasiyla toplama ve
carpma denilen iki ikili iglem olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (B, +, )
sistemine bir béliimlii halka denir:

B1. (B, +) bir degismeli gruptur.

B2. (B \ {0}, ) bir gruptur.

B3. - islemi + islemi {izerine soldan ve sagdan dagilir.

Carpma islemi degismeli olan bir boliimlii halkaya bir cisim denir.

Teorem 2.5: Her sonlu boliimlii halka bir cisimdir (Wedderburn 1905).

Tamim 2.6: Ave B bos olmayan iki kiime olmak tizere A X B Kartezyen

carpiminin herhangi bir £ alt kiimesine A dan B ye bir bagint: denir.

Tamim 2.7: Bir A kiimesi {izerinde bir 8 bagintis1 verilsin. Eger bagintis1 asagidaki
ozellikleri sagliyorsa 8 bagintisina A kiimesi tizerinde bir denklik bagintist denir:

i. Herx € Ai¢in (x, x) € B dir(yansimadzelligi).

ii. Her(x, y) € Bigin (y, x) € B dir (simetri dzelligi).

iii. Her(x,), (y, 2) €Bicin(x, z) € B dir(gegisme bzelligi).

Tamm 2.8: A kiimesi lizerinde tanimli bir denklik bagintisi £ olsun. (x, y) € B ise y
elemant B bagintist ile x elemanina denktir denir. A kiimesinin bir x elemanina denk
olan tiim elemanlarmin kiimesine x elemaninin denklik sinifi denir ve x veya [x] ile

gosterilir.

Bu tanima gore x = [x] = {y € A: (x, y) € B} dir.

Tamim 2.9: K ve V herhangi iki kiime olsun. K X V den V' ye bir fonksiyona V kiimesi

tizerinde bir dig igslem denir.



Tamim 2.10: (K, +, -) bir cisim olup, V kiimesi iizerinde *: V XV —= V i¢ islemi ve
0: K XV =V dis islemi tanimlanmis olsun. Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa V ye K
cismi tizerinde bir vektér uzayr denir:

V1. Herx,y,z€Vigin (x *y) * z=x = (y * z) dir.

V2. Her x € Vigin x * 8 = x = 0 * x olacak sekilde 36 € V vardur.

V3. Her x € Vigin x * x = 0 = x * x olacak sekilde 3x’ € V vardir.

V4. Herx, yeViginx*y=y=*xdir.

V5.Herae Kveherx, yeViginao (x*xy) = (aox) * (acy)dir. V6.

Hera, be Kveherx e Vigin (a+b)ex= (aox)*(box)dir.V7.Hera,
beKveherxeVigin(a-b)ex=ao (box)dir.

V8. Herx €Vigin1lox = dir.

Tanmm 2.11: NV, elemanlarina nokta denilen bostan farkli bir kiime ve D ise N
kiimesinin dogru adi verilen belli alt kiimelerinden olusan bir kiime olsun. Belli

aksiyomlar1 saglayan bir U = (IV, D) sistemine bir uzay (geometrik yapy) denir.

Tanim 2.12: Asagidaki aksiyomlari saglayan bir U = (V, D) uzayina bir yaklastk
lineer uzay denir:
YL1. Her dogrunun en az iki noktas1 vardir.

YL2. iki noktadan en ¢ok bir dogru geger.

Tamm 2.13: Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir U = (V, D) uzayina bir lineer uzay
denir:
L1. Her dogrunun en az iki noktasi vardir.

L2. Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.

Tamim 2.14: Birebir Fonksiyon: A, B kiimeleri ve bir f: A — B fonksiyonu verilsin.
Eger her x, y € A igin (x) = f(y) oldugunda x = y oluyor ise f fonksiyonuna birebir

fonksiyon denir.



Tamim 2.15: Orten Fonksiyon: A, B kiimeleri ve bir f: A — B fonksiyonu verilsin. Her
y € B elemani igin (x) = y olacak sekilde en az bir x € A var ise f fonksiyonuna

orten veya iizerine fonksiyon denir.
Tanim 2.16: Hem birebir hem 6rten bir fonksiyona bir birebir ve drten fonksiyon denir.

Tanim 2.17: (N, D, o) ve (N, D, o ') herhangi iki geometrik yap1 olsun. Eger
f:NUD-> N U D fonksiyonu

(V) © N,

ii. (D) € D',

ii.LHerNeNvedeDiginNod=(N)o'f(d)

sartlarini sagliyorsa f fonksiyonuna (I, D, o) yapisindan (N, D, o ') yapisina bir
homomorfizm denir. Birebir ve drten 6zellige sahip bir homomorfizme bir izomorfizm
denir. Bir geometrik yapiy1 kendisine doniistiiren bir izomorfizme de bir kolinasyon ya

da bir otomorfizm denir.



3. AFiN ve PROJEKTIF DUZLEMLER

Bu béliimde afin ve projektif diizlemler ile ilgili temel kavramlar verilecek ve on ikinci
mertebeye kadar afin ve projektif diizlemlerin varliklari hakkinda literatiir bilgileri 6zet-

lenecektir.

3.1. Afin Diizlemler

Tanim 3.1.1: IV ve D, elemanlar1 sirasiyla noktalar ve dogrular olan, N’ N D = ¢ 6zel-
ligine sahip iki kiime, € ise V' X D kiimesinde tanimlanan bir iizerinde olma bagintisi
(yani € ¢ ¥ X D) olmak iizere asagidaki ozellikleri saglayan (I, D, €) sistemine bir
afin diizlem denir (Kaya 1992):

Al.Her M, N € N', M # N, noktalar1 i¢in M € d ve N € d olacak sekilde bir tek

d € D dogrusu vardir.

A2. N & d olmak lizere bir N € N ve her 4 € D i¢in N € c ve 4 || ¢ olacak sekilde bir
tek ¢ € D dogrusu vardir. (¢ N d = @ ise ¢ dogrusu & dogrusuna paraleldir denir ve

a |l ¢ yazilir.)

A3. Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

A3 aksiyomu “Her dogru iizerinde en az iki nokta vardir ve en az iki dogru vardir

(Bennett1995).” seklinde de verilir.

Bir afin diizlem paralellik aksiyomunu saglayan bir lineer uzay olarak da tanimlanir

(Batten 1986).

Bundan sonra bir (IV, D, €) afin diizlemi genellikle A bigiminde, M ve N noktalarindan

gecen dogru da M N bigiminde gdsterilecektir.

Ornek 3.1.2: En kiiciik afin diizlem: Noktalar kiimesi V" = {4, B, C, D} ve dofrularkiimesi =
{AB, AC, AD, BC, BD, CD} okbun Noktalann tiim ikili alt kiimeleri dogrular kiimesinde var

oldugundan, yani her farkli nokta ikilisinin iizerinde oldugu bir



tek dogru var oldugundan A1 aksiyomu saglanir. AB || CD, AC || BD ve ADIBC
oldugundan A2 aksiyomu saglanir. Mesela BD dogrusu iizerinde olmayan A noktasi

icin

A noktasindan gegen ve BD dogrusuna paralel olan tek dogru AC dogrusudur. A3
aksiyomu da acik olarak saglandigi i¢cin (V, D, €) sistemi bir afin diizlemdir. Bu
sekildeki dort noktali ve alt1 dogrulu afin diizlem en kiigiik afin diizlemdir. (Sekil 3.1.1)
ile bu diizlemin iki farkli temsili verilmistir (Kaya 1992).

Sekil 3.1.1. En kiigiik afin diizlem

Ornek 3.1.3: N = {(x, y): x, y € F, F bir cisim}, her 4 € D igin
d={(x,y):ax+by=cvea,b,cEF,a*+ b*# 0}olmakiizere (I, D, € ) sistemi bir afin

diizlemdir. F cismi tizerine bu sekilde kurulan afin diizlem A,F ile gésterilir. m

Yukaridaki 6rnekte F = R alinirsa elde edilen bu afin diizleme reel afin diizlem denir.

Omek 3.1.2de F =7, almp A= (0, 0), B=(1, 0), C=(0, )veD=(1, 1)

olarak isaretlenirse Z, tizerine kurulan afin diizlem elde edilir.

A da bir dogru ve ona paralel olan tiim dogrulardan olusan bir kiimeye bir demet denir.

Teorem 3.1.4: Her sonlu A diizlemi i¢in asagidaki 6zelliklere uyan bir n > 2
tamsayisi vardir (Kaya 1992):

I. A diizleminin her dogrusu iizerinde tam olarak n tane nokta bulunur.

ii. A diizleminin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru {izerindedir.

iii. A diizlemindekinoktalarmtoplamsayisin?dir.

iv. A diizlemindeki dogrularintoplam sayisin? + ndir.



v. Bir demette tane dogru vardir.

vi. Toplam demet sayisi n + 1 dir.

Teorem 3.1.4 teki v ve vi dzellikleri (Bennett 1995)’ten alinmustir.

Teorem 3.1.5: Her dogrusu iizerinde tam olarak n tane nokta bulunan sonlu bir afin

diiz- lemin mertebesi n dir denir (Batten 1986).

Bir kiime tizerindeki bir denklik bagintisinin yansima, simetri ve gecisme 6zelligine sahip
oldugu temel kavramlar boliimiinde ifade edilmistir. 1 € H X H seklinde bir denklik
bagintis1 verilsin,  bagintis1 H kiimesi iizerinde bir par¢alanis tanimlar, yani birlesim-
leri H kiimesiniolusturan Ay, ..., Ay, ... ayrik kiimeleri H kiimesininbir pargalanisidir.

7 bagintisi ile belirlenmis olan A; kiimeleri denklik siniflaridir. x ve y elemanlariin ayni

A; kiimesinde olmast igin gerek ve yeter sart xmy olmasi, yani (x, y) sirali ikilisinin

bagintisinda olmasidir. Denklik siniflar1 ve parcalaniglar hakkinda daha fazla detay igin

(Foulis ve Munem 1988)’e bakilabilir.

(N, D, €), n mertebeli bir afin diizlem olsun. Bu durumda |N| = n? dir ve D
kiimesindeki dogrular, her biri n dogrulu olan n + 1 tane demette gruplanabilir. Eger I
= {d4, ..., d,} bir demet ise V' kiimesinin her bir noktasi I' demetinin tam olarak bir
dogrusu tizerindedir, boylece I' demeti V" kiimesinin noktalarini her bir kiimede n nokta
olacak sekilde n tane dogru kiimesine ayirir. I' ile belirlenen denklik bagintist (T') ile
gosterilecektir. I ile belirlenen denklik bagintisi, eger A = B ya da AB € ' ise A(T')Bile
tanimlanir. Her bir demet boyle bir denklik bagintisi belirttiginden (V, D, €) afin diizlemi

n? noktal1 kiime iizerinde n + 1 tane denklik bagintisi belirler (Bennett 1995).

Tanmm 3.1.6: R ve S aym H kiimesi lzerinde denklik bagintilar1 olsun. Eger
RoS=SoRiseRveS degismelidir commute) denir. Eger xRz ve zSy olacak sekilde bir z
elemani varsa xR o Sy dir denir. A esitlik bagintisi, yani xAy < x =ybagmtisive

I =H X H olmak tizere SONluURoSoRoSo-oRoSbirlesimiveRNS =Aise R

ve S tiimleyicidir (complementary). Eger ve S tiimleyici ve degismeli (ki burada

R o S =[dir) ise R ve S ortogonaldir (orthogonal). R ve S sirasiyla degismeli, tiimleyici



ya da ortogonal ise R ve S ye karsilik gelen pargalanislara degismelidir, tiimleyicidir ya
da ortogonaldir denir. Denklik bagintilarinin ya da pargalanislarin bir kiimesine, eger bu
kiimedeki her bir ¢ift ortogonal ise bir ortogonal kiime denir (Bennett 1995).

Burada R ve S ortogonal iken R ¢ R = R oldugunu kullanarak
I=RoSoRoSoocRoS=RoRo0oRoSo0oSo-085=RoSeldeedilir.

Bir afin diizlemin paralel demetleri ile ortogonal denklik bagintilar1 arasindaki yakin iligki

(Bennett 1995) ten alinarak asagidaki teorem ve sonucu ile verilebilir,

Teorem 3.1.7: Eger I" ve @ bir (IV, D, €) afin diizleminde paralel dogru demetleri ise
(I) ve m(P) bagintilar1 IV kiimesi tlizerinde ortogonal denklik bagmtilaridir.

Ispat: Her I' demeti icin (I") bagintis1 bir denklik bagintisidir. Ciinkii yansima 6zelligini
ve her 4, B noktaciftiigin AB = BA oldugundan simetri 6zelligini saglar. Ayrica farkli

A, B, C noktalari i¢in AB ve BC dogrulari I' demetinde iken bu dogrular B noktasini
bulunduran T' demetindeki yalnizca bir dogruya esit oldugundan gegisme ozelligi de

saglanir.

Eger A ve B noktalar1 AB € T olacak sekilde iki farkli nokta ise Aw(I')B ve Brn(®)Bdir,
bu yiizden de Arr(T") o r(P) B dir. Benzer sekilde eger AB € & ve Ar(I") A ve Arr(P)B dir, bu yiizden
An(T") or(P)B dir. Anoktasi I' demetindeki & dogrusu iizerinde, B nokta- s1 & demetindeki

m dogrusu lizerinde ve C = 4 N m olacak sekilde AB dogrusu iki demette de

kapsanmasin. Bu takdirde Am(D)C Cr(®)B\etdar An(l) or(D)Bk.



Sekil 3.1.2. T ve @ demetindeki A, B ve C noktalariin konumlari

Boylece (I') e m(P) =V x IV dir. Benzer olarak m(®) o w(I') = N X N oldugu goriiliir.
Dolayisiyla (T") e t(®) = mw(P) o w(T") olur, yani denklik bagintilar1 degisme- lidir (Sekil
3.1.2).

Eger A, B farkli noktalar ve A(T") N r(®)B ise AB dogrusuhemI'hem de & demetin- dedirkibu
bir ¢eliskidir. Boylece (') N m(P) esitlik bagmtis1 olup (T') ve m(P) denk- lik bagmtilari
tiimleyicidir.

(I') ve m(®) denklik bagntilart degismeli ve tiimleyici oldugundan ortogonal denklik

bagintilaridir. m

Sonug¢ 3.1.8: Kardinalitesi n? olan bir 7 kiimesi verilsin. Eger n mertebeli bir (v, D)
afin diizlemi varsa H kiimesinin ikiser ikiser ortogonal olan my, ..., m,4+1 pargalanisi

vardir.

Bu sonucun karsitt da dogrudur. Yani sonlu bir kiime n + 1 tane ortogonal pargalanisin
olusturdugu bir koleksiyona sahip ise bu kiimenin kardinalitesi n? dir ve bir afin diizlemin

noktalar kiimesi olarak diisiiniilebilir.

Teorem 3.1.9: n > 2 olmak tizere m; (i = 1, 2, ..., n + 1), n® noktali bir kiimenin
n + 1 ortogonal parc¢alaniginin herhangi bir kiimesi olsun. Bu takdirde her bir
pargalanis, noktalar1 her biri n nokta kapsayan n tane denklik sinifina ayirir. Ustelik

boyle olusan her
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bir denklik sinifindaki noktalar kiimesine bir dogru denirse sonugtaki noktalar ve

dogrular n mertebeli bir afin diizlem olusturur (Bennett 1995).

Bu teoremler ortogonal parcalanislar ile afin diizlemlerin varlig1 arasindaki direkt bagin-

tiy1 ortaya koymaktadir.

Asagida matrisler ile ortogonal parc¢alanislar arasindaki iligkiler ele alinacaktir.

Tanim 3.1.10:
Girdileri Z, ={0, ... ,n— 1} kiimesinin elemanlar1 olan ve Z, kiimesindeki her bir
elemanin her bir satir ve her bir siitunda tam olarak bir defa bulundugu n X n tipindeki

bir matrise n mertebeli bir Latin kare denir.

Eger Z,, X Z,, kiimesindeki her bir (£, £) elemani icin (ay, ;) = (%, €) olacak sekilde bir tek (i, )

cifti varsa A = [a;;] ve B = [by] Latin kareleri ortogonaldir denir.

Eger Latin karelerden olusan bir kiimedeki her bir kare ¢ifti ortogonal ise Latin karelerin

bu kiimesi karsultkli orogonaldir (mutually orthogonal) denir (Bennett 1995). m

Euler 2 mertebeli ortogonal Latin kare ¢ifti olmadigini; 3, 4 ve 5 mertebelerinin her biri
i¢in bir ¢ift oldugunu gostermeyi basarmustir. Ayrica mertebesi 4 modunda 2 ye denk
olan (6, 10, 14 gibi) herhangi bir ¢ift olmadigini tahmin etmistir. Ancak Euler’in
konjektiirii yalnizca 2 ve 6 mertebeli Latin kareler i¢in gegerlidir. Gaston Tarry190°de 6
mertebeli ortogonal Latin kare ¢ifti olmadigin1 gostermistir. Bu durumun ispati
(Betten 1984)’de vardir. 10 ve 22 mertebeli ortogonal Latin kare ¢ifti 1959 da Bose,
Shrikhande ve Parker tarafindan insa edilmistir. 2 ve 6 hari¢ herhangi bir n sayisi igin n
mertebeli bir ortogonal Latin kare ¢iftinin var oldugu bilinmektedir. Latin kareler
hakkinda daha fazla ayrinti1 i¢in (Bogart 1983) ve daha ileri diizey i¢in de  (Hall 1986),
(Dé nes, Keedwell 1974)’¢ bakilabilir.
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Daha genel bir yapinin 6zel bir hali olan 5 mertebeli bir ortogonal Latin kare ¢ifti 6rnegi

asagidaki gibidir (Bennett 1995):

01 2 3 4 4 0 1 2 3
12 3 4 | 2 4 0 1 ,
A= 2 3 4 0 1, B=2 3 4 0 1
3 4 0 1 2 1 2 3 40
[4 0 1 2 3] [0 1 2 3 4]

Teorem 3.1.11: Herhangi n = 2k + 1 tek sayisticin X n tipindeki A= [g \e

B = [b;j] matrislerinin elemanlari, + ve - islemleri nmodiiliine gore tanimlanmak iizere,

a; =1+ jve b;=1i— jseklinde secilirse A ve B matrisleri ortogonal Latin kareler olur
(Bennett 1995).

(n) ile n mertebeli karsilikli ortogonal Latin karelerin maksimum sayisi gosteril-
mektedir. (2) = H(6) = 1 oldugu, aksi halde H(n) = 2 oldugu ve p bir asal say1 ise
(p*) = p* — 1 oldugu bilinmektedir.

Paralel dogru demetleri ve Latin kareler arasindaki iliski asagidaki teoremde 6zetlenmistir
(Bennett 1995):

Teorem 3.1.12: n > 2 i¢in n mertebeli bir afin diizlemin var olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart H(n) =>n— 1olmasidir.

Bu teorem sonlu mertebeli afin diizlemlerin varligr ile o mertebeden ortogonal Latin
karelerin sayis1 arasindaki iliskiyi vermektedir. Sonlu mertebeli afin diizlemlerin
bilgisayar calismalart ile varligi arastirilirken aslinda n mertebeli ortogonal Latin kareler

arastirilmaktadir.
Mertebesi 2 olan bir afin diizlemin var oldugu Ornek 3.1.2 ile verilmistir ve bu diizlein

bir tek oldugu bilinmektedir. Simdi de mertebeleri 3 ve 4 olan birer tek afin diizlemlerin

var oldugunu belirterek bunlar1 6rnek olarak verecegiz.
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Ornek 3.1.13: 3 mertebeli afin diizlem: Noktalar kiimesi
N={A,B,C,D,E,F,G,H,I}biciminde ve dogrular kiimesi de asagida gosteril- digi gibi noktalar

kiimesinin ii¢ noktal1 alt kiimelerinden olugsun:

®  {AED} {ADG} {CEG}
B {BFG) {BEH} {(BDI}
#  {cDH}  {CFD} {AFH}

Afin diizlem aksiyomlarinin saglandigi kolayca goriilebilir.

Bu diizlemin noktalar1 Z3 iin elemanlar1 kullamilarak A= (0, 0), B=(1, 0),
C=(2,0),D=(0,1),E=(1,1),F=(2,1), G=(0, 2), H=(1, 2),

[ = (2, 2) seklinde isimlendirilebilir (Sekil 3.1.3).

H
G !
D

E
A B C

Sekil 3.1.3. 3 mertebeli afin diizlem

Ornek 3.1.14: 4 mertebeli afin diizlem:

N={ABCDEFGHILJKILM,N,O P}\eDkiimesindeki dogrular da asagidaki demetlerde
gruplandirilmistir. Demetlerin ii¢inin 'y, T, ve & olarak isim- lendirildigine dikkat
ediniz (Bennett 1995).

m~{IH #BD {HFKP}
R iaiil) {BEOL}
m=iol ! st {JNCD}
m; = {GHIN} #3 = {MNOP} {AGDM}
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=0 (HEIM)

#=B {BFAN}
et} ? {CGKO}
fo3 = {EDKN} {DJLP}

Yukaridaki 6rnekte E noktasi 711 Ve £3 dogrular lizerinde oldugundan (1, 3) seklinde

isaretlenir. Boylece diizlemin tiim noktalar1 agagidaki gibi elde edilir:

A= 0) E= (1, 3) I=(0, 1) M=(2, 2)
B= 1 F= (0, 2) J=(2, 0) N=(@3, 3)
c=(1, 2) G=(3 1) K=(2 3) 0= (0, 0)
D= (0, 3) H= (3, 0) L=(3 2) P=(1, 1)

® demetinden bir Latin kare olusturmak icin demetteki noktalarin isaretlenmisi diisiinii-
lecek olursa noktasi (1, 3) seklindedir. noktast 4 X 4 tipindeki matrisin (1, 3)
girdisini belirtir, yani ikinci satir (satir 1) sonuncu kolondaki (kolon 3) girdidir. E
noktasi

#q dogrusu tizerinde oldugundan ikinci satir sonuncu kolon girdisi 1 dir. Bu sekilde

olus- turulan Latin karenin girdileri asagidaki gibidir (Bennett 1995):

—
SR, DN W
= o Wi
N WO -
wN = O
—_—

10 mertebeli dokuz tane karsilikli ortogonal Latin kare cifti bulunmadigindan 10
mertebeli afin diizlem yoktur. Aslinda (10) un degeri bilinmemektedir. 10 mertebeli
ortogonal Latin karelerin ilk ¢ifti 1959 da insa edilmistir. Ancak 10 mertebeli ii¢

ortogonal Latin kare varsa bile su anda bilinmemektedir. John Wiley ve Sons, A.S. nin
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izniyle (Hall 1986)’de verilmis olan (Sekil 3.1.4), 10 mertebeli iki ortogonal Latin kareyi

gostermektedir.

01234 56789 01923 84657
34012 79865 67895 23104
43120 97658 93746 58210
12407 85396 38254 79061
20375 68941 14507 36982
57698 34120 25619 40873
89756 12034 40138 62795
65981 43207 56480 17329
98563 01472 82071 95436
76849 20513 79362 01548

Sekil 3.1.4. 10 mertebeli iki ortogonal Latin kare

p bir asal say1 ve k > 1 olmak iizere p* mertebeli bir afin diizlemin var oldugu bilinmek-
tedir. Bunedenle 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 ve 11 mertebeli afin duzlemler vardir. 6 mertebeli
bir afin diizlem yoktur. 12 mertebeli bir afin diizlemin var olup olmadigi ya da
mertebesi asal say1r kuvveti olmayan herhangi bir afin diizlemin var olup olmadig1

bilinmemektedir.

Bazi afin diizlemlerin yoklugu hakkinda bazi sartlar1 veren Bruck-Ryser Teoremi asagi-
daki gibidir:

Teorem 3.1.15: Bruck-Ryser Teoremi: n sayisi iki negatif olmayan tamsayinin
kareleri toplam1 olmamak {izere eger n sayist 4k + 1 ya da 4k + 2 bigiminde ise n

mertebeli bir afin diizlem yoktur.
Bu teoreme gore mertebesi 6, 14, 21, 22, 30, 33, 38, .. olan herhangi bir afin

diizlem yoktur. Bu teorem 10, 12, 15, ... gibi mertebesi a? + b? seklinde yazilabilen afin

diizlemlerin varlig1 hakkinda bir sey sdylememektedir.
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3.2. Projektif Diizlemler

Tanmm 3.2.1: V' ve D’ elemanlarina sirasiyla nokta ve dogru denilen bostan farkli olan
ayrik iki kiime ve € ' de V' x D’ kiimesinde bir tizerinde olma bagintis1 olmak tizere
asagidaki aksiyomlar1 saglayan (N, D, € ') sistemine bir projektif diizlem denir
(Kaya 1992):

P1. Her M, N € N, M # N, noktalar1 icin M € 'd’ ve N € 'd’ olacak sekilde bir tek

d' € D' dogrusu vardir.

P2.Herc,d' €D icin N €'c’ ve N € 'd’ olacak sekilde en az bir N € N’ noktasi vardir.

P3. Herhangi ii¢li dogrudas olmayan dort nokta vardir.

P3 aksiyomu “Her bir dogru iizerinde en az ii¢ nokta vardir ve en az iki dogru vardir

(Bennett 1995).” seklinde de verilir.

Bir projektif diizlem asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir lineer uzay olarak da tanimlanir
(Batten 1986):

i. Herhangi iki dogru kesisir.

ii. Herhangi {i¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardr.

Teorem 3.2.2: Her sonlu P = (W = ") projektif diizlemi i¢in agsagidaki sartlara
uyan bir n pozitif tamsayisi vardir (Kaya 1992):

I. P nin her dogrusu iizerinde n + 1 tane nokta vardir.

ii. IP nin her noktasindan n + 1 dogru geger.

iii. IP deki tiim noktalarin sayis1n? +n + 1 dir.

iv. P deki tiim dogrularin say1sin? +n + 1 dir.

Tanim 3.2.3: Bir projektif diizlemin herhangi bir dogrusu iizerindeki nokta sayisinin 1

eksigine o projektif diizlemin mertebesi denir.
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Sonlu mertebeden bazi projektif diizlemlerin var olmadigini gosteren {inlii Bruck-Ryser

Teoremi (Kaya 1992) dan alinmistir:

Teorem 3.2.4: Eger n = 1 (mod 4) yadan = 2 (mod 4) ise ve n negatif olmayan iki
tamsayinin kareleri toplami olarak yazilamiyorsa mertebesi n olan bir projektif diizlem

yoktur.

Bu teoreme gore eger n, 4k + 1 ya da 4k + 2 biciminde yazilabilen bir pozitif tamsay1
ve her a, b negatif olmayan tamsayilari i¢in n # a® + b?ise Bruck-Ryser Teoremi n nin
bir projektif diizlemin mertebesi olamayacagin1 gosterir. Buna gore 6, 14, 21, 22, 30,

33, 38, 42, 46, 57, ... gibi sonsuz c¢okluktaki sayilardan hi¢ birisi bir projektif

diizlemin mertebesi degildir.

B bir boliimlii halka ve B3 = B x B X B ii¢-boyutlu standart vektdr uzayi olsun. B3 iin
sifirdan farkli elemanlarinin tizerinde ~ denklik bagintist su sekilde tamimlansin: (xy,
Z)~(Jé y,z> S (x, y: Z) =n(x, y, z) oacaksekilde Bde sifirdan farkh bir r elemani vardir. V' kiimesi

B3 iin elemanlarinin denklik siniflarmin kiimesi olsun. Bu denklik sinifina bir projektif
nokta denir. Bir projektif nokta sifirdan farkli bir vektér ve onun sifirdan farkli tiim
skaler katlarindan ibarettir. (x, y, z) vektoriinii kapsayan denklik smifi < x, y, z > bigiminde
gosterilirve x, y, zelemanlari, belirlenennoktaninhomojen koordinatlaridenir.

D' kiimesi ise

ax+by+c =0

bigimindeki bir homojen denklemi saglayan < x, y, z > noktalarinin bir kiimesi oland’
dogrularindan olussun. Bu dogru [a, b, c] bi¢iminde gosterilsin. Bir X =<x, y, z > noktasinin

bird =[a, b, c] dogrusuiizerindeolmast

Xe'd ax+by+cz=0
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seklinde tanimlansin. ax+ by +cz=0ile s€B, s # 0 igin sax + shy+ scz=0denklemleri denk
oldugundan [q, b, ] ile [a, b, ¢] ayn1 dogruyu gosterir. Bu sekilde olusturulan (N, D, € ")

geometrik yapisi IP,B ile gosterilir.

Bu sekilde olusturulan (V D, € ") geometrik yapisinin bir projektif diizlem oldugunu
bir teorem olarak ifade edip ispatlayacagiz. Verecegimiz ispatin benzerleri Stevenson

(1972) gibi degisik kaynaklarda mevcuttur.

Teorem 3.2.5: P, B yapisi bir projektif diizlemdir.

ispat: M=<x9 z>veN=< x', y', z' > farkli iki nokta olsun. x, y, z nin timi sifir
olmadigindan x # 0 ve dolayisiyla x = 1 almak genelligi bozmaz. M ve N

noktalarindan gegen bir d = [a, b, ¢] dogrusunun varligini gosterelim.

Medve €d omasiax+by+cz=0 ve ax + by +cz =0 denklemlerinin gegerliligini

gerektirir. Birinci denklemden a = —by — cz ¢ekilip ikinci denklemde kullanilirsa

(F—920r+lz—29=0 (3.1)

esitligi elde edilir. Burada y’ - yx' =0 ve z — zx = 0 esitliklerinin ayn1 anda gecerli olmasi miimkiin
degildir. Aksi halde 1-x = x, yx =y, zx =7 olur ve dolayisiyla
M = N celiskisi dogar.

Burada éncelikle y' — yx' # 0 oldugunu kabul edelim. Budurumda c = 0 olamaz. Aksi halde
(3.1) esitliginden b = 0 ve dolayisiyla a = —0y — 0z = 0 olur ki bu  d nin dogru
temsili ile ¢elisir. Clinkii d = [0, 0, 0] olur. O halde ¢ = 1 olarak alinabilir. O zaman
a=—by — zolup (3.1) esitliginden b = (zx — z)(y — yx)"elde edilir. Budurumda ax + by
+cz=—(by+2z)-1+by+1-z=0olur. Keza

Qe ety

st
— 0 s -0
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Simdi M ve N noktalarimi kapsayan tek dogrunun & dogrusu oldugunu goérelim. Tersine
d=[d,b,c] dogrusunun da M ve N noktalarini kapsadigini kabul edelim. Eger
d=0iea+by=0veax+by=0olur. Buyizden —byx + by = 0 ve dolayisiyla b (y — yx) = Oolur. y
—yx' #0oldugundan b’ = 0 elde edilir. Simdi

a + by = 0 esitliginden @ = 0 bulunur. Béylece @ = b = ¢ = 0 sonucuna varilir. Bu
celiskiden dolay1 ¢’ # 0 olup ¢ = 1 kabul edilebilir. Bu durumda asagidaki esitliklere

sahip olunur:

a+by+z=0 (3.2)
ax+by+z=0 (3.3)
a+by+2z=0 (3.4)
de+by+2=0 (3.5)

(3.2) ile (3.4) esitlikleri a4+ by =a + b'y ve (3.3) ile (3.5) esitlikleri

ax +y = ax + b'y olmasm gerektirir. Dolayisiyla
—a=(b-bly (3.6)

@—ax=0b-b (3.7)
esitlikleri elde edilir. Simdi b#b" kabul edilsin. (3.6) ve (3.7)

esitlikleri

(b — b)yx = (b — b) olmasiru gerektirir. Buradan (b — b)(y —yx) = 0 ve dola- yisiyla y' — yx = 0
celiskisine varilir. O zaman (3.6) esitliginden a = a’ bulunur. Bu da

M ve N noktalarindan gecen bir tek dogru bulundugunu gésterir. z — zx # 0 kabulii i¢in
benzer sekilde M ve N noktalarindan gegen bir tek dogrunun var oldugu goriiliir. O

halde P1 aksiyomu saglanir.

P2 aksiyomunun saglandig1 da nokta ve dogrularin rolleri degistirilerek benzer bi¢imde
goruliir.
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<001><01,0> <1, 0, 0> ve <1, 1, 1> herhangi iici dogrudas

olmayan dort nokta oldugundan P3 aksiyomu saglanir. m

Simdi afin diizlemler ile projektif diizlemler arasindaki yakin iliskiye bakabiliriz.

Her paralel dogru demetine bir nokta karsilik tutularak, A = (V, D, €) afin diizleminin
her bir 4 € D dogrusuna ig¢inde bulundugu paralel demete karsilik gelen Dy, noktasi
katilsin. Bu sekilde d dogrusuna D, ideal noktast (sonsuzdaki nokta) katilarak elde
edilen & U {D} dogrusu &' ile gosterilsin. Eger A sonlu mertebeli bir afin diizlem ise

n + 1 tane paralel dogru demeti vardir. Dolayisiyla n + 1 tane ideal nokta bulunacaktir.
N noktalar kiimesine bu ideal noktalarin katilmasi ile elde edilen noktalar kiimesi NV’ ile
gosterilsin. Ayrica tiim ideal noktalarin kiimesi ideal dogru (sonsuzdaki dogru) olarak
adlandirilip 4, ile gosterilsin. A nin dogrularinin bir nokta ile genisletilmesi ile elde
edilen tim &’ dogrularinin olusturdugu kiimeye d, dogrusu eklenerek elde edilen kiime

D' ile gosterilsin.
Bu sekilde elde edilen (', D, € ") geometrik yapisina A nin tamamlanmigt denir.

Asagidaki teorem (N, D, € ") sisteminin bir projektif diizlem oldugunu gostermek-
tedir.

Teorem 3.2.6: Her afin diizlemin tamamlanmisi bir projektif diizlemdir (Kaya 1992).
ispat: Bir A = (IV, D, €) afin diizleminin tamamlanmis1 (V, D, € ") olsun.

(N, D, € ) yapisiin bir projektif diizlem oldugunun gésterilmesi igin P1, P2, P3
aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmelidir.

P1. M, N € N’ olsun.

. M,NeNise N ¢ ds,VveM & ddur. A afin diizlem oldugundan A1 geregi

MN = d € D dir. Her dogru bir paralel demette yer aldigindan d dogrusu da A da bir

paralel demettedir. Bu paralel demette yer alan tiim dogrulara tamamlanmis yapida D,
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noktast ilave edilmis olsun. Budurumdad = d U{D.,} € D olurve Mile N noktasi o’

dogrusu tizerindedir.

i. NEN veM &N ise M =My, €N olur. M, noktasini belirleyen demetteki her dogru
N noktasindan gecemeyeceginden N € m oldugunu varsaymak genelligi bozmaz. A2
geregi N € d ve d || m olacak sekilde bir tek & € D dogrusu vardir. Dolayisiyla &

dogrusunun genisletilmisi M N dogrusuolur.

iii. M, N & V ise M = M,,ve N = Ny ideal noktalarindan yalnizca ideal dogru geger.

Dolayisiyla da P1 aksiyomu saglanir.

P2.c',d' € D' olsun.

i.c' #Fde d' +dsVeckdise cnd e N noktas: vardir.

. c' # do, d' # do Ve c |l d ise Anin tamamlanmisinda ¢’ N d' = Co, = Do, OL.

lil. ¢’ #dove d' =doise ¢’ N d' = Co, dur. Dolayisiyla P2 aksiyomu da saglanur.

P3. A afin diizleminde herhangi ti¢i dogrudas olmayan dort nokta vardir. Bu
noktalardan higbiri d, dogrusu ilizerinde olmadigindan bunlar A nin tamamlanmiginda

da aym Ozellige sahiptir. Dolayisiyla P3 aksiyomu da saglanmis olur. P1, P2 ve P3

aksiyomlart saglandigindan (', D', € ") sistemi bir projektif diizlemdir. m

A = (IV, D, €) n mertebeli sonlu bir afin diizlem ise (N D€ ") projektif diizleminin

her dogrusu n + 1 noktali olacagindan (V ', 7_)', € ") projektif diizleminin mertebesi de n
dir.

Herhangi bir P = (W', D, € ") projektif diizleminin herhangi bir & dogrusu segilerek
tiim noktalari ile birlikte geometrik yapidan ¢ikarilsin. Bu durumda D’ kiimesinin her ¢’
dogrusundan ¢’ N d' noktasi ¢ikarilmis olur. ¢’ dogrusundan ¢’ N d' noktasinin ¢ikaril- masi

ile elde edilen tiim ¢ dogrularinin kiimesi D ile gosterilsin. Aynca N \ d =N
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olsun. Bu sekilde elde edilen (IV, D, €) geometrik yapisinin her dogrusu, P nin d’
dogrusundan farkli her bir dogrudan 1 nokta ¢ikarilarak elde edilmis olur. Ayrica D nin
elemanlarinin sayisi D' niin elemanlarindan 1 eksiktir. Eger P sonlu n mertebeli ise (I,
D, €) geometrik yapisinin her dogrusu n noktali olup toplam nokta sayis1 (n?+n +
1) — (n + 1) = n?, toplam dogru sayis1 n® + n olup bir noktadan gecen dogru sayisi

(degismez) n + 1 dir.

Bu sekilde elde edilen (IV, D, €) sistemi bir afin diizlemdir.

Kisaca sdylemek gerekirse her afin diizlem bir projektif diizleme doniistiiriilebildigi gibi
her projektif diizlemden de herhangi bir dogru ¢ikarilarak bir afin diizlem elde edilir. Bu,
tiim afin diizlemler ile tiim projektif diizlemler arasinda birebir bir esleme bulundugunu
gosterir. Dolayisiyla sonlu mertebeli afin diizlemlerin varligi ile ayn1 mertebeli projektif
diizlemlerin varlig1 hakkinda sdylenecekler tamamen aynidir. Bagka bir ifade ile sonlu n
mertebeli bir afin diizlemin varligi ig¢in gerek ve yeter sart n mertebeli bir projektif

diizlemin var olmasidir.

Bu bilgileri g6z 6niinde bulundurarak sonlu mertebeli afin diizlemler ile sonlu mertebeli
projektif diizlemler hakkinda literatiirde yaygin olarak gegen bazi bilgiler verecegiz.
“Hangi tamsayilar1 icin n mertebeli afin diizlemler vardir?” sorusu afin geometrinin
¢oziilemeyen dnemli problemlerinden biri olarak durmaktadir. Bu sorunun cevabi
bilinmemektedir. 2, 3 ve 4 mertebeli afin diizlem 6rnegi verilmisti. Bir n pozitif
tamsayisi ve p asal sayisi i¢in p™ mertebeli bir afin diizlemin var oldugu bilinmektedir.
Dolayisiyla da 3, 5, 7 ve 8 mertebeli afin diizlemler vardir. 6 mertebeli afin diizlemin
var olmadig1 1901 de G. Tarry tarafindan gosterilmistir ve bu diizlemin yoklugu Bruck-
Ryser Teoreminin 6zel bir sonucudur. 12 mertebeli bir afin diizlemin var olup olmadig

ise hala bilinmemektedir.
9 mertebeli bilinen dort farkli projektif diizlem vardir. Bunlar Dezarg diizlemi, Sol

yaklasik cisim diizlemi, Sag yaklagik cisim diizlemi ve Hughes diizlemidir. Bu

diizlemlerden bagka 9 mertebeli herhangi bir projektif diizlemin var olup olmadigi uzun
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zaman calisilmis fakat teorik bir sonuca ulasilamamistir. Ancak Lam, Kolesova ve Thiel
(1991) yaptiklar: bir bilgisayar arastirmasiyla bilinenlerden farkli 9 mertebeli yeni bir
projektif diizlemin var olmadigi sonucuna ulagmislardir. Bu arastimaya 8 mertebeli
izomorf olmayan tiim 283 657 Latin kareleri liretmekle baslamiglardir. Dort adimda
gergeklestirilen bu arastirmanin ilk adiminda 8 mertebeli Latin karelerin her bir asil
sinifindan bir temsilci olusturulmustur. Ikinci adiminda temsilci Latin kare, iizerinde
olma matrisinin ilk 27 kolonuna gevrilmistir ve 40 kolona genisletmek igin tiim olasi
durumlar denenmistir. Ugiincii adimda bulunan kismi {izerinde olma matrisi 91 kolona
genisletilmigtir ve son adimda da tamamlanmuis {izerinde olma matrisine izomorfizm testi
uygulanmistir ve her birine onun kolinasyon grubundaki gibi bir sertifika ¢ikarilmistir.
Bu sertifikalar bilinen diizlemlerle karsilastirilmistir. Arastirmanin bu sekilde adimlara
ayrilmasmin birka¢ sebebi vardir. Bunlarindan biri, farkli simetri gruplariin etkisi
altindaki 8 mertebeli Latin karelerin sayilar1 hakkindaki yayinlarin varligidir. Daha fazla

ayrint1 i¢in (Lam, Kolesova ve Thiel 1991)’e bakilabilir.

Buna gore 9 mertebeli farkli afin diizlemlerin de sayis1 dorttiir.

Bruck-Ryser Teoremi 10 mertebeli bir projektif diizlemin var olup olmadigi hakkinda
herhangi bir bilgi vermemektedir. (Lam 1991) da 10 mertebeli bir projektif diizlemin
varligi ile ilgili uzun yillar siiren bilgisayar arastirmasi ortaya konmustur. Lam (1991)
caligmasinda “n > 3 olsun. n mertebeli bir projektif diizlem insa edebilmek igin gerek
ve yeter sart n mertebeli karsilikli ortogonal Latin karelerin bir tam (complete)
kiimesinin insa edilebilmesidir.” teoreminden hareketle degisik alternatifleri kullanarak
n = 10 icin istenen Ozellikte Latin kareler kiimesinin insa edilemeyecegi
sonucuna varmistir. Dolayistyla 10 mertebeli bir projektif diizlemin bulunamayacagi

sonucuna varmistir.

Sonlu mertebeli baz1 projektif diizlem 6rnekleri (Akpiar 2001):

Ornek 3.2.7: 2 mertebeli projektif diizlem: Yedi nokta ve yedi dogrudan olusan bu
diizlem en kiigiik projektif diizlemdir ve bir tektir. Bu diizleme Fano diizlemi denir. Nokta
ve dogrular N ={1, 2, 3,4,5,6,7}, D={d,={1, 2, 3}, 4, =1{1, 4,5},
d;={1,6,7},d4=1{2,4,7},d5=1{2,5,6},d¢=1{3,4,6},d,=1{3,5,7}}
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bi¢iminde isimlendirilebilir (Sekil 3.2.1).

Sekil 3.2.1. 2 mertebeli projektif diizlem

Ornek 3.2.8: 3 mertebeli projektif diizlem: Mertebesi 3 olan biitiin projektif diizlemler
izomorftur, yani 13 noktali bir tek projektif diizlem vardir (Sekil 3.2.2).

Nig
N, Ni3 N3

Ng Ny N

N
N

Ny N,
Ny
N7

Sekil 3.2.2. 3 mertebeli projektif diizlem
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N ={Ny, Ny, ..., N13} ve dogrular1 da noktalar kiimesin dortlii alt kiimelerinden

olusur. m

4 ve 5 mertebeli projektif diizlemler birer tektir. 4 mertebeli tek projektif diizlem

Ornek 3.1.14 ile verilen 4 mertebeli afin diizlemin tamamlanmis1 olarak kurulabilir:

Ornek 3.2.8: 4 mertebeli projektif diizlem:
N=ABCDEFGHIJKLMNORRS, T, U, V} ve dogrular kiimesininelemanlari da asagidaki

yirmi bir kiimeden olusur:

(OIDFR}  {HBCDS}  (HFKPT}  {OAJHU}  {HEIMV}
(ECPAR}  {EFGJS}  {BEOLT}  {GIPBU}  {BFANV}
(KMJBR}  {IAKLS} ~ {NCIT}  {FCMLU}  {CGKOV} &

(GHLNR}  {MNOPS}  {AGDMT}  {EDKNU} {DJLPV} u

Bu 4 mertebeli tek projektif diizlemdir. Mertebe biiylidiikkge nokta ve dogru sayisi

arttigindan inceleme zorlagmaktadir.
5 mertebeli projektif diizlemin tekliginin ispati igin (Elkies 2000)’e bakilabilir.

7 mertebeli bir tek projektif diizlem vardir. W. A. Pierce elli yedi noktali bir pojektif
diizlemde herhangi bir Fano konfigiirasyonunun bulunamayacagimi gosterdiginden
(Pierce 1953), Marshall Hall, J. R. bu sonugtan hareketle elli yedi noktali herhangi bir
projektif diizlemin Dezargsel oldugunu ve dolayisiyla da tek oldugunu ispatlamigtir
(Hall 1953, 1954).

Teorik aragtirmalarla 8 ve daha biiyiik mertebeli var olan projektif diizlemleri kurmak ve
tekliklerini kanitlamak zorlagsmaktadir. Bu nedenle arastirmalar bilgisayar destekli ya da
tamamen bilgisayara dayali olarak yapilmistir. Ancak bu asamada da bilgisayar aragtir-

malar1 bir noktaya kadar cevap verebilmektedir.

8 mertebeli projektif diizlemin tekligi 7 mertebeli Latin karelere dayanir. Hesaplarin

teorik kaynagi ise n mertebeli bir projektif diizlemi bir kiimenin elemanlariyla homojen
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olmayan bir bi¢imde koordinatlamay1 saglayan {0, E, U, V} koordinatlama dortgenine
dayanir. Diizlemin OU, OV ve UV dogrulari tizerinde olmayan sonlu sayida noktalar1 (n — 1)

mertebeli bir Latin kare 6rnegi saglar.

Bir Latin kare lizerinde satir, kolon ve a;; girdilerinin degismesi koordinatlama dortge-
ninde O, U ve V noktalarindan gegen dogrularin yeniden adlandirilmasina karsilik gelir.
Dolayistyla (n — 1) mertebeli bir Latin kare, {0, U, V} tiggeninin kenarlar1 hari¢ O, U ve V
noktalarindan gegen demetlerin 3-agimi géstermek igin kullanilabilir. Fakat herhangi bir
Latin karenin bir tam diizleme genisletilebilen bir 3-ag1 sagladiginin dogrulugu agik
degildir.

Norton satir, kolon ve a;; girdilerinin degismesinin denklikleri igerisinde 7 mertebeli 146
tane Latin karenin bir listesini verdi (Norton 1939). Sade bu listede bir eksik  buldu ve

eklenilen degisikligi kapsayan listenin tam oldugunu gosterdi (Sade 1951).

Toplam sayis1 147 olan bu 7 mertebeli Latin kareler 8 mertebeli diizlem arastirmasinin
baslangi¢ noktasidir. 8 mertebeli bir projektif diizlemin tiggen ve dortgen sayilariiizerin-
den yapilan bir teorik tartigma ile 147 Latin kareden sadece 100 tanesinin kullanilmasinin

yeterli olacagi goriilmiistiir.

Bundan sonra yapilan is Latin karelerin tamamlanmasidir. [o0] dogrusunun ve sonsuz
noktalarinin eklenmesiyle bir projektif diizleme tamamlama basit oldugundan iglemlerin

kolaylig1 i¢in 8 mertebeli bir afin diizlem incelenecektir.

Teorik birka¢ islemden sonra bilgisayar yardimiyla yapilan diizleme tamamlamada
bilgisayara girdi olarak alinan 7 mertebeli 100 Latin kareden sadece bir tanesi tam
diizleme tamamlanabilmistir. Ancak bu kareyi diizleme tamamlayan dort farkli yoldan
ikisi Latin kareyi bir afin diizleme tamamlayamazken diger ikisi benzer tamamlamaya yol
agcmustir, yani elde edilen diizlemler izomorf olmaktadir. Bu yiizden tamamlama bir tektir
ve elde edilen geometrik yap1 8 mertebeli afin diizlemdir. Dolayisiyla 8 mertebeli bir tek
projektif diizlem vardir. Daha fazla ayrinti igin (Hall 1956)’e bakilabilir (Akpinar 2001).
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4. AFIN DUZLEMLERDE TOPLAMA ve CARPMA ISLEMLERI

Buradaki amag¢ bir afin diizlemdeki bir dogrunun noktalar1 i¢in toplama ve c¢arpma
islemlerini tanimlayip o dogrunun noktalar kiimesinin bu islemler altinda sagladigi
ozellikleri belirleyerek bir cebir yapist kurmaktir. Diizlem Dezargsel ise bir dogrunun
noktalar kiimesinin tanimlanan toplama ve carpma islemleri altinda bir bolimli halka

olusturdugu goriilecektir.

Esas calismalar cebir yapisi boliimlii halkalar olan diizlemler hakkinda olacaktir. Daha
sonra afin diizlemler i¢in verilen bilgilerin projektif diizlemlerdeki karsiliklar1 izerinde

durulacaktir.

4.1. Toplama islemi

Once afin ve projektif diizlemler icin Dezarg aksiyomunu tanimlayacak bu diizlemleri
Dezargsel Afin diizlem ve Dezargsel Projektif diizlem olarak ismlendirecegiz. Daha sonra

bir afin diizlemin secilen bir dogrusunun noktalari iizerinde toplama iglemini tanimlaya-

cak ve tanimlanan islemin 6zelliklerini inceleyecegiz.
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Tamim 4.1.1: Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir afin diizleme bir Dezargsel afin diizlem
denir (Bennett 1995):

A4. Dezarg Teoremi

(0 AA11BBICC cn Exr AB|| AB\e ACI|AC e BC|| BCdiir.

(I AANBBNCC=Poksn EgrAB|IAB\e ACI|ACieBC || B'C' diir (Sekil 4.1.1).

A
>

B B’

CI

Sekil 4.1.1. Dezargsel afin diizlem

Her afin diizlem Dezarg Teoremini saglamaz. Ornek olarak Moulton diizlemi bir Dezarg-

sel afin diizlem degildir.

F. R. Moulton 1902 de Moulton Diizlemi denilen basit bir (IV, D, €) afin diizlem 6rnegi
vermistir. Bu diizlemde Dezarg Teoremi gegerli degildir. Bu diizlemin noktalar1 reel
say1- larin sirali ikilileridir, yani reel koordinat diizleminin noktalaridir. D kiimesinin
eleman- lart ise Euclid diizleminin tim yatay, diisey dogrulart ile negatif egimli
dogrularindan ve m pozitif bir tamsay1 olmak iizere egimi x-ekseninin tizerinde m, altinda
ise 2m olacak sekildeki tiim kirik-¢izgi Euclid dogrularindan olusur. Moulton
diizleminin herhangi iki noktasiin yalnizca bir dogru (Moulton dogrusu) iizerinde
oldugunu gdstermek bir analitik geometri alistirmasidir. Eger bu dogru bir Euclid
dogrusu ise denklemi bulunur, eger kirik-gizgi bir dogru ise dogrunun x-ekseni ile
yaptig1 arakesit noktasi bulunur. Yatay dogrular paraleldir, diisey dogrular paraleldir ve
ayni negatif egimli dogrular da paraleldir. Egimleri x-ekseninin hem altinda hem istiinde
ayni olan kirik-¢izgi dogrular da paraleldir, dolayisiyla da Moulton diizleminde

paralellik aksiyomu saglanir.
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A3 aksiyomu da agik olarak saglanir (Sekil 4.1.2).

e

v

Sekil 4.1.2. Moulton Diizlemi

Moulton diizleminin Dezarg Teoremini saglamadigini gormek i¢in (Sekil 4.1.2) ye

bakmak yeterlidir. Burada Dezarg Teoremi hipotezleri saglanir fakat BC N B'C' = X tir.
Simdi de projektif diizlemler i¢in Dezarg aksiyomunu ele alacagiz.

P4. Dezary Teoremi: AAN BB N CC' =M olarak almsn. P=ABNA'B,Q = ACN
A'C've R=BC N B'C olsun. Bu takdirde P, Q, R noktalar1 dogrudagtr (Sekil 4.1.3).

Sekil 4.1.3. Dezarg diizlemi
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Tanim 4.1.2: P4 Dezarg aksiyomunu saglayan bir projektif diizleme Dezarg diizlemi ya

da Dezargsel diizlem denir (Kaya 1992):

Dezarg aksiyomu asagida tanimlanacak kavramlar kullanilarak baska bir ifade ile de

verilebilir.

Tanmm 4.1.3: 4,B, C, A', B', C’ bir geometrik yapinm herhangi alti noktasi olsun. Eger

A, B, C noktalar dogrudas degilse {4, B, C} kiimesine bir éiggen denir. {4, B, C}e

{4, B, CYikitiggenolsun. Ave A, Bve B, C ve C' yeii¢genlerin karsilikh koseleridenilsin EgerM, 4,
A';M, B, B've M, C, C' noktaiigliileridogrudas olacak bigimde bir M noktasi varsa bu liggenler M
noktasindan perspektiftir denir. AyricaM noktasmaikitiggeninperspektiflikmerkezi; ABve A'B’,
ACveA'C', BCve B'C' dogruikililerine butiiggenlerin karsiltkli kenarlari denir. Butiggenlerin

karsilikli kenarlarinin
P=ABNAB Q=ACNAC, R=BCNBC

arakesit noktalar1 dogrudas ise bu noktalarin iizerinde bulundugu dogruya ii¢genlerin
perspektiflik ekseni denir. Perspektiflik ekseni e dogrusu olan iki iiggene e ekseninden
perspektif iicgenler denir (Kaya 1992).

P4 aksiyomu “Bir noktadan perspektif iki ticgen bir dogrudan da perspektiftir.” seklinde
de verilebilir.

Teorem 4.1.4: herhangi bir cisim olmak iizere P,F projektif diizlemlerinin hepsi
Dezargseldir (Kaya 1992).

ispat: P,F de {4, B, C} ve {4, B, C'} kiimeleri M noktasindan perspektif herhangi iki iicgen
olsun. Ayrica M =<my, my, m3>, A=< ay, a, az>,

=<by, by, b3 >, C =<cy, cp, Cc3 >, A =< arl, arz, a’3 >,
B'=<b1, by b'3>, € =<cy, 5 c’3>olsun. Bu noktalar birbirinden farkli oldugundan i =
1,2, 3i¢ina’;=m;+ Aa;, b'; = mj+ub;, ¢ i=m;+vcolacak sekilde A, 1, v € F elemanlan vardir. Simdi
koordinatlar1 Aa; — ub olan nokta
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diistiniilstin. (Burada A # B oldugundan Aa; — ub; sayilariin hepsi sifir degildir. Dolayi-

styla bir noktanin koordinatlarini verir.) Ayrica

A=~ =d}

oldugundan bunoktahem AB hem A'B’ dogrusuiizerindedir. Dolayisiylada P = ABN

A B noktasinin koordinatlar Aa; — ub;olur. Benzer sekilde Q = BC N BC'noktasinn koordinatlan Aa;—
v Ve R = AC N A'C' noktasinm koordinatlan da ub — vc; olur.

Burada

@ DHb9=h

esitligi gegerli olup bu Q noktasimin PR dogrusu tizerinde oldugunu yani, {4, B, Che
(A, B, C} ticgenlerinin bir eksenden perspektif oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanmis olur. m

Ozel olarak R reel koordinat diizlemi {izerine kurulan P,R ve Q rasyonel koordinat

diizlemi tizerine kurulan P,Q diizlemleri Dezargseldir.

Tamim 4.1.5: Bir afin diizlemde noktalar i¢in toplama islemi: Herhangi bir

(IV, D, €) afin diizleminde bir & € D ve O € d orijini segilsin. & dogrusu iizerindeki A
ve C noktalarimin O noktasina gore toplaminin bulunmasi i¢in asagidaki sira izlenir
(Bennett1995):

1. d dogrusu disinda bir B noktas1 segilir.

2. B noktasindan gecen ve & dogrusuna paralel olan 7 dogrusu ¢izilir.

3. Anoktasindan gegen, OB dogrusuna paralel ya da esit olan £ dogrusu gizilir.

4. D = m N 4 noktas1 bulunur.

5. D noktasindan gegen, BC dogrusuna paralel ya da esit olan 7 dogrusu gizilir.
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6. n N d noktast A + C olarak tanimlanir (Sekil 4.1.4).

s/

A+C

Sekil 4.1.4. A ve C noktalarimin toplami1

Asagidaki iki teorem ve sonug (Bennett 1995) ten alinmastir.

Teorem 4.1.6: d dogrusu iizerindeki herhangi C noktasi i¢in O + C = dir.

Teorem 4.1.7: d dogrusu iizerindeki herhangi A noktasi i¢in A + O = A dur.

Sonu¢ 4.1.8: 0 + 0 = dur.

Bir afin diizlemde koordinatlar toplamini tanimlamak i¢in O € 4 orijini ve
yardimci nokta denilen B € d seklinde iki 6zel nokta segilir. Dezarg Teoremi
kullanilarak B noktasinin se¢imi ne olursa olsun, & dogrusu iizerindeki A ve C

noktalarinin O noktasina gore toplamimin ayni oldugu asagidaki teoremde verilir

(Bennett 1995).

Teorem 4.1.9:

I. A + C nin tanim1 B noktasinin se¢iminden bagimsizdir.

ii. Her bir A € 4 noktasi i¢in A + (—A) = (—A) + A = 0 olacak sekilde bir (—A)ed
noktasi vardir.

iii. A, C ve E noktalar1 & dogrusu lizerinde olsun. Bu takdirde

(A+C)+E=A+ (C+E)dir.

Ispat: i. Farkli By ve B, noktalarma gore A ile C noktalarinin toplami sirasiyla (4 + €)4
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ve (A + C);ile gosterilsin (Sekil 4.1.5). iki durum s6z konusudur.

1. Durum: O, By Vve B;noktalar1 dogrudas olsun. O zaman A, D,ve D, noktalart da dogrudas
olup OB || AD+dir. {B4, By, C}ve {D1, Dy, (A + C)} liggenlerine Dezarg Teoremi uygulanirsa B,C
l D2(A + €)4 sonucu elde edilir. Fakat B,C || D,(A + C) oldugunu biliyoruz. iki dogru en
cokbirnoktada kesistiginden (A+ C)1=(A+C),dir.

2. Durum: B, & OB 0lsun. {B4, 0, B} Ve {Dy, A, D,} liggenlerine Dezarg Teoremi uygulanirsa B1B; ||
D1D;oldugu goriliir. Dezarg Teoremini bu defa {B, B,C}\ve

{D1, Dy, (A + ()4} liggenlerine uygulayarak B,C || D,(A + €)1 elde ederiz ki bu

(A+ C)1= (A + C),sonucunu verir.

Dy
B
/1 (A+C)1
c (A+0);
O
D,
B

Sekil 4.1.5. (A + €)1 = (A + C),

ii. d dogrusu disinda bir B noktasi alinir ve BD || & ve OB || AD olacak sekilde D noktasi
bulunur. B noktasini bulunduran ve OD dogrusuna paralel olan dogru ile & dogrusunun
arakesiti (—A) noktasidir. B ve D noktalari kullanilarak A + (—A) = O oldugu ve D, B
noktalari kullanilarak da (—A) + A = 0 oldugu bulunur (Sekil 4.1.6).

Sekil 4.1.6. A+ (—A) = (—A) +A=0
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iii. Ik olarak A + C toplam1 B noktas1 kullanilarak bulunur. Bu takdirde (A + C) + E
toplam1 B’ noktas1 kullanilarak bulunur, burada D noktas: ikinci yardimeci nokta olmak
zorundadir. B'E || ((A+ C) + E) eldeedilir(Sekil4.1.7). Dahasonrada C + E toplami

B’ ve B noktalar1 kullanilarak bulunur ve son olarak da A + (C + E) toplami B ve D
noktalari kullanilarak bulunur. Buradan (C + E) || D(A + (C + E)) elde edilir.

B'E || (C + E) oldugundan paralellik aksiyomu (A + C) + E ve A + (C + E) toplam-

larinin ayni oldugunu ifade eder. m

0 A cC A+C E C+E @A+0O+E
Sekil4.1.7.(A+C)+E=A+ (C+E)
Asagidaki li¢ teorem (Bennett 1995) ten alinmustir.

Teorem 4.1.10: Afin diizlemler i¢cin Dezarg Teoreminin karsiti: Bir Dezargsel afin

diizlemdeki {4, , C}ve {4, B, C}iiggenleri i¢in
ABVB AQACeBOBC

olsun. Bu takdirde ya AA’ | BB'Il CC' ya da belli bir P noktasi igin

AA, BB, Q’H’ d

Ispat: A1, A2, A3 ve Dezarg Teoremi II kullanilarak ispat yapilacaktir, yani Dezarg
Teoremi yerine yalnizca Dezarg Teoremi II yi kullanmak yeterli olacaktir. AB || AB,
AC||AC\e BC|| BCosn Exr A4, BBve Cdogulann timiiparalel durumda degilse onlarin ikisi kesismek
zorundadir. AA'n BB'= P olsun. CPNAC=C oan

BC'|| BCiin elde edilmesi icin 4, B, C've A, B, C'iicliileri iizerinde Dezarg Teoremi II kullanilsin.
B noktasindan gegen, B'C dogrusuna paralel olan tek dogru BC
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dogrusudur.

Sekil 4.1.8. C = C”

Bu dogru AC dogrusunu en ¢ok bir noktada keser. Boylece C = C" ve P € CC' olur (Sekil
418).m

Teorem 4.1.11: Karsitinin gegerli oldugu herhangi bir afin diizlemde Dezarg Teoremi

gecerlidir.

ispat: Dezarg Teoremi (1): 4, B, Cve A, B, C' dogrudas olmayan nokta iicliileri olup

AA || BB || CC cinvedB || AB, AC || AC daekkebledin BC || B'C’ oldugu gosterilmelidir. Aksine BC ve
B'C’ dogrulari paralel olmasin. Bu takdirde BC" || B'C’ olacak sekilde C"” € AC noktasi alinsin. Eger C
+C"ise C' noktasindan gegen ve BB’ dogrusuna paralel olan tek dogru CC’ oldugundan "C
N BB’ = P noktasi vardir (Sekil4.1.9).

A A
P\ B B

C»/\

C c

Sekil 4.1.9.C=C"
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AA, BB’ ve CC' dogrularnmn tiimiiniin paralel ya da tiimiiniin bir noktada kesistiginin
gosterilmesi igin 4, B, C"' ve A B, C tigliileri tizerinde Dezarg Teoreminin karsit1 kullanilsin.
Ik iki dogru paralel ve son iki dogrunun P noktasinda kesismesi bir geliskidir,

dolayisiyla C = C"' olur.

Dezarg Teoremi (11): 4, B, C ve A, B, C' dogrudas olmayan nokta tigliileri olup
AANBBNCC=Pokn e AB | AB, AC | AC derak kebuleciisin BCI| BC

oldugu gosterilmelidir.

Aksine BC ve B'C’ dogrulan paralel olmasin. Bu takdirde BC” || B'C’ olacak sekilde
C"' € ACnoktasialinsm. Eger C # C"' ise Pnoktas1 € C’ dogrusu izerinde bulunmaz.
AA, BB' ve CC' dogrularmn tiimiiniin paralel ya da tiimiiniin bir noktada kesistiginin

gosterilmesi igin 4, B, C'' ve A, B, C'iicliileri iizerinde Dezarg Teoreminin karsiti kullanilsin.
Ik iki dogrunun P noktasinda kesistigi kabul edilmisti, fakat P noktasiiigiincii dogrunun

tizerinde degildir, buradan bir ¢eliski elde edilir. m

Teorem 4.1.12: Herhangi bir Dezargsel diizlemde bir dogru iizerindeki noktalarin

toplami1 degismelidir.
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4.2. Carpma Islemi

Tanim 4.2.1: Bir afin diizlemde noktalar i¢in c¢arpma islemi: Bir (N, D, € )
Dezargsel afin diizleminde bir & € D dogrusu ve 4 tlizerinde bulunan farkli iki nokta O
ve I olarak alinsin. & tizerindeki herhangi iki A ve C noktalarinin, segilen O ve I noktalari-
na gore ¢carpiminin bulunmasi igin asagidaki sira takip edilir (Sekil 4.2.1) (Bennett 1995):
1. d dogrusunun disinda bir B noktasi segilir.

2. A noktasindan gegen Ve I B dogrusuna paralel ya da esit olan 72 dogrusu ¢izilir.

3. D=mnNO0Bnoktasibulunur.

4. D noktasindan gegen Ve BC dogrusuna paralel ya da esit olan £ dogrusu ¢izilir.

5. AC ¢arpimi 4 N d noktasiolarak belirlenir.

0 I A AC

Sekil 4.2.1. A ve C noktalarinin ¢arpimi

Teorem 4.2.2: Bir Dezargsel afin diizleminde agagidaki 6zellikler gegerlidir

(Bennett 1995):

I. d dogrusuiizerindeki herhangibir Anoktasticin Al =1A=Adur.

ii. d dogrusuiizerindekiherhangibir Anoktasticin AO =0A=0dur.

iii. EgerA#0ise(A™Y) =(4"Y)A=1Iolacaksekildebir (A~1) € d noktasi vardur.

Iv. AC noktasinin tanim1 ¢arpma taniminda verilen B noktasinin se¢iminden bagimsizdir.

V. ddogrusuiizerindeki A, Cve Enoktalartigin (AC)E =A(CE)dir.

Ispat: Verilen 6nermelerin gegerli oldugu sekiller iizerinden kolayca gériilebilir. Biz
ornek olarak ii ve v siklarinin ispatini veriyoruz.
Ii. AO garpimi hesaplanirken tanimdaki dordiincii adimda bulunan  dogrusu BO

dogrusuna esit olur ve boylece AO = O dur. OA ¢arpimi bulunurken de tanimda gegen D
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yardimci noktast O noktasina esittir, dolayisiyla da OA = O bulunur. Yani
A = 0A=0dur.

v. Ilk olarak B ve D noktalar1 kullanilarak AC ¢arpimi hesaplanir. Sonra da (AC)¢arpmu B’
ve D noktalan kullanilarak hesaplanirki IB’ || (AC)D dir. B’ ve B noktalar1 kullanilarak CE ve son
olarak da B ve D noktalar1 kullanilarak A(CE)carpimihesaplanir. Sonugolarak (CE) = (AC)E esitligi
eldeedilir (Sekil 4.2.2). m

0 I AC AE CE (AC)E

Sekil 4.2.2. (AC)E = A(CE)

Teorem4.2.3: PappusTeoremi:dnm=0o0lupP, Q, REdVeS, T, U € m olmak iizere PT ||
QU ve QS || RT olsun. Bu takdirde PS || RU dur (Sekil 4.2.3) (Bennett 1995).

Sekil 4.2.3. Pappus Teoremi
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Teorem 4.2.4: Pappus Teoreminin bir Dezargsel afin diizlemde gegerli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart dogrular1 Tlzerindeki noktalarin carpimmin degismeli olmasidir

(Bennett 1995).

Teorem 4.2.2 den de anlasilacagi gibi bir Dezargsel afin diizleminde noktast c¢arpma
isleminde birim eleman 6zelligi, O noktas1 yutan eleman 6zelligi tasir. O noktasindan
farklt her elemanin ¢arpmaya gore tersi vardir. Ayrica ¢arpma islemi birlesmelidir.

Ancak ¢arpma isleminin degisme 6zelligi yoktur.

Ayrica bir Dezargsel afin diizlemindeki herhangi & dogrusu tizerindeki herhangi 4, C ve
Enoktalani¢in (A+ C)E=AE+CE, E(I+C) =E+ ECdirvebu ikisininsonucun-dadaE (A +C)

=EA+ECdir,yani¢arpmanintoplama iizerine dagilma 6zelligi vardir.

Bir Dezargsel afin diizlemindeki dogrular iizerinde toplama isleminin degismeli 6zellikte
oldugu, her elemanin toplamaya goére tersinin oldugu ve O noktasinin bu isleme

gore etkisiz eleman roliinde oldugu gosterilmistir.

Bir Dezargsel afin diizlemdeki bir dogru ve iizerindeki toplama, carpma islemleri
diistintiliirse bu dogrunun {izerindeki O ve [ noktalartyla (ki bdyle iki nokta
mutlaka vardir) birlikte ele alinirsa aslinda bir boliimlii halka oldugu goriiliir. Sonraki
boliimde bir afin diizlem bir boliimlii halkayla koordinatlanirken O ve I noktalarmin

sirasiyla (0, 0) ve (1, 0) noktalarina karsilik gelecegi gosterilecektir.

Bu bilgileri asagidaki teorem ile 6zetleyebiliriz.

Teorem 4.2.5: Sentetik afin geometrinin temel teoremi: Bir Dezargsel afin diizlemde-
ki herhangi bir dogru belirli O ve I ya bagli koordinatlama ile bir bolimli halka
olusturur. Bu yapida toplama ve ¢arpma asosyatiftir ve etkisiz elemanlara sahiptir. Her
elemanin toplamaya gore tersi vardir. Sifirdan farkli her elemanin g¢arpmaya gore
tersi vardir. Toplama degismelidir ve ¢arpma toplama iizerine dagilma 6zelliklerine

sahiptir.
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5. AFIN DUZLEMLERIN KOORDINATLANMASI

Bu boéliimdeki bilgiler (Bennett 1995) ten alinmigtir.

Burada herhangi bir B boliimlii halkasi i¢in B? nin bir Dezargsel afin diizlem oldugu
gosterilecek ve herhangi bir Dezargsel afin diizleminin belli bir B béliimlii halkasi i¢in
B2 olarak diisiiniilebilecegi gosterilecektir. Tahmin edilecegi gibi B? nin noktalar1 onun

(x, y) vektorleridir ve onun dogrulari da lineer denklemleri saglar.

Burada skaler ¢arpanlarin vektorlerin solunda oldugu durum olan sol vektor uzaylari kul-

lanilacaktir. Dolayisiyla lineer denklemler katsayilari sagda olacak sekilde yazilacaktir.
5.1. Noktalarin Koordinatlanmasi

Koordinatlamaya gegmeden Once ihtiya¢ duyulan bazi teoremleri verecegiz.

Teorem 5.1.1: B bir boliimlii halka olsun. ;' = B? ve bir 4 € D dogrusu a, , cEBvea

ile bayniandasifirolmamakiizere 4 = {(x, y) € B%: xa + yb = c}kiimesiolarak tanimlansin.
Butakdirde (V, D, €) birafindiizlemdir.

Ispat: Al. (x1, y1) Ve (x2, ;) noktalari B2 nin elemanlar1 olsun. Bu noktalarm sagladigi

xa + yb = c denklemindeki a, b, ¢ € B elemanlari, a ve ayni anda sifir olmayacak

sekilde bulunmalidir.

1. Durum: x; = x;, olsun. Butakdirde (x3, y1) Ve (x3, y,) noktalarix = x; denklemini saglar. Bu ise

reel koordinat diizlemindeki diisey dogruya karsilik gelir.
2. Durum: x; # x;, olsun. Bu takdirde bu noktadan gecen, (= (x; — x1) "1(y2 — y1)) sonlu egimine

sahip olan dogrunun denklemi y = y; + (x — x1)A dir ve eksenleri (0, y; —x;A)ile (x; —y147%,
0) noktalaridakeser.
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Bu dogrunun bir tek oldugunu gostermek i¢in y; # y, oldugu kabul edilsin. Asagidaki

denklemlerin bir tek ¢dziime sahip oldugu gosterilmelidir:

x1 +yib=
X, +yb=c

Ikinci denklem —1 € B ile garpilip birinci denklemle toplanirsa

(x1 —x2)+ (1 —y2)=0
bulunur. Boylece

=1 —y2) 'z —x1)
ve

c=ry—y) )

dir.Bunedenle b ve ctek olarak belirlenir. (xq, y1) ve (x3, y,) noktalarinin sagladig diger
lineer denklemler x + yb = denkleminin bir skaler katidir. Egery; =y,ise

x1%# x2dir ve (xyq, y1) ile (x, y») noktalarindan gegen tek dogru denklemi y = y; dir.

A2. Asagidaki durumu inceledikten sonra paralellik aksiyomunu kanitlamak kolaydir.

¢ # d olmak lizere ¢, d € B i¢in

xa+yb=c
ve

xa+yb=d

denklemli dogrularin ortak noktas: yoktur. (x1, y1) noktasinin iki dogrunun da
tizerinde olmasi ¢ = x1a + y1b = d oldugunu ifade eder ki bu da bir ¢eliskidir.
Boylece

xa+yb = cdogrusuiizerindeolmayan (x;, y;) noktasindan gegendogrunun denklemi
xa+yb = xia+ y,bdirve xa + yb = c dogrusuna paraleldir. Bu dogru bir tektir.

A3. Bir B bolumlii halkasinin birbirinden farkli en az iki tane 0 ve 1 elemanlari var

oldugundan, a # 0 olmak iizere xa + yb = c denklemiyle verilen dogrunu iizerinde
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(ca™l, 0) ve ((c — b)™%, 1) noktalar1 vardir. x = 0 ve x = 1 denklemli dogrular

birbirinden farklidir. Dolayisiyla en az iki dogru vardir. m

Bu sekilde tanimlanan afin diizleme Ziizerindeki afin diizlem denir ve A,B veya kisaca

B? ile gosterilir.

Dezarg Teoreminin B? de gegerli oldugunu gostermek igin asagidaki ii¢ paralellik

sonucuna gerek vardir:

Teorem 5.1.2: u, v, w, z € B?icin (u, v, w, ) nin bir paralelkenar olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Z=u — v + w olmasidir.

Teorem 5.1.3: z, u ve v noktalar1 B? de farkly, dogrudas noktalar olsun. Bu takdirde

v =u + (u — z) olacak sekilde bir t € B eleman: vardir.

Teorem 5.1.4: Eger B de uvw || zw ise bu takdirde u — v, w — z nin sifirdan farkl bir
katidir. Tersine, eger u, v, z dogrudas degilse ve u — v, w — z nin sifirdan farkli birkatiise

butakdirdeuw || zwdir.

Teorem 5.1.5: Dezarg Teoremi I: u, v ve w noktalar1 B2 de dogrudas olmayan noktalar
olsun. Bu takdirde, eger (u, u, v, v) ve (u, u, w, w) paralelkenar iseler (v, v, w', w) da bir

paralelkenardir.

ispat: Teorem5.1.2denv=v —u + uve w =w — u + u dur (Sekil 5.1.1). Bu yiizden

w=w+@—v)=w—v+volurve (W, vw, w) bir paralelkenardir. m

u u'

Sekil 5.1.1. (v, v, , w) paralelkenart
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Teorem 5.1.6: Dezarg Teoremi I1: us N vw Nww = zolsun. Ayrica uw || ke

uw || u'w’ olsun. Bu takdirde vw || v'W' diir.

ispat: Teorem5.1.3tenu’' =u+ (z—u) dur. Egerx =v + (z—v) ise bu takdirde

x noktas1 vz dogrusuizerindedirve Teorem5.1.4tenuw || u'x dir. Boylece x = v’ diir. Benzer
sekildew =w+ (z—w) dur. Fakatbu

W—v =w—v+(z—w—2z+v) = (1—1t)(W—) oldugunu ifade eder. Dolay1-stylavw || v'w’
diir(Sekil5.1.2). m

/ S -

Sekil 5.1.2. vw ve v'w’ dogrularinin

Ne

R /

paralelligi Teorem 5.1.5 ve Teorem 5.1.6 asagidaki teoremi

gerektirir:

Teorem 5.1.7: Herhangi bir B bolimlii halkasi igin B iizerindeki afin diizlem

Dezargseldir.

Ispat: Teorem 5.1.5 ve Teorem 5.1.6 dan elde edilir. m

Simdi B? afin diizleminin noktalarmin koordinatlanmasina gecebiliriz.
Koordinatlamanin ilk adimi olarak bir Dezargsel afin diizlemindeki herhangi iki

dogrunun ayni kardinaliteye sahip olmalarinin yani sira aslinda boliimlii halkalar olarak

izomorf olduklar1 gosterilebilir. Bu kisimda 4 dogrusu iizerinde toplamanin ve
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carpmanin
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etkisiz elemanlari olarak farkli O ve I noktalar1 (yani farkli O lar ve I lar ) segildiginden

(d, +, X) halkasindan ziyade (d, O, I) halkas1 demeyi tercih edecegiz.

Teorem 5.1.8: & = 0I ve m = O'I' dogrular1 bir Dezargsel afin diizlemde herhangi iki

dogru olsun. Bu takdirde (d, 0, I) ve (#m, 0, I') halkalar1 izomorftur.

Ispat: 1.Durum: d N =0=0'olsun(Sekil 5.1.3). p:d — m,(0) =0, p(I) =1've O ile I dan
farkli X noktasi i¢in ¢ (X) = X' noktasi, X noktasindan gegen ve II' dogrusuna paralel olan
dogru ile m dogrusunun arakesiti olsun. Bu nedenle X ve Y noktalar1 & dogrusu
tizerindeki sifirdan farkli noktalar olmak iizere XX’ || YY” diir. Doniisiimiin birebir ve orten

oldugukolayca goriilebilir.

P+

Sekil 5.1.3.d Nm =0 =0"icin (4, 0, 1) = (m, 0", 1) diir

¢ nin toplama islemini korudugunu goéstermek i¢in & dogrusu iizerinde farkli P ve Q
noktalari alinsin. P’ noktasi ile S noktasi kullanilarak P + Q toplami ve P noktasi ile T
noktasi kullamlarak Q" + P’ toplam1 hesaplanir. Bu toplamlardan PQ || (P+0Q) \e

PP' || (Q' + P) oldugu bulunur. (P + Q) Il Q'Q paralelligini elde etmek igin

(T, S, P+ Q} ve {Q, P, Q} iiggenleri i¢in Dezarg Teoremi kullanilir. Burada

©Q+P)IIPP 1QQ di Buda P+ Q, Tve Q + P =P + Q' noktalarmimn dogrudas oldugunu ve PP’
dogrusuna paralel bir dogru tizerinde olduklarim ifade eder. Fakat (P + Q)(P + Q)' || PP’ diir.
Bunedenle(P+Q) = P'+ Q' olurvedolayisiyladatoplamaislemi korunur.
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¢ nin ¢arpma islemini korudugunu gostermek igin I’ noktasi ile P’ noktasi kullanilarak
PQ carpimu ve I noktasi ile P noktas kullanilarak P'Q’ ¢arpimi hesaplansin. Simdi Q
noktas1 ile PQ noktasi kullanilarak P’'Q’ ¢arpimi hesaplansin. Bu takdirde
QQ'|P(PQ) olurveburaden PQ = (PQY'diiryani gapmuslemikonunur: (P = Q

iken de toplama ve ¢arpma iglemleri korunur.)

2. Durum: d =m, 0 =0, I # I' olsun. £ # d dogrusu O noktasindan gegen herhangi bir
dogru ve I" noktast noktasindan farkli £ dogrusu iizerinde bir noktaolsun. 1. Durumdan
(d,0,)) = (#,0,I") ve (#£,0,I") = (d,0, ) olur.Bunedenle (d,, ) = (d, 0, I di.

3. Durum: d || m olsun. Eger gerekliyse farkli bir I’ noktasi segilerek, X = 00" N 11’ olsun.
d dogrusu tizerindeki herhangi P noktasi igin ¢p(P) = P'= PX N m olarak tanimlansin. d
tizerindeki fakli P ve Q noktalar1 i¢in X noktasi ile T noktas1 kullanilarak

P + Q toplami ve X noktasi ile T' noktas1 kullanilarak P40 toplam1 hesaplanir.

P’ + QX ve P + Q noktalarinin dogrudas oldugunun bulunmast icin {P, T, P + Qhe

(P, T, P'+ Q} iiggenleri iizerinde Dezarg Teoreminin karsit1 kullanilir. Buradan
P+0Q = (P + Q) olur ve ¢ doniisiimii toplama islemini korur. Carpma isleminin
korundugunu gostermek icin X noktasi ile S noktasi kullanilarak PQ carpimiVve X noktasi
ile S" noktasi kullanilarak P'Q" ¢arpimmu bulunur. PQ, X ve P'Q’ noktalarmin dogrudas oldugunun
bulunmast igin {P, S, PQ} ve {P’, S, P’Q’} tiggenleri tizerinde Dezarg Teoreminin karsiti kullamhir ve
P'Q'= (PQ)’ oldugu goriiliir. Bdylece 3. Durumun ispati tamamlanir (Sekil 5.1.4).

s, 5

I P Q PQ

Sekil 5.1.4. d Il m icin (&, 0, ) = (m, 0", 1) diir
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4. Durum: d N m =X, X noktas1 ya da O’ noktasindan farkli bir nokta olsun.

2. Durumdan X noktasinin I ya da I’ noktasindan farkli oldugu kabul edilebilir. £ dogrusu
0’ noktasindan gegen ve ¢ dogrusuna paralel olan dogru olsun. I* # O’ noktasi1 £ dogrusu
{izerinde bir nokta olsun. (d, 0, I) = (#, 0, I") = (m, 0, ) olur (Sekil 5.1.5). Bdylece ispat

tamamlanmis olur. m

[I

Sekil 5.1.5. 4 nm = X i¢in (4, 0, ) = (m, 0, 1) diir

Sira bu boliimiin esas sonucu olan Dezargsel afin diizlemlerin koordinatlanmasina geldi.
Buradaki amag her bir P noktasini bir boliimlii halkanin sirali ikilileriyle belirlemek ve

her bir 4 dogrusunu da ayn1 halka tizerindeki bir lineer denklemle belirlemektir.

Verilenbir (V, D, €) afin diizleminde &, ve 4, denilen ve birbirine paralel olmayan iki sabit
dogrusegilsin.d, Nd, = Oolsun.lilel, sirastylad, ve d, dogrular lizerinde

O noktasindan farkli noktalar olsun. Teorem 5.1.8 in 1.Durumundan

(d,0,1,) = (d,,0,1,) dir. Ustelik &, dogrusu iizerindeki A noktasinin resmi, .,

dogrusu iizerinde bulunan O Ve I noktalarindan farkh olup AA’ || I, olacak sekildeki

A’ noktasidir.

P, IV kiimesinden alinan bir nokta olsun. P noktasindan gegen, &, dogrusuna esit ya da
paralel olan dogru m ve P,= m N d, olsun. P noktasindan gegen ve &, dogrusuna esit ya da
paralel olan dogru 4 olsun. P,= £ N'd, olsun. P', den gegen Ve I, dogrusuna paralel olan
dogrunun d, dogrusunu kestigi nokta P,ile gosterilsin. P, ve Pynoktalarmim

d, bolimli halkasinin elemanlart olduguna dikkat ediniz. 4 bolimlii halkasinin
elemanlar1 kullanilarak P noktas1 (P, P,) sirali ikilisiyle yeniden adlandirilsin .P € d

noktast i¢in, 7 dogrusu P noktasindan gectiginden P,= P ve £ dogrusu d, dogrusuna
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esit oldugundan £ N d,, = O olur. Bu nedenle P = (P, O) olur. Benzer sekilde her
Q' € d,ynoktas igin Q' = (0, Q) olur. Kartezyen koordinatlarla uyumlu olmasi tn L
I, noktalarina swrasiyla I, I' ve d,, d, dogrularina da sirasiyla x-ekseni, y-ekseni

denilecektir (Sekil 5.1.6).

Pt P/k

dx
Sekil 5.1.6. x ve y-eksenleri

Yukaridaki sonuglar asagidaki teoremde 6zetlenebilir:

Teorem 5.1.9: Eksenleri &, = Ol ve d,, = ol (d, d, € D) olan herhangi bir (V, D) Dezargsel afin

diizlemi igin V" kiimesinin noktalar1 &, X d,in sirali ikilileriyle birebir eslenir.

5.2. Lineer Denklemler

Onceki kismdan d, N d,= 0,1 €d,I' € d,olmak iizere O, I ve I’ noktalarinin koordinatlarinn
sirastyla (0, 0), (I, 0) ve (0, I) oldugu agiktir. d, dogrusuiizerindeki herhangi bir nokta (P,
0) seklindedir, bu ylizden &, lizerindeki her nokta
y = O denklemini saglar. Benzer sekilde d, dogrusunun denklemi x = O dur. Eger bir
dogru d, dogrusuna paralel ise bu dogrunun noktalariin ikinci bilesenleri aynidir, bu
yiizden bu dogru &, iizerindeki belli bir Q noktasi i¢cin y = Q denklemini saglar. Benzer
sekilde , dogrusuna paralel olan dogrunun denklemi P € 4, olmak lizere x = P

seklindedir.
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Her bir dogru tizerindeki noktalarin, katsayilar1 &, dogrusunun noktalari ile olusturulan

bir lineer denklemi sagladigini géstermek icin asagidaki 6n geometrik sonucuna ihtiyag

vardir.

Teorem 5.2.1: (IV, D, €) bir Dezargsel afin diizlem ve d,, d, dogrular1 da yukarida
tanimlandig1 gibi olsun. 7 dogrusu O noktasindan gegen fakat &, ve d, dogrularindan
farkl1 bir dogru olsun. Bu takdirde dogrusu iizerindeki herhangi bir P=(, P)we

= (Qx» Qy) farkli nokta ikilileri igin P',P, Il Q'yQ, tir.

Ispat: P, P\e Q Q) Quliceenktinde PP 1| Q0 Ve PP QQ oldugundan Dezarg Teoremi geredi PP || Q'Q, tir
(Sekil 52.1). m

dy

r, /

/o Qx P,

S 21 PP, | @0,

Teorem 5.2.1 den, Sekil 5.2.2 de gosterildigi gibi O noktasindan gegen fakat d, ve d,,
dogrularindan farkli herhangi bir 72 dogrusu &, dogrusu iizerindeki 6yle bir M noktasi
ile iligkilendirilebilir ki 7 dogrusu iizerindeki O noktasindan farkli herhangi bir (P,,

P,) noktas1 igin I'M dogrusu P’, P, dogrusuna paralel ya da esit olur.

m
dy P

o 1 YR

Sekil 5.2.2. I'M || P',Py
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Teorem 5.2.2: m dogrusu O noktasindan gegen fakat d,, d, dogrularindan farkl bir
dogru olsun. d, dogrusu tizerindeki M noktasi, 71 dogrusu lizerindeki her P = (P, P,)
noktas i¢in I'M || P',,P, 6zelliginde olsun. Bu takdirde 71 dogrusu tizerindeki her bir nokta x =
yM denklemini saglar.

Ispat: P = (P, P)) € m noktas1 O noktasindan farkli bir nokta olsun. (Sekil 5.2.3) te
gosterildigi gibi I’ ve P, yardimc1 noktalar1 kullanilarak PyM garpimi bulunur. P',P, dogrusu
I'M dogrusuna paralel yadaesitoldugundan P,= P,M oldugu goriiliir. Herhangi bir M noktast i¢in
0 = OM oldugundan ve dolayisiyla O = (0, 0) noktasi P,= P,Mdenkleminisagladigindan

dogrusutizerindeki her nokta bu denklemi saglar. m

dy

P’ p_"
Y,

I

L1

. %
70 I p, M P,
Sekil 5.2.3.P, = P,M

Teorem 5.2.3: Eger m dogrusu ve M noktasi1 Teorem 5.2.2 de tanimlanan sekilde ise bu
takdirde IV kiimesindeki X = YM 6zelligindeki herhangi bir (X, Y) noktasii¢in(X,Y)€

mdir.

Ispat: (P,, P,) noktas1 m dogrusu iizerinde O noktasindan farkli bir nokta olsun. Eger (Py, P,)
= (X,Y) ise (X, Y) noktas1 7 dogrusu iizerindedir ve ispat tamamdir. Aksi halde I’ ve P’; noktalart
kullamlarak yapilan YM c¢arpimi I'M dogrusunun Y'X dogrusuna paralel ya da esit
oldugunu verir, bu nedenle I'M || P',P,dir. Dezarg Teoreminin karsit: geregi ¥, (X, Y), X ve P, P,P,
tiggenleri igin Y’P’y, (X, Y) ve XP, dogrulan ya paraleldir ya da bir noktada kesisirler.

Birinci ve {gilincii dogrular O noktasinda
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kesistiginden (X, Y)P dogrusu da O noktasindan ge¢gmek zorundadir. Bu yiizden bu

dogru P ve O noktalarini bulunduran dogruya esittir, yani 7 dogrusudur (Sekil 5.2.4).

u

d

§ v
"7

®- 2 v VN
’
0L, d
41ng P, X=YM

Sekil 5.2.4. P ve O noktalarindan gecen dogru m dogrusudur

Teorem 5.2.4: £ € dogrusu O noktasindan ge¢meyen ve D kiimesinin d, ile 4,
dogrularina paralel olmayan bir dogrusu olsun. £ dogrusu &, dogrusunu C noktasinda
kessin. 71 dogrusu da O noktasindan gegen ve £ dogrusuna paralel olan bir dogru olsun.
Bu takdirde eger m dogrusu x = yM denklemini saglarsa £ dogrusu da x = yM + C

denklemini saglar.

Ispat: Q noktas1 £ dogrusu iizerinde C noktasindan farkl bir nokta ve 7 dogrusu da Q
noktasindan gecen ve aymi zamanda d, dogrusuna paralel olan dogru olsun.
n N m = P = (P,M, Py)olsun. Bu takdirde (Sekil 5.2.5) te gosterildigi gibi @ noktasinin
koordinatlar1 (Qy, P)) dir. P ve Q noktalar1 kullanilarak C + P,M toplam bulunur. (P,M) Il &, |l
QQxoldugundan Q.= C + P,M dir. Bdylece toplama islemi degismeli oldugundan Q = (Qy, Py)
noktast x =C +yM =yM + C denkleminisaglar.

# dogrusu tizerindeki (X, Y) koordinatli herhangi bir nokta x = yM + C denklemini

saglar. m
d, m 3
n
P, y P=@PMR) Q=@Py)
70 B,M C Qs x

Sekil 5.2.5.Q = (Qu P,)
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Dogrular hakkindaki bu sonuglar asagidaki teoremde 6zetlenebilir:

Teorem 5.2.5: (N, D, €) bir Dezargsel afin diizlem, d, ve d, dogrular1 da segilen
eksenler olsun. Bu takdirde

I. ddogrusunundenklemiy =0,

ii. d,, dogrusunundenklemix=0,

iii. Eger O € misemdogrusunundenklemix=yM,

iv. Eger £ || mve £ Nd, = Cise £ dogrusunun denklemi x = yM + C dir,

5.3. Pappus Teoremi

Eger bir afin diizlemde Pappus Teeoremi gegerli ise bu takdirde bu diizlemin herhangi bir
dogrusu tizerindeki koordinatlarin ¢arpiminin degismeli oldugunu hatirlayiniz. Simdi bu

sonucun tersi koordinatlamaya dayali olarak ispatlanabilir.

Teorem 5.3.1: (IV, D, €) bir B boliimlii halkasi iizerindeki afin diizlem olsun.  Bu
takdirde Pappus Teoreminin (IV, D, €) afin diizleminde gegerli olmasi i¢in gerek ve

yeter sart B boliimlii halkasinin bir cisim olmasidir.

Ispat: Burada yalnizca B iizerinde ¢arpma islemi degismeli iken Pappus Teoreminin
gecerli oldugunu gostermeye ihtiyag vardir. 4 N m = X ve P, Q, R noktalar1 & dogrusu
tizerinde, S, T, U noktalar1 72 dogrusu iizerinde kabul edilsin. PT || QU ve QS || RT olsun.
PS 1| RU oldugu gosterilmelidir. Tiim dogrular bolimli halka olarak izomorf
olduklarindan & dogrusu tizerindeki I noktas1 IS || PT olacak sekilde segilebilir ve X
noktasi da O noktasi tizerinde olacak sekilde se¢ilebilir (Sekil 5.3.1).

Sekil 5.3.1. PS || RU
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d dogrusuiizerinde carpmaislemidegismelioldugundan (&, O, I) = Bdir. Ama S ve
T noktalar1 kullanilarak hesaplanan PQ ¢arpimi R noktasina esittir, bu ylizden QP noktasi
R noktasina esittir. Bu nedenle PS || RU dur. m

Pappus Teoreminin gecersiz oldugu bir afin diizlem 06rnegi vermek miimkiindiir.
Wedderburn Teoremi geregi her sonlu boliimlii halka bir cisimdir, bu yiizden Pappus
Teoremi tiim sonlu Dezargsel afin diizlemlerde gecerlidir. Ancak

H = {a + bi + c¢j + dk: a, b, ¢ € R} kuaterniyonlar boliimlii halkasinin degismeli
olmadig1 biliniyor. Burada a + bi + ¢j + dk elemanlar igin i? = j2= k?= —1,

ij=—ji=k, jk=—kj=iveki=—ik=jdir.

(W, ), kuaterniyonlar {izerindeki afin diizlem olsun. Degismeli olmayan bir
kuaterniyon ¢ifti bulmak kolaydir, 6rnegin ij # ji dir. P = (i,0), Q = (j, 0),
0=1(0,0),1=(1,0),S=(0,1),T=(0,i), U= (0,j) ve R = (ij, 0) olsun. Bu takdirde
H kiimesi lizerine kurulan bu afin diizlemde, (Sekil 5.3.2) de gosterilen (0, 1)(i, 0)

ve (0, j)(ij, 0) dogrular1 paralel olamaz; aksi halde R noktasi (ji, 0) noktasina esit
olurdu ki bu da bir ¢eliskidir.

O,

—

(0,0 (1,0 GO) ¢ 0 @

Sekil 5.3.2. (0, 1)(i, 0) ¥ (0, i) (ij, 0)
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6. PROJEKTIF DUZLEMLERIN KOORDINATLANMASI

Bu boéliimde bir B boliimlii halkasi {izerine kurulan projektif diizlemler incelenecektir.

6.1. Projektif Diizlemlerin Koordinatlanmasi
Bu kisimda bir projektif diizlemin homojen koordinatlanmasi ele alinacaktir.

Bir B boliimlii halkas: igin B3 {in sifirdan farkli vektorleri tizerinde ~ bagmntisi, “(p, q,
r)~(s, t, u) olmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkli belli bir m € B elemani i¢in (p, q, )
= m(s, t, u) olmasidir.” seklinde tanimlansin. Bu denklik bagintisinin her bir denklik
siifi bir projektif nokta olarak adlandirilsin. Bir (p, q, ) vektoriiniin temsil ettigi <p, q, r
> noktasiii¢ durumda olabilir. » # 0 ise nokta

<p,q,1>olarak, r = 0 ve g # 0 ise nokta < p, 1, 0 > olarak, r = g = 0 ise nokta

< 1, 0, 0 > olarak alinabilir. Boylece V' noktalar kiimesi

N ={<p,q1>:p,qeBIU{<p,1,0>:p€EB}U{<1,0,0 >} bicimindedir.
Noktalarin bu sekildeki temsiline standart formda temsil denir. Benzer durumdogrular
icindesozkonusuolupbir([a, b, c]dogrusua #0ise[1, b, c] olarak,

a=0,b#0ise [0, 1, c] olarak ve a=b =0 ise [0, 0, 1] olarak alinabilir. Bu
gosterimlere dogrunun standart formu denir. Boylece

D ={[1, b, c]:b, ceB}U{[0, 1, c]:c€B}U{[0, 0, 1]} olur. Bu  sekilde
olusturulan (V : D’) geometrik yapisinda bir < x, y, z > noktasinin bir [a, bd

dogrusu tizerinde bulunmasi
<x, v, z>"[a, b, c] ©® xa+yb +zc =0
seklinde tanimlanirsa elde edilen projektif diizlem P,B ile gosterilir.

Teorem 6.1.1: B bir boliimli halka olmak tizere,

i. B3 te projektif noktalar
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{<pqg1>:p,qeBlU{<p,1,0>:p€eB}U{<10,0>}
seklinde tanimlanabilir.
il. Her homojen lineer denklem x + yb + zc = 0,y + zc = 0 ya da z = 0 bigimindeki

denklemlerden birine denktir.

Tanimm 6.1.2: B bir boliimli halka olmak iizere sifirdan farkli belli bir m € B igin
xa+yb+zc=0vexam+ ybm+zcm = 0seklindeki ki homojen lineer denkleme

denk denklemler denir.

Buradan nokta ve dogrular arasindaki benzerlik hemen goze ¢arpmaktadir. Bir projektif
diizlemde noktalar ve dogrular arasinda ¢ok yakin iligki s6z konusudur. Bu iliskiyi bir

tanim ve bir teorem ile netlestirelim.

Tamim 6.1.3: S bir projektif diizleme iliskin herhangi bir ifade olsun. S de “nokta”
sOzcugl yerine “dogru”, “dogru” sozciigii yerine de “nokta” sdzcligiinii koyarak bulunan

yeni ifadeye S nin dual ifadesi denir (Kaya 1992).

Teorem 6.1.4: Bir projektif diizlemde L1, L2, P2 ve P3 aksiyomlariin dualleri gegerlidir
(Batten 1986).

Bu teorem geregi bir projektif diizlemde noktalar veya dogrulardan birisi i¢in gegerli olan
bir ifade digeri i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla herhangi birini incelemek yeterlidir. Bu da

islemleri yar1 yariya azaltir.

Noktalar < p, g, v > nin denklik sinifi olarak ve dogrular da homojen lineer denklemleri
saglayan noktalar toplulugu olarak alinirsa bir projektif diizlem elde edilir. Tersine her

Dezargsel afin diizlemin bu sekilde koordinatlanabilecegi de gosterilecektir.

Teorem 6.1.5: Bir B boliimlii halkasi verilsin. N ={<p, q, v >: (p, q, ) €B>(p, ¢, 1) # (0,
0,0)}ve D' ise Vd xa+yb+zc=0denklemini saglayan
< p, q, v > noktalar kiimesi olmak ftizere tim &’ dogrularinin kiimesi olarak tanimlan-

sin. Bu takdirde (', D, € ") bir projektif diizlemdir (Bennett 1995).
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Ornek 6.1.6: Z iizerindeki projektif diizlem: Bu diizlem Fano diizlemiyle aynidir ve

(Sekil 6.1.1) deki gibi isaretlenmistir.

<0, 1, 1>

<11 1> <1, 0, 1>

<1 0, 0> <0, 1, 0> <1, 1, 0>

Sekil 6.1.1. Fano diizleminin koordinatlari

Bu diizlemin dogrular kiimesi D’={[1, 1, 1], [1, 1, 0], [1, O, 1], [0, 1, 1],
[1,0, 0], [0, 1, O], [0, O, 1]} olup budogrularx + y+z=0,x+y=0,x+ z= 0,

y+z=0,x=0,y=0vez=0 denklemleri ile temsil edilir. Bu dogrularin noktalar1

asagidaki gibidir:
[1, 1, 1]={<0, 1, 1>, <1, 0, 1>, <1, 1, 0>}
[1, 1, 0]={<1, 1, 1> <0,0, 1>, <1, 1, 0>}
[1,0 1]={<1,0, 1> <1,1, 1>, <0, 1, 0>}
[0, 1, 1]={<1, 1, 1> <0,1, 1>, <1, 0, 0>}
[1, 0, 0]={<0, 1, 1>, <0, 1, 0> <0, 0, 1>}
[0,1, 0]={<0,0,1><1,0,0>,<1,0, 1>}
[0,0,1]={<0,1,0><1,1,0>,<1,0, 0>}

Ornek 6.1.7: Zz iizerindeki projektif diizlem: p, g € Z3 olmak iizere bu diizlemin

noktalarinin dokuz tanesi < p, g, 1 > in denklik sinifindaki < 2,2,1>,<2, 1, 1 >,
<2,01><1,21><1,11><1,0,1><0,2, 1> <0,1, 1>,

<0, 0, 1> noktalandir, ii¢ tanesi <p, 1, 0 > 1n denklik sinifindaki <2, 1, 0>,
<1,1, 0>, <0, 1, 0> noktalaridir ve bir tanesi de <1, 0, 0> noktasidir.
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Diizlemin dogrulariise b, c € Zz olmakiizere x+ by +cz=0,y+cz=0 vez= 0
denklemlerini saglayan [1, 2, 2], [1, 2, 1], [1, 2, 0], [1, 1, 2], [1, 1, 1],

1, 1, 0], [1, O, 2], [1, O, 1], [1, O, O], [0, 1, 2], [0, 1, 1], [0, 1, O], [O, O, 1]
dogrularidir. Zj3 bir cisim oldugundan denklemlerin katsayilarinin solda olacak sekilde

yazilabildigine dikkat ediniz.
Asagidaki bilgiler biiyiik oranda (Bennett 1995) ten alinmistir.
Dezargsel Projektif Diizlemlerin Koordinatlanmasi

Daha onceden tanimlanan Dezargsel afin diizlemlerin koordinatlanmasi, Dezargsel
projektif diizlemlerin koordinatlanmasina genisletilebilir. Ilk olarak bir Dezargsel
projektif diizlemden sonsuzdaki dogrunun g¢ikarilmasi sonucunda kalan yapinin bir

Dezargsel afin diizlem oldugu gosterilebilir.

Teorem 6.1.8: (W', D, € ) bir Dezargsel projektif diizlem olsun. Bir dogru sonsuzdaki
do dogrusu olarak segilsin ve (I, D, €) afin diizleminin elde edilmesi igin
(N, D, € ") yapisindan bu dogru ¢ikarilsin. Bu takdirde (IV, D, €) afin diizlemi

Dezargseldir.

Ispat: Teorem 4.1.10 ve Teorem 4.1.11 geregi yalnizca (IV, D, €) diizleminde Dezarg
Teoremi II nin gegerli oldugunu gostermek yeterlidir. 4, B, C ve A’, B', C' dogrudas olmayan
noktalar olmak iizere AA N BB N CC'= P, AB|| A'B' ve AC || A'C’ olsun. Bu tekdiirde (', D, € ) diizleminde
(AA) n (BB) N (CC) = P dir. Dolayisiyla ABC ve ABC tiggenleri bir noktadan perspektiftir. Bu yiizden
onlar bir 7’ dogrusundan perspektiftir. Fakat (AB)' N (ABY €d,, e (AC)N(AC) € ds,
oldugundan

m =d,dur. Buda (BC)' N (BC)' € dy, oldugunu ifade eder. Dolayistyla BC |H¢

dir. m
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Noktalarin Koordinatlanmasi

Bir (V", D, € ") Dezarg projektif diizlemi verilsin ve ., dogrusu seilsin. (V, D, €) Dezargafin
diizleminin elde edilmesi igin (V’, D") diizleminden d., dogrusu ¢ikarilsm. Simdi V' =N U
ds dur. (IV, D) diizleminin dogrulant xa + yb + ¢ = 0 seklindeki lineer denklemleri
saglarken, noktalar1 da bir B bdliimli halkasinin elemanlarindan

alinarak olusturulan (x, y) sirali ikilileri seklinde temsil edilebilir. A € NV’ olsun. Eger

A € IV ise belli bir x, y € B elemanlar i¢in A = (x, y) dir. A noktasinin homojen
koordinatlart < x, y, 1 > olarak tanimlanir. Ozellikle de 0 € v orijin noktasinin
homojen koordinatlar1 <0, 0, 1>, I =<1, 0, 1> ve [ =<0, 1, 1> dir. Eger
B €d.,ise OB € D' olmakiizere herhangibiriiciincii C € 0 B noktasisegilir. Bu takdir-de C € '
dir. Dolayisiylabellibiru, v € Belemanlarii¢in C = (u, v) dir. Bnoktasininkoordinatlarida
<u,v,0>dir.

Teorem 6.1.9: B € d, noktasinin koordinatlanmasi C € OB noktasinin se¢imine bagl
degildir (Sekil 6.1.2).

Ispat: E noktas1 (OB)’ dogrusuiizerindeki dordiincii bir nokta olsun. Bu takdirde E € V dir
ve bir afin nokta olarak koordinatlar1 (p, q) dur. O, E ve C afin noktalar1 dogrudas, farkli
olduklarindan ve O = (0, 0) oldugundan E noktasi C noktasinin sifirdan farkli bir
katidir. Dolayisiyla B bir boliimlii halka olmak tizere sifirdan farkli birm € Belemanigin
(», @) = (mu, mv) dir. Bunedenle <p, g, 0 >=<mu, mv, 0 >=< u, v, 0 > dir ve bdylece B
noktasinin homojen koordinatlarinin € veya E noktasina bagli olmadan tanimlanmis

oldugu goriiliir. m

Sekil 6.1.2. B nin koordinatlanmasi C nin se¢iminden bagimsizdir
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Dogrularin Koordinatlanmasi

Yukarida projektif noktalarin koordinatlanmasinda ., dogrusu iizerindeki her bir
noktanin {igiincii koordinat1 0 iken V" kiimesindeki her bir noktanin ti¢tincii koordinati 1

dir. Bu yiizden do, dogrusu z = 0 homojen denklemini saglar.

Eger d' + d, ise bu takdirde &’ dogrusundan tizerindeki sonsuz noktasi ¢ikarilarak elde
edilen d dogrusu bir afin dogrudur ve bir xa + yb + ¢ = 0 denklemini saglar. Boylece
herhangi bir A= (p, q) €4 noktasi i¢in pa+qb+c=0 dir. Bu yiizden de

pa+ qb + 1c =0 dir ve < p, g, 1 > noktas1

xa+yb+zc=0 (6.1)

denklemini saglar.

B =d’' n dolsun. Bu durumda & afin dogrusunun paralel oldugu ve orijinden gegen
xa + yb = 0 denklemli bir tek 72 dogrusu vardir. Bu yiizden B € m' diir, dolayisiyla
(u, v) noktast m dogrusu iizerinde herhangi bir nokta olmak {izere B noktasinin
projektif koordinatlart < u, v, 0 > dir. Dolayisiyla herhangi bir c € B elemani
i¢in

ua + vb + Oc = 0 dir ve B noktasi (6.1) denklemini saglar. Bu yiizden &' dogrusu

tizerindeki her nokta (6.1) denklemini saglar.

Eger B noktasi diger bir £’ dogrusu tizerinde ise £ |l 4 oldugundan belli bir ¢t € B igin£
dogrusunundenklemixa+ yb +t = 0dir. Buyiizden 0 =ua + vb = ua+vb+0tdirve<u,v,0>
noktasixa+yb+zt =0denklemini saglar.

Tersine xa + yb + zc = 0 denklemi bir B boliimlii halkasi tizerinde herhangi bir
homojen lineer denklem olsun. Bu takdirde a = b = 0 ise bu denklem 4, dogrusunun
denklemidir; aksi takdirde xa + yb + ¢ = 0 denklemi D kiimesindeki herhangi bir &
dogrusunun denklemidir, bu yiizden xa + yb + zc = 0 denklemi D’ kiimesindeki '

dogrusunundenklemidir.
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Bu sonuglar agagidaki teoremde 6zetlenebilir:

Teorem 6.1.10: (W = ") yapisinin noktalar1 ve dogrulari bir B boliimli halkasi
tizerindeki projektif koordinat diizleminin noktalar1 ve dogrulari ile birebir eslenir.
Ayrica

A€ d' olmasi i¢in gerek ve yeter sart A noktasinin homojen koordinatlar1 olan

<p, q, 7 > nin d' dogrusunun homojen lineer denklemini saglamasidir.

6.2. Homojen Olmayan Koordinatlama

Bir Dezarg diizleminin bir boliimlii halka ile homojen olarak koordinatlanabilecegini
gordiik. Dezargsel olmayan birgok projektif diizlem mevcuttur. Dezargsel olmayanlar da
dahil projektif diizlemler i¢in homojen olmayan tarzda koordinatlamalar yapilabilmek-
tedir. Bunlar i¢in boliimlii halkadan farkli olan cebir yapilarina da ihtiya¢ duyulmaktadir.
Bu cebir yapilarinin genel adi iiclii halkadir. Bu koordinatlamalara hazirlik olarak bazi

tanim ve onermelere ihtiyag vardir.

Burada verilen bilgiler i¢in biiyiik oranda (Stevenson 1972) esas alinmistir.

Tanmm 6.2.1: R, 0 ve 1 ile gosterilen farkli iki eleman1 da kapsayan bir kiime, t R
kiimesi tlizerinde bir ii¢lii islem yani t: R X R X R — R seklinde bir fonksiyon olsun.
Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (R, t) sistemine bir ii¢lii halka denir:

T1.Hera, b € Ricin (0, a, b) =t(a, 0,b) = b dir.

T2.Hera, b€ Rigin (1,a,0) =t(a,1,0) = a dir.

T3. Verilen a, b, ¢ € R igin (a, b, x) = ¢ olacak sekilde bir tek x € R vardir.

T4. Verilena, b, c,d € R, a # ci¢in

taxbtcxd)
olacak sekilde bir tek x € R vardir.

T5. Verilena,b,c,d € R a+cigin (x,a,y) =bve t(x,c,y) = d olacak sekil-debirtek (x, y) € R%sirali

ikilisi vardir.
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Tanmm 6.2.2: (R, t) ve (R,t") iki icli halka olsun. R denR' ye

(t@bo)=t(f(@),fb),f(0)izlligindebirebirve ditenbir f dOniisiimii varsa
(R, t) ve (R, t") iiclii halkalari izomorftur denir.

Teorem6.2.3: Eger (R, +, -) birbolimli halkaise (a, b, c) =a-b+c seklindetanimlanan
t:R X R X R— Rigliislemii¢in (R, t) birii¢lithalkadir.

Ispat: T1.Hera, b€Ricin (0,a,b)=0-a+b=b,t(a,0,b)=a-0+ b= b
dir.

T2.Hera,beRi¢in(1,a4,0)=1-a+0=a,t(a,1,0)=a-1+0=adr.
T3.Verilena, b,c€Ricin (a,b,x)=c=>a-b+x=c=>c—a-b=x €R tek ¢oziimdiir.

T4.Verilena,b,ceR,a+cign(ax,b)=tlcxd)=ax+b=c-x+d=>(a—c)x=d—bolupa
# c oldugundan x = (a — ¢)~"}(d — b) € R tek¢dziimdiir.

T5.Verilena, b, ceR,a+cigin(x, a, y)=bwet(x,cy)=dise x-a+y=bvex-c+y=d = x(a
—¢) =b — dolup a # c oldugundan x = (b — d)(a — ¢) ! tek ¢oziimdiir. Bu deger

yerine yazilarak y = b — x * a bir tek olarak bulunur.

Tanim 6.2.4: L bir kiime ve * da onun {izerinde bir ikili islem olsun. Her a, b € L i¢in
L1. a * x = b denkleminin bir tek x ¢6ztiimii vardir.

L2. y x a = b denkleminin bir tek y ¢6zimii vardir.

L3. Hera € Ligin e ¥ a = a = a * e zelliginde bir tek e € L elemani vardir.

sartlar1 saglaniyorsa (L, *) sistemine bir loop ya da yarigrup denir.
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Ornek 6.2.5: L = {a, b, ¢, d, e, f} kiimesi lizerinde * islemi asagidaki tablo ile

tanimlanmis olsun. Bu takdirde (L, *) sistemi bir yarigruptur.

xle a b c d f
ele a b ¢ d f
ala e d b f c
bl b d e f ¢ a
clc b f e a d
did f ¢ a e b
flf ¢ a d b e

Tablo 6.2.1. * islemi

Tamm 6.2.6: Herhangi bir (R, t) ti¢lii halkasinin t isleminin

x+y=(1,x,y)vex-y=t(xy0)

bi¢giminde tanimlanan 6zel hallerine sirasiyla R {izerinde toplama ve ¢arpma (ikili)

islemleri denir (Kaya 1992).

Teorem6.2.7: T = (R, t) bir ii¢lii halka, + ve - da R iizerinde Tanim 6.2.6 daki toplama ve
carpmaiglemleriise (R, t) ve (R\{0}, -) yapilari, birim elemanlar1 sirayla 0 ve 1 olan birer

yarigruptur (Kaya 1992).

Ispat: Once (R, +) yapis1 incelensin. + isleminin tanimmdan x + 0 = t(1, x, 0) ve T2
geregincet(1, x, 0) =xtir.Benzerolaraktanimdan0+x=(1, 0, x) ve T1 geregin- ce de t(1,
0, x) = x olup buradan x + 0 = 0 + x = x bulunur. Yani 0, + islemine gére birim
elemandir. Simdi a + x = b ve y + ¢ = d denklemleri ele alinsin.

a+x=b e (1, a, x) = boldugundan T3 geregince bu 6zellikte birtek x € R vardir. Ayni
bigimde y+c=d < (1, y, ¢) =d dir ve T1 geregince d=t(0, y, d) yazilabileceginden
y+c=dot(l,y ¢)=1t(0, y, d) olur. T4 geregince bu 6zellik- te bir tek y € R elemani

vardir. Dolayisiyla (R, +) birim elemani 0 olan bir yarigruptur.
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Simdi (R\{0}, *) yapis1 incelensin. - igleminin tanimindan 1 - x = t(1, x, 0) ve T2
geregince t(1, x, 0) = x tir. Ayni bigimde x - 1 = (x, 1, 0) ve T2 geregince de

(x, 1, 0) = x oldugundan 1 - x = x - 1 = x elde edilir. Dolayisiyla 1, bu isleme gore
birim elemandir. a- x = b & (a,x, 0) = bve Tl den b = t(0, x, b) oldugundan

(a, x, 0) = t(0, x, b) bulunur ki T4 geregince bu 6zellikte bir tek x € R vardir. Benzer

olarak tanimdan y - c = d & (y, ¢, 0) = d dir. Oysa T5 geregince

(v, ¢, z)=dvet(y, 0, z2)=0

yapisi igin bir tek (y, z) ikilisi vardir. ikinci denklemden z = 0 oldugundan bu deger
birinci denklemde kullanilirsa (y, ¢, 0) = d olacak bigimde bir tek y € R nin varligi

bulunur. Dolayisiyla (R\{0}, -) yapis1 birim elemani1 1 olan bir yarigruptur.

Gosterim 6.2.8: T = (R, t) Teorem 6.2.7 deki islemlerle elde edilen + ve - islemleri

altinda olusturulan (R, +, -) sistemi Prile gosterilir.

Bundan sonraki kisimlarda (R, t) ti¢li halkasinin bir projektif diizlemi koordinatlamada
nasil kullanilacagr ve elde edilen diizlemin geometrik Ozellikleri ile Py nin cebirsel

ozellikleri arasindaki iliski incelenecektir.

Simdi de mertebesi n = 2 olan herhangi bir P projektif diizleminin homojen olmayan

sekilde nasil koordinatlanacagini gorelim (Kaya 1992).

kardinalitesi n olup 0 ve 1 ile gosterilen iki 6zel elemani bulunan herhangi bir kiime
olsun. P i¢inde herhangi iigi dogrudas olmayan O, E, U, V noktalarinin olusturdugu
keyfi bir {0, E, U, V} kiimesi koordinatlama dortgeni olsun. P nin noktalar1 su sekilde
isimlendirilsin: OF dogrusu iizerinde OF N UV noktasindan baska her bir noktaya R? nin
(a, a) bigiminde bir tek elemanini karsilik tutulsun ve 6zel olarak O = (0, 0),
E = (1, 1) alinsin. UV dogrusu lizerinde bulunmayan se¢imli her bir N noktasi igin eger
NUNOE=(b,b)ve NVNOE = (a,a) ise N=(a, b) denilsin. Ozel olarak OU

dogrusu iizerindeki noktalar (a, 0) ve OV dogrusunun iizerindeki noktalar (0, b)
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bi¢ciminde koordinatlara sahip olur. OV dogrusunun (0, 0)(1, m) N UV noktasina (m)

koordinati verilsin.

0=(0,0) (1,0 (a 0) (b, 0) (m, 0) U=

Sekil 6.2.1. Noktalarin tayini

Buradan U = (0), OE n UV = (1) olur (Sekil 6.2.1). UV dogrusunun V noktasina da

o & R olmak iizere V = (o) koordinat1 verilsin. P nin dogrularina gelince V = (o)
noktasindan gegmeyen ve dolayisiyla UV dogrusu ile bir (m) ortak noktasina ve OV
dogrusu ile bir (0, k) ortak noktasina sahip olan dogruya [m, k] koordinati, V = (o)
noktasindan gegenve OU = [0, 0] dogrusuyla bir (k, 0) ortak noktasina sahip olan
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[a] [k] [oo]

Sekil 6.2.2. Dogrularin tayini
dogruya [k] koordinat1 ve UV dogrusuna da [oo] koordinat1 tayin edilsin (Sekil 6.2.2).

Dikkat edilirse genisletilmis Euclid diizleminin koordinatlanmasina benzetilerek yapilan

bu koordinatlamada, koordinatlar secilen {0, E, U, V} dortgenine baghdir.

Simdi de lizerinde olma bagintisinin belirlenmesi ve diizlemsel iiclii halkalarin elde

edilmesine gecilebilir.

Nokta ve dogrularin koordinatlarinin tayininden agik olarak her m, k, x, y € R igin

(o0) € "[oo] (o0) €'[K] ; ()& Im k]
(x)€'[e0] &'kl ; @ E'Im klem= x
(x, y)&'[co]; () €E'[klox=k;

dir. Fakat (x, y) noktasinin [m, k] dogrusunun iizerinde bulunup bulunmama sartlar
heniiz bilinmemektedir. Bunu belirlemek icin R3ten R ye

“t:(m,x, k) >y < (x,y) €'[m, k]” olacak sekilde bir t eslemesi tanimlamak yeterli olacaktir.
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Teorem 6.2.9: R, bir projektif diizlemi koordinatlamada kullanilan herhangi bir kiime ve

t de R3ten R ye

ttm, x, k) =y © (x, y)€'[m, k]

ozelliginde bir esleme olsun. Bu durumda ¢, R lizerinde bir {i¢li islemdir (Kaya 1992).

Ispat: Her bir (m, x, k) smah icliisii igin y = (m, x, k) olacak sekilde bir tek y € R oldugu
gosterilmelidir. ilk koordinat1 x olan biitiin noktalar (o0)(x, x) = [x] dogrusu izerindedir.
Aynicatanmdany = (m, x, k) < (x, y) € [m, k] ve dolayisiyla ayn1 x ilk koordinatli nokta [m,
k] dogrusunun da tizerindedir. Boylece (x, y) = [x] N [m, k] olur. Oysaikidogrununbirtek (x, y)

ortak noktasibulundugundanbirtek y € R elemani1 vardir. m

R kiimesi iizerinde tanimlanan ve bu kiime {izerine bir cebirsel yap1 koymaya olanak

sag- layacak olan bu t ii¢lii isleminin temel 6zellikleri asagidaki teorem ile verilebilir:

Teorem 6.2.10: R, herhangi bir projektif diizlemi koordinatlama kiimesi ve t de bu
kiime iizerinde Teorem 6.2.9 da tanimlanan iiglii islem olsun. t asagidaki ozelliklere
sahiptir (Kaya 1992):

T1. Herm, x, k € Ri¢in (0, x, k) = k = t(m, 0, k) dir.

T2.Herm, x € Ricin (m, 1,0) = mve t(1, x, 0) = x tir.

T3. Verilen her bir m, x, y € R tigliisii i¢in (m, x, k) = y olacak sekilde bir tek

k € R elemani1 vardir.

T4. my # m; olmak lizere verilen my, my, k4, k2 € R igin

(my, x, k1) = t(m,, x, k;) olacak sekilde bir tek x € R elemani vardir.

T5. x1 # x; olmak {izere verilen x4, X2, y1, y2 € R i¢in (m, x4, k) =y, Vve

(m, x, k) = y,olacak sekilde R kiimesinde bir tek m, k eleman ¢ifti vardir.

Ispat: T1-T5 6zelliklerinin gerceklendigi gosterilmelidir.
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TL1. (0, x, k) = z olsun. Tammdan (0, x, k) = z & (x, z) € '[0, k] olur. Oysa dogru
koordinatlarinin tanimi geregince [0, k] = (0)(0, k) dogrusu tizerindeki her nokta (?, k)
bi¢iminde oldugundan z = k olmalidir. Dolaysiyla (0, x, k) = k dir.

Ayrica (m, 0, k) = z & (0, z) € [m, k] tanimdan biliniyor. Oysa

[m, k] = (m)(0, k) ve ayn1 zamanda (0, z) € [0] oldugundan (0, z) = [0] N |

ve dolayisiyla  k = z olur. Ciinkii iki dogrunun bir tek ortak noktasi vardir.

T2. (m, 1, 0) = z denirse (1, z) € '[m, 0] olur. Oysa [m, 0] = (m)(0, 0) ve (m) = [(0,
0)(1, m)] N [oo] olarak tanimlandigindan (1, m) € '[m, 0] dir. Hem (1, m) hem de
(1, z) aym anda [1] dogrusu tizerinde olduklarindan [1] N [m, 0] = (1, z) = (1, m)
ve dolayisiyla z=molmalhdir. Bu da

(m, 1, 0) =mdemektir. Benzerolarak (1, x, 0) = zdenirse (x, z) € '[1, 0] olur. [1, 0] dogrusu
tizerinde yalnizca (x, x) tipindeki biitiin noktalar ve (1) noktasi bulundugundan z =

x olmalidir. Buradan da (1, x, 0) = x bulunur.

T3. Tanimdan (m, x, k) =y & (x, y) € [m, k] oldugu biliniyor. Bu [m, k] = (m)(0, k) ile
birlestirilirse (x, y), (m), (0, k) noktalarmin dogrudas oldugu agik olarak goriiliir. Béylece
(0, k) noktas1 hem (x, y)(m) dogrusu hem de [0] dogrusu iizerinde oldugundan ve (0,
k) =[0] n [(m)(x, y)] noktasinin bir tekolmasindanbirtek k € R elemanivardr.

T4. t(myq, x, k1) = t(my, x, ky) = zdenirse (x, z) € '[my, k] ve
(x, 2) € '[my, ky] olur, my # my olmasi dolaysstyla da (x, z) = [my, kq] N [my, k5] elde edilir. iki
dogrunun bir tek ortak noktasi oldugundan (x, z) noktas: bir tektir. Buradan x in tekligi

cikar.

T5.(m, x1, k) =y, < (x1, y1) €'[m, k] ve

(M 2, k) = v, & (5 y») € Tm, k] dr. (x;, 1) Ve (x, y») noktalart bir tek dogru tizerinde
bulunabilecekleri ve x; # x; oldugu i¢in bu dogru (o) noktasindan gegmeyen bir dogru
olacagindan (x1, y1) (x2, y2) = [m, k] olup, dolayisiyla da bu

ozellikte bir tek m, k eleman ¢ifti vardir. Boylece teoremin ispati ¢t nin tanimi ve

projektif diizlem aksiyomlarina dayanilarak tamamlanmigstir. m
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R kiimesi ve t ti¢lii isleminin birlikte diisiiniilmesiyle yeni bazi kavramlar tanimlanabilir.

Tamim 6.2.11: Eger bir P projektif diizleminin koordinatlama kiimesi ve t de bu
koordinatlamadaki ti¢lii islemse (R, t) {iglii halkasina P nin diizlemsel ii¢lii halkast ya
da diizlemsel ii¢lii halka denir (Kaya 1992).

Teorem 6.2.10 her projektif diizlemden bir diizlemsel ti¢lii halka iiretilebildigini gdster-
mektedir. Bunun karsitinin da dogru oldugu asagidaki teoremde gosterilecektir. Bu, bir
projektif diizlem ve bir diizlemsel {iglii halkanin bir digerini belirtmekte kullanila-
bilecegi (ya da birbirlerinden elde edilebilecekleri) 6nemli sonucu dogurmaktadir. Bu
nedenledir ki ilging yapilar olduklari halde diizlemsel ti¢lii halkalar projektifdiizlemlerin
temsilinde kullanilabilecek ideal sistemlerdir. Simdi sozii edilen karsit teoreme

gecilebilir.

Teorem 6.2.12: Her (R, t) tglii halkas1 bir diizlemsel {i¢lii halkadir, yani verilen her (R,
t) tiglithalkasiicin 6yle bir IP projektif diizlemi vardir ki onun diizlemsel tiglii halkasi (R, t) dir
(Kaya1992).

Ispat: (R, t) verilen bir iilii halka ve oo da R kiimesinde bulunmayan bir eleman olsun.

(N, D, €") geometrik yapisinin nokta ve dogru kiimeleri sirastyla

N ={(x,y):x,yERIU{(X):xER}U {(e0)},
D ={[m, k]:m, k € R} U {[k]: k € R} U {[oo]}

bi¢iminde ve bir noktanin bir dogru iizerinde olmasi da her x, y, m, k € R i¢in

Gy Emidstimk) =y (x,y) €'kl = x=k
e mkl=x=m(x) €
'[o0]
(0) € '[e0]
(o) € '[K]
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seklinde tanimlansin. Bu tanimlamadan hemen, yine x, y, m, k, a € R i¢in

(x, y) & '[e]
(x) &'[K]
(c0) & [m, k]

oldugu agik olarak goriilir. Simdi (N , D', € ") yapisinin projektif diizlem oldugunu
gosterelim. P1 aksiyomunun saglandigint gérmek igin g6z oniine alinacak N;, N,nokta-

larinin konumlarma gore su durumlar miimkiindiir:

1. Durum: Ny = (x1, y1) ve No = (xp, y) seklinde noktalar olsun. Eger x; # ke (e, y) € Tmkl < timx,
)=y e (g ) €'Tm k| © t(m, x;, k) = y, elde edilir. Oysa (R, t) nin T5 6zelligi geregince bu
sekilde bir tek [m, k] dogrusuvardir. x; # x; oldugundan N1N, dogrusu [k] bigiminde olamaz. Eger
X1 = X ise tliglii islem oldugundan bu noktalar1 birlestiren dogru [m, k] bi¢iminde olamaz.
Tanimdanbunoktalar [oo] dogrusuiizerinde degildir. Fakat

(1, y1) €'[x1] Ve (x2, ¥2) € '[x1] oldugundan NN, = [x;] dogrusu istenen bir tek dogrudur.
2. Durum: Ny = (x1, y1) ve N = (x3) olsun. Eger (x;) = (o) ise (o) noktasindan gegen

dogrular tek bilesenli oldugu ve (x1, y1) € [o0] oldugu igin N1N, = [x1] dir. Eger (x) # (c0) ise
yine (x1, y1) € [oo] ve (x) & [k] oldugundan NN, dogrusu [m, k] bigimindedir. Buradan

aypEmkletmul=0€m kem=x,
ve dolayisiyla t(x;, x1, k) =y, bulunur. Oysa (R, t) ticlii halkasinin T3 6zelligi geregi birtek k € R

elemanivardirvedolayisiylaN{N, = [xp, k] dir. Ny=(xy),
N, = (Xz) ise N\N, = [00] dur.
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Geri kalan durumlarda P1 aksiyomunun ger¢eklendiginin gosterilmesi ya tamamen
yukaridakilerin tekrar1 ya da ¢ok basittir. P2 aksiyomunun ispat1 ise P1 aksiyomunun
ispatinin  dualidir. Bir dogrunun bir nokta iizerinde olmasi tanimindan
(0, 0)(1, 1) =1, 0], (0, 0)(e0) =[0], (0, 0)(0) =[0, 0], (1, 1)(0) =[1],

(1, 1)(0) =[0, 1], (0)(0) = [co] dogrularinin hepsi farkli oldugundan (0, 0),
(1, 1), (0), (o) noktalarimin herhangi iicii dogrudas degildir. Bdylece (N, D)
yapisinin projektif diizlem oldugununispati tamamlanmistir. Eger (0, 0) =0,

(1,1) =E, (0) = U ve (c0) =V olarak segilirse bu diizlemin diizlemsel {iglii halkas1
(R, t)olur. m

Gosterim 6.2.13: Teorem 6.2.12 ki projektif diizlem P g ) ile gosterilir (Kaya 1992).

Dikkat edilirse verilen bir (R, t) ti¢lii halkasinin, bu ii¢lii halkadan elde edilen projektif
diizleme ait diizlemsel i¢lii halka olmasi i¢in koordinatlama dortgeni olarak
{(0, 0), (1, 1), (0), (o0)} kiimesinin se¢imi zorunlu olmustur. Bir projektif diizlemde
0, E, U, V koordinatlama dortgeninin degisik secilmesiyle yapilacak yeni koordinat-
lama ile dogal olarak oncekinden tamamen farkli bir Giglii halka elde edilebilir. Bir
diizlemden elde edilecek tiglii halkalar arasindaki iliski tamamen aciklanabilmis
degildir. Yani daha genel olarak “Ayn1 sayida elemani olan iki diizlemsel {i¢lii halka ne

zaman ayni (izomorfik) diizlemi koordinatlar?” sorusu heniiz tamamen ¢6ziilememistir.

Bir P projektif diizleminin ti¢lii halkasinin cebirsel 6zellikleri ile [P de baz1 6zel Dezarg

teoremlerinin gegerliligi arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir. Bunlara kisaca deginecegiz.
Tanim 6.2.14: (R, t) iiclii halka olsun. Eger t ii¢clii islemi her a, b, c € igin

uzere

t(a, bc)=a-b+c

ise (R, t) ye lineer iiclii halka denir (Kaya 1992).
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Teorem 6.2.15: (R, t) ti¢lii halkasinin lineer olmast igin gerek ve yeter sart P 1
projektif diizleminde (M, €) —Dezarg Teoreminin M = (o), e = [0], A4 = [0],
R = (0) 6zel konumunda gegerli olmasidir (Kaya 1992).

P herhangi bir projektif diizlem olsun. P de bir O, E, U, V dortgeni segilerek olusturulan
(R, t) ig¢lii halkas: ile non-homojen koordinatlarla kurulan projektif diizlem Py ile

gosterilirse IP ile P, izomorftur (Stevenson 1972).

B bir boliimlii halka ve (R, t) de B boliimlii halkast ile olusturulan diizlemsel tiglii halka

olsun. P 1 projektif diizlemi ile P, B projektif diizlemi arasinda noktalar i¢in

)<l > (x) — <1,
x, 0>
(0)—><0, 1, 0>

ve dogrular i¢in

fimKd—m —1 K]
[co] — [0, O, 1]
seklinde tanimlanan f doniisiimii bir izomorfizmdir.

Bu kism1 Stevenson (1972)’den alinan asagidaki teorem ile tamamliyoruz:

Teorem 6.2.16: IP nin bir Dezarg (Pappus) diizlemi olmasi i¢in gerek ve yeter sart (R, t)
diizlemsel halkas1 bir boliimli halka (cisim) olan P(g s projektif diizlemine izomorf

olmasidir.
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