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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
ELIPTIK FONKSIYONLAR
Sema KILIC
Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Osman BiZIM

Bu c¢alismada C {izerinde ¢ifte periyodik ve meromorfik fonksiyon olan eliptik
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin 6zellikleri ele alinmustir.

Calismanin birinci boliimiinde, temel kavram ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde eliptik fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarm 6zellikleri ele alinmustir. Jacobi
eliptik fonksiyonlari, bu fonksiyonlar i¢in toplam formiilleri ve bu fonksiyonlarin
periyodikligi incelenmistir. Daha sonra Weierstrass eliptik fonksiyonlar1 ele alinmis ve
Weierstrass ¢ (2) fonksiyonu i¢in diferensiyel denklem verilmistir. Son olarak, eliptik
fonksiyonlar cismi ele alinmis ve esas kismi verilen eliptik fonksiyonlarin olusturulmasi
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik fonksiyonlar, Jacobi eliptik fonksiyonlari, Weierstrass ¢
eliptik fonksiyonu.

2013, v + 70 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
ELLIPTIC FUNCTIONS
Sema KILIC
Uludag University
Graduate School of Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Osman BiZiM

In this work, elliptic functions which are doubly periodic and meromorphic functions on
C are discussed and the properties of these functions are given.

In the first chapter of this work, the main concepts and theorems are given.

In the second chapter elliptic functions and their properties are discussed. Jacobi elliptic
functions, the addition formulae for these functions and the periodicity of these functions
are examined. Then Weierstrass elliptic functions are discussed and the differential
equation for Weierstrass (2) function is given. Finally, the field of elliptic functions is
discussed and the construction of the elliptic functions with given principal parts is
studied.

Key words: Elliptic functions, Jacobi elliptic functions, Weierstrass elliptic functions.
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1. ONBILGILER

1.1 Topolojik Gruplar, Kafesler ve Temel Bolgeler

Bu kisimda, tez ¢aligmasinin diger kisimlarinda ihtiya¢ duyulacak bazi temel kavramlar

tanimlanacak ve bu kavramlarin temel 6zellikleri verilecektir.

1.1.1 Tamim. G bir topolojik uzay ve ayni zamanda bir grup olsun. G x G iizerinde

carpim topolojisi olmak {izere, eger
m:GxG— G, ve i:G—>QG,

(g, h) > m(g, h)=gh g—ig)=g"

fonksiyonlart siirekli ise G ye topolojik grup denir.

1.1.2 Ornek 1. C karmasik sayilar kiimesi, karmasik sayilarin toplama islemi ile bir
grup ve ayni1 zamanda C bir topolojik uzaydir. Bundan baska
mizw)=z+w ve i(z)=-=z

fonksiyonlart siirekli oldugundan C bir topolojik gruptur.

2.8'={z e C:|z]|=1} birim gemberi, karmagik say1larin ¢arpma iglemi ile bir grup ve
alisilmis topoloji ile
m:S'xS' > S, mx,y)=xy ve i:S'>Six)=x"

fonksiyonlar siirekli oldugundan S' bir topolojik gruptur.

3. GL(n, C), n x n boyutlu ve tersi olan (determinanti1 sifir olmayan) karmasik terimli

matrislerin kiimesi olmak tizere GL(n, C), bilinen matris ¢arpimu ile bir gruptur. Eger her

2
. . . n .
bir [aij] matrisi C* deki (a1, ar2, ..., A1y 21, Q224 ..., A2p, ..., Ayy) NOKtas1 olarak
nxn

2
diisiintiliirse C" iizerindeki alisilmig topolojinin GL(n, C) lizerine kondurdugu topoloji
ile GL(n, C) ayn1 zamanda bir topolojik uzaydir. m ve i doniistimleri, matrisin a;

koordinatlarinin rasyonel fonksiyonlar1 yardimiyla ifade edilebilirler ve iistelik bu

doniisiimler siirekli olduklarindan GL(n, C) bir topolojik gruptur. Ornegin, n =2 olarak



aliirsa, GL(2, C) igin bu doniisiimler
m: GL(2,C) x GL(12, C) > GL(2, C),

a b|l[x y a b Xy ax+bz ay+bt
m(|ooallz )7 c da||z |7 |exedz cy+dt
i:GL2,C)— GL(22,C)

[a b a b7 Tda b/a
Z(L d}): c d|l T l-c/A a/A ,A=ad—bc

Ve

dir.

1.1.3 Tanim. o, ®; € C ve ®1/m; ¢ R olmak tizere
Q={no+mwy:mneZ}cC

kiimesine C de bir kafes denir.

Tanimda ®,/®; ¢ R olmasi, ®; ve ®; karmasik sayilarinin ayni dogru lizerinde olmamasi

gerektigini belirtmektedir. {®;, m,} kiimesine Q kafesinin bir tabani ad1 verilir ve tabani

{®1, ,} olan bu kafes Q(w, ;) ile gosterilir.

Q(m;, ;) kafesi icin {®;, ®,} tabanindan baska tabanlar da vardir. Omegin {1, ©; +
oy} kiimesi de Q(w1, ;) kafesi i¢in bir tabandir. Gergekten herhangi bir ® € Q(®, ;)
karmasik sayisi, m — n, n € 7Z olmak iizere

o=mo tnwy=m-n)o;+n (0 +w)

bi¢iminde ifade edilebilir. Daha genel olarak eger ®, , ®, € Q(w;, ®,) ise

!

!
032:&0)2+b0)1, 0)1:C0)2+d0)1 (1.1)

olacak bicimde a, b, ¢, d € Z sayilar1 vardir, bu durumda (,32, ve o, , (1.1) esitlikleri ile

verilen karmasik sayilar olmak tizere

!

"{o,, (,32' } kiimesi Q(m, ®;) kafesi i¢in bir taban < ad — bc = £1"

oldugu goriiliir. ad — bc = £1 esitligini gercekleyen sonsuz ¢oklukta a, b, ¢, d tamsayilari

bulunabileceginden her Q kafesi i¢in sonsuz sayida da taban vardir.



z1, z2 € C olmak lizere

"Z]~Zz<:>Zl—22€ Q"

olarak tanimlanan "~" bagintis1 C iizerinde bir denklik bagintisidir. Eger z;~ z; ise z; ve

z, karmasik sayilarina mod Q ya gore denktir denir. Dogal olarak "~" denklik bagintisi
yardimiyla denklik siniflar1 olusturulabilir, herhangi z karmasik sayisinin denklik sinifi

z + Q ile gosterilir, yani

z+Q={weC:z—we Q}

dir. C tizerindeki toplama yardimiyla z + Q ve w + Q denklik siniflarinin toplami

+Q)+(w+tQ)=z+w)+Q

olarak tanimlanir.

1.1.4 Tanim. P, C de kapali, baglantili bir alt kiime ve Q bir kafes olsun. Eger P kiimesi
i¢in

I. her bir z € C noktasi P kiimesindeki belli bir noktaya Q denktir,

ii. P kiimesinin i¢inde birbirine Q denk olan noktalar yoktur,

kosullar1 gergekleniyorsa P kiimesine Q kafesi i¢in bir temel bélge denir.

Bu kosullardan birincisi dikkate alindiginda, diizlemin herhangi bir noktasinin P
kiimesinde veya P kiimesinin ( kafesi altindaki goriintiilerinde (yani ® € Q i¢in P + ®
kiimelerinde) oldugu, ikinci kosuldan da, P ve P kiimesinin Q kafesi altindaki
goriintiilerinin ortak noktalarinin sadece sinir noktalar1 olabilecegi goriiliir. Boylece, P

ve P kiimesinin Q kafesi altindaki goriintiileri ile C diizleminin tamamen Ortiildiigi
sonucu elde edilir. Bu sekildeki 6rtmeye C nin bir P temel bolgesi ile dosemesi adi

verilir. Asagidaki sekilde bir temel bolge yardimiyla elde edilen doseme goriilmektedir.



Sekil 1.1 C nin désemesi

(1.1) esitlikleri kullanilarak degisik temel bolgeler, sekillerinden dolay1 degisik temel
paralel kenarlar ve dolayisiyla C nin farkli dosemeleri elde edilebilir. Eger P, Q kafesi

icin bir temel bolge ise belli bir # € C i¢in

P+t={z+t:ze P}
kiimesi, yani P temel bolgesinin ¢ kaymasinin da bir temel bolge olacagi agiktir. Bu
ozellik, belli 6zel noktalar1 bulunduran veya tam tersine bulundurmayan bir temel
bolgenin olusturulmasinda oldukca kullanish olacaktir. Ornegin bu 6zellik kullanilarak,
P temel bolgesini sifir noktasini bulunduran veya tam tersine bulundurmayan bir hale

getirmek miimkiindiir.

Sekil 1.2 Temel paralel kenar

Bir temel bolgenin mutlaka bir paralel kenar veya bir diizglin ¢okgen olmasi da
gerekmez. Uygun islemler yardimiyla bir paralel kenar veya bir diizgiin ¢gokgensel temel

bolgeden keyfi temel bolgeler de elde edilebilir. Ornegin, bir dikdértgen seklindeki



temel bolgeden asagidaki sekildeki gibi bir temel bolge, S alt kiimesinin kesip atilmasi

ve yerine bu S kiimesinin i birim kaymasi olan S + i kiimesinin eklenmesiyle elde

edilebilir.

1+§

1

Sekil 1.3 Temel bolgenin kaymasi
X < C olgiilebilir bir kiime olmak iizere u(X), X kiimesinin 6l¢iisii (uzunlugu, alani,
hacmi, ...) ve ® € C i¢in o(X) = X + ® olmak {izere

zZ—o>z+O

kaymasi, C nin bir esmetri donilistimii oldugundan u(w(X)) = u(X) olacag: agiktir.

1.2 Periyodik Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Bu boliimde ilk olarak periyodik fonksiyon kavrami tanimlanacak ve bu fonksiyonlarin

temel Ozellikleri ele alinacaktir.

1.2.1 Tamim. f, C {izerinde taniml1 bir fonksiyon olmak iizere her z € C igin

fz+w)=fz)

olacak sekilde bir ® € C sayisi var ise ® € C sayisina f fonksiyonunun bir periyodu,

eger f fonksiyonunun bir o # 0 periyodu varsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir.

Ormegin, f{(z) = sin z trigonometrik fonksiyonunun periyotlari, k € Z olmak iizere 2kn
sayilari, g(z) = sin (2nz) fonksiyonunun periyotlar1 k € Z sayilar, f(z) = ¢ flstel
fonksiyonunun periyotlari, k € Z olmak iizere 2kmni sayilari ve f{z) = ¢*™ fonksiyonunun

periyotlari ise k € Z sayilaridir.

Eger o, f fonksiyonunun bir periyodu ise £ € Z olmak lizere ko sayisinin da f

fonksiyonunun bir periyodu olacagi aciktir. f fonksiyonunun periyotlarinin pozitif



olanlarinin en kiigiigiine f fonksiyonunun esas periyodu denir. Aksi belirtilmedikge,
bundan sonra bir f fonksiyonunun periyodu denildiginde f fonksiyonunun esas periyodu

anlasilacaktir.

Buna gore f(z) = sin z fonksiyonun esas periyodu 2w, g(z) = sin (2nz) fonksiyonunun

esas periyodu 1, flz) = ¢ istel fonksiyonunun esas periyodu 2mi ve flz) = "™

fonksiyonunun esas periyodu da 1 dir.

Daha o6nce karsilagilmis olan ve yukarida birkag ornek verilen fonksiyonlar, yani

f fonksiyonunun periyotlarinin kiimesi Q= {nw; : n € Z} bigiminde olan fonksiyonlar

basit periyodik fonksiyonlar olarak bilinir. Bu ¢aligmada, asagida tanimi verilecek olan,

basit olmayan periyodik fonksiyonlar ele alinacaktir.

1.2.2 Tamim. f fonksiyonunun periyotlarinin kiimesi

Qr={mo+nwy:m,n € Z,o1/on & Rve o #0#w}

bi¢ciminde ise f fonksiyonuna ¢ifte periyodik fonksiyon denir.

Periyodik bir f fonksiyonunun periyotlarinin kiimesi olan € kiimesinin biri cebirsel
digeri de topolojik olmak iizere iki Onemli oOzelligi bulunmaktadir. Asagidaki
teoremlerden birincisi bu 6zelliklerden cebirsel olanini, digeri topolojik olani ortaya

koymaktadir.

1.2.3 Teorem. C {lizerinde tanimli f fonksiyonunun periyotlarimin kiimesi Q; C nin

toplamsal bir alt grubudur. Ustelik Qy, C nin normal alt grubudur (Jones ve Singerman

1987).

1.2.4 Tamim. X bir topolojik uzay ve ¥ < X olsun. Her y € Y noktasinin U N Y = {y}
olacak sekilde bir U komsulugu varsa Y kiimesine X topolojik uzaymin bir ayrik alt

kiimesi denir.

1.2.5 Ornek 1. Z, tamsayilar kiimesi R ve C alisilmis uzaylarinin bir ayrik alt kiimesi-
dir. Benzer sekilde N, dogal sayilar kiimesi de R ve C nin bir ayrik alt kiimesidir. Diger

yandan QQ, rasyonel sayilar kiimesi R alisilmis uzayinin bir ayrik alt kiimesi degildir.



2.F={l/n:n € Z,n# 0} kiimesi R alisilmis uzaymin bir ayrik alt kiimesi oldugu halde

F U {0} kiimesi ise R nin bir ayrik alt kiimesi degildir.

1.2.6 Teorem. f, C lizerinde tanimli sabit olmayan, bir meromorf fonksiyon ve Q f
fonksiyonunun periyotlarinin kiimesi olsun. Bu durumda Qg C nin bir aynk alt

kiimesidir (Jones ve Singerman 1987).

Yukarida verilen iki teorem birlikte dikkate alindiginda, sabit olmayan bir meromorf

fonksiyonun periyotlarinin kiimesinin C nin bir ayrik normal alt grubu oldugu sonucu

elde edilir.

Diger yandan C nin ayrik toplamsal normal alt gruplarinin ii¢ tipte oldugunu gosteren

asagidaki teorem de dikkate alinirsa, sabit olmayan bir meromorf fonksiyonun

periyotlarinin kiimeleri hakkinda daha kesin bir bilgi elde edilebilir.

1.2.7 Teorem. Q, C nin bir ayrik alt grubu ise asagidaki {i¢ halden biri gergeklenir:
i. Q= {0},
ii. o € C\{0} olmak tlizere Q = {nw; : n € Z}, boylece Q = 7Z dir,
. o1, ® € C ve o/m; ¢ R olmak ilizere Q = {nw, + mw, : m, n € Z}, bdylece

Q =7 x Z dir (Jones ve Singerman 1987).

Dolayisiyla bu teorem yardimiyla, f basit periyodik bir fonksiyon ise Q= Z ve f ¢ifte

periyodik bir fonksiyon ise y= Z x Z oldugu goriiliir.

Eger f fonksiyonu, periyotlarinin kiimesi Q= {nw; : n € Z} olan basit periyodik bir
fonksiyon ise z yerine w;z almarak Qy = Z olarak kabul edilebilir, yani herhangi bir

periyot yerine tamsayilar periyot olarak alinabilir. Ornegin sin z fonksiyonu yerine sin
2nz fonksiyonu veya ¢ fonksiyonu yerine ¢”™ fonksiyonu dikkate almirsa bu yeni

fonksiyonlarmn her ikisinin de periyotlarinin kiimesi Qy = Z olur. Dikkate edilirse, ilk

halde, her iki fonksiyonun da periyotlar1 2z ve tam katlar1 oldugu halde, ikinci halde her

iki fonksiyonun da periyotlar1 tamsayilar olmustur. Bu degisken degisimiyle, her n € Z



i¢in
f@)=Az+n)
esitligi elde edilir.

z1, z2 € C olmak lizere

"ZW~zyz1—2p € A"
olarak tanimlanan "~" bagntisinin C iizerinde bir denklik bagmtis1 oldugu kolayca
goriilebilir ve bu durumda z; ~ z; ise z; ve z; sayilart mod Z ye gore denktir denir.

n_n
~

Boylece bagintis1 yardimiyla elde edilen denklik siniflar1 Z nin kosetlerini olusturur.

Ornegin 1 + i sayisiin denklik sinifi
[+i]={ ., -1+ii1+i2+i ..}

dir, dikkat edilirse 1 + i sayisinin denklik sinifi, diizlemde y = 1 dogrusu iizerinde

bulunan Gauss tamsayilarindan olusmaktadir.

"~" denklik bagintisinin tanimindan, f fonksiyonunun mod Z ye goére denk noktalarda
ayni degeri alacagi agiktir. Gergekten, z; ~ z; ise n € Z olmak iizere z; — z = n,

olacagindan z; =z, + n ve dolayisiyla

fz1) = fz2+ n) = flzo)

olur.

Diizlemdeki her bir karmasik sayinin, asagidaki sekilde goriilen,
S={zeC:0<L Re(z)<1}
sonsuz diisey seridinde tam olarak bir nokta ile mod Z ye gore denk oldugu kolayca

goriilebilir, yani her bir karmagsik sayiya tamsayilar eklenerek bu serit bolge icindeki bir
nokta elde edilebilir. Dolayistyla f periyodik fonksiyonunun tiim diizlemdeki davranisi
f fonksiyonunun sadece S kiimesi lizerindeki davranisi ile, asagida belirtilecegi gibi, tam

olarak belirlenebilir.

Yukarida € : z — { = ¢’™ fonksiyonunun periyotlarinin kiimesinin Z oldugu belirtil-
misti. Diger yandan ¢ fonksiyonunun S ve C\{0} kiimeleri arasinda birebir ve orten bir

fonksiyon oldugu da agiktir. ¢ fonksiyonu



\\,

0
Seki

1

:“\\2
&

48 $€I‘1t bolgesi

1
0O == (s © = {37108

olarak tanimlanan fonksiyon olsun. Eger, asagidaki diyagram dikkate alinirsa, f fonksi-

yonu S kiimesinden X kiimesine bir basit periyodik fonksiyon ise, ¢ fonksiyonu da C\{0}

dan X kiimesine bir fonksiyon olur.

s —E—» C\{0

N

Gergekte log C fonksiyonu { degiskeninin tek degerli bir fonksiyonu degildir, hatirlana-

1
cagi gibi, log € degerleri log  dan 2mi nin katlar1 kadar fark eder. Bu nedenle 2_7z1'10g ¢
1
degerleri de 2—711.108 ¢ degerinden tamsay1 katlar1 kadar fark eder. Dolayisiyla bu tamsa-

1
yilar f fonksiyonunun periyotlari olur, boylece ¢(¢) =/ (2_721.108 ¢ ) fonksiyonu { degis-

keninin tek degerli bir fonksiyonu haline gelir. Bu sekilde f fonksiyonunun periyodikligi

kullanilarak log ¢ fonksiyonunun ¢ok degerliligi ortadan kaldirilmis olur.

Genel olarak, ¢(£) fonksiyonu f{z) fonksiyonundan c¢ok daha basit bir fonksiyondur.
Ornegin f(z) = sin 2nz ise

2miz —2miz 1

_ — o1 e e € [ -
¢(C) =flz) = sin 2m Y 5 G g)

olur, benzer sekilde f(z) = cos 2nz ise



L
¢(C)—2(C+€)

olur. Tersine, herhangi ¢ : C\{0} — X fonksiyonu i¢in
f2) = §(5) = p(e”™)

olarak tanimlanan /= ¢ o & : C — X basit periyodik fonksiyonu elde edilebilir. Boylece Z

ye gore periyodik olan tiim f: C — X fonksiyonlar1 tam olarak /= ¢ o € bi¢iminde, yani

¢ = ™ degiskeninin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilirler.

C\{0} daki her noktanin yeterince kii¢ciik komsulugunda log  fonksiyonun tek degerli
analitik bir dali mevcut olacagindan f, C den X ya tanimli bir basit periyodik meromorf
fonksiyon ise ¢ fonksiyonu da C\{0} dan X kiimesine bir meromorf fonksiyon olur.
Ustelik ¢ fonksiyonunun kutuplari ile fnin C deki kutuplarinin denklik siniflari arasinda

bir bire-bir eslesme vardir. Dogal olarak log C fonksiyonunun O ve oo da aykirilig

olabileceginden ¢ fonksiyonu da 0 ve oo da aykirilig olabilir.

Ornegin f{z) = tan mz fonksiyonunun, n € C olmak iizere z = n + 1/2 noktalarinda
kutuplar1 vardir, dolayisiyla bu kutup noktalarinin bir tek denklik sinifi var oldugundan
#(&)= —i(¢-1)/(¢ +1) fonksiyonun da ¢ =—1=¢""*"? noktasinda bir tek kutbu
vardir. Goriildiigii gibi, gercekte f fonksiyonunun birbirine denk olan sonsuz ¢oklukta

aykiriligi oldugu halde ¢ fonksiyonunun, bu aykiriliklarin olusturdugu denklik sinifina
karsilik gelen, bir tek aykiriligi vardir.

Tersine ¢ fonksiyonu bir meromorf fonksiyon ise /= ¢ o € ve € analitik bir fonksiyon

oldugundan f fonksiyonu da meromorftur.

f fonksiyonu meromorf bir fonksiyon ise f fonksiyonunun kutuplari ayrik oldugundan
sonsuz S seridi i¢inde f fonksiyonunun kutuplarini bulundurmayan bir
R={z:y;<Im(2) <y, 0 < Re(z) <1}
dikdortgeni bulunabilir.
g1z (="
fonksiyonu, j = 1, 2 olmak {izere R kiimesinin kenarlar1 olan {x + iy; : 0 < x < 1}

g _eZm'x

kiimelerini {e” : 0 £ x < 1} kiimelerine resmeder. Dikkat edilirse resim
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kiimeleri € diizleminde yaricaplart 7; = e ™ olan ¢emberlerdir. Boylece R bolgesi, €

fonksiyonu yardimiyla 7, < |4’ | < esitsizlikleri ile ifade edilen ve i¢cinde ¢(§) fonksiyo-

nunun da analitik oldugu €(R) halka bolgesine resmedilmis olur.

----Im(z) =y

 —
€

4/:’;- ---Im(z) = »;

1
! -
T Ll
1
i

1

Sekil 1.5 R bolgesinin € fonksiyonu altindaki resmi

(&) fonksiyonunun r, < || < ry esitsizlikleri ile ifade edilen halka bélge iizerinde geger-

li olan

o0

Q=2 ad"

bigiminde bir tek Laurent acilimi vardir. Bdylece f{z) fonksiyonunun y; < im(z) < y,

esitsizlikleri ile ifade edilen bolge iizerinde gecerli olan
f(Z) — Z Cln€27m[z

agilimi vardir. Bu agilimda
27niz

e”™" = cos 2nnz + i sin 2nnz
degeri yerine yazildiginda, n > 1 i¢in 4, = a, + a_, ve B, = i(a, — a_, ) olmak tizere
fz)=ay+ Z(An cos 27mz + B, sin 27mz)
n=1
Fourier serisi elde edilir. Bu seri, m € Z olmak iizere, R ve onun kaymalari olan R + m
resimlerinin bulundugu yatay y; < Im(z) < y, seridinde gecerlidir. Bununla birlikte, R
dikdortgeninin farkli se¢imleri, dogal olarak f fonksiyonu i¢in farkli Fourier serileri

bulunmasina neden olabilir.

Eger f fonksiyonu Q = Q(w;, ) kafesine gore ¢ifte periyodik bir fonksiyon ise f fonksi-

yonunun C nin tamamu lizerindeki davranisi Q kafesi i¢in elde edilecek olan P temel
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paralel kenari tizerindeki davranisi ile belirlenebilir. Hatirlanacagi gibi, bu temel paralel
kenar1, koseleri 0, ®;, @, ve ®;+ m; noktalar1 olan paralel kenar olarak secilebilir. f, Q
kafesine gore cifte periyodik bir fonksiyon oldugundan, dogal olarak f fonksiyonunun bu
P paralel kenar1 iizerindeki davranisi, ® € Q olmak iizere P paralel kenarinin tim P + ®

kaymalarinda da tekrar eder ve boylece f fonksiyonunun C nin tamami iizerindeki

davranisi elde edilmis olur.

O halde f fonksiyonu, C yerine P iizerinde tanimlanmig bir fonksiyon olarak diisiiniile-

bilir. Ancak f fonksiyonu P paralel kenarinin denk olan sinir noktalari iizerinde ayni
degerleri alacagindan, f fonksiyonunu paralel kenarin bu denk olan kenarlariin
0zdeslenmesi ile elde edilecek olan T yiizeyi lizerinde dikkate almak dogru olacaktir. Bu
denk kenarlarin 6zdeslenmesiyle elde edilen T yiizeyine for denir. Tersine T ylizeyi

tizerinde tanimli her bir fonksiyona da C {izerinde taniml1 bir ¢ifte periyodik fonksiyon

olarak bakilabilir.

(05 ®) T O

— £\ , B\ ,
j._

0 0 O=m=m;=wm +m

Sekil 1.6 Tor yiizeyi

1.2.8 Tanim. Q kafes ve z € C olmak lizere z noktasinin Q yoriingesi [z]q ile gosterilir

ve
Zlo={zt+to®:0 e Q}

olarak tanimlanir. [z]q kiimesinin eleman sayisina da yoriingenin uzunlugu adi verilir.

Verilen Q kafes i¢in, zy, z; € C olmak {izere

"Z1~ 2o mod Q Sz1—2 Q

n_n
~

olarak tanimlanan bagintis1 da C tizerinde bir denklik bagmtisidir. Dolayisiyla [z]q

kiimesi, z noktasina modiilo Q ya gore denk olan noktalarin kiimesi olur.

Temel bolge tanimi hatirlanirsa, C iizerindeki her bir Q-yoriingesi i¢in 7 ylizeyi tizerinde

bir tek nokta vardir, tersine 7 yiizeyi lizerindeki her bir nokta i¢in de C iizerinde bir tek
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Q-yoriingesi vardir. Bu nedenle 7T ylizeyi gercekte Q-yoriingelerinin bir kiimesi, C deki
Q-kosetlerinin kiimesi, yani C/Q olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle T yiizeyi lizerindeki

bir nokta [z]g veya sadece [z] ile gosterilir. S6z edilen Q-kosetleri de Q-yoriingelerinden
baska bir sey degildir, yani

zlo={u=z+to0:0 € Q}
dir. Bu nedenle C/QQ kiimesi de bu yoriingelerin ailesi, yani bdliim uzayi olarak
diisiiniilebilir. Boylece

p:C—oC/Q, p(2)=]z]a
boliim doniisiimii olmak tizere, C/Q boliim uzay: lizerindeki topoloji bu bdliim doniisii-
miinii, yani kanonik izdligiim fonksiyonunu siirekli yapan bitis topoloji, yani boliim
topolojisidir. Dogal olarak bu tanim ile p doniisiimi siirekli oldugu gibi ayni zamanda

bir agik doniistimdiir.

Q, C toplamsal grubunun bir normal alt grubu oldugundan C/Q2 bdliim kiimesi de dogal
olarak bir grup yapisina sahiptir. Bundan baska, P paralel kenarindan 7 yiizeyi {izerine,

P paralel kenarinin kenarlarinin 6zdeslenmesi olarak tanimlanan fonksiyon stirekli bir

fonksiyon ve P kompakt oldugundan 7 yiizeyi de kompakttir.

Her bir [z] € T igin pil([z]), z sayisinin Q-ydriingesi olan [z] = z + Q dir, yani z sayisina
Q-denk noktalarin kiimesidir ve dolayisiyla ayriktir. O halde p'([z]) nin herhangi iki
noktasi arasindaki en kisa uzaklik d ile gosterilirse, d > 0 olur ve bundan baska pil([z])
nin bir noktasin1 merkez kabul eden en fazla d/2 yarigapli U acik diski sadece bu noktay1
bulundurur. U agik diski her bir Q-yOriingesinden en ¢ok bir tane nokta bulundur-
dugundan V' = p(U) olarak almirsa p : U — V = p(U) fonksiyonu, yani P nin U acik
kiimesi lizerine olan kisitlamasi, bire-bir, orten, acik ve siirekli bir fonksiyon olur.

Dolayistyla bu doniisiim bir homeomorfizmdir. Boylece her bir [z] € T noktasinin C

deki bir acik diske (6rnegin, U agik diskine) homeomorfik olan bir /" komsulugu vardir.

Bu nedenle bu sekildeki uzaylara yiizey denir, tor ve kiire bilinen en basit ylizey ornek-
leridir. Dikkat edilirse p ' (V) kiimesi, ® € Q olmak iizere ayrik ve sonsuz ¢okluktaki
U + o acik kiimelerinden olugsmaktadir. Bu kiimelerin her birinin p ile V lizerine homeo-

morfik olarak resmedildigi ise agiktir.
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1.3 Diizgiin ve Normsal Yakinsakhk

Bundan sonraki boliimde eliptik fonksiyonlarin dogrudan olusturulmasi sirasinda sonsuz
seri ve sonsuz ¢arpimlardan faydalanilacagi i¢in bu kisimda kisaca sonsuz seri ve sonsuz
carpim kavramlari ele alinacak ve bunlarin temel 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Cifte
periyodik fonksiyonlar basit periyodik fonksiyonlarin genellemeleri olduklarindan bu

kavramlar1 6ncelikle basit periyodik fonksiyonlar i¢in ele almak daha uygun olacaktir.

Ustel veya trigonometrik fonksiyonlar hakkindaki bilinenleri dikkate almadan basit

periyodik F(z) fonksiyonu fonksiyon serileri kullanilarak elde edilebilir. f/ fonksiyonu,

S f(z—n)

n=—0

serisi z noktasinda yakinsak olacak sekilde secilerek ' fonksiyonu bu seri yardimiyla
F(z)= Y f(z—n)
olarak tanimlanabilir. Bu seri a¢ilim1 yardimiyla da

F@) =S fz=n)+Y f(z—n)

=_Zw:f(z+1—m)+if(z+1—m), (m=n+1)

=Fz+1)
oldugu ve dolayisiyla F(z) fonksiyonunun periyodunun 1 oldugu gériiliir. Ornegin
F(z) = n’cosec’nz

basit periyodik meromorf fonksiyonu

(-

serisi ile temsil edilir.

Benzer islemler Q kafesine gore eliptik olan bir

F(2)=Y f(z-o)

e
cifte periyodik fonksiyonu i¢in de yapilabilir. Ancak Q kafesi {izerinden toplam alirken
toplama isleminin hangi sirada yapilacagt c¢ok acgik olmadigindan bu halde F

fonksiyonunun periyodik oldugunu gosterebilmek icin bazi diizenlemelere gerek
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duyulur. Hatirlanacagi gibi, eger bir seri mutlak yakinsak ise serinin toplami, seriyi
olusturan f{z) fonksiyonlarinin toplaminin sirasindan bagimsizdir, dolayisiyla bazi

hallerde bu diizenlemeye ihtiyag¢ bile duyulmayabilir.

Diger bir zorluk ise basit veya cifte periyodik F(z) fonksiyonunun meromorf oldugunun
gosterilmesinde ortaya c¢ikar. Bu nedenle f fonksiyonunun meromorf bir fonksiyon ve
F(z) fonksiyonunu belirten serinin de terim terim tiirevlenebilir olabilmesi i¢in F(z)
fonksiyonunu tanimlayan serinin diizgiin yakinsak olarak secilmesi oldukca akillica
olacaktir. Karsilagilan problemlerde biraz detaya inilecek olursa mutlak ve diizgiin
yakinsakligi da i¢ine alan, yani daha genis bir kavram olan normsal yakinsaklik

kavramini ele almak yararli olacaktir.

Sonsuz serilerin toplami i¢in indeks kiimesi olarak genellikle dogal sayilar kiimesi
secildigi halde tamsayilar kiimesinin, hatta baska kiimelerin de se¢ilebildigi durumlar da

vardir. Ornegin,

F(z)=Y f(z-0)

weQ)
olarak tanimlanan toplam Q kafesi ile indekslenmis bir toplamdir. Bu kiime iizerinden

toplam almanin anlami su sekilde agiklanabilir. Her bir A (= Z veya Q) indeks kiimesi
sayilabilir sonsuz bir kiime oldugundan N ile A kiimeleri arasinda birebir ve orten bir

n — A, doniisiimii vardir. Boylece A indeks kiimesinin elemanlar1 bir dizi olusturacak
sekilde yeniden diizenlenebilir. Ornegin,
0,1,-1,2,-2,3,-3, ...

dizisi Z tamsayilar kiimesinin bir siralanigini verir.

Eger A,
Ao, My g,

gibi 6zel bir siralaniga sahip herhangi bir sayilabilir sonsuz kiime ise Zak gosterimi ile
reA

limZaM limitinin var oldugu anlasilir. Genellikle, eger varsa bu limit degeri A kiimesi

n—»0 j:O

icin segilen Ozel siralanisa baglidir, ancak seri mutlak yakinsak bir seri ise (yani eger

limz a, | limiti varsa) Zax toplam1 A kiimesinin siralanisindan bagimsizdir. Ornegin,
Jj=0

n—»o0 = e
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A = Z kiimesinin 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ... siralanis1 segilirse Zak mutlak serisinin
LeA

toplammmZan + Zan toplamina esit oldugu kolaylikla goriilebilir. Ancak, ZaX serisi

n=0 n=l1 reZ

—o ©
sartl1 yakinsak ise ne Zan serisinin, ne de Zan serisinin yakinsak olmasi gerekmez.

n=0 n=1

Genellikle a, notasyonu yerine b; notasyonunun kullanilmasi1 gosterimlerde kolaylik

saglar. Boylece, N kiimesi ilizerinde alisilmis siralama olmak iizere, herhangi A indeks

o0
kiimesi i¢in Z:ax serisi ile indeks kiimesi N olan Zb/ serisi ¢akisir. Bu nedenle bu
AeA j=0

boliimdeki sonuclar, terimleri N kiimesi ile indekslenmis seriler igin verilirken bu

sonuclarin tiim sayilabilir sonsuz kiimeler ile indekslenmis mutlak yakinsak seriler i¢in

genellestirilebilecegi de agiktir.

1.3.1 Tammm. £ c C ve her bir n € N i¢in u, : E — C olmak iizere (u,), bir fonksiyon

dizisi olsun. Eger verilen herhangi € > 0 sayisina karsilik her n > ny ve her z € E igin

u,(z)— u(z)| < g olacak sekilde bir ny € N sayis1 var ise (u,) dizisi E lizerinde u : E — C

fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir.

Ornegin, E; = {z € C : |z| < k} olmak iizere, her 0 < k < 1 igin Ej {izerinde (z") — 0 ya-
kinsamasi diizglindiir. Diger yandan & = 1 alinirsa, her bir belli # sayisi igin lin} z" =1 ve

boylece her z € E; igin |Z"| < € = 1/2 esitsizligini gergekleyen bir n sayisi olmadigindan
E tizerinde (z") — 0 yakinsamasi diizgiin olamaz. Bununla birlikte her bir kompakt K
E\ kiimesi, k < 1 olmak tizere belli bir E; kiimesi tarafindan kapsandigindan (z") — 0

yakinsamasi £ kiimesinin her kompakt K alt kiimesi tizerinde diizgilindiir.

1.3.2 Tanim. R, C de bir bolge ve her bir n € N i¢in u, : R — C olmak {izere (u,)

fonksiyon dizisi verilsin. Eger R bolgesinin her bir K kompakt alt kiimesi i¢in, u,
fonksiyonlarinin K iizerine kisitlamalarinin olusturdugu (u,|K) dizisi K {izerinde diizgiin
yakinsak ise (u,) fonksiyon dizisine R nin her kompakt alt kiimesi ilizerinde diizgiin

yakinsaktir denir.
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K kompakt kiimeleri sonlu sayidaki D < R kapali disklerinin igleri ile ortiildiigiinden

tanimdaki kompakt kiimeler yerine kapali D < R diski ve (u,|D) dizisi de aliabilir.

1.3.3 Teorem. R < C ve her bir n € N i¢in u, : R — C fonksiyonu R bodlgesinde analitik

olmak iizere (u,) fonksiyon dizisi R bolgesinin kompakt alt kiimeleri ilizerinde bir

u fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. Bu durumda u fonksiyonu da R bdolgesinde

!

analitiktir ve tstelik (u,) dizisinin terimlerinin tiirevleri alinarak elde edilen (u, ) dizisi

de R kiimesinin tiim kompakt alt kiimeleri iizerinde u' fonksiyonuna diizgiin yakinsar

(Jones ve Singerman 1987).

Fonksiyon dizileri i¢in verilen bu sonu¢ fonksiyon serilerine de genisletilebilir. Eger

ZLtn (z) serisinin kismi toplami1 olan ZLtn (z) serisi E kiimesi iizerinde u(z) fonksiyo-
n=0 n=0

0
nuna diizgiin yakinsiyorsa E kiimesi iizerinde Zun(z) — u(z) yakinsamasi diizgiin olur.
n=0

1.3.4 Sonug. (u,), R — C bolgesindeki analitik fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger R

bolgesinin her kompakt alt kiimesi tizerinde Zun (z) — u(z) yakinsamasi diizgiin ise
n=0

u(z) fonksiyonu R iizerinde analitik ve R bdlgesinin her kompakt alt kiimesi iizerinde

Zun (z) — u'(z) yakinsamasi diizgiin olur (Jones ve Singerman 1987).
n=0

Ornegin, E; = {z € C : |z| < 1} kiimesi iizerinde Zz” — (z— 1) yakinsamasi diizgiin
n=0

olmadig1 halde E; kiimesinin her kompakt alt kiimesi iizerinde diizgiindiir. Dolayisiyla

terim terime tlirev alinacak olursa £ kiimesinin her kompakt alt kiimesi iizerinde

['e]

>z — %(1 —z) ' =(1-2)"

n=1

yakinsamasi diizgiin olur.
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Sonug 1.3.4 iin kullanabilmesi i¢in Zun (z) serisinin her kompakt kiime iizerinde yakin-
n=0

sak oldugunu gostermek gereklidir. Bunun i¢in oldukc¢a kullanisli olan Weierstrass

teoremi verilecektir.

1.3.5. Teorem (Weierstrass M Testi). £ — C ve (u,), n € N olmak tizere u, : E — C

fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Eger

I. her bir n € N ve her z € E i¢in |u,(z)| < M, olacak sekilde bir M, € R sayis1 var,

ii. ZMn serisi yakinsak

n=0

sartlar1 gergekleniyorsa Zun(z) serisi £ lizerinde diizgiin yakinsaktir ve tistelik her bir
n=0

z € Ei¢in Z”n(z) serisi mutlak yakinsaktir (Jones ve Singerman 1987).
n=0

Weierstrass M testi, 6zellikle bir fonksiyon dizisinin veya serisinin normsal yakinsak

oldugu gosterilmek istenildiginde de oldukca sik kullanilir.

1.3.6 Tamim. fsinirh bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun normu

1A= Mle = supilAz)] : z € E}

olmak iizere (u,), fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

I. her bir u, fonksiyonu FE iizerinde sinirli,

i, znun” serisi yakinsak

sartlar1 ger¢ekleniyorsa Zun(z) serisine E lizerinde normsal yakinsaktir denir.

Yukarida verilen Weierstrass M testinde, M, = ||un|| olarak alindiginda, eger Zun serisi

normsal yakinsak ise Zun serisinin mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu goriiliir. Boylece

daha once belirtildigi gibi, normsal yakinsaklik kavraminin mutlak ve diizgiin

yakinsaklik kavramlarini i¢gine alan bir kavram oldugu da goriilmiis olur.

Ornegin, her bir u, fonksiyonu belli bir R bolgesinde analitik ise

u, (z)| fonksiyonu

p vardir. Z

serisi

stirekli ve dolayistyla her bir kompakt K < R kiimesi i¢in K

u

n

u}’l
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negatif olmayan sayilardan olustugundan bu serinin yakinsaklig1 karsilastirma, integral

veya oran testi gibi temel testler kullanilarak gosterilebilir. Eger z u,| . serisi yakinsak
ise ZLtn serisi R bolgesinin her bir kompakt alt kiimesi lizerinde normsal ve dolayisiyla

hem mutlak hem de diizgiin yakinsak olur. Bdylece bu seri bir analitik fonksiyon temsil

eder ve dolayisiyla seri terim terime tiirevlenebilir.

1.3.7 Tanmm. Her bir n € N i¢in u,, R < C bolgesi lizerinde meromorf fonksiyon olmak

tizere (u,) fonksiyon dizisi verilsin. Eger her bir kompakt K < R kiimesi i¢in
I. n> Ny sayist i¢in u,(z) fonksiyonunun K kiimesinde kutbu yok (yani analitik)

ii. K tizerinde Zun (z) serisi diizgiin yakinsak

n>Ny
kosullar1 gercekleniyorsa Zun(z) serisine R bolgesinin her kompakt alt kiimesi

tizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

Zun (z) serisi, sonlu sayida meromorf fonksiyonun toplami oldugundan K kiimesinde

n<Ny

meromorftur ve Zun (z) serisi, analitik fonksiyonlarin diizgiin yakinsak bir serisi

n>Ny

oldugundan K kiimesinde analitiktir, dolayistyla

>u,(5)= Tu, )+ T )

n<N; n>N,

fonksiyonu K kiimesinde meromorf olur. Dikkat edilirse Zun (z) fonksiyonunun kutup
n=0

noktalart n < Ny i¢in u,(z) fonksiyonlarinin kutup noktalarini bulundurur. Verilen
herhangi z € IO{ icin Zun(z) degeri K kiimesinin veya N; sayisinin seg¢iminden
bagimsizdir. Her bir z € R noktasinin kompakt kapanisa sahip olan K < R gibi bir
komsulugu oldugundan Zun (z) fonksiyonu R bdlgesinde meromorf bir fonksiyondur.

Bu bilgiler ve Sonug 1.3.4 yardimiyla ispati agik olan asagidaki teorem verilebilir:
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1.3.8 Teorem. Zun(z), R < C bolgesindeki meromorf fonksiyonlarin serisi ve R

bolgesinin her kompakt alt kiimesi tizerinde Zun(z) — u(z) yakinsamasi diizgiin olsun.

Boylece u(z) fonksiyonu R bolgesinde meromorftur ve R bolgesinin her kompakt alt

kiimesi tlizerinde Zun (z) — u'(z) yakinsamasi diizgiin olur (Jones ve Singerman 1987).

Ornegin, Z:(z—n)_2 serisi dikkate alinirsa, bu seri mutlak yakinsak oldugundan N

yerine 7Z lzerinden toplam almanin bir sakincasi yoktur. Her bir kompakt K < C
kiimesi smirli oldugundan sonlu sayidaki (z — n) > meromorf fonksiyonlar1 K kiimesinde

analitiktir. Zu(z—n)’ZHK serisi ile yakinsak olan Z:rf2 serisine karsilagtirma testi

uygulandiginda C kiimesinin kompakt her alt kiimesi {lizerinde Z:(z—n)’2 serisinin

normsal yakinsak ve dolayisiyla mutlak ve diizglin yakinsak oldugu goriiliir. Bdylece

Z(z —n)7 serisi C kiimesinde her bir n € Z noktasinda ikinci dereceden kutba sahip

basit periyodik meromorf bir fonksiyon ile temsil edilebilir.

1.4 Sonsuz Carpimlar

Eliptik fonksiyonlarin olusturulmasi sirasinda analitik fonksiyonlarin sonsuz ¢arpimlari
kavramindan yararlanilacagindan bu boliimde kisaca sonsuz c¢apimla ilgili temel
ozellikler ele alinacaktir. Q kafesi ile indekslenmis sonsuz ¢arpimlar, sonsuz ¢arpimlarin

0zel hali oldugundan oncelikle N kiimesiyle indekslenmis olan sonsuz ¢arpimlarin genel
ozelliklerini incelemek akillica olacaktir. Ilk olarak sifirdan farkli karmasik sayilarin

carpimlar1 ele alinacaktir, daha sonra fonksiyonlarin sonsuz ¢arpimlari ele alindiginda

bazi ¢arpanlarin sifir olabilecegi de goriilecektir.

(by), sifirdan farkli karmasik sayilarin bir dizisi olmak iizere an sonsuz ¢arpimini
n=0

dikkate alalim ve p, = bob;... b, olsun. Eger p € C ve
i' hm pn = p >

n—

ii.p#0
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ise sonsuz ¢arpima p € C sayisina yakinsiyor denir ve bu durum an = p bi¢iminde
n=0

gosterilir.

Eger an carpimi yakinsak ise ii. kosulu kullanilarak,

n=0
limb, =limp,/p,  =limp,/limp, , =1
oldugu gortiliir. Boylece b, = 1 + ¢, degisken degisimi yapildiginda H(l +¢,) carpimi-

n=0

nin yakinsak olmasi i¢in limc, =0 olmas1 gerektigi sonucu elde edilir. Sonsuz ¢arpim-

n—

larin logaritma fonksiyonu yardimiyla sonsuz serilere ¢evrilebilecegi miimkiindiir.

Hatirlanacagi gibi z € C olmak tizere log z fonksiyonu, arg z degisim aralig1 olarak 2z

uzunlugundaki herhangi bir aralik se¢ilmek kosulu ile iyi tanimli tek degerli fonksiyon
haline getirilebilir. Her bir z # 0 i¢in —nt < arg z < m ve In |z|, |z| nin tek degerli gergel
fonksiyonu olmak iizere
Logz=In|z| +iargz
degerine log z fonksiyonunun esas degeri ad1 verilir. Logaritma fonksiyonuna ait
Logzw=Logz+ Logw
esitligi, sadece esitligin iki tarafi arasindaki farkin £2zi olmas1 halinde gergeklesecegi
aciktir. Ancak exp 2zi = 1 oldugu dikkate alinirsa her z, w # 0 igin
zw = exp (Log zw) = exp (Log z + Log w)
esitligi elde edilir. Boylece sonsuz carpimlarin yakinsakligi ile sonsuz serilerin

yakinsakliklar1 arasinda, asagidaki teorem ile verilen, iliski elde edilir.

1.4.1 Teorem. Her bir n € N igin b, # 0 olmak tizere

“an yakinsak < ZLog(bn) yakinsak”
n=0

n=0 =

dir, bu durumda an = epoLog(bn) olur (Jones ve Singerman 1987).

n=0 n=0

Ispat. (<) ZLog(bn) = w olsun. Ustel fonksiyon siirekli bir fonksiyon oldugundan

n=0
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exp w = exp (lim > Log(b, )] = lim(exp > Log(b, )] = lim(H ka
n—o =0 n—>00 r=0 n—>o0' k=0

elde edilir. exp w # 0 oldugundan an =exp w = exp ZLog(bn) olur.

n=0 n=0

(=) p # 0 olmak iizere an = p olsun. Boylece p, = ﬁbk olmak tizere

n=0 k=0
limp, =p
n—>o0

olur. s, = ZLog(bk) olarak alinirsa her bir n € N i¢in g, € Z olmak {izere
k=0

s, = Log p, + 2mig,

olur. Yeterince biiyiik #» € N igin g, € Z nin sabit oldugu gosterilecektir. Islem yapilarak

27Fi(61n+1 - CIn) =Sp+1 — Sn + LOan— LOanﬂ = LOg bn+l + LOan - Lngnﬂ
=1In |bp+1| + In |py| — In |py+1| + i(arg by + arg p, — arg py+1)

elde edilir. Esitligin iki tarafindaki sanal kisimlar esitlendiginde
1
(n+1 = Gul = ——| arg busy + (arg p, — arg p) + (arg p —arg pu) |

oldugu goriiliir. » — o icin b,+; — 1 ve yeterince biiyilk n € N i¢in p,, pp+1 — p
oldugundan her bir | arg b,+1|, [arg p, — arg p| ve |arg p — arg p,+| ifadesi 3n degerinden

daha kiiciik alinabilir. Bu ise |g,+1 — ¢4 < 1 oldugunu gosterir, diger yandan g,+1 — ¢, €

Z oldugu da dikkate alinirsa ¢,+; = ¢, olur. Dolayisiyla g, in sabit oldugu gosterilmis
olur. Yeterince biiyiik » € N i¢in g, = ¢ olarak alinirsa

lims, =lim(Log(p,) + 2miq,)

n—»o0

elde edilir. Boylece ZLog(bn) = Log p + 2mig olur ve dolayisiyla

n=0

b, =p=-expy Log(h,)
n=0 n=0

olur.

Eger ZLog(bn) serisi mutlak yakinsak ise terimleri negatif olmayan an sonsuz
n=0 n=0

carpimina mutlak yakinsaktir denir. Mutlak yakinsak serilerin en énemli 6zelligi, daha

once de belirtildigi gibi, serinin terimlerini toplarken terimlerinin sirasinin degistirilme-
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sinin serinin yakinsaklik karakterini ve toplamini etkilememesidir. Negatif olmayan
karmasik sayilarin her sonsuz carpimi, iistel fonksiyon yardimiyla sonsuz serilere
doniistiiriilebildiginden mutlak yakinsak bir sonsuz ¢arpimin terimlerinin degistirilmesi
halinde de carpimin yakinsakligi veya degeri etkilenmeyecektir. Dolayisiyla sonsuz
carpimlarin mutlak yakinsakligiyla ilgili asagidaki basit kriter verilebilir. Verilecek olan
teoremin ispatinda kullanilmak tizere, Log (1+z) fonksiyonunun z = 0 noktasinda tiirevi-

nin 1 oldugu dikkate alinirsa,

lim Log(1+2z) 1

z—0 z
ve yeterince kiiciik |z| i¢in
7 |2l < [Log(1 +2)| < 2]

esitsizligi elde edilir.

1.4.2. Teorem. Her bir n € N icin 1 + ¢, # 0 olmak tizere

“IJ(1+¢,) mutlak yakinsak < >’ ¢, mutlak yakinsak”

n=0 n=0
dir. Bir bagka ifadeyle,
“ H(l +¢,) mutlak yakinsak < Z
n=0

n=0

2
c,| yakinsa

dir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. (<) Eger )

n=0

c,| yakinsak ise n — oo i¢in |c,| — 0 olur. Boylece yeterince biiyiik »

ler i¢in

|ILog (1 +2)| < 2|c,

olur ve dolayisiyla karsilastirma testi geregi H|L0g(l +c, )| sonsuz ¢arpimi yakinsaktir.
n=0

O halde H (1+¢,) mutlak yakinsaktir.

n=0
(=) Eger [ [|Log(1+c,)| yaknsak ise n — oo igin Log (1 + ¢,) — 0 ve ¢, — 0 olur,
n=0
dolayisiyla yeterince biiyiik her n sayis1 i¢in
7 leal < [Log (1 + ¢y

esitsizligi elde edilir. Karsilastirma testi uygulandiginda z

n=0

C

n

serisinin de yakinsak

oldugu goriiliir.
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Buraya kadar ele alinan sonsuz carpimlardaki b, terimleri sifirdan farkli olarak
secildiginden bu terimlerin logaritmalar1 alinabildi. Ancak sonsuz carpimlardaki bazi
terimleri sifir olabilen fonksiyonlarin sonsuz ¢arpimlariyla ilgilenebilmek i¢in daha once

verilen sonsuz ¢arpim taniminin asagidaki gibi genisletilmesi gereklidir.

1.4.3 Tamim. (b,), karmasik sayilarin bir dizisi olsun. Eger
i. Her n > N sayist i¢in b, # 0,
ii. ﬁbn sonsuz ¢arpimi sifirdan farkli bir karmasik sayiya yakinsiyor, yani m — o
=N
icin byby+1... by > p#0
olacak sekilde bir N € N sayis1 bulunabiliyorsa ﬁbn sonsuz carpimina yakinsaktir
=0

0
denir ve bu durumda an sonsuz ¢arpiminin degeri
n=0

(bobr... by 1) [ |6, =bobi... by_1p

n=N

olarak tanimlanir.

Tanima dikkat edilecek olursa, an degerinin N sayisinin se¢iminden bagimsiz ve
n=0
istelik

“ITb,=0< belli b,=0”
n=0
oldugu goriiliir.

1.4.4 Tamm. £, : £ — C fonksiyonlarinin olusturdugu (f,) fonksiyon dizisi verilsin. Eger

I. E lzerinde f,(z) — 1 yakinsamasi diizgiin (burada ||f, — 1|| < 1 dir ve boylece
yeterince biiyiik » > N icin Log (f,) iyi tanimlidir),
ii. E lizerinde normsal olarak ZLog( ) =w(z2),
n>N
sartlar1 ger¢ekleniyorsa H /. (z) carpimina E {izerinde normsal yakinsaktir denir.
n=0
Dolayistyla, bu durumda
[1/.@ = £@ i@ ]/, = fi(2)-fy1(2)-exp(n(2))
n=0 n=N

esitligi N sayisinin se¢imine bagli olmadan da ifade edilebilir.
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1.4.5 Teorem. f, : E — C olmak iizere f, = 1+ F, olsun. Bu durumda

0 0
“H £, » E kiimesi tizerinde normsal yakinsak < Z F , Eiizerinde normsal yakinsak”
n=0 n=0

dir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. (=) H f. » E kiimesi iizerinde normsal yakinsak olsun. Dolayisiyla normsal
n=0

yakinsaklik tammu geregi n — o igin |F,| — 0 oldugu gériiliir. Buradan yeterince
biiyiik » > N sayilar i¢in Log (1 + F,) = Log (f,) fonksiyonunun £ kiimesi lizerinde iyi
taniml1 oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Teorem 1.4.2 yardimiyla her z € E igin

7 [Ful < [Log fu(2)|

esitsizligi elde edilir. Boylece her n > N sayisi igin

3£ <[Log (1)
elde edilir. ZHLogfn” serisi yakinsak oldugundan karsilastirma testi geregi Z F
serisi de yakinsaktir. Dolayisiyla ZFn serisi £ iizerinde normsal yakinsaktir.
(<) Tersine Z F |l serisi yakinsak olsun. Bu durumda n — oo i¢in |F || — O olur,

dolayisiyla f, — 1 yakinsamasimin £ {izerinde diizgiin oldugu goriiliir, yani normsal
yakinsakligin birinci kosulu gerceklenmis olur. Yukarida belirtildigi gibi yeterince
biiylik 7 sayilari i¢in Log (1 + F,) = Log (f,) fonksiyonu £ kiimesi {izerinde iyi tanimlidir
ve Teorem 1.4.2 yardimiyla her z € E i¢in

ILog (fu(2)| = 2 [Fu(2)|

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla yeterince biiylik # sayilari icin
[Log (1)< 2]
olur ve karsilastirma testi geregi Z”Logfn” serisi de E lizerinde normsal yakinsaktir.

Boylece normsal yakinsakligin ikinci kosulu da gerceklenmis olur. Bdylece

00

[ 1/, sonsuz carpiminin E kiimesi iizerinde normsal yakmsak oldugu sonucu elde
n=0

edilmis olur.

1.4.6 Sonuc. Eger H /. sonsuz ¢arpimi E iizerinde normsal yakinsak ise bu sonsuz
n=0
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carpim E lizerinde mutlak yakinsaktir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Eger H f, sonsuz ¢arpimi E iizerinde normsal yakinsak ise Teorem 1.4.5 yardi-
n=0

miyla f, = 1 + F, olmak iizere ZFn serisinin de E {izerinde normsal yakinsak oldugu
goriiliir. Boylece an (z) serisi her bir z € E i¢in mutlak yakinsaktir ve Teorem 1.4.2
den

[Ta+EE)=]]1>

sonsuz ¢arpiminin de her bir z € E i¢in E iizerinde mutlak yakinsak oldugu elde edilir.

1.4.7 Teorem. (f,), R < C bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin bir dizisi ve H f. R

n=0

nin tim kompakt alt kiimelerinde normsal yakinsak olsun. Bu durumda f = H £,
n=0

fonksiyonu R de analitiktir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Verilen herhangi K — R kompakt kiimesi iizerinde H f, carpimi normsal

f, - 1|| Ve ZLog( f.) serisi K iizerinde

n=N

yakinsaktir. Bu durumda her n > N sayisi i¢in
bir w(z) fonksiyonuna normsal yakinsak olacak sekilde N = Nx € N sayist vardir.

Boylece her bir Log (f,) fonksiyonu ]0< iizerinde analitiktir ve ZLog( f,) serisi K

n=N
tizerinde diizgiin yakinsak olur. Dolayisiyla w fonksiyonu K kiimesinde analitiktir ve

boylece

£ =T/, =exp) fih v

n=0

fonksiyonu da K kiimesinde analitik olur. R kiimesindeki her noktanin kompakt bir

kapanist oldugundan f = H f, fonksiyonu da R {izerinde analitiktir.
n=0

Ornek olarak

S(z)= Z.ﬁ 1- Z—z)
n=1 n

26



0 2

fonksiyonunu ele alalim. Z_z serisi C nin tiim kompakt alt kiimeleri tizerinde normsal

n=l

o0 2
yakinsak oldugundan Teorem 1.4.5 geregi H(l —Z—zj carpimi C nin tiim kompakt alt
n

n=l1

kiimeleri iizerinde normsal yakinsaktir. Boylece Teorem 1.4.7 geregi S(z) fonksiyonunun

C de analitik oldugu sonucu elde edilir.

1.4.8 Teorem. (f,), bir R bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin bir dizisi, z € R ve
f=1]/, olsun. []f, carpimnin da R iizerinde normsal yakinsak oldugunu varsaya-
n=0 n=0
lim. Boylece
“f(z) =0 < belli n € N sayilar i¢in f,(z) = 07

dir. Bu kosulu gergekleyen sadece sonlu sayida ‘n’ vardir ve lstelik f fonksiyonunun
sifirt olan z nin mertebesi, f, fonksiyonlarinin sifirlar1 olan z lerin mertebelerinin
toplamina esittir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Eger belli bir f, fonksiyonu f;(z) = 0 oluyorsa z € R noktasinda f =H £

carpiminin da sifir olacag: agiktir. Tersine keyfi karmasik sayilarin sonsuz ¢arpimlarinin
tanim1 dikkate alinacak olursa eger f(z) = 0 ise belli bir 7 igin f,(z) = 0 olacag: agiktir.
Yakinsakligin tanimi1 geregi en fazla sonlu sayida f,(z) ¢carpani sifir olabilir ve her n > N

sayis1 i¢in f,(z) # 0 olmak iizere

f=fifo-n -T14

n=N

yazildiginda H £, (z) # 0elde edilir ve bdylece teoremin ¢ift gerektirmeli kismini ispati
nzN

tamamlanmis olur.

Ornegin, S(z) fonksiyonunun her bir n € Z noktasinda basit sifirlar vardir. Dolayisiyla

S(z) fonksiyonunun C\Z iizerinde sifirdan farkli oldugu agiktir.

Her bir n € N say1 i¢in f, analitik fonksiyon ve m yeterince biiylik bir dogal say1 olmak

tizere f = fy ... fu carpmmu dikkate alindiginda, f* fonksiyonunun tiirevini, f, ve f,

27



fonksiyonlarinin tiirevleri cinsinden yazmak biraz karmasiktir. Bu gibi durumlarda f

fonksiyonunun
d f
£ o =4
4. (og/) 7
logaritmik tiirevini kullanmak daha akillica olacaktir. Bu durumda
A
f1 n=0.Jn

seklinde yazilabilir. Bu formiil /= f) ... f,, esitliginin her iki tarafinin ayn1 mertebeden
kutuplara sahip olmas1 halinde ve iistelik /' fonksiyonunun sifir yerlerinde de gecerlidir.

1.4.9 Teorem. f, f, ve R, Teorem 1.4.7 deki gibi olsunlar. Bdylece R nin tiim kompakt alt

0 ! ’
kiimeleri lizerinde ZL - L

n=0 Jn

yakinsamasi diizgiindiir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Eger K, R nin herhangi bir kompakt alt kiimesi ise H f, carpimi K lizerinde

n=0

normsal yakinsak olur. O halde her n > N i¢in|[f, — 1|| < 1 olacak sekilde bir N=Ng € N

sayist vardir ve boylece f, fonksiyonunun K kiimesinde sifir1 yoktur.

Boylece g = fofi... fv—1 ve h = H f, fonksiyonlari IO< izerinde analitik iki fonksiyon

n=N
olur. Dolayisiyla f'= gh ve boylece
! ! ! N-1 ’ !
VAN S < VL
jﬂ g h nzOf; h

elde edilir. H f, carpimu K tizerinde normsal yakinsak oldugundan Teorem 1.4.1 geregi

h= an =exp(w)

n=N
olmak tizere ZLog( f,) serisi K lizerinde bir w fonksiyonuna normsal yakinsar. Teorem

n>N

1.4.7 ve Teorem1.4.8 de belirtildigi iizere 4 fonksiyonu sifirdan farklidir ve iistelik K

tizerinde analitik olan bir fonksiyon oldugundan K iizerinde

h_ wexp(w)
h exp(w)
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esitligi elde edilir. w = ZLog( £, ]0( iizerindeki analitik fonksiyonlarin normsal

n>N
yakinsak ve dolayisiyla da diizgiin yakinsak bir dizisi oldugundan terim terime tiirevi

almabilir ve bdylece

elde edilir. Boylece

an iL

n=N n=0

:Z; N-
e

elde edilir. Bu seriler Sonug 1.3.4 de bahsedildigi gibi K kiimesinin her kompakt alt kii-

mesinde diizgiin yakinsaktir. Bu ifade her K < R i¢in gegerli oldugundan Z% - %
n=0Jn

\|\

yakinsamast R nin her kompakt alt kiimesi iizerinde diizgilindiir.
Ornegin,

S(Z)—ZH(I——)—ZH(l——)(l )

n=l1

carpimi C nin tim kompakt alt kiimeleri iizerinde normsal yakinsak oldugundan bir

onceki teorem yardimiyla S(z) nin logaritmik tiirevi olan

serisi elde edilir. Bu Z(z) serisi C nin tiim kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin

yakinsaktir. Teorem 1.3.8 yardimiyla Z(z) nin terim terim tiirevi alinarak bir meromorf

fonksiyon elde edilebilir. Eger P(z) = — Z'(z) denirse

e, N
PE= 2 +nz::‘((z—n)2 e z@ (z—n)

olarak bulunur. P(z) fonksiyonunun, periyodik ve periyotlarinin kiimesi Z olan, bir basit

periyodik meromorf fonksiyon oldugu tanimindan goriilmektedir. Ustelik

P(z) = n’cosec’nz , Z(z) = mcotmz ve S(z) = msinm
oldugu da aciktir. Bir sonraki boliimde elde edilecek olan (z) eliptik fonksiyonu ile
€(z) ve o(z) fonksiyonlari da P(z), Z(z) ve S(z) fonksiyonlarina benzer sekilde

olusturulacaklardir.
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2. ELiPTIK FONKSiYONLAR

Beklenenin aksine eliptik fonksiyonlar ile elips arasindaki matematiksel iligki oldukca
zay1f oldugu halde, 6zellikle bu fonksiyonlarin ortaya ¢ikmalarina neden olduklarindan
aralarinda tarihi bir iligki s6z konusudur. Eliptik fonksiyonlar ilk defa, 1655 yilinda John
Wallis’in ikinci dereceden egrileri (konikleri) incelemesi sirasinda bir elipsin ¢gevresini
hesaplama istegi sonucunda adina eliptik integraller denen integralleri tanimlamasiyla

ortaya ¢cikmistir. Hatirlanacagi gibi
2 2
y
+ b_2 = 1

:;N| =

2
elipsinin g¢evresi, e =1—— olmak lizere

a
a 2 2
/a —ex
4I 5 2dx
oV a —x

dx )
=arctan x ve .[ = =arcsin x
1-x

dir. 1790 larin sonlarinda Gauss,

I X
1+x°
bicimindeki integraller ile elde etmis oldugu fonksiyonlarin tersleri olan tan x ve sin x

fonksiyonlarina basit periyodik fonksiyonlar ve

J-dx

1—x*

bicimindeki eliptik integraller ile elde edilen fonksiyonlarin tersleri olan fonksiyonlara
da ¢ifte periyodik fonksiyonlar adin1 vermistir. Bundan baska, 1697 yilinda J. Bernoulli,
bir spiralin yay uzunlugunun da, adina o zaman eliptik integral denmemis olsa da, bir
eliptik integral yardimiyla bulunabilecegini gostermistir. Ozellikle elektromanyetik ve
yer¢ekimi teorilerinde eliptik integraller olduk¢a Onemli bir yere sahiptirler. Gauss
tarafindan yapilmis olan bu konudaki ¢aligmalar yayinlanmadigi halde 1820 lerde Abel
ve Jacobi tarafindan yapilan ¢alismalarda eliptik fonksiyonlara bugiin kullanilan isimleri

verilmistir.
Jacobi, kutup noktalar1 disinda analitik, iki tane esas periyodu olan ve bu sayilar

arasindaki oranin gercel bir say1 belirttigi bir fonksiyon olup olmadigini incelemis ve

boyle bir fonksiyonun ancak bir sabit fonksiyon olabilecegini gormiistiir. Bununla
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birlikte, eger iki esas periyodun orani bir gercel say1 belirtmiyorsa boyle fonksiyonlarin
yeni bir fonksiyon sinifi olusturdugu ve dolayisiyla bunlar i¢in yeni bir tanim yapmanin

gerekli oldugunu gérmiistiir.

Daha genel olarak p(x), derecesi 3 veya 4 olan, iistelik katl1 kokii olmayan bir polinom

ve r(x, y) iki degiskenli rasyonel fonksiyon olmak iizere

[re[p(x))dx

bicimindeki integrallere eliptik integraller adi verilir. Bu tip integraller yardimiyla
tanimlanan eliptik fonksiyonlar icinde en iyi bilinen Weierstrass g fonksiyonudur. Bu

fonksiyon, g, ve g3, Q kafesine karsilik gelen Eisenstein serileri ve p(x)=4x"—g,x—g,

olmak tuzere

="
Vp(x)

bigiminde tanimlanir.

Bir n tamsayisinin verilen bir S kiimesindeki tamsayilar cinsinden ifade edilmesi sayilar
teorisinin 6nemli problemlerinden biridir, 6rnegin, S kiimesi olarak asal, karesel, kiibik
veya diger 0zel sayilarin kiimesi olarak segilebilir. Verilen bir tam sayinin S kiimesinin
elemanlarinin toplami cinsinden ifade edilip edilemeyecegi, edilebilirse bunun kag farkl
sekilde olacagi olduk¢a ©nemli bir problemdir. f(n), n tamsayisinin S kiimesinin
elemanlarinin toplami cinsinden kag farkli sekilde gosterilebilecegini belirten say1 olmak
lizere yeterince biiylik # tamsayilari i¢in f{n) nin asimptotlarinin davranisi sayilar teorisi
ile caligmalar yapan matematikgiler i¢in bir ugrag konusudur. » tamsayilarinin, x < n
ozelligindeki pozitif tamsayilarin toplami cinsinden ifade edilebilme sayilarini veren
p(n) parcal1 fonksiyonu ve sayilar teorisindeki diger fonksiyonlar ile karmasik analizde
eliptik modiiler fonksiyon adi verilen fonksiyonlar arasinda oldukg¢a yakin bir iliski
vardir. Bu fonksiyonlarin toplamsal sayilar teorisinde oynagi rol, carpimsal sayilar

teorisinde Dirichlet serilerinin oynadigi rolle benzerdir (Apostol 1920).

2.1. Eliptik Fonksiyonlarin Genel Ozellikleri

Eger f, Q kafesine gore eliptik bir fonksiyon ise 7 = C/Q olmak iizere f fonksiyon

f: T — Z olarak diisliniilebilir. /: £ — X meromorf fonksiyonlar1 ele alindiginda, X kiire-
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si kompakt oldugundan, Liouville teoremi geregi, “‘f fonksiyonu analitik ise f fonksiyonu
sabittir” sonucu elde edilir. 7 toru kompakt oldugundan benzer sonuglar eliptik
fonksiyonlar i¢in de verilebilir. Ilerleyen kisimlarda rasyonel fonksiyonlarin kiireyle olan

iligkisine benzer bir iligkinin eliptik fonksiyonlar ile tor arasinda oldugu da goriilecektir.

Sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun olusturulmasi oldukc¢a zor bir istir. Bu sekilde bir
eliptik fonksiyonu olusturmadan 6nce bir eliptik fonksiyonun sahip olmasi gereken
temel Ozellikler iizerinde durmak daha uygun olacaktir. f eliptik fonksiyonu, ¢ € X
olmak iizere ¢ sayisina 6zdesligin esit olmayan ve Q kafesine gore eliptik bir fonksiyon
olarak segilebilir. Dolayisiyla f{z) = ¢ denkleminin ¢oziimleri ayriktir ve {istelik bu
denklemin her bir ¢6zlimii sonlu katliliga sahiptir, iistelik birbirine denk olan ¢oziimlerin
kathiliklar1 da aynidir. f{z) = ¢ denkleminin ¢ézlimleri ayrik oldugundan € kafesi i¢in
herhangi bir P temel paralel kenar segilirse, P kompakt oldugundan bu paralel kenar
f(z) = ¢ denkleminin sadece sonlu ¢oklukta ¢dziimiinii bulundurur. Ustelik, eger gerek
duyulursa P — P + t kaymasi yapilarak P temel paralel kenari, sinir1 {izerinde hi¢ ¢oziim
bulunduramayacak hale de getirilebilir. P temel paralel kenarindaki ¢oziimler, katliliklar:
ki, ..., k. olmak tizere z = zj, ..., z, noktalarinda ve N = k; + ...+ k, olsun. Bdylece
f(z) = ¢ denkleminin P temel paralel kenarinda tam N tane ¢éziimii olur. z = zy, ..., z,

noktalar1 z € C olmak iizere f{z) = ¢ denkleminin ¢6ziimlerinin denklik siniflarinin tem-
silcileri oldugundan N sayisi, [z] € T = C/Q olmak iizere f{[z]) = ¢ denkleminin

¢Oziimlerinin katliliklarinin toplami olarak da diisiiniilebilir.

2.1.1 Tamm. Bir eliptik f fonksiyonunun mertebesi, f(z) = co denkleminin ¢oziimlerinin

sayist olarak tanimlanir ve bu deger ord(f) ile gosterilir.

Tanima dikkat edilecek olursa, ord(f), f fonksiyonunun kutuplarinin denklik siniflarinin
mertebelerinin toplamina esittir. Bu tanim, rasyonel bir g fonksiyonunun derecesinin
kathiliklar1 sayilmak {izere g(z) = oo denkleminin ¢dziimlerinin sayisina esit olmasiyla
benzerlik gosterir. Bundan sonraki kisimlarda f fonksiyonu denildiginde mertebesi N ve
Q kafesine gore eliptik bir fonksiyon ve P temel paralel kenar1 denildiginde de ¢, 0P
iizerinde f fonksiyonunun sifirlar1 ya da kutuplar1 olmayacak sekilde bir karmasik say1
olmak tizere, koseleri z, t + ®y, t + 0, t + ®; + ®, olan Q(w;, ;) kafesi i¢in bir temel

paralelkenar olarak anlasilacaktir.
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2.1.2 Teorem. “f fonksiyonu sabit <> N = 0” dir, yani bir baska ifadeyle analitik bir
feliptik fonksiyonu sabit fonksiyon olmak zorundadir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Eger f fonksiyonu sabit ve meromorf bir fonksiyon ise f fonksiyonunun C de

kutbu yoktur, yani N = 0 dir. Tersine N = 0 oldugu varsayilirsa f fonksiyonunun hig
kutbu yoktur. Dolayisiyla f fonksiyonu C de analitiktir. P temel bolgesi kompakt ve

f fonksiyonu siirekli oldugundan f{P) de C nin kompakt bir alt kiimesidir ve dolayisiyla
stirhidir. {C) = f{P) oldugundan f fonksiyonu C kiimesinde sinirhidir. Liouville teoremi

geregi, f fonksiyonu analitik ve sinirli oldugundan sabit fonksiyon olmak zorundadir (bu

teoremin ispatinda f fonksiyonunun sinirli oldugunu gostermek i¢in 7 = C/Q torunun

kompakt oldugu dikkate alinarak f{(C) = f(T) esitligi de kullanilabilirdi).

2.1.3 Teorem. f fonksiyonunun P temel paralel kenari boyunca kalintilar1 toplami
sifirdir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. f fonksiyonu OP iizerinde analitik ve meromorf bir fonksiyon oldugundan

L' j f(z)dz degeri f fonksiyonunun P temel paralelkenar1 boyunca kalintilar1 toplami-
l oP

na esittir. 'y, Iy, I's ve I'4, asagidaki sekilde de goriildiigii gibi, P temel paralel kenarinin
sirastyla ¢ kosesinden ¢ +m; kosesine, ¢ + o; kosesinden 7 + ®; + m, kosesine, ¢t + ®; + ®;
kosesinden ¢ + o, kosesine ve ¢ + w; kdsesinden ¢ kdsesine olan kenarlarini gdstersinler.
OP iizerinde, j = 1, 2, 3, 4 olmak tizere I'; kenarlar1 boyunca saat yoniiniin tersi yoniinde
hareket edilirse

[ 10=X [ r)d

oP J=T

olur. m, karmasik sayisi1 f fonksiyonunun bir periyodu oldugundan
[f@dz = f(z+0,)dz
I, T,
yazilabilir. I, =T + o, esitligi sadece yon farkiyla dogru oldugundan
j f(2)dz :j fz+w,)dz =— j fz+0,)d(z+o,)
I, T,

I+,

olur. z yerine z — m, degeri yerine yazilirsa
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I, t+ o+

t+ o
I

Iy
t+0)1

I
t

Sekil 2.1 P temel paralel kenarinin sinir1
[fdz=[fz+0)dz== [f(z+0)d(z+0,) =~ f(2)dz
I I T +o, T,

olur. Benzer sekilde ®; karmasik sayis1 f fonksiyonunun bir periyodu oldugundan

[f)z=~[f(2)z

esitligi de kolayca elde edilebilir. Dolayistyla
j f(2)dz=0
oP

sonucu bulunur.

2.1.4 Sonug¢. N = 1 mertebeli bir eliptik fonksiyon yoktur (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. Eger f fonksiyonu 1 mertebeli bir eliptik fonksiyon olsayd:i f fonksiyonunun P
temel paralel kenarinda bir mertebeli bir basit kutbu olurdu. Bu kutup noktasi z=a € P
olarak secilirse a_; # 0 olmak iizere f fonksiyonu z = a noktasi civarinda

i a,(z-a)

j=-1
seklinde seriye agilabilir. Dolayisiyla f fonksiyonunun P temel paralelkenar1 boyunca
kalintilar1 toplami sifirdan farkli olan a_; sayisina esit olurdu. Bu ise yukarida verilen

teoremle celisir.

Mertebesi 1 olan eliptik fonksiyon olmadigi gibi en basit eliptik fonksiyonun
mertebesinin de 2 olabilecegi ve iistelik tiim basit periyodik fonksiyonlarm ¢*™ cinsin-
den ifade edilebildigi gibi tiim eliptik fonksiyonlarin da mertebesi 2 olan bu eliptik

fonksiyon yardimiyla ifade edilebilecegi goriilecektir.
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2.1.5 Teorem. Eger f fonksiyonu N > 0 mertebeli bir eliptik fonksiyon ise f fonksiyonu
her bir ¢ € X degerini tam N defa alir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Eger ¢ = o olarak aliirsa bu halde N sayisiin daha &nce verilmis olan tanimi
elde edilir. Dolayisiyla ¢ € C olarak diisiiniilebilir. f/ fonksiyonu, kendisiyle ayni metre-
beden olan f— ¢ fonksiyonuyla degistirilirse ¢ = 0 olarak alinabilir. f'/ f fonksiyonu
meromorf ve OP lizerinde f fonksiyonunun sifirlar1 veya kutuplart olmadigindan f”/ f
fonksiyonu OP {iizerinde analitik bir fonksiyondur. Diger yandan f fonksiyonu eliptik
oldugundan f” fonksiyonu da eliptiktir ve boylece f”/ f fonksiyonu da eliptik bir fonk-

siyon olur. Teorem 2.1.3 kullanilarak

J' f'(2) b
> f(2)

oldugu sonucu elde edilir. f'/ f fonksiyonunun kutup noktalari, f fonksiyonunun kutup
ve sifir noktalarindan baska bir sey degildir. Eger f fonksiyonunun sifiri, & katliliga sahip
olan z = a € P noktas1 olarak alinirsa, g analitik bir fonksiyon ve g(a) # 0 olmak iizere
f fonksiyonu z = a noktasinin civarinda

f(@)=(z-a) g(z)
seklinde ifade edilebilir. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alindiginda, z = a noktasinin

civarinda
() =k(z—a)"g(2)+(z-a) g'(2)
olarak bulunur. Dolayisiyla '/ f fonksiyonunun z = a noktasinda kalintis1 & olmak

uzere z = a noktasinin civarinda

fe_ kL g
f(2) z-a g2)

olarak ifade edilebilir. Benzer bir diisiince ile, f(z)=(z—a) “g(z) olarak alinarak,

f'/ f fonksiyonunun, f fonksiyonunun k katli her bir kutup noktasinda — kalintisina
sahip oldugu da gosterilebilir. '/ f fonksiyonunun kalintilar1 toplamu sifir oldugundan

f fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisi, katliliklar1 sayilmak sartiyla, kutup yerlerinin

sayisina esit oldugu goriiliir. Dolayistyla f{z) = 0 denkleminin N tane ¢6ziimii vardir.
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2.1.6 Teorem. f ve g fonksiyonlar, C kiimesinde kutuplari ayn1 noktalarda ve bu

noktalardaki esas kisimlar1 da ayni olan Q kafesine gore eliptik iki fonksiyon olsun. Bu

durumda belli bir ¢ € C i¢in f've g fonksiyonlar arasinda f{z) = g(z) + ¢ bagintis1 vardir

(Jones ve Singerman 1987).

Ispat. f — g fonksiyonu eliptik bir fonksiyondur ve bu fonksiyonun hi¢ kutup noktasi
olmadigindan mertebesi sifirdir. Analitik bir eliptik fonksiyonun mutlaka sabit fonksiyon
olmas1 gerektigi daha once gosterilmisti. Dolayisiyla /' — g fonksiyonu sabit fonksiyon-

dur.

2.1.7 Teorem. f ve g fonksiyonlar1 C kiimesinde kutuplar1 ve sifirlar1 ayn1 noktalarda

olan, Q kafesine gore eliptik iki fonksiyon olsun. Bu durumda belli bir ¢ # 0 sabiti i¢in
f(z) = cg(z) dir (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. Teorem 2.1.6 in ispatinda f — g fonksiyonu yerine £/ g fonksiyonunun almmasi

ispat1 tamamlar.

Ozdesligin sifira esit olmayan bir f: £ — X rasyonel fonksiyonunun sonlu sayida sifirlari
ve sonlu sayida kutup noktalar1 vardir. Bu f fonksiyonunun sifirlar1 olarak, katliliklar
ki, ..., k. olan ay, ..., a, noktalar1 ve kutuplar1 da, kathliklar1 /y, ..., /s olan by, ..., by
noktalar1 olarak alinabilir. Tersine katliliklar, sirasiyla, ki, ..., k. ve [y, ..., [y > 1 olarak
verilen ay, ..., a, noktalarinda sifirlar1 ve by, ..., by noktalarinda da kutuplar1 olan bir
frasyonel fonksiyonu vardir. Bu f rasyonel fonksiyonu asagidaki kosullar1 gergekler:

l. k;+...+k =10+ ... + [ (her iki toplam f fonksiyonunun dercesine esittir),

i. {ai, ..., a,} ve {by, ..., by} kiimeleri ayriktirlar (yani bir kutup noktasi ile sifir

noktasi ¢akismaz).

Bu durumda f fonksiyonu, a; = o ve b; = oo ¢arpanlar1 hari¢ a;, b; € C igin
fo=[lE-a)" IT]-b)"
j=1 j=1

olarak alnabilir. Eger f: C — X eliptik fonksiyonunun sifir yerleri [a1], [a2], ..., [a/]

denklik siniflarinda &y, ..., &, katlilikli ve kutup yerleri [b1], [b2], ..., [bs] denklik sinifla-
rinda [y, ..., [; katlilikli ise Teorem 2.1.5 geregi i. kosulu gereklidir ve ii. kosuluna
karsilik

i) [a1]U[az] U ...u[a] ve [b1] U [b2] U ...U [bs] kiimeleri farklidirlar
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maddesi elde edilir.

Siradaki sonug rasyonel fonksiyonlarin tersine bu kosullarin f fonksiyonunun varligi ig¢in

yeterli olmadigini gostermektedir.

2.1.8 Teorem. Bir eliptik f fonksiyonunun sifir yerleri [ai], [a2], ..., [a,] denklik
simiflarinda ki, ..., k. katlilikli ve kutup yerleri de [b1], [b2], ..., [bs] denklik siniflarinda

L, ..., [y katlilikl1 olsun. Bu durumda
Z;kfaf ~ Z:‘lfbf mod Q
Jj= Jj=

dir (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. P, Q Kkafesi igin, OP iizerinde f fonksiyonunun sifirlarii veya kutuplarim

bulundurmayan bir temel paralel kenar olsun. Ilk olarak

B _ 1 orzf'(2)
Zkﬂj lebf—zmimdz

esitligi ispatlanacaktir.
z f'/ f fonksiyonunun kutup noktalar1 f fonksiyonunun sifir ve kutup yerlerin-

dedir ve f fonksiyonunun z = a noktasina k katli bir sifir1 varsa, g analitik bir fonksiyon

ve g(a) # 0 olmak tizere f fonksiyonu z = a noktasinin civarinda
f(2)=(z-a)'g(2)
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla z g’/ g fonksiyonu a noktasinda analitik bir fonksiyon

olmak tlizere

o) = e o ke 2@
" mara ke g g @) = Z T

yazilabilir. Bu esitlik yardimiyla z f'/ f fonksiyonunun z = a noktasinda kalintisinin ka
oldugu goriiliir. Benzer sekilde, eger f fonksiyonunun z = b noktasinda / katl1 bir kutbu
varsa z '/ f fonksiyonunun z = b noktasinda kalintisinin da —/b oldugu kolayca
goriilebilir. Artik f° fonksiyonunun P temel paralelkenarinda sifir ve kutup yerleri
sirastyla ay, ..., a, noktalarinda ki, ..., k. katlilikli ve by, ..., by noktalarinda /4, ..., [

katlilikli olur ve ustelik

RNELCH
2ni g, f(2)
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degeride z f'/ f fonksiyonunun kalintilarinin toplamina esittir. Bu deger ise
2ka, =2 b,
degerine esittir. P temel paralelkenarinin kenarlar1 Teorem 2.1.3 nin ispatindaki gibi
isimlendirilsin. f've f” periyodik iki fonksiyon, I'y yolu I'; — ®; yolunun ters yonliisii ve
z, I'; kenar1 boyunca ¢ + ®; kdsesinden ¢ + »; + w, kosesine hareket ettiginde, log f(2)
fonksiyonu 27 nin tamsay1 katlarinda farkl degerler aldigi bilgisi kullanildiginda, belli
ny € 7 igin
jZf (2) ;. I(Z @) f(2) . Imlf (2) ;.
o /) L@

jmdz + o, [log f(z)]r
Sz +

_(#'@
B r[f(z)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde, belli n; € Z igin

J- Zf (2) ;. I Mdz +27n,im,
RS G)

+ 21 i,

oldugu ve bdylece

7'(2),, 7'(2),,
2k, z”_mjf(z) 2zljf(z)

oP

1 . .
= F@nnlzml +21n,im, ) = n,o, + n,o,

esitligi elde edilir. Bu son esitlikteki n;0; + nyw; toplami Q kafesinin bir elemanidir.

Boylece ispat tamamlanir.

Bir eliptik fonksiyon olusturulmak istenildiginde, yukarida verilen i) ve ii)’ kosullarna

ek olarak
iii. ijaj ~ lebj mod Q
j=1 j=1

kosulunun gerceklenmesi, yukarida belirtilen noktalarda sifirlar1 ve kutuplart bulunan f

eliptik fonksiyonunun varligi i¢in yeterlidir.
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2.2 Jacobi Eliptik Fonksiyonlar:

Daha 6nceki boliimlerde bir eliptik fonksiyonunun mertebesinin 2 den az olamayacagi
belirtilmisti. Dolayisiyla en basit eliptik fonksiyonunun mertebesi 2 dir. Bu durum iki
baslik altinda incelenebilir: Bu fonksiyonlar, sifir1 bulundurmayan her bir temel paralel
kenarda bir tane ¢ift katli kutbu olan ve bu kutup noktasindaki kalintilarinin toplamai sifir
olan eliptik fonksiyonlar ile her biri basit olan iki kutup noktasina sahip ve bu kutup
noktalarindaki kalintilarinin toplami1 mutlak degerce birbirine esit ancak zit isaretli olan
eliptik fonksiyonlar. Bu boliimde ikinci tipteki Jacobi eliptik fonksiyonlar: ele

alinacaktir.

—1 <x <1 olmak tizere

dt
11—

u(x) = j. (2.1)

dt
1-¢

(2.2)

2

o=
a
Il

© —

integrallerini dikkate alalim. Eger birinci intgeral sifirdan 7 ye diisliniiliir ve # nun
pozitif karekokii almirsa (2.1) esitliginin, degiskeni x ve tek fonksiyon olan bir u
fonksiyonu tanimladigi goriiliir. Tersine, bu integral yardimiyla x in, # degiskenli bir tek
fonksiyonu oldugu goriiliir. Eger bu fonksiyon x(u) = sin u ile gosterilirse, (2.1) nolu
integral

u(x) = arcsinx

bi¢cimini alir. (2.2) nolu integral yardimiyla da cos u fonksiyonu

cosu =+/1-sin’u
bi¢giminde tanimlanabilir. Bu durumda u i¢in —Jx ve }z arasinda pozitif karekok

alindigindan gergekte, u# fonksiyonunun x degiskenine bagl bir ¢ift fonksiyon oldugu
goriiliir. Dolayistyla
sinu +cos’u =1
esitligi elde edilir. Burada sin 0 = 0 ve cos 0 = 1 olduguna dikkat edilmelidir.
(2.1) nolu integralin x e gore tiirevi alindiginda
du _ 1
dx 1-x7
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elde edilir. x = sin u oldugundan

i{sinu}= V1-sin’u = cosu

du

olur. Ustelik (2.2) nolu integralin diferensiyeli alindiginda

E{cosu}=—sinu

elde edilir.
M = Sin u; coS Uy + COS u; Sin Uy

Ozdesliginin u; ve u, degiskenlerine gore kismi tiirevleri birbirine esittir. Bdylece
Auy + up), uy + up degiskenin bir fonksiyonu olmak tizere

® = flu; + up) = sin u; cos up + cos u; sin u;
biciminde ifade edilebilir. Eger u, = 0 ise flu;) = sin u; ve benzer sekilde u; = 0 ise
Auz) = sin up olur. Dolayisiyla

Auy + up) = sin (u; + uy)

dir. Bu esitlikler dikkate alindiginda

sin (u; + up) = sin u; cOs uy + COS u; Sin uy
toplam formiilii elde edilir. Bu esitlik yardimiyla, sin’u+cos’u=1 o6zdesligi de
kullanilirsa

cos (11 + uz) = coS u; CoS uy — sin u; sin uy
toplam formiilii elde edilir. Elde edilen bu iki toplam formiilii ayn1 zamanda sin u ve cos
u fonksiyonlarinin 2z periyotlu basit periyodik fonksiyon olduklarini géstermek i¢in de

kullanilabilir.

2.2.1 Tanim. Belli bir £ sabiti i¢gin

y :I dt
0 (=) (1= k1)

integrali yardimiyla elde edilen sn u fonksiyonuna Jacobi eliptik fonksiyonu adi verilir.
Bu integralin tersi alindiginda x = sn u ve sn 0 = 0 oldugu gortliir. Yukaridakilere benzer
sekilde, cn u ve dn u fonksiyonlari

sn*u+cnu =1

K sn*u+dn*fu=1
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0zdeslikleri yardimiyla tanimlanabilir. Bu tanimla birlikte cn 0 = 1 ve dn 0 = 1 sonuglari
elde edilir. Her bir Jacobi eliptik fonksiyonu bir k£ parametresine baghdir. Bu k& paramet-
resine Jacobi eliptik fonksiyonunun modiilii ad1 verilir.

2+ k? =1

esitligi ile tanimlanan k' parametresine de tiimler (biitiinleyici) modiil ad verilir.

Ozel olarak segilmis bir modiil vurgulanmak istenildiginde, Jacobi eliptik fonksiyonlari
sn (u, k), cn (u, k) ve dn (u, k)
bigiminde ifade edilirler. m = k* parametreli alternatif notasyon kullanildiginda ise
Jacobi eliptik fonksiyonlar1 i¢gin
sn (u|m), cn (ulm) ve dn (ulm)
gosterimleri kullanilir. Ozel olarak & = 0 olmasi halinde dn « = 1 olurken, sn u ve cn u
Jacobi eliptik fonksiyonlar1 sirasiyla sin u# ve cos u trigonometrik fonksiyonlarina
dontsiir. £ = 1 olmasi halinde ise cn u ve dn u Jacobi eliptik fonksiyonlar1 sech u hiper-
bolik fonksiyonuna esit olurken sn u fonksiyonu da tanh u hiperbolik fonksiyonuna esit

olur.

2.2.2 Teorem. sn u fonksiyonu tek, cn u ve dn u fonksiyonlar1 ise ¢ift Jacobi eliptik
fonksiyonlardir (Whittaker ve Watson 1927).
Ispat. Eger

! Ja-¢ )(1 k)
integralinde, ¢ = — degisken degisikligi yapildiginda x in isareti degisirse benzer sekilde
u nun da isareti degisir. Dolayisiyla sn (—u) = —sn u olur. Buradan sn u Jacobi eliptik
fonksiyonunun tek oldugu elde edilir.

sn*u+cn’u =1
0zdesliginden cn (—u) = #+cn u sonucu bulunur. cn u eliptik fonksiyonu tek degerli
analitik siirekli bir fonksiyon oldugundan iist isaret veya alt isaret alinmalidir. Diger
yandan u# = 0 oldugunda pozitif isaret alinacagindan cn (-u#) = cn u olmasi1 gerekir.
Benzer sekilde dn (—u) = dn u oldugu da goriilebilir. Boylece dn u ve cn u Jacobi eliptik

fonksiyonlariin ¢ift fonksiyonlar olduklari sonucu elde edilmis olur.
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2.2.3 Teorem. sn (u, k), cn (u, k) ve dn (u, k) Jacobi eliptik fonksiyonlarinin tiirevleri

E{snu}:cnudu

E{cnu}z —snu du

d—{dnu} = —k’snucnudu
u

dir (Bowman 1953).

Ispat. x = sn u oldugundan

X dt
u=|
2 (=) (1- K1)
integralinin diferensiyeli alindiginda

du _ 1
dx \J1-x)(1- k)

elde edilir. Buradan

di{snu} = \/(1 —sn*u)(1—k*sn*u) = cnudu
u
olur. Eger sn’u + cn’u =1 6zdesliginin diferensiyeli alinirsa

E{cnu}: —snudu

ve benzer sekilde k’sn’u +dn’u =1 6zdesliginin diferensiyeli alindiginda
“Adnu}=—k*snucnudu
du

elde edilir.
2.3 Jacobi Eliptik Fonksiyonlar1 i¢in Toplam Formiilleri

2.3.1 Tanmm. R sifirdan farkli ti¢ degiskenli bir rasyonel fonksiyon olmak iizere her u;,
uy i¢in fluy), fluz) ve flu; + u,) fonksiyonlari arasinda

R(fwr), flua), flur + u2)) = 0

esitligi gercekleniyorsa f(u) fonksiyonu cebirsel toplam formiiliine sahiptir denir.

Ornegin, tan u trigonometrik fonksiyonu i¢in
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tanu, + tanu,
tan(y, +u,) =————=
1 —tanu, tanu,

esitligi gerceklendiginden tan u fonksiyonu cebirsel toplam formiiliine sahip bir

fonksiyondur.

2.3.2 Teorem. Jacobi eliptik fonksiyonlari i¢in toplam formiilleri

snu,cnu,dnu, +snu,cnu,dnu,

sn(u, +u,) =
1-k*sn*u;sn’ u,

cnu,cnu, — snuShu,dnudnu,

cn(u, +u,) =
1—k*sn’usn’u,

dnudnu, — k*snu,snu,cnu,cnu
dn(u, +u,) = 1 2 U, CH U C Y,

2 2 2
1-k“sn”usnu,
dir (Bowman 1953).
Ispat. s; = sn uy, s =sn up, ¢c; =cn uy, ¢ = cn up, d; = dn uy, d» = dn u, olmak tizere

_ s,6,dnu, +5,0d,
2 2 2
1-k%s,"s,

olsun. u; e gore kismi diferensiyel alinip

=l

21—t )(1 k)

ve
sn'u+cn’u =1
esitlikleriyle birlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda

do _ ¢die,d, (1+k2s1252) ssz(d d,’ +kc’e,’)
a’u1 1-k%s s

elde edilir. do/du; u;, u, ye gore simetrik ve iistelik @ fonksiyonu da simetrik fonksiyon
oldugundan
do/du,; = do/du;
olur. Dolayistyla f{u; + u,) fonksiyonu i¢in
© =flu; + u)
ve
s,c,d, +5,¢,d,

u, +u,)=
f( 1 2) l_kzslzszz
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esitlikleri elde edilir. u; = 0 i¢in f{u;) = s; ve up = 0 i¢in f{up) = s, olur. Dolayisiyla

Auy +up) =sn(u; + up)

olur. u integrali ve Jacobi eliptik fonksiyonlari igin verilmis olan

_ j dt
2 (=) (- k)
toplam formiilleri yardimiyla

(1-k>ss,")’ = (5,025 + 5,¢,d,)*

2 2
cn (ul +u2)=1—sn (u1+u2)=
(l_kzslzszz)z

elde edilir. Eger (1—ks,’s,”)” ifadesi (¢, +5,°d,*)(c,” +s,°d,”) bigiminde ifade edilirse

(¢cy — 5152d1d2)2

(1-&%s,s,")’

cnz(ul +up) =

olur. Bu son esitligin karekdkii alinip isaret belirsizligi bir kenara birakildiginda her iki
tarafin da ayrik kutup noktalar1 hari¢ u; in tek degerli fonksiyonlar1 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla analitik devam teorisi geregi esitligin her iki tarafinin ayni isaretli olmasi
gerekir. Ancak u, = 0 alindiginda mutlak pozitif isaret alinmalidir. Benzer sekilde

hareket edilerek, dn(u; + u;) i¢in de buna benzer bir formiil elde edilebilir.

Simdi Jacobi eliptik fonksiyonlarimin periyotlarii, sifir ve kutup yerlerini belirtirken

kullanilacak olan K ve K' sabitlerinin tanimi verilecektir. K sabiti

1 dt
K =
! VA=) -K1)

integrali yardimiyla tanimlanir. Bu tanimdan
snK=1, cn K =0, dn K' = k'
oldugu goriiliir. Benzer sekilde K'sabiti de

j dt Jf dt
JA=2)A-KP) 5 @ =D(A—k)

integrali yardimiyla tanimlanur.

1/k
K+iK'= [ —— dt _
Ja—ha-rr)

oldugundan
sn(K+iK")=1/k, cn (K+iK'")y=—ik'/k, dn(K+iK')=0
esitlikleri elde edilir.
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2.4 Jacobi Eliptik Fonksiyonlarinin Periyodikligi

Eliptik fonksiyonlarin tanimi hatirlanacak olursa, Jacobi eliptik fonksiyonlarinin da ¢ifte
periyodik fonksiyonlar olmasi gerektigi kolayca goriilebilir. Bu periyotlar daha once

tanimu verilen K ve K'sabitleri cinsinden de ifade edilebilirler.

2.4.1 Teorem. sn u ve cn u fonksiyonlarinin her ikisinin periyodu 4K, dn u
fonksiyonunun periyodu 2K dir (Whittaker ve Watson 1927).
Ispat. Teorem 2.3.2 yardimiyla

snucn Kdn K +snucn Kdn K~ cnudnu  cnudnu  cnu

sn(u+K) = = =chu
( ) 1-k*sn’*usn® K 1-k*sn’u dn’u dnu
elde edilir. Benzer sekilde
cnucn K —snusn Kdnudn K snudnudn K snudn K ,Snu
cn(u +K) = 2.2 2 - 202 2 =~k
l1—ksn"usn” K 1-k“sn”usn” K dnu dnu
=—k'sdu
ve
2 '
dn(u + K) = dnudnK —k’snusn Kenuen K dnudn K dnK &' _ ¥ nd u

1—k’sn’usn” K ~ dn’u dnu dnu
bulunur. Dolayisiyla

en(u+K) —k'sdu

2K = &) knde M
ve
cn(u + 2K) =—cn u, dn(u +2K)=dn u
elde edilir. Sonug olarak
sn(u +4K) =sn u, cn(u+4K)=cnu

dir ve dolayisiyla ispat tamamlanir.

2.4.2 Teorem. sn u ve dn u fonksiyonlarinin her biri 4K + i K’ periyoduna sahip oldugu
halde cn u fonksiyonu 2K +2i K’ periyoduna sahiptir (Whittaker ve Watson 1927).
Ispat. Daha 6nce verilen

sn (K+iK")=1/k, en (K+iK')y=—ik'/k, dn (K+iK')=0
esitlikleri ve Teorem 2.3.2 yardimiyla

snucn(K +iK")dn(K +iK")+sn(K +iK")cnudnu
1—k*sn*usn®(K +iK")

sn(K +iK") = =(1/k)dcu
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esitligi elde edilir. Benzer sekilde
cen(u+K+iK")y=—(ik' /k)ncu, dn(u+K+iK')=ik'scu
dir. Ayn1 formiiller iizerinde birkag islem daha yapildiginda
sn(u+2K+2iK')y=-snu,cn(u+2K+2iK')=cnu,dn(u+2K+2iK')=—-dnu
elde edilir. Dolayisiyla
sn(u+4K+4iK')=snu, dn (u+4K+4iK')=dnu
elde edilir.

2.4.3 Teorem. cn u ve dn u fonksiyonlar1 4iK', sn u fonksiyonu 2{ K’ periyoduna
sahiptir (Whittaker ve Watson 1927).

Ispat. Teorem 2.3.2 ve

snucn(K +iK")dn(K +iK'") +sn(K +iK")enudnu

sn(K +iK") = I Rsn?usn (K +iK') =(1/k)dcu
yardimiyla
sn(u+iK')y=sn(u-K+K+iK")=(1/k)dc(u — K)
elde edilir. Dolayisiyla
sn(u+iK")=(1/k)ns u,
ve
cn (u+iK")=—(i/k)ds u, dn(u+iK')=—icsu

elde edilir. Bu formiiller {izerinde yapilan islemlerle
sn(u+2iK')=snu,cn(u+2iK'")=-—cnu,
dn(u+2iK')y=—dnu,cn(u+4iK')=cnu
ve
dn(u+4iK')=dnu
elde edilir.

4K ve 4K' Jacobi eliptik fonksiyonlarinin periyotlar1 oldugundan K sabitine ¢eyrek
periyot, K' sabitine ise tamamlayici ¢eyrek periyot olarak bakilabilir. sn u, cn u ve dn u
fonksiyonlarimin her birinin iki basit kutbu ve iki basit sifir1 vardir. sn u fonksiyonunun
kutup noktalari, kalintilar1 sirasiyla 1/k ve —1/k olmak tizere iK' veya 2K + iK'
sayilarina denktirler. sn u fonksiyonunun basit sifirlari ise 0 ve 2K sayilarina denktir. cn
u fonksiyonunun kutup noktalari, kalintilar sirastyla —i/k ve —i/k olmak tizere i K' veya

2K + iK' sayilarina, sifirlart ise K veya —K sabitlerine denktir. dn u fonksiyonunun
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kutuplari, kalintilar1 sirasiyla —i ve i olmak tizere i K’ veya —iK sayilarina, sifirlari ise K

+iK' veya K— iK' sayilarina denktir.
2.5 Teta Fonksiyonlari

Jacobi eliptik fonksiyonlarini, eliptik olmayan fonksiyonlarin boliimleri ile elde edilen
teta fonksiyonlar: cinsinden ifade etmek miimkiindiir. T sanal kismi pozitif olan bir

karmagik say1 ve |g| < 1 i¢in g = €™ olmak tizere U4(z, ¢) teta fonksiyonu

Yz, q)=1+ 22 (—1)"q”2 cos2nz
n=1

bigiminde tanimlanir.

Tanima dikkat edilecek olursa
Bu(z + 7, ) = Qu(z, )
ve dolayisiyla Y4(z, ¢) teta fonksiyonunun periyodunun 7 oldugu gériiliir. Ustelik
Yz + 7T, ¢) =—q e ¥ %z, q)
dir. Dolayistyla U4(z, g) fonksiyonuna z nin hemen hemen ¢ifte periyodik fonksiyonu adi
verilir. z yi m veya nt kadar artirmak demek 94(z, g) fonksiyonunu ayni kathilikta 1 veya

—q ' ¢ kadar artirmak demektir. Dolayisiyla 1 ve —g ' e > sayilarma sirasiyla 7 ve 7t

periyotlariyla ilgili ¢carpanlar ad1 verilir.

Asagida tanimlar verilen, ii¢ tane daha 6zel teta fonksiyonu vardir; bunlar
0z, ) =9z +1m, )= 142D ¢" cos2nz
n=1

2

. 1, X 1
Vi(z, g) = ie” " T 9y(z +im,q)= 22 (—1)"q("+5) sin(2n+1)z
n=0

(2, )= +im )= 22 """ cos(2n+1)z

=0
fonksiyonlaridir. Verilen tanimlarla birlikte %4(z, ¢) fonksiyonunun tek, 9,(z, ¢), %.(z, q)
ve Ui(z, g) fonksiyonlarmin ¢ift fonksiyon olduklari goriiliir. Eger g parametresi
vurgulanmak istenmiyorsa 3(z, g) yerine kisaca ¥(z) yazilir. Eger teta fonksiyonunun,
ozellikle T karmagik sayisina bagli oldugu belirtilmek istenirse, U(z|t) gOsterimi
kullanilir. Ayrica 9(0) yerine 9 ve 9'(0) yerine de 9’ kisaltmalarini yapmak islemleri
kolaylastirir.
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2.5.1 Teorem. ¥(z) teta fonksiyonunun bir temel paralel kenar i¢inde tam olarak bir tane
sifirt vardir (Whittaker ve Watson 1927).

Ispat. 9(z) fonksiyonu karmasik diizlemin sonlu bir kisminda analitiktir, dolayistyla
kalint1 teoremi geregi eger C koseleri ¢, t + m, t + m + wt, ¢ + @t olan bir temel paralel

kenar ise Y(z) fonksiyonunun bu C temel paralel kenarindaki sifirlarinin sayisi

L. j ¥,
2niy. 9(z)

integral degerine esittir. Diger yandan bu integral

L [2idz
2mi
integraline indirgenebilir ve dolayisiyla
1 I Y@,
27i 2. 9(z)

C

dir. Sonug olarak ¥(z) fonksiyonunun C temel paralel kenarinda tam olarak bir tane sifir

vardir.

¥1(z) fonksiyonunun bu sifir1 z = 0 noktas1 oldugundan U,(z), 93(z) ve U4(z) fonksiyonla-

rinin sifirlart sirasiyla @, 2+ 17t ve 1 nt noktalara denk olan noktalardir.

Verilen bu bilgiler altinda artik Jacobi eliptik fonksiyonlarimi teta fonksiyonlar

cinsinden yazmak miimkiindiir. u = 21332 ve k=19, ﬂgz olmak tizere

2
sn(u, k) = 9381(“/‘932) ’

9,8,(u/95)

2
en(u. k) = 9492(u/332)
9,9, (u/957)

2
dn(u, k) 8483(14/832)
9y9,(u/957)

dir. Yukaridaki esitlikler 1/8;* carpanini bulundurdugundan
Ou)=9,(u/9f)

fonksiyonu ele aliabilir. ®(x) fonksiyonunun periyotlar1 2K ve 2i K’ diir. Dolayisiyla
O(u + K) fonksiyonu Us(z) ile yer degistirir ve ¥,(z) fonksiyonu yerine
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H(u) — _iq_% eiTLM/ZK @(u + ZK!) — ﬂ](u/ 1332|T)
ile taniml eta fonksiyonu kullanilabilir. Boylece U,(z) fonksiyonu yerine de H(u + K)

fonksiyonu elde alinabilir.
2.6 Weierstrass Fonksiyonlari

Q = Q(w, my), {®], 0} tabanl bir kafes ve P ise, P nin smir1 olan 0P iizerinde Q nin
elemanlarin1 bulundurmayan bir temel bolge olsun. Bu kisimda Q kafesine gore eliptik
fakat sabit olmayan fonksiyonlar olusturulacaktir. Teorem 2.1.2 ye dayanarak bodyle bir
f fonksiyonunun analitik olamayacagi ve dolayisiyla da bu fonksiyonun P temel
bolgesinde mutlaka kutuplarinin olmasi gerektigi bilinmektedir, bundan baska f fonksi-
yonunun P temel bolgesinde basit kutbu olamayacagi da belirtilmistir. Dolayisiyla, en
basit sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun derecesi 2 olmalidir. O halde bu f fonksi-
yonunun P temel bolgesinde ya iki tane basit kutbu ya da ikinci dereceden tek kutbunun
olmas1 gerekir. Bu boliimde Q kafesine gore eliptik olan ve P temel bolgesinde ikinci
dereceden tek kutbu olan 2 dereceli @ (z) Weierstrass fonksiyonu ele alinacak ve Q kafe-

sine gore eliptik olan her bir fonksiyonunun g ve bunun tiirevi olan @’ fonksiyonlariimn
rasyonel bir fonksiyonu seklinde oldugu sonucu elde edilecektir. N > 3 mertebeli eliptik
fonksiyonlarin olusturulmasi, Teorem 2.6.2 de de goriilecegi gibi zor degildir, fakat bu
teoremde verilecek olan metot, N = 2 olmas1 durumunda uygulanamaz. o(z) fonksiyonu-
nun g (z) fonksiyonu ile olan iliskisi, S(z) =z sinzz fonksiyonunun P(z) = 7’ cosec’zz
fonksiyonuyla olan iligkisine benzer oldugundan @ (z) fonksiyonu farkli bir yontem

kullanilarak, o(z) Weierstrass sigma fonksiyonundan elde edilecektir.

Tipkt P(z), Z(z) ve S(z) fonksiyonlarin1 tanimlayan serilerin ve ¢arpimlarin yakinsaklik-

larinin Zn*Z serisinin yakinsakligina dayandigi gibi, Weierstrass fonksiyonlar1 ile
n=1

taniml1 ¢arpimlar ve serilerin yakinsakligi da Q kafesi ile indekslenmis benzer
toplamlarin yakinsakligina baghdir. Q kafesi tam sirali bir kiime olmadigindan, Q kafesi
lizerinden toplamayr netlestirmek icin Oncelikle Q kafesinin 6zel bir siralaniginin

tanimlanmasi gerekir.
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r > 1 tamsayilar1 igin
Il = {aw,+ bw, : a, b € Z ve maks{|al|, |b|} =7}

kiimeleri, agagida sekil 2.2 de 2 tanesi goriilen, 0 merkezli benzer paralel kenarlardir.

[T T 7],

()] H2

[ S ] [ ]

Sekil 2.2 IT; ve I, kiimeleri

Eger
Q. =Q N II

olarak tanimlanirsa
Q.= {mw,+ nw, : m,n € Z ve maks{|a|, |b|} =r}
oldugu goriiliir. Dikkat edilirse Q kafesi {0}, Q;, €, , ... kiimelerinin
Q={0} U QU QU ...
ayrik birlesimi olarak ifade edilebilir. Ustelik her bir 7> 1 igin |Qr| = 8r dir.

Q kafesinin elemanlari, sifirdan baslayip sirastyla Q,, €, ...kiimelerinin elemanlar
gelecek sekilde ve her bir Q, nin etrafinda

rmy, ro] + ™y, ..., FO] — M)
stirastyla donerek siralandiginda, asagidaki sekilde de goriilen, O sayisindan disa dogru

bir spiral olusturan bir dizi elde edilir.

o9 o

Sekil 2.3 Q kafesinin elemanlarinin siralanmasi
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© M

Eger bu siralama ©"’, ® @

, o, ... 1le gosterilecek olursa

0?=0, 0" =0, 0® =0+ oy 0P =0, ..., 0" = 0 — 0, 0 = 20,

V=20, + o, ...

!
olur ve iistelik £ — o i¢in ‘m(k)‘ — oo olacagi da agiktir. Bundan sonra z ve Z
we) ®eQ\{0}

gosterimleri ile yukaridaki siralamaya gore tiim kafes noktalar1 {izerinden alinacak olan
toplamlar anlagilacaktir. Boylece her / fonksiyonu igin

D h(w) = ih(w(")) ve Y, ’h((o) = ih(w("))

el 0e

olur. Benzer sekilde

[T = ﬁh(m) ve [] 'h((o) = ﬁh(m)

weQ) k weQ)

olur. Genellikle Z ve z yerine >, ve > gosterimleri kullanilir ve bu gosterimler
e 0eQ\{0}

ile bilinen 6zel kafesler iizerinden toplam anlatilmak istenir. Ele alinan toplam ve
carpimlar genellikle mutlak yakinsak oldugundan Q kafesinin yukaridaki sekildeki 6zel

siralaniginin bir neminin olmadigr agiktir.

Weierstrass fonksiyonlarinin yakinsakligi gercekte 06zel bir serinin yakinsakligina

baglidir. Eger

0

" Zr"s Rieman zeta fonksiyonu yakinsaktir <> s> 1"

r=1

oldugu dikkate alinirsa asagidaki teorem verilebilir.

2.6.1 Teorem. s € R olmak iizere ”Z |co|_s yakinsak < s > 2" dir (Jones ve
e

Singerman 1987).
Ispat. D ve d, sirastyla, I1; temel paralel kenarmin elemanlarinin modiillerinin en biiyiik
ve en kiiciik degerleri olmak tizere
Q, cll,={rz:z e Il}}
oldugundan her ® € Q, i¢in
rD > |o| > rd

esitsizligi elde edilir.
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-2
o= D [0

we)
olarak tanimli o, fonksiyonu 87(rD)* = 8' ~* D ile 8¢(rd)* = 8' ~° d° degerleri
arasinda degerler alir. Boylece
“ ZGM serisi yakinsak <> Zrl“" yakinsak”
r=1 r=1
ve dolayisiyla

0
13 b 2
E o, , serisi yakinsak <> s > 2

r=1

’ 00
- os eeqee - o e . . . o e . . .
oldugu goriiliir. Z |0)| serisinin terimleri ZG, . serisini verecek sekilde yeniden

r=1

gruplandirilabilir ve tistelik bu serinin terimleri pozitif oldugundan

!

“> o serisi yakinsak <> s > 27

sonucu elde edilir. Bu hazirliklardan sonra mertebesi N > 3 olan eliptik fonksiyonlarin

olusturulmasi biraz daha kolaylasmis olur.

2.6.2 Teorem. Her N > 3 tamsayis1 i¢in F\(z) = Z(z—m)*N fonksiyonu Q kafesine

e

gore N. mertebeden bir eliptik fonksiyondur (Jones ve Singerman 1987).
ispat. Eger K, C\Q min herhangi bir kompakt alt kiimesi ise (z — ®)” terimleri K

tizerinde analitik ve dolayisiyla sinirhidirlar. K sinirli bir kiimesi oldugundan sonlu tanesi
hari¢ her bir ® € Q (6rnegin her ® € ® < Q) ve her z € K i¢in |®| > 2|z| dir. Her ® € ©

ve herz € K igin |z — 0| > |®| — |z| > 1 |o| esitsizligi yardimiyla her ® € @ igin
iz =], <2
esitsizligi elde edilir. Eger N > 3 ise Teorem 2.6.1 ve karsilastirma testi yardimiyla

ZH(Z—(D)’N H serisinin yakinsak oldugu goriliir. Dolayisiyla Z(z—m)_N serisi K

weQ) K weQ)
{izerinde normsal yakinsaktir. Her bir (z — ®) ™ terimi K iizerinde analitik oldugundan

Sonug 1.3.4 yardimiyla Fix(z) fonksiyonunun C\Q iizerinde analitik oldugu sonucu elde

edilir. Teorem 1.3.8 yardimiyla da Fj(z) fonksiyonunun her bir ® € Q noktasinda

meromorf oldugu goriiliir. Fy(z) fonksiyonunun (z — o) terimlerinin her birinin N.
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mertebeden kutbu oldugu da agiktir. Dolayisiyla F(z) fonksiyonu C iizerinde meromorf

bir fonksiyondur.

Normsal yakinsaklik mutlak yakinsakligi gerektirdiginden Fj(z) fonksiyonunu veren seri
yeniden diizenlenebilir. Eger oy € Q ise ® € Q olmak lizere ®' = ® — my olarak alinirsa,

Q lizerinden o indisli toplam yerine Q iizerinden " indisli toplam alinabileceginden

FrMz+ )= D z+0,—0) " = Y (z-0) ™" =Fuz)

we w'eQ
elde edilir. O halde F(z) fonksiyonunun Q kafesine gore periyodik, dolayisiyla da
eliptik bir fonksiyon oldugu sonucu elde edilir. F(z) fonksiyonunun N mertebeli kutup
noktalarinin bir tek sinifi oldugundan Fi(z) fonksiyonu N mertebeli eliptik fonksiyondur.

Bu metodun, Teorem 2.6.1, Z:(z—o))‘2 serinin yakinsakliginin ispat edilmesinde

kullanilamayacagindan 2. mertebeden F(z) eliptik fonksiyonunu olusturmak ig¢in

yetersiz oldugu agiktir. Bu serinin yakinsakligini1 garanti etmek ig¢in her bir @ # 0 i¢in

—2

(z— )7 terimini (z—®)” — o terimi ile yer degistirerek bu serilerin terimlerinin

kiiciiltiilmesi gerekir. Boylece elde edilen

@(z)=%+2,[ ! _sz

we (Z - (’0)2 w

fonksiyonu ikinci mertebeden eliptik Weierstrass pe fonksiyonu olarak isimlendirilir.

$(z) fonksiyonu Z f(z— o) bi¢ciminde olmadigindan ¢ (z) fonksiyonunun periyodik

0119
oldugu acik bir sekilde goriilmemektedir. Bununla birlikte @(z) fonksiyonunun
periyodik oldugu, eliptik bir fonksiyon olan —2F,(z) fonksiyonuna esit olan '(z)

tiirevinin integrali alinarak dolayli yoldan goriilebilir. Teorem 2.6.2” nin ispatina benzer

!

sekilde, ¢ (z) fonksiyonunun meromorf oldugunu gostermek igin Z |o)|_3 serisi ile

karsilagtirma yapmak geleneksel bir yoldur. Ancak bunun yerine biraz farkli bir

yaklagim izleyerek ¢ (z) fonksiyonu, Weierstrass sigma fonksiyonu yardimiyla da elde
edilebilir.
z z 1(zY
g(z,0)= (1 - —j exp(— + —(—j ]
() o 2\o
olmak iizere
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6(z) = z- 11,0 8(2, )
olarak tanimlanan o fonksiyonuna Weierstrass sigma fonksiyonu denir. Bu fonksiyonun

tanmmina dikkat edilirse g(z, ®) fonksiyonunun 1 — (z/®) carpani, kafesin her bir

noktasinda o(z) fonksiyonunun sifirlarinin oldugunu, ¢arpimin iistel ¢arpanli kismi ise

bu sonsuz ¢arpimin yakinsak oldugunu garanti eder.

Eger K, C nin herhangi kompakt alt kiimesi ise K sinirl ve iistelik £ — oo igin ‘m(k)‘ — ©

oldugundan k — o icin g(®*, z) — 1 yakinsamasi K iizerinde diizgiindiir. Tiim k > N,

ler i¢in bdyle bir N; tamsayis1 oldugundan z € K i¢in Log g(", z) iyi tammhdir ve

ustelik

Log(g(o™,2))= Log (1 - L] + Log(exp(ﬁ + lﬂ

o 2

2
z z 1{ z
= Log| 1- + +—
g[ co(k)J NG 2(0)“”}

dir. K sinirhi oldugundan her z € K ve k£ > N, i¢in ‘a)(k)‘ = 2|z| olacak sekilde bir N,

tamsayis1 vardir. Dolayisiyla her z € K ve k> maks{N;, N,} i¢in

2 3 4
I 1 z z 1( z 1( =z 1( =z
BT ) o 2™ )| T Ble® ) Tale® ) T

o1
I+=—+—+...| =<
2 4

(k)

[Log(g(of,2)| =

1

3

z
(D(k)

z

OJ(k)

elde edilir. Teorem 2.6.1 geregi ZLog(g((o ,z)) serisi K iizerinde normsal yakinsaktir
k

ve boylece ZH g(m,z) serisi de K iizerinde normsal yakinsaktir. Teorem 1.4.7 geregi

weQ

bu ¢arpim C de analitik olan o(z) fonksiyonuna yakinsar. Ustelik

g(w,—z)=g(-m,z) ve o(-z) =—0(z)

oldugundan o(z) tek fonksiyondur.

S(z) = zﬁ(l - %j exp(%)
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olarak yazildiginda o(z) fonksiyonu ile S(z) fonksiyonu arasindaki iliski daha da agik bir

hale gelir. Dolayisiyla o(z) fonksiyonunun logaritmik tiirevi, C nin kompakt alt

kiimelerinde meromorf bir fonksiyona diizgiin yakinsayan bir sonsuz seri verir. Bu

fonksiyon {(z) ile gosterilen Weierstrass zeta fonksiyonudur ve

(0)= 0'()/0(2) = (Logo(2)

1 ! 1 1 z
=+ F—t =
z Q)EZQ [z—oo ® mzj

dir. o(z) fonksiyonu tek fonksiyon oldugundan {(z) fonksiyonu da tek fonksiyondur. {(2)

fonksiyonunun kafes noktalarinda basit kutuplar1 vardir, dolayisiyla {(z) fonksiyonu C\Q

da analitik bir fonksiyondur. {(z), meromorf fonksiyonlarin bir serisi yardimiyla

tanimlandigindan bu seri C nin tiim kompakt alt kiimeleri {izerinde diizgiin yakinsar.
Boylece {(z) fonksiyonunu belirten serinin terim terime tiirevi alinarak £'(z) meromorf
fonksiyonunu elde etmek miimkiindiir. ¢ (z) =-¢"(z) yazildiginda, C\Q da analitik olan

ve her bir ® € Q noktasinda 2. dereceden kutuplar1 olan

1
pE= Zg:z ((z ©)’ Ej

cift fonksiyonu elde edilir.

2.6.3 Teorem. ((z) fonksiyonu, periyotlariin kiimesi Q  olan, Q  kafesine gore bir

eliptik fonksiyondur (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. @ (z) fonksiyonunun meromorf bir fonksiyon oldugu yukarida belirtildiginden

sadece Q= Q oldugunu gdstermek yeterlidir. @ (z) fonksiyonunu belirten

1 1
_2+c§, [(z o)’ FJ

serisi C nin tiim kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsak oldugundan terim

terime tiirev alindiginda, F3(z) fonksiyonu daha once elde edilmis olan, 3. mertebeli

eliptik fonksiyon olmak tizere

PR =-5-F I =-2F -0 =2R0)

e ) el
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elde edilir. Dolayisiyla her bir ® € Q i¢in @'(z+®) — 9'(z) 6zdesligin sifir olur ve
boylece ¢ (z + ®) — g (z) farki bir sabite esittir. Her z € C i¢in p(z + ®) — 9 (2) = co
olarak alimirsa, ¢ (z) ¢ift fonksiyon oldugundan z = —®/2 i¢in ¢, = p (®0/2) — p(— ©/2) =
0 olur. Boylece her z € C ve ® € Q igin p(z + ©) = @(2), yani Q < Q,, dir. Diger

yandan 0, ¢ (z) fonksiyonunun bir kutup noktasi oldugundan Q  deki her noktada ¢ (z)

fonksiyonunun bir kutbu vardir. @ (z) fonksiyonunun C\Q da kutbu olmadigindan

Q, c Qdir. Yani Q, =Qdir.

2.6.4 Teorem. ((z) fonksiyonu 2. mertebeden, '(z) fonksiyonu ise 3. mertebeden
birer eliptik fonksiyondur (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. (z) fonksiyonunun o e Q kafes noktalarindaki kutuplarinin mertebesi 2 olan
tek bir denklik sinifi var oldugundan ¢(z) fonksiyonu 2. mertebeden bir eliptik
fonksiyondur. Benzer sekilde

$'(2) =—2F5(2)
fonksiyonunun kutuplarmin da 3. mertebeden bir tek denklik sinifi oldugundan '(z)

fonksiyonu da 3. mertebeden bir eliptik fonksiyondur.

#(z), {(z) ve o(z) Weierstrass fonksiyonlarinin her birisi 6zel bir Q kafesine baglh
olduklarindan g (z, Q), ... vb. seklinde yazilmalidirlar. Ancak, ¢ogu durumda Q kafesi

bilindiginden kisa gosterimleri tercih edilir.

2.7 $(2) Fonksiyonu Icin Diferensiyel Denklemler

Bu boéliimde ¢ (z) fonksiyonunun z = 0 noktasinin komsulugundaki Laurent serisinden

faydalanarak ¢ (z) ve '(z) fonksiyonlarini bir araya getiren 6nemli bir esitlik elde

edilecektir. Bunun i¢in 6ncelikle

g1,z
{2)==+), ( t—t 2)

z we zZ—O ()

fonksiyonunun Laurent serisi bulunacaktir. Eger m = min{|o| : ® € Q\{0}} olarak

alinirsa D = {z € C : |z| < m} diski i¢ginde Q kafesinin 0 noktasindan bagka hicbir

elemant olmadig agiktir.
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1 1 =z z?
t—t =
Z-0 O o o(z-o)

oldugundan )’ |(o|_3 ile kargilagtinldiginda )’ (z—©)"' +(1/®)+(z/®’) serisinin

her bir z € C\Q igin mutlak yakinsak oldugu goriiliir. Ustelik her bir o € Q\{0} i¢in

binom serisi de her z € D i¢in mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla bu esitligi {(z)

fonksiyonunda yerine koyup ve toplamanin sirasini tersine gevirirsek

G, =G(@=Y o

e

olmak iizere her z € D igin

elde edilir. Gy serilerine Q i¢in Eisenstein serileri denir ve k > 3 i¢in bu seriler mutlak
yakinsaktirlar. k tek sayisi icin @ ve (—)™ yok edildiginde G; = 0 oldugu goriiliir.

Boylece {(z) fonksiyonu i¢in Laurent serisi
()= -G,
z n=2
halini alir, dolayisiyla z € D i¢in g (z) fonksiyonunun Laurent serisi
: 1 < .
pE)=-¢() =5+ 2.(2n-1)G, 2"
n=2

olur. Basit bir hesaplama ile ¢,(z), ¢,(z) ve ¢,(z), D de yakinsak kuvvet serileri olmak

luzere

@'(z)= 2+6Gz+20Gz +..

ve boylece
, 4 24G,
@'(z) = = _T_SOG +2°¢(2)

40'(z) = Zi; + 3?# +60G, +2°¢,(2)

60G
600G, p(2) = —3++2°¢(2)
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esitlikleri bulunur. Son ii¢ denklem dikkate alindiginda, ¢(z)=¢,(z)—¢,(2) +¢,(z), D
de yakinsak bir kuvvet serisi olmak iizere,
©'(2)’ —4p(2)* + 60G,0(2) + 140G, = z°¢(z)
sonucu elde edilir. @ ve ' fonksiyonlar1 Q kafesine gore eliptik fonksiyonlar
olduklarindan
f(2)='(2)" —4p(2)’ +60G,p(z) + 140G,
fonksiyonu da bir eliptik fonksiyondur. ¢(z), D de analitik ve f(z) = z°¢(z) oldugundan

f fonksiyonu 0 noktasinda sifir olur ve bdylece tim w € Q noktalarinda da sifir olur.

Bununla birlikte f fonksiyonunun olusturulusu geregi, f sadece g veya g

fonksiyonunun kutup noktalarinda kutuplara sahiptir, yani f fonksiyonunun kafes
noktalarinda kutuplar1 vardir. Dolayisiyla f nin kutuplar1 yoktur ve " f fonksiyonu sabit
<> N = 0" teoremi geregi f fonksiyonu sabittir. Eger /(0) = 0 oldugu da dikkate alinirsa f
fonksiyonun 0 sabit fonksiyonuna esit oldugu goriiliir. Boylelikle asagidaki teoremin

ispat1 tamamlanmis olur.

2.7.1 Teorem. ((z) ve '(z) fonksiyonlari i¢in
©'(2)’ = 4p(2)’ - 60G,(z) — 140G,

dir (Jones ve Singerman 1987).

Dikkat edilirse bu teorem ile (z) ve @'(z) fonksiyonlarini bulunduran bir diferensiyel

esitlik verilmektedir, dolayisiyla bu denklem bu iki fonksiyonu bir birine iliskilendiren
bir esitliktir. Bu esitligi

g, =60G, =60> o
g, =140G, =140)  o™*
olmak tlizere
@'(2)" =4p(2)’ - g,0(2) - &

seklinde ifade etmek daha yaygindir. z = ¢(#) degeri yukaridaki esitlikte yerine
yazildiginda
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dz Y
(Ej =4z' - g,z - g,

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda p(z) = 42> — g, z —g3 kiibik polinom olmak
uzere

dz

(p(2)

oldugu goriiliir. Bu esitlik, daha dnce belirtildigi gibi, eliptik fonksiyonlarin terslerinin

pl(2)=1=]

de trigonometrik fonksiyonlarin tersleri gibi belirsiz integraller yardimiyla tanimlanabi-

lecegini gostermektedir.

Verilen farkli koklere sahip herhangi bir
p(z) =42 — 2z —c3
kiibik poninomuna karsilik ¢; = g2(Q) ve c3 = g3(Q) olacak bigimde bir Q kafesi vardir.

Asagida bu durumun tersinin, yani '(z) fonksiyonunun sifirlar1 dikkate alinarak

4z° — grz —g; polinomunun farkli koklere sahip oldugu gosterilecektir.

2.7.2 Teorem. Q, {®;, w,} tabanl bir kafes ve w3 = ®; + ®; olsun. Eger 0, ©,/2, m,/2 ve
®3/2 noktalart P temel paralel kenarinin iginde ise ®1/2, ®,/2 ve ®3/2 noktalar1 '

fonksiyonunun P temel bolgesindeki sifirlaridir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. @' fonksiyonunun 3. mertebeden eliptik bir fonksiyon oldugu yukarida
belirtilmisti. Dolayisiyla ' fonksiyonunun P temel paralel kenarinda 3 tane sifiri
vardir. Eger o € Qise + ® ~—4 ® mod Q oldugundan

P (;0)= @ (-30)
olur. " fonksiyonu tek fonksiyon oldugundan

P (—30)=—p (7 0)
elde edilir. Dolayisiyla @' (3 ) = 0 veya ' (3 ©) =  dur. @' fonksiyonu P temel

paralel kenarinda sadece 0 noktasinda {i¢ katl kutba sahip oldugundan j = 1, 2, 3 olmak

uzere
@' (3 0)=0
oldugu elde edilir. j = 1, 2, 3 olmak iizere ¢; = ¢ (5 ®,) olarak alinirsa

S= [%(Dl] Y [%(’)2] U [%(’)3]
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kiimesi g’ fonksiyonunun C deki tiim sifir yerlerinin kiimesi oldugundan {e;, e, e3} =

 (S) kiimesi Q kafesinin 6zel olarak se¢ilmis olan {®;, ®,} tabanindan bagimsizdir.

2.7.3 Sonug. Her bir ¢ € X\{ey, e, e3, ©} icin @(z) = ¢ denkleminin iki basit ¢oziimii
vardir, ¢ = ey, e, e3 veya o i¢in bu esitligin bir tane iki kath ¢6ziimii vardir (Jones ve
Singerman 1987).

Ispat. ((z) fonksiyonu 2. mertebeden bir eliptik fonksiyon oldugundan her bir ¢ € X
degerini tam iki defa alir. ¢ (z) ¢ift fonksiyon oldugundan ((z) = ¢ denkleminin z ve —z
noktalarinda iki basit ¢6ziimii vardir veya bu esitligin bir tane iki katli ¢6ziimii vardir.

Egerc € Cise
“ @ (2) = ¢ denkleminin iki katli ¢6ziimii var < @' (z) =07
dir. j = 1, 2, 3 olmak iizere, bu ¢ift gerektirme z ~ § w; oldugunu ve dolayisiyla ¢ = ¢;

oldugunu gosterir. z = 0 noktast 2 mertebeli kutup ise (z) = co denkleminin iki kath

¢Oziimiiniin oldugunu gosterir.

2.7.4 Teorem. e, e; ve es degerleri ikiser ikiser farklidirlar (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. j = 1, 2, 3 icin fi(z) = ¢(2) — ¢ olsun. f(z) fonksiyonunun kutuplari ¢ (z)
fonksiyonunun kutuplartyla ayn1 oldugundan fj(z) fonksiyonu 2. mertebeden eliptik bir

fonksiyondur ve dolayisiyla sifirlarinin katliliklart sayilmak sartiyla iki sinifi vardir.
fGe)= fiGo,) =0
oldugundan fi(z) fonksiyonunun [ 4 ;] de ¢ift katl sifir1 vardir ve bundan bagka sifir1 da
yoktur. Ozel olarak j # k i¢in f{( L w) # 0 dir.
o= pGo)-¢=ea—-¢

oldugundan j # k icin e; # e; olur.

Yukarida elde edilmis olan '(z)* = 4p(z)’ — g,60(z) — g, esitligi
PE) =42 — @z -g
bi¢iminde yeniden diizenlenirse p(z) polinomunun, ' (f) = 0 olmak iizere z = @ (¢)

noktalarinda sifirlarinin oldugu goriiliir. Dolayisiyla p(z) polinomunun z = ej, e; ve e3

noktalarinda farkli ii¢ tane sifir1 vardir.
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2.8 Eliptik Fonksiyonlar Cismi

Bu boliimde belli bir Q kafesi dikkate alinacak ve eliptik fonksiyon denildiginde bu
Q kafesine gore eliptik olan fonksiyon anlasilacaktir. Eger f ve g fonksiyonlar1 eliptik ise
f+ g, f— g ve fg fonksiyonlar da birer eliptik fonksiyonlardir ve eger g 6zdesligin sifir
degil ise 1/g fonksiyonu da bir eliptik fonksiyondur. Bylece tiim eliptik fonksiyonlarin
kiimesi bir cisimdir ve bu cisim genellikle E(Q) ile gosterilir. E;(Q) cift eliptik
fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda £;(Q) kiimesi de bir cisimdir ve ayn1 zamanda
E(Q), E(Q) cisminin bir alt cismi olur. Sabit fonksiyonlar da bir cisim olustururlar. Bu

cisim de E,(Q) cisminin bir alt cismidir. Ustelik bu cisim C cismine izomorftur. Béylece
E(Q) ve E(Q) cisimleri C nin birer cisim genislemeleri olarak diistintilebilirler. £,(Q)
kiimesi (z) =¢(z,w) fonksiyonunu bulundurdugundan ¢ fonksiyonunun karmasik
katsayili tiim rasyonel fonksiyonlarini da bulundurur. Bu rasyonel fonksiyonlar @
fonksiyonunu ve C deki sabit fonksiyonlari igeren en kiiciik cisim olan C( g ) kiimesini
olustururlar. Benzer sekilde E(Q2) kiimesi de ¢ ve @' fonksiyonlarini igerir ve boylece
@ ve @' fonksiyonlarinin rasyonel fonksiyonlarinin cismi olan C( g, ¢") kiimesini de

kapsar. C( g, ") kiimesi, ¢, @' ve C yi i¢eren en kiigiik cisimdir.

2.8.1 Teorem. i. Eger fbir ¢ift eliptik fonksiyon ise belli bir R, rasyonel fonksiyonu igin
f=Ri(p) veboylece E; (Q)=C(p),

li. Eger f, herhangi bir eliptik fonksiyon ise R; ve R, rasyonel fonksiyonlar olmak iizere
J=Ri(p) + @' Ra( ) ve bdylece E () =C(p, ")

dir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. i. £ bir ¢ift fonksiyon olsun. Sabit fonksiyonlar icin bu sonug asikar oldugundan
f fonksiyonunun mertebesi N > 0 alinarak ispat yapilacaktir. Eger k € C ise f(z) = k
denkleminin katli kokleri sadece f'(z) = 0 olan yerlerdedir ve f'(z) = 0 esitligi z nokta-

larinin sonlu sayidaki denklik siniflarinda gerceklenir. Dolayisiyla f{z) = k£ denklemi
sonlu sayidaki k& hari¢ her £ degeri i¢in basit koklere sahiptir. O halde ¢ ve d karmasik
sayilari, f(z) = ¢ ve f(z) = d denkleminin tiim kokleri basit ve iistelik bu basit koklerin

higbirisi 0 sayisina veyaj = 1, 2, 3 i¢in 1 ; sayisina denk olmayacak bicimde se¢ilebilir.
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f fonksiyonu ¢ift oldugundan f{z) = ¢ denkleminin koklerinin tamaminin kiimesi basit ve
aralarinda ayrik olan sayilardan olusan
ay, —ai, az, —Aa, ..., An, —dy
seklindedir. Benzer sekilde f(z) = d denkleminin kokleri de
by, =b1, by, —b, ..., by, —by,
seklindedir. Dolayisiyla

zZ)—c
g()= 2%
f(z)-d
eliptik fonksiyonunun a;, —a,, a,, —as, ..., a,, —a, noktalarinda basit sifirlar1 ve b, —by,

by, by, ..., b,, —b, noktalarinda ise basit kutuplar1 vardir. Sonug 2.7.3 dikkate alindigin-
da ¢ (2) = p(ai) ve p(z) =g (b)) denklemlerinin sirastylaz=+a;vez==+b; (1 <i<n)
noktalarinda basit kokleri oldugu goriiliir. Béylece

h(z) = £ = P@))P(E) = (). (9(2) = 9(a,)
(9(2) = (b)) (9(2) = (b)) (9(2) = 9(b,))

eliptik fonksiyonunun g(z) fonksiyonuyla ayni noktalarda ayni katliliklara sahip hepsi

basit olan kutuplar1 ve sifirlar1 vardir. Dolayisiyla Teorem 2.1.7 yardimiyla belli bir
u # 0 sabiti i¢in g = pk olur. f(z) fonksiyonu i¢in

fG)=c _ | @)= p@))..(pz)-p(a,)
f(D—d 7 (9(2) - 9(b)...((z) — (b,)

denklemi ¢oziildiigiinde f fonksiyonunun ¢ (z) fonksiyonunun karmasik katsayili belli

bir R( ¢ ) rasyonel fonksiyonu bi¢ciminde oldugu goriiliir.
ii. Eger f fonksiyonu tek ise f/ g’ fonksiyonu ¢ift olur. Dolayisiyla i. sikki geregi belli bir
rasyonel R, fonksiyonu i¢in = ' Ry( ) dir. Genel olarak, eger f, herhangi bir eliptik
fonksiyon ise +(f(z)+ f(-z)) ¢ift ve eliptik fonksiyon, +(f(z)— f(-z)) tek ve eliptik
fonksiyon olmak {izere

f@=3(/@)+ [ +3(f (D)~ f(-2)
bicimindedir. Dolayisiyla R, ve R, rasyonel fonksiyonlar olmak iizere

f=Ri(p)+ @' R )
elde edilir.
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@'(2)" = 4p(z)’ — g,9(z) — g, diferensiyel esitligi kullamlarak ¢ ve ¢’ fonksiyonlari-
nin herhangi rasyonel fonksiyonu ¢ kuvvetleri yok edilerek Ri( ) + ' Ro( ) sekline
getirilebilir. Ornegin,

@'(2)" = 4p(2)’ — 60G,(z) — 140G,
esitligine artik ¢ ve ' fonksiyonlar1 arasindaki cebirsel bir esitlik olarak bakilabilir.

Simdi E(Q) kiimesinde herhangi iki eliptik fonksiyonun birbirine cebirsel bir esitlikle
bagli olduklar1 gosterilecektir.

2.8.2 Teorem. Eger 1, g € E(Q) ise sifirdan farkli, indirgenemez, karmasik katsayili ve
O(f, g) Ozdesligin sifira esit olacak bigimde bir ®(x, y) polinomu vardir (Jones ve
Singerman 1987).

Ispat. x, y gibi iki degiskenli herhangi bir polinom

F(x,y)= ﬁ;iak,xkyl , (o, €0

biciminde secilebilir. Dolayisiyla A(z) = F(f(z), g(z)) fonksiyonu, kutuplar1 sadece f veya
g fonksiyonunun kutup noktalarinda olan bir eliptik fonksiyondur. Eger f ve g
fonksiyonlar1 sirasiyla M ve N tane kutba sahipse /# fonksiyonunun katliliklar1 sayilmak
kosulu ile en fazla mM + nN tane kutup noktasi vardir. Bundan dolayr Teorem 2.1.5
yardimiyla / fonksiyonu 6zdesligin sifir1 olmadikg¢a sifirlarinin sayisi da en fazla mM +
nN tanedir. Eger m ve n yeterince biiyiik sayilar olarak secilirse a,, katsayilarinin da,
h fonksiyonunun sifirlarinin sayist mM + nN taneden fazla olacak sekilde se¢ilebilecegi
ve dolayisiyla /(z) = 0 oldugu gosterilecektir. Bunu gosterebilmek igin zj, ..., Zy, - 1
noktalar1 mn — 1 tane birbirine denk olmayan, /' ve g fonksiyonunun kutup noktalarindan

farkli noktalar olarak se¢ilsin. Boylece mn tane o,, bilinmeyenine sahip olan mn — 1

tane
h(z)= Y 0,/ (2) g(z) =0 G=1,....mn 1)
k=1 I=1
homojen lineer (dogrusal) denklem kiimesi ele edilir. Bilinmeyen sayist denklem
sayisindan fazla oldugundan bu denklemlerin ¢6ziim kiimesi asikar olmayan bir ¢6ziime

sahiptir. Yani yukaridaki denklemi ger¢ekleyen tamamu sifir olmayan o,, katsayilari
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vardir. O halde F(x, y) fonksiyonu 6zdesligin sifira esit olmadigi halde z =z, ..., zyu, -1
noktalarinda F(f(z), g(z)) = h(z) = 0 olur. Yeterince biiyiik m, n sayilar1 i¢gin
mn—1>mM+ nN

olur ve yukaridaki gibi segilen o, katsayilari i¢in A(z) = 0 olur. F(x, y) fonksiyonu C[x,

y] polinom halkasinda indirgenemez polinomlarin ¢arpimi olarak

F(xay) :Fl(x’y) FZ(an/)--- Fr(X,J’)
biciminde yazilabilir. Dolayisiyla E(€2) cisminde belli bir Fi(x, y) = 0 polinomu i¢in

Fi(xy) Fa(xy)... F(x,y)=0

olur.
2.9 Sifirlar1 ve Kutuplar: Verilen Eliptik Fonksiyonlarin Olusturulmasi

Bu kisimda sifir ve kutup yerleri verilen bir f eliptik fonksiyonunun nasil bulunabilecegi

sorusuna cevap aranacaktir. f fonksiyonu C de, katliliklar1 4, ..., k. olan sifirlariin

denklik smiflart [a], [az], ..., [@/] ve katlhiliklart /;, ..., [ olan kutuplarinin denklik

siniflar [b], [b2], ..., [bs] olan bir fonksiyon ise asagidaki kosullar gerceklenir:
. ij = le ’
Jj=1 Jj=1
. [a1] U [az2] U ...V [a,] ve [bi] U [b2] U ..U [bs] kiimeleri farklidirlar,
iii. > k.a, ~ > 1b, mod Q.
j=1 j=1

Ilerleyen kisimlarda bu kosullarin f fonksiyonunun varlig1 i¢in sadece gerekli degil ayni

zamanda yeterli de oldugu goriilecektir.

2.9.1 Teorem. Q kafesi i¢in [a1], [a2], ..., [a/] ve [b1], [b2], ..., [bs], C/Q nin elemanlari,

ki, ..., k-ve ly, ..., [ pozitif tamsayilar olsunlar. Eger i, ii ve iii kosullar1 gergekleniyorsa

her bir [a;] noktasinda k; kathilifinda sifirlar1 ve her bir [b;] noktasinda /; kathliginda

kutuplar1 olan ve bu noktalardan bagka sifirlar1 ve kutuplar1 olmayan bir f € E(Q) eliptik

fonksiyonu vardir (Jones ve Singerman 1987).

ispat. n= Zr:k ; olmak tlizere ui, uy, ..., u, sayilari her bir a; nin k; defa listelenmesiyle
=1

ve aj, ..., a, elemanlarinin yeni diizenlemesi ve benzer sekilde vy, ..., v, sayilar1 da her

64



bir b; nin /; defa listelenmesiyle by, ..., by elemanlarinin yeni diizenlemesi olsun. Boylece

(ii) sikkindan
ZM i ZV ;=0 €
j=1 j=1
elde edilir. Eger u; — u; + o degisken degisimi yapilirsa, bu son esitlik
QU=
j=1 j=1
seklini alir.

o(z - ulr)...c(z —u,)

f(2=

o(z-v))..o(z-v,)
olarak tanimlanan f fonksiyonu dikkate alinirsa, o(z) fonksiyonu analitik oldugundan f{(z)

fonksiyonunun meromorf bir fonksiyon oldugu goriiliir. Boylece
o(z+ o) =go(z)exp n(z + %mj
esitligi yardimiyla
o(z—u,+®,)—o(z —uj)exp(ni(z —u; +%wiD G=1,...,mi=12)

ve benzer sekilde i =1, 2 ve 6(z-v; + ®,) i¢in

(_l)n exp(zn: ni(z —Uu; + ;O)i)J

fz+w)= . /(2
" exp(z n(z-v, + é")f)]
:exp(nii(vj—uj)J-f(Z), iujzzn:vj
=f(2)

olarak bulunur. Boylece f fonksiyonunun Q kafesine gore cifte periyodik bir fonksiyon
oldugu ve dolayisiyla eliptik bir fonksiyon oldugu sonucu elde edilir. o(z) fonksiyonu-
nun z € Q kafes noktalarinda basit sifir yerleri vardir ve z ¢ Q i¢in 6(z) # 0 dir. Boylece
ffonksiyonunun [ai], [a2], ..., [a/] noktalarinda kathiliklar1 4y, ..., &, olan sifirlar1 ve [b],

[b2], ..., [bs] noktalarinda kathiliklar /i, ..., /s olan kutup yerleri vardir.
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Dikkat edilirse, g fonksiyonu da f fonksiyonu ile ayn1 sifir ve kutuplara sahip baska bir
eliptik fonksiyon ise belli bir ¢ # 0 sabiti i¢in g(z) = ¢ f(z), yani sabit kat1 farkiyla bu
ozelliklere sahip ¢ifte periyodik eliptik fonksiyon bir tektir.

2.10 Esas Kisimlar1 Verilen Eliptik Fonksiyonlarin Olusturulmasi

Bu kisimda esas kisimlart bilinen eliptik fonksiyonlarin olusturulmas: iizerinde

durulacaktir. Eger f fonksiyonu, C deki kutuplarmin siniflari [by], [b2], ..., [bs] ve her bir

b; (1<j <) noktasindaki esas kismi

;

>
o (Z- bj)k
olan bir eliptik fonksiyon ise, kalintilarin toplami sifir oldugundan

S
Zau =0
j=1

I,

J

a, ;
olur. Bu kismin asil amaci, esas kismi z

k
k=12 j

olan bir f(z) eliptik fonksiyonunun

varligt i¢in Zal’ ; =0esitliginin sadece gerekli degil ayn1 zamanda yeterli oldugunu
j=1

gostermektir. Bunun i¢in asagidaki yardimci teorem kullanilacaktir.

2.10.1 Yardimci Teorem. ¢y, ..., ¢, karmasik sayilar olmak {izere
“g(z)= > ¢,G(z—b,) eliptik & ¢, =07
J=1 j=1
dir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. {(z) fonksiyonu meromorf oldugundan g(z) fonksiyonu da meromorftur. Eger

o e Qise
C(z+w)=C(2)+n

esitligi yardimiyla © = nw; + mo, i¢in n = mmn, + nn, olmak iizere

gzt o) = Zslcjg(z+0)—bj)

= ZC«/Q(Z —b;)+ ‘Zcm
= =

= g(Z) + ﬂzcj
=
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elde edilir. n,®, —n,»,=2ni Legendre bagintis1 yardimiyla m,,n, sabitlerinden en az

birinin sifirdan farkli oldugu goriiliir. Dolayisiyla belli @ # 0 i¢in 1 # 0 olur. Bdylece

“g(z) fonksiyonu Q kafesine gore eliptiktir <> Zc ;=07

J=1

oldugu elde edilir.

2.10.2 Teorem. by, b, ..., by, Q kafesine gore birbirine denk olmayan karmasik sayilar

ve [, ..., Iy pozitif tamsayilar olsunlar. Eger a; ; (1 <k <l;, 1 <j <s) karmasik sayilar

Zal’ ;=0 esitligini gergekliyor ve Ustelik her bir j igin a ; # 0 ise kutuplari [b,], [b2],

J=1

/

..., [ bs] noktalarinda ve her bir b; noktasinda esas kismi z#

k
k=1 \Z=0;

olan bir f € E(Q)

eliptik fonksiyonu vardir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. F1=(, F,= p ve k>3 icin
F(z)=), (z-o)"

olmak tizere

fz)= izj:ak,ka(z —bj)

j=1 k=1

olarak tanimlanana f fonksiyonunu dikkate alalim. Z a, ; =0 ve yardimel teorem geregi
j=1

D F(z-b)
j=1

fonksiyonunun eliptik oldugu goriiliir ve iistelik her bir k£ > 2 i¢in F} fonksiyonlar: eliptik
oldugundan f fonksiyonu da eliptiktir. Her bir F fonksiyonunun o € € noktalarindaki
kutuplarinin & mertebeli tek bir sinifi vardir ve bu fonksiyonlarin 0 noktasindaki esas
kismu z * dur. Dolayisiyla f fonksiyonunun kutuplari [b;], [b2], ..., [bs] noktalarindadir ve

g

a, .
a, ;# 0 olmak tizere f fonksiyonunun esas kismui her bir 5; noktasinda Z(k—bl)k dir.
, ' =1 (Z—=0;

Eger g fonksiyonu da, f fonksiyonuyla ayni kutuplara ve ayn1 esas kisma sahip bir baska

eliptik fonksiyon ise ¢ € C olmak tizere f(z) = g(z) + ¢ oldugu agiktir. Simdi

V=W, bi; b, by; ...; L, bs)
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kiimesi Q kafesine gore, C\([b1], [b2], ..., [bs]) kiimesi iizerinde analitik ve 1 <j < s igin

her bir [b;] denklik sinifi iizerinde en fazla /; mertebeden kutbu olan veya analitik olan

tiim eliptik fonksiyonlarin kiimesi olsun. Eger f, g € Vise f+ g € V ve her ¢ € C sabiti

icin ¢f € V oldugundan V, C iizerinde bir vektdr uzayidir.

2.10.3 Teorem. V, C flizerinde /; + ...+ [, boyutlu bir vektér uzayidir (Jones ve

Singerman 1987).

Ispat. 7 kiimesinin herhangi bir g elemani, ¢ € C ve ay ; sayilart da Zal’ ;=0
j=1
ozeligindeki sabitler olmak iizere

=YY a F(zb)

Jj=1 k=1
fonksiyonu yardimiyla g = '+ ¢ bi¢ciminde ifade edilebilir. g fonksiyonunun [b;] nokta-

sindaki kutbunun mertebesi /; den daha kii¢iik olmasi halinde 4, ;= 0 olabilirler. Dolay:-

styla V vektor uzay1 (2 < k<[, 1 <j <s) olmak iizere /; + ...+ [, — 5 tane Fi(z — b))
fonksiyonu, (2 <j < s) olmak lizere s — 1 tane F'i(z — b;) — Fi(z — by) fonksiyonu ve sabit
1 fonksiyonu ile gerildiginden } nin boyut en fazla /; + ...+ [ dir. Esas kisimlar dikkate

alindiginda bu fonksiyonlarin C iizerinde lineer bagimsiz olduklar1 sonucu elde edilir.

Bu ise bu fonksiyonlarin olusturdugu kiimenin ¥ i¢in bir taban ve dolayisiyla da V'

vektdr uzayinin boyutunun da /; + ...+ /; oldugunu gosterir.

Omegin, V' = 12, 0) vektdr uzay1 igin { ¢, 1} kiimesi bir tabandir ve dolayisiyla da boy

V' =2 dir. Q kafesindeki kutuplarinin mertebesi en ¢ok 2 olan ve C\Q {izerinde analitik

olan eliptik fonksiyonlarin en genel formu, a ve ¢ keyfi karmasik sabitler olmak {izere

a ¢ (z) + ¢ bigimindedir.
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