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OZET

Bu c¢aligmada, esnek uzuvlu bir manipulatériin dinamik analizinin agsamalar
verilmis, modellemede goz oniinde tutulmasi gereken hususlar temel kavram ve
yaklasimlar irdelenerek belirlenmigtir. Daha sonra tek serbestlik dereceli bir
manipulatoriin farkli yontem ve yaklasimlarla matematiksel modeli olusturulmus,
hareket denklemleri ¢ikarilmigtir. Bu hareket denklemlerinde geometrik yumugama ve
katiik etkileri, enine ve boyuna elastik deplasmanlar, kesit dénme etkisi ve kesme
kuvveti etkisi gesitli gekillerde hesaba katiimagtir.

Sayisal ¢oziimlerde kullanilmamakla birlikte ayrica iki serbestlik dereceli
diuzlemsel bir manipulatériin hareket denklemleri de g¢ikarilmig ve simir sartlart
verilmigtir.

Hareket denklemlerinin ¢ikartiimasinda sistemin Lagrangianindan
yararlamlmugtir. Enerji ifadelerinde eksenel ve enine elastik deplasmanlar kullamlarak
elastik harekete ait kismi tiirevli diferansiyel denklemler elde edilmistir. Ayrica yaklagik
yontemler olarak “Kabul Edilmis Modlar” ve “Sonlu Elemanlar” yéntemleri
kullanilmistir. Bu yontemler igin hareket denklemleri segilen mod veya eleman sayistyla
orantili sayida adi diferansiyel denklem takimlarindan ibarettir.

Elde edilen hareket denklemleri literatiirde verilen bazi érneklere uygulanmig ve
sonuglar kargilagtirmali olarak verilmigtir. Hareket denklemlerinin ¢oziimiinde kati
(stiff) diferansiyel denklemlere uyarlanmig Runge-Kutta metodu kullamilmugtir.

Hareket denklemlerinin ¢oéziimleri ¢ok esnek sistemlerde nonlineer uzama
oranlarinin kullanilmasinin gerekliligini vurgulamaktadir. Ayrica literatiirde refere

edilen baz1 sonuglarin dayandiklan teori itibariyle tutarsizliklar ortaya konmusgtur.

Anahtar Kelimeler: Esnek Manipiilatorler, Esnek Uzuv, Dénen Esnek Kirig, Elastik

Sistemlerin Titregimi



ii

ANALYSIS OF DYNAMIC BEHAVIOUR OF A MANIPULATOR WITH
FLEXIBLE LINK

ABSTRACT

In this study, the stages of the dynamic analysis of a flexible manipulatdr are
presented, and the matters to be considered in the modelling are determined by
evaluating some basic concepts and approaches. Then, the mathematical model of a
single-link flexible manipulator is established, and its equations of motion are derived
using different methods and approximations. In these equations, the geometric softening
and stiffening, the shear force and the rotary inertia effects are included completely
and/or individually. Additionally, the equations of motion of a planar two-link
manipulator are derived although they are not employed to obtain numerical results.

In the derivations of the equations of motion, the system Lagrangian is utilized.
By expressing the energy integrals in terms of elastic displacements and their time
derivatives, the equations of motions are obtained as partial differential equations.
Additionally, two approximate methods, i.e. the assumed modes method and finite
elements methods, are utilized. In this case, the equations of motion consist of a set of
ordinary differential equations the number of which depends on the number of modes or
elements used in those methods.

These equations of motion are applied to some examples given in the literature,
and the results are plotted and interpreted comparatively. To solve these equations
numerically, a Runge-Kutta algorithm modified for stiff systems has been used.

It is concluded from the numerical results that the non-linear relation between
curvature and bending moment along with the inclusion of non-linear strains must be
utilized at the first step. The equations should carefully be simplified considering the
operating conditions of the system. Furthermore, it is shown that some results presented

in the literature contradict with the theory formulated by those authors.

Key Words: Flexible Manipulators, Flexible Link, Rotating Flexible Beam, Vibration
of Elastic Systems
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: Transformasyon matrisi
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1. GIRiS

Giniimizde sanayi kuruluglan, gerek tretim hizimi arttrmak, gerekse tiretim
kalitesinde yiiksek standartlar yakalamak ve gerekse sosyal igerikli diger bazi nedenlerle
tam otomasyona gegig istikametinde ¢aba sarfetmekte olup, bu gercevede robot ve
benzeri mekanik sistemler gelismekte olan ilkelerde dahi igletmelerde yer alﬁlaya
baglamugtir. Bu stireg, robot teknolojisinde huzlt bir geligmeye yol agmig ve buna paralel
olarak tiniversitelerde de konuyla ilgili ¢aligmalar fevkalade artig gostermigtir. Hafiflik ve
isletme hizlarimn yikseltilmesi taleplerine paralel olarak akademik alandaki ¢aliymalarin
rijit uzuvlu manipulatérlerden esnek uzuvlu olanlara dogru kaydigi goézlenmektedir.
Ulkemizde de 80 li yillarin sonlanna dogru rijit uzuvlu robot kollarin dinamik ve
kontroliine dair caligmalanin giderek arttift tesbit olunmaktadir. 90 L willarda ise
¢aligmalar dinyadaki temayiile uygun olarak esnek uzuvlu manipulatorler konusunda
yogunlagmaktadir.

Imalat sektoriinde robotik sistemlerden beklenen sey, ug efektériine bagh cismin
veya takimin 6n gorilen bir yoriingeyi yeterince dogru bir bigimde izleyip planlanan
gorevi yine hassas bigimde tamamlamasi oldugundan uzuvlanin maruz kaldiklari kuvvetler
tesirinde esneme ve titresim yapmasi arzu edilmez. Dolayisiyla uzuvlar hemen hemen rijit
bir cisim gibi davranacak tarzda tasarlamirlar. Bunun neticesinde biyiik kitleli bir
mekanik yapi ortaya c¢ikar. Bu durum c¢aliyma esnasinda fazla enerji tiiketimine ve
yavagliga diger bir ifadeyle ¢ok kiigiik bir is i¢in ¢ok fazla enerji harcayarak diigik
verimlerle ¢aligmaya sebep olmaktadir. Buna mukabil hafif dolayistyla narin ve esnek
uzuvlar kullamldiginda yiiksek igletme hizlannnda ve biyik yiiklerde mithim
deformasyonlar ve titresimler ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle robotik sistemlerde, hafif
ve esnek elemanlar kullanarak agir yiiklerin taginmasi ve bu arada sistemde ortaya ¢ikan
elastik titresimlerin minimize edilmesi veya ¢esitli kontrol metotlan kullanarak elastik
sistemin istenilen iglevi hatasiz bir gekilde yerine getirmesi hususu biyik 6nem arz
etmektedir. Bu yiizden robotik alaminda son 10-15 yilda yapilan g¢aligmalarn buyik
cogunlugu hafif ve esnek robot kollara (manipulatorlere) yoneliktir.

Esnek uzuvlu manipulatérlere ait ¢aligmalar 80’li yillarda baglamig olup halen
suregelmektedir. Bu ¢alismalar iki ana grupta ele almabilir:

-Sanki-statik ve dinamik analizler: Bu ¢aligmalarda elastik deformasyonlarin mertebesine



ve igletme hizlann aralifna goére farkli hassasiyette matematik modeller kurulmus ve
hareket denklemleri ¢ikartilmigtir. Sanki-statik analizlerde elastik deformasyonlar diiz ve
ters kinematige deformasyon matrisleri geklinde yansitilmigtir.

-Kontrol amagh dinamik modellemeler: Bu caligmalarda ise basitten zora muhtelif
matematik modeller kullamlmakta olup, agirlik kontrol algoritmalarnna verilmektedir. -

Esnek manipulatérlerin  dinamik analizine iligkin g¢ahgmalan, incelenen
manipulatériin serbestlik derecesi, uzuvlarin modellenmesinde kullanilan teori, goz oniine
ahnan elastik yerdegistirme tiirleri, hareket denklemlerinin ¢oziimiinde kullanilan analitik
veya nimerik prosediirlere gore siflandirmak miimkiindiir. Pek g¢ok gahsmada‘ tek
serbestlik dereceli (burada rijit hareket serbestlik derecesi kastedilmektedir) robot kol
incelenmektedir. iki ve daha fazla serbestlik dereceli manipulatorlere ait ¢aligmalarmn bir
kisminda sadece son uzvun esnek oldugu varsayilmaktadir. Bunlara ilaveten tiim uzuvlan
esnek ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin incelendigi sinirh sayida galigma da mevcuttur.

Hareket denklemlerinin ¢oziimiinde kullamlan prosediirler denklemlerin analitik
¢oziimlerinin genelde pek miimkiin olmamas: nedeniyle niimerik karakterdedirler. Az
sayida ¢alismada perturbasyon serileri yardmyla analitik ¢oziimler gelistirilmistir (Low
ve Dubey 1986).

Esnek robot kollarin modellenmesinde kollar genellikle belirli simr sartlarina haiz
kirigler olarak diigiiniilmekte ve hareket denklemleri yazilirken Euler-Bernoulli veya
Timoshenko kirig teorileri uygulanmaktadir. Bilindigi gibi, kiriglerin egilme titresimleri
incelenirken, egilme esnasinda meydana gelen dénmeden dolayr ortaya ¢ikan atalet
kuvvetlerinin ihmal edilmesi veya kisaca donme ataletinin ihmal edilmesi ve kayma sekil
degistirmesinin ihmal edilmesi suretiyle yapilan teoriye “Basit Kirig Teorisi” ve boyle
kirislere de Euler-Bernoulli Kirisi denir. Bu incelemelerde donme ataleti itk defa
Rayleigh, kayma sekil degistirmesi de Timoshenko tarafindan g6z 6niine alindigindan, her
iki tesirin de ihmal edilmeden ifadelerde dikkate alindig: kiriglere “Rayleigh-Timoshenko
Kirigi” veya kisaca “Timoshenko Kirigi” ad1 verilmektedir (Pasin 1994).

Bir kirigin herhangi bir noktasimn lineer elastik deplasmanlan ¢ bilegsene aynlabilir.
Bunlardan ikisi kirigin gekil degistirmemis haldeki eksenine dik, tiglinciisii ise bu eksene
paralel dogrultudadir. Agisal deplasmanlar ise herhangi bir kirig kesitinin ilk konumuna
gore yonelimi esas ahnarak tammlamir. Kesitin kendi diizlemine dik eksen etrafindaki



donmesi burulmadan, buna dik diger iki eksen etrafindaki donmeleri ise egilmeden
kaynaklanir. Kayma gekil degistirmeleri goz oniine alinmadiginda egilme dénmeleri ile
enine sehimler arasinda tiirevsel bir iligki vardir.

Esnek manipulatorlerin dinamik modellenmesi yapilirken kolun sadece eksenine dik
dogrultularda elastik yer degistirmeye yani egilmeye maruz kaldii, eksenine paralel
dogrultudaki boyuna yer degistirmelerin digerleri yaninda ihmal edilebilecek kadar kiigiik
oldugu kabul edilmektedir. Bu kabul, kolun birinci dogal frekansinin altinda galistiriimasi
halinde oldukga gercekgi sonuglar vermekle birlikte, ¢aligma hiz1 birinci dogal frekansin
uzerinde oldugunda giivenilir olmayan hatta tamamen hatali sonuglara sevk etmekte yani
kabuliin gegerliligi ortadan kalkmaktadir.

Yiiksek hizlarda atalet kuvvetlerinin bﬁyﬁmes'i ve kollann hafif olmalari nedeniyle
esnekliin artmast, koldaki elastik yer de@istirmelerin yani titregimin artmasma neden
olarak robotun hassasiyetini biiyiik 6lgtide etkiler. Hareket aktarma mekanizmalarindaki
stirtiinme, bosluk, elastikiyet gibi hususlar ile statik ve dinamik yapisal deformasyona da
sahip bugiiniin robotlarimn kullammu, yaklagik 0.1 mm hata toleransi ile sinirhdir. Halbuki
gelismis tiretim metotlaninda, manipulatorin ug¢ noktas: igin en ¢ok 0.01 mm’lik bir
konum hatasina izin veren Ozellikle kiigiik pargalarin montaji gibi bir ¢ok iglem vardir.
Hata miktarimin azaltilmas: i¢in hizin duigliriilmesi 6nerilse de, iiretimin artirilip, ¢aliyma
zamammn azaltdlmasi yonindeki talepler hizla ilgili bir ayarlamaya gidilmesini
engellediginden ve uzay robotlarinda hafif eleman kullanmanmin gekiciligi nedeniyle
caligmalar, esnekligin hassasiyete etkisi lizerine yogunlagmistir. Ana problem kolun ug
noktasinin esnemeler nedeniyle hedeften kagmasin1 engellemek veya en aza indirgemektir
(Yiksel 1995).

Esnek manipulatoriere yonelik galigmalarin temelinde yatan sebep, hafif ve yiiksek
hizlarda gahigan robot kollarin kullanilmasint saglamak hedefi oldugundan yiiksek hizlarda
da gegerli bir dinamik modellemenin yapilmas: geregi ortadadir. Bu nedenle, konuyla ilgili
son zamanlarda yapilan ¢aligmalarin gogunlugu bu hususu dikkate almaktadur.

Yapilan bu gahgmada ise, genel olarak esnek uzuvlu agik kinematik zinciri haiz
mekanizmalarin kinetoelastikdinamik analizi igin gergek¢i bir matematiksel modelin
olusturulmasinda g6z oniine alinmasi gereken hususlarin belirlenmesi ve 6zel olarak da

tek serbestlik dereceli esnek bir manipulatér 6rnegi igin boyle bir modelin geligtirilmesi ve



literaturde kullanillagelen modellerle mukayesesi amaglanmgtir.

Bu amag dogrultusunda c¢aliymada oOncelikle agik kinematik zinciri haiz esnek
uzuvlu bir manipulatoriin kinematik analizi yapilmis, analizde kiigitk déonmeler i¢in elastik
transformasyon matrisleri ¢ikarilarak sonlu donme matrisleriyle iligkileri gosterilmigtir.
Manipulatoriin dinamik analizinde ise, Euler-Lagrange ve Euler-Newton formiilasyonlan
kullanilarak tek serbestlik dereceli manipulatér 6éreginde matematik modele ait hareket
denklemleri kabul edilmiy modlar ve sonlu elemanlar aynklagtirma yontemleriyle
¢ikanlmugtir. Dinamik analizde geometrik yumugama ve katilagmamin dinamik davranmiga
etkileri, matematiksel egrilik-moment bagintis yerine fiziksel egrilik-moment bagintisinin
kullamlmas: gerekliligi ve elastik deplasmanlar arasindaki geometrik iligki ele alinmgtir.
Sonugta elde edilen denklemler MATLAB 5.2 paket programi kullamlarak Runge-Kutta
niimerik ¢6ziim metoduyla ¢oziilmiig ve bulunan sonuglar literatiirdeki aynt manipulator
tipiyle ilgili bazi sonuglarla kargilagtirlmugtir. Niimerik ¢oziim agsamasinda kullamlan ve
MATLAB ortaminda hazirlanan alt programlar Ekler boliimiinde verilmigtir.

Ayrica sayisal ¢ozimleri yapilmamakla beraber iki serbestlik dereceli, diizlemsel

bir manipulatériin hareket denklemleri de sinir gartlanyla birlikte verilmigtir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1.Konunun Tanitilmasi

Robot, belirli insan etkinliklerini iistlenen makinelere verilen genel bir isimdir.
Bunlar, insanlarin yaptigi gesitli hareketleri, verilen programlar dahilinde yapabilen
makinelerdir. Robot ismi "Zorunlu Emek" anlamina gelen Cekge "Robota" sozciigiinden
gelmektedir. Ilk olarak 1920 yilinda Cek yazarlarindan K. Capeck’in bir tiyatro
oyununda kullanimigtir (Koivo 1989).

Sanayi robotlar giiniimiizde birgok igte insanin yerini almigtir. Saglik kosullart
uygun olmayan, tehlikesi veya riski yiiksek olan birgok igte robotlar ¢ok yiiksek oranda
givenle kullanilmaktadir. Ilk sanayi robotu 1961 yilinda Amerika Birlesik
Devletleri'nde galigmaya baglamigtir. George Devol, dokiim pargalar1 kaliptan g¢ikartma
igini yapan bir robotu o tariblerde geligtirmistir. Programlanabilir robotlarin ortaya
¢tkmas: bilgisayarlarin yayginlagmasindan sonra gerceklegmigtir. Daha sonra robotlara
algilayicilar ve elektronik kameralar yerlestirilerek kabiliyetleri ve hzlar artinlmigtir |
(Rivin 1988).

Bir robotik sistem genel olarak;

e Manipulator,

¢ Denetleyici ve

¢ Gii¢ Kaynag:
olmak tizere ii¢ temel 6geden olugmaktadir. Bazi robotik sistemlerde bir dérdiincii
eleman olarak ug efektor (end effector) de bulunmaktadir.

Manipulatér, sistemden beklenen fiziksel isi yapan bilegen olup, mekanik kisim
ve kol olarak tabir edilen birbirine eklenmis uzuvlardan olugur. Bu uzuvlarin baglandig:
kaide de yine manipulatére ait bir kisimdir. Manipulatér kaidesi gogunlukla galiyma
alaninin zeminine sabitlenmesine ragmen, bazen bu kaide hareketli de olabilmektedir.
Boyle durumlarda manipulatériin bir konumdan digerine hareketini saglamak amaciyla
kaide ray veya benzer bir siirgii sistemi tizerine monte edilir. Manipulatoriin hareketi,
motorlar veya siiriicii sistemlerle saglanir. Motor veya siriicti sistemler, manipulatoriin

dolayisiyla robotun galigma alan: igerisinde farkli eksenlerde hareketine imkan verir.



Siiriicii sistem, elektrik, hidrolik veya pnomatik giigle ¢aligir ve bunlari mekanik giice
dénigtiiriir. Suriictlerin denetlenmesi bir denetleyici tarafindan yapilir.

Denetleyici, genellikle mikroiglemci tabanl bir sistem olup, robotun beynidir.
Onceden programlanmis bilgileri zamam geldiginde kullanmak iizere saklamak, ilgili
aygitlart denetlemek ve iiretime yonelik degerleri igeren bilgisayarlarla baglantiy:
saglamak denetleyicinin goérevidir. Robot denetimi gok sayida motorun bir arada ve
uyumlu olarak ¢aligmasint gerektirdiginden oldukga karmagik bir olay olup, bu esnada
robotun matematiksel modeline ihtiyag duyulmasi nedeniyle modelleme, robottan
beklenen igin gergeklestirilebilmesi agisindan hayli 6nemlidir. Robotun motorlarimn
konumundan robot kolunun u¢ kisminin (robot elinin) yere bagli koordinatlardaki
konumunu saptayan denklemler sistemine kinematik model, yere bagli koordinatlarda
tammianmig el konumundan eklem degismelerini saptayan denklemlere ise fers
kinematik model denir. Motorlarin uyguladigi kuvvetlerin neden oldugu robot kolun hiz
ve ivmelerini bulan denklemler sistemine dinamik model, istenen hiz ve ivmeleri
saglayacak kuvvetleri bulan denklemlere ise ters dinamik model denir. Robot
sistemlerde, modellemeye iliskin hesaplamalar denetleyici veya onunla iletigim halinde
olan bilgisayarlar tarafindan yapilir.

Giic Kaynag ise, robotun temel ogelerinden tgiinciisii olup, manipulatér ve
denetleyicinin gorevlerini yerine getirebilmeleri i¢in ihtiyag duyduklar giicti saglayan
birimdir.

Bir robotik sistemin temel elemanlarindan sonuncusu olan ug¢ efektor, robot
manipulatoriiniin ucuna baglanan ve pargalari tutma, yerlestirme, kaynak, boyama gibi
islemlerde kullanilan elemanlardir (Malcolm 1988).

Sonu¢ olarak, endiistriyel bir robot, denetimi bir denetleyici tarafindan
gergeklestirilen ve ihtiyag duydugu girig enerjisi bir gii¢ kaynag tarafindan saglanan,
prizmatik veya dénel mafsallarla baglanmig gesitli rijit elemanlardan olusan, genel
amagli bir manipulatérdiir. Bu mafsal zincirinin bir ucu serbest olup digeri ise tabana
baglanmistir. Serbest olan uca cisimleri tagima veya montaj islemini yerine getirmek
icin amaca uygun bir yardimci eleman da baglanabilmektedir.

Teknolojik geligmelere paralel olarak giiniimiiz robotlarinin hafif, hizli, hassas,
hata toleransli ve modiler olmalarnn istenmekte, daha dofrusu boyle olmalari

gerekmektedir. Bu anlamda, hafif ve narin ancak yiiksek ¢aligma hizlarinda bile



dayanikh olan robot manipulatérler olduk¢a 6nem kazandifindan yapilan galigmalarin
blyiikk ¢ogunlugu bu hedefe yonelik gergeklestirilmektedir. Giiniimiiz robotlarinda
tagima kapasitesinin insana kiyasla olduk¢a diigiikk oldugu dikkate alindiginda bu
yondeki caligmalarin amaci daha iyi anlagilmaktadir. Bugiin sanayiide tagiyici olarak
islem yapan manipulatorlerde, robot elin tagiyabildigi faydal yiikiin tim robot
agirhifina oramt 1/10 civarinda olup, giiglerinin bilyiik bir yiizdesi bizzat manipulator
kollarimin hareket ettirilmesine harcanmaktadir. Insanm kaldirabilecegi yikiin kendi
agirlima oram ise en az 1/2 civanndadir. Goriliiyor ki, robotlardan daha yliksek
verimle yararlanabilmek igin, robotlarln mukavemet o&zelliklerinden fazla bir gey
yitirmeden hafiflestirilmest gerekmektedir. Hafiflik, mekanik bakimdan malzeme ya da
boyut degisiklikleriyle saglanmaktadir. Herhangi bir mekanizmada boyutlarina
dokunmaksizin istenen mekanik o6zellikleri tagiyan ama yogunlugu az bir malzeme,
ornegin ¢elik yerine lif takviyeli kompozitler kullanilarak hafiflegtirmek miimkindiir.
Diger bir yontem ise kesiti mukavemet simrlan dahilinde kigtltmektir. Hafifligin bu
sekilde daha kiigiik kesitle saglanmasi, uzvu elastik yani kuvvet ve moment etkisinde
daha fazla deforme olarak harekete cevap veren, dier bir ifadeyle titresim yapmaya
miisait hale getirir. Bu takdirde sekil degistirmelerin bulunmasinda kullanilan atalet
kuvvetlerini rijit uzuv veya uzuvlar kabulii altinda hesaplama yontemi gegersiz olur,
elastik sekil degistirmelerin atalet kuvvetlerine etkisini g6z Oniine almak gerekir. Bu
sartlarda yapilan analize kineto-elastodinamik analiz denir. Bu analiz gekli
mekanizmanin performansinin yitksek olmasi agisindan yé,rarll hatta zorunludur.
Kineto-elastodinamik analizde yapilacak ilk i3 mekanizmaya ait hareket denklemlerinin
¢ikariimasidir ve elde edilen denklemler sonuglan direkt etkileyeceginden analizin en
6nemli kismm da budur.

Manipulatér dinamiginde hareket denklemlerini elde etmek igin genellikle iki
yontem uygulanmaktadir:

e Newton'un II. Kanunu
o EFEuler-Lagrange Formiilasyonu

Newton'un [I. Kanunu dinamik denklemleri, kuvvet ve momentum terimleri ile tammlar.
Denklemlgr, her bir mafsala etkiyen kuvvet ve momentleri, mafsallardaki baglayici
kuvvet ve momentler de dahil olmak iizere igermektedir. Ayrica bu yontemle elde

edilen kuvvet igerisinde komgu baglant1 elemanlanina etkiyen sinirlayict kuvvetler de



vardir. Bu yiizden, sisteme uygulanan torklarla mafsal yer degistirmeleri cinsinden
bileske hareket arasindaki bagintilan elde edebilmek igin fazladan yapilacak matematik
iglemlerle bu terimlerin yok edilmesi gerekir.

Ote yandan, genellestirilmis Hamilton prensibinden yararlamlarak uygulanan
Euler-Lagrange formiilasyonunda ise sistemin dinamik davramg genellestirilmig
koordinatlar kullanilarak tamimlanmaktadir. Bu yontemde sistemin toplam kinetik ve
potansiyel enerjileri ile konservatif olmayan kuvvetlerin igleri bagimh degiskenler
cinsinden ifade edildiginden iy yapmayan kuvvetler ve sinirlayici tim kuvvetler
kendiliginden ifadelerden gikanimis olur. Nihai denklemler genelde sade olup, torklar
ve yer degistirmeler cinsinden kapali bir ifade verir. Tiretme islemi ise Newton
metodundan daha basit ve sistematiktirr Bu sebeplerden dolayr ¢ok uzuvlu
manipulatérlerde bu yontemi kullanmak her zaman igin daha avantajlidir ve bu sebeple

de aragtirmacilar tarafindan ¢ogunlukla tercih edilmektedir.

2.2. Onceki Cahsmalar:

Esnek uzuviu manipulatérlerle ilgili galigmalar genelde iki ana dogrultuda geligme
gOstermistir. Bunlarin birincisi bu tiir sistemlerin dinamik davramsinin analizi, ikincisi
ise bu davramsin cesitli stratejilerle denetlenmesidir. Birinci grup ¢aligmalar,
manipulatdriin hareket denklemlerinin gikarilmasiyla aynintili bir sekilde ugragmaktadir.
Ikinci gruptaki galigmalarin bir kismmda da modelleme ve hareket denklemlerinin
¢ikariimasina yer verilmekle beraber, ekseriya basit ya da karmastk hareket denklemleri
aktarilip denetleyici tasarim iizerinde durulmaktadir. Bu ¢aliymayla ilgisi bakimindan
agagida genel olarak dinamik modellemeye y6nelik caligmalara deginilecektir.

Esnek bir manipulator, biri hareketli digeri sabit olmak iizere en az iki elemandan
olusan, ¢ok uzuvlu bir mekanik sistemdir. Esnek s6zciiiiyle manipulator uzuvlannin
deformasyonlarinin biiyiik olgekli yer degistirmede istenen hassasiyet sirlarm
agabilecedi wvurgulanmaktadir. (Bu manada uzuvlan rijit kabul edilebilecek bir
manipulatériin de "esnek" hale gelebilecegi ¢aligma sartlarindan da bahsedilebilir.
Ancak burada hafif, narin ve kiigiik kesitli kirig tipi uzuvlan olan manipulatorlerin esnek
olarak tammlandif1 hatirlanmalidir). Esnek bir manipulatoriin  dinamigi yayil

parametreli (siirekli) sistemi temsil eden kismi tiirevli hareket denklemleri takimyla



tarif edilebilir. Boyle bir sistemin serbestlik derecesi esasinda sonsuzdur. Pratikte ise bu
tiir bir sisteme sonlu sayida serbestlik derecesine sahip bir modelle yaklagilir ve bu
amagcla yaygin bicimde kullanilan iki temel yaklagim vardir: sonlu eleman modelleri ve

modal agilim modelleri. Bu gergevede asafida sayilacak galigmalar bu goriise gore
gruplanmugtir.

2.2.1. Dinamik Modellemede Sonlu Eleman Metodunun Kullamldig: Cahsmalar:

Usoro ve arkadaglan (1986), hafif ve esnek manipulatorlerin matematik
modellenmesinde Lagrangian ve sonlu eleman kombinasyonundan olusan bir metot
kullanmiglardir. Metodun uygulanigi iki kollu diizlemsel bir manipulatér Grnegi
iizerinde gosterilmistir. Her iki kol, elemanlara aynlmus, diigiimlere (nodlara) iger
serbestlik izafe edilmigtir. Bunlarda birisi eksenel (longitudinal), diSeri enine
(transversal) yer degistirmeler olup, iigiintisii ise hareket diizlemine dik eksen etrafinda
doénmedir. Her bir uzvun kinetik ve potansiyel enerjileri bu nodal gizgisel ve agisal
yerdegistirmeler cinsinden hesaplanarak, sistemin Lagrangiant bulunmug, daha sonra
genellestirilmis koordinatlar olan nodal deplasmanlara gore gerekli tiirevler alinarak
sistemin Euler-Lagrange formunda hareket denklemleri elde edilmigtir. Neticede, iki
cubugun esnék hareketlerini ifade eden iki adet kismi diferansiyel denklem yerine nodal
deplasmanlar sayisinca adi, lineer olmayan, baglh (coupled) denklemlerden olusan bir
takim elde edilmig. olunmaktadir. Rijit harekete ait mafsal koordinatlar1 da sistemin
hareketini temsil eden nodal deplasmanlar vektoriine dahil edildiginden sonugta bulunan
atalet matrisi, genellestirilmis atalet matrisi olarak adlandirimaktadir. Enine
deplasmanlarda sekil fonksiyonlar: olarak Hermit polinomlar1 kullamlmistir. Eksenel
deplasmanlarin tarifinde de birinci dereceden (dogrusal) polinomlardan yararlanilmagtir.
Usoro ve arkadaglan yaptiklant galigmada, sayisal bir 6rnek de vermektedirler.

Kalra ve Sharan (1991), esnek bir manipulatérde herhangi bir uzvun Euler-
Newton hareket denklemlerini ¢ikarmiglar, daha sonra Galerkin metodunu kullanarak
nodal deplasmanlar cinsinden hareket denklemleri takimina ulasmiglardir. Burada iki
model olusturulmustur. Bunlardan birincisinde herhangi bir uzvun diferansiyel
elemamna etkiyen kesit kuvvetlerinin gergek dogrultulan goz oniine alinirken, ikinci

modelde bu kuvvetlerin rijit uzva ait koordinat eksenlerine paralel oldugu
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varsayilmigtir. Her iki modelden bulunan ug efektoér sehiminin ve motor torklar
degisiminin 6nemli 6lgtide fark ettii gosterilmigtir.

Gaultier ve Cleghorn (1992), ¢ogu ¢aliymada diizlemsel hal ile simrlanan sonlu
eleman modelini {i¢ boyutlu hale uygulamiglardir. Nodal biiytkliiklere ait denklemleri
elde etmek i¢in Hamilton prensibinden hareket etmektedirler. Yazarlar, eksenel yiiklerin
yatay titresime etkisini, agirlik kuvvetlerini, mafsallardaki motor kiitlelerini, u¢ efektore
etkiyen kuvveti ve Rayleigh soniimiinii modele dahil etmiglerdir. Yazarlar eksenel
rijitligi de goz Oniine alarak Euler-Bernoulli teorisine uygun bir eleman gelistirmis ve
bunu literatiirdeki bazi orneklere uygulayarak elestirel mukayeseler yapmglardir.
Gelistirilen eleman tipinin stabil denklemlere sevk ettigi ve oldukga kolay uygulandigini
gostermiglerdir.

Sharan ve Kalra (1994), sonlu elemanla modellenmis manipulatorlerin dinamik
- analizini yapmuglardir. Yazarlarin bﬁ caligmast esas itibariyle yukanda bahsedilen
Gaultier ve Cleghorn (1992) 'un devamu niteligindedir. S6yle ki, burada da Galerkin
prosediirii  uygulanarak sonlu eleman hareket denklemleri elde edilmekte, bu
denklemlerdeki lineer olmayan terimler ihmal edilerek lineerlegtirme yapilmakta, durum
vektorii yardimiyla n serbestlik dereceli sistemden 2n serbestlik dereceli sisteme
gegilmistir. Bu sistemin katsayr matrisleri simetrik olmadigindan transpoz matrisler
yardimiyla 6z degerler ve 6z vektorler bulunmakta ve modal matrisle yapilan bir
doniisiim  sonucu denklemler bagsiz hale getirilmektedir. Neticede, robot
manipulatorlerin dinamik davramigmin lineerlegtirilmis modellerle de incelenebilecegi
ve bu tir sistemlerin incelenmesinde modal analizin kullanilabilecegi sonucuna
varilmakta, ayrica sayisal 6rneklerle de bu desteklenmektedir.

Du ve arkadaslar1i(1996), yaptiklann ¢aligmada ii¢ boyutlu esnek manipulatorler
i¢in genel lineer olmayan bir model geligtirmiglerdir. Burada uzuvlar biyiik 6lgekli rijit
cisim hareketi ile elastik gekil degisimine maruz kirigler olarak modellenmektedir. Kirig,
sonlu eleman metodu ile ayrklagtiriimakta, kiitleler nodlarda konsantre halde
digiiniilmektedir. Lineer olmayan uzama- yer degistirme bagintisim kullanan yazarlar,
geometrik non-lineerligi etkileri lineerlestirilmis modele de yansiyacak sekilde ele
almaktadirlar. Non-lineer etkinin yansitilmadifi modellerde 1raksamaya dikkat
¢ekmektedirler. Ciinkii bu takdirde merkezkag kuvvetlerinin katilik artiric: etkisi ihmal
edilmis olmaktadir.
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Fallahi (1996), kinetostatik ¢oziimlerin (yani sekil degigtirmemis haldeki atalet
kuvvetlerini esas alarak deformasyonlarin bulunmasimn), belirli uzuv uzunluklan igin
dinamik ¢6ziimlere olduk¢a yakin oldugunu gostermigtir. Bu amagla geometrik katili1
(yani non-lineerligi) igeren Timoshenko kiris modeline dayal1 bir sonlu eleman teknigi
kullamlmig ve gesitli sayisal 6rneklerle geometrik non-lineerlik, ug kiitlesi ile normal Ve
tegetsel ivmelerin nodal yer degistirmelere etkisi incelenmistir.

Shigang ve arkadaglart (1997), hem uzuv hem de mafsallari esnek olan
manipulatorlerin dinamik davranigim incelemek igin yeni bir rotor kiris elemam
gelistirmiglerdir. Enine deplasmanlarda beginci dereceden (quintic), eksenellerde ise
lineer polinomlar kullanilmigtir. Burada motor saftlarinin dénme agilaryla uzuvlarin
saft ekseni etrafindaki dénme agilart mafsal elastikliginden o6tiiri farkli oldugundan
genelde nodal deplasmanlar ve mafsal koordinatlarina iligkin iki denklem takimina bir
ugtinci takim eklenmigtir. Sayisal 6rneklerle esneklikleri ayni olan manipulatorlerde
Ozellikle artik (residual) titregimlerde mafsal esnekliginin baskin karakterde oldugu
gOsterilmistir.

Shigang (1998), mafsal ve uzuvlann esnek olan manipulatdrlerde redundantlik
(fazla serbestlik derecesine sahip olmaklik) 6zelliginden yararlanarak ug efektdriinde
minimum deformasyona yol agacak tarzda hareket planlamasini ele almigtir. Buradaki
distince tarzi; fazla serbestlik dereceli manipulatérlerde u¢ efektoriiniin  yer
koordinatlarin1 sabit birakan farkli mafsal koordinatlar1 kombinasyonlar1 olmasidir.
Soyle ki, 6yle mafsal hareketleri segilebilir ki, u¢ noktanin rijit hale karsilik gelen
yoriingesi degigsmemekle beraber, yoriingenin herhangi bir noktasindaki sehim
minimum olsun. Bu bir tiir optimizasyon problemi olup, teorik yemas: verildikten sonra
sayisal bir ornekle de desteklenmigtir. Ne var ki, optimize edilen ivme -egrilerinde
impulslar vardir, ancak bunlar titresimi azalttiklarindan avantaj saglamaktadirlar.
Neticede esnek serbestlik derecesi iizerinde bir kisitlama konulmaksizin, bu yontemin
fazla serbestlik derecesi 1(bir) olan esnek manipulatorlerde kullamlabilecegi ifade
edilmigtir.

Shigang (1998), bir 6nceki ¢aligmamin devami kapsaminda, artik titresimlerin
manipulatériin redundantlifindan istifade ederek azaltilmasimi ele almistir. Burada,
nominal hareket bittikten sonra u¢ efektériin devam eden titresimlerinin genliginin

zayiflatilmas: (pratik olarak sinirlanmasi) amaciyla optimal mafsal hareketlerinin
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tayinine yonelik dnceki galigmada verdigi algoritmay1 kullanmig ve artik titresimlerin bu
suretle sinirlandirilabilecegini sayisal bir 6rnekle de gostermistir.

Bu bolimiin baslangicinda deginildigi gibi, sonlu eleman metoduna dayal:
modellemelerle ufragan caligmalar genelde ya diizlemsel ve hacimsel elemanlarin
tantmlanmasi, geometrik non-lineerlik, Coriolis ve benzeri etkilerin goz 6niine alinmas,
elemanin tamimlanmasinda Euler-Bernoulli veya Timoshenko kiris teorilerinin
kullanilmasi, sadece uzuv esnekligini veya hem uzuv hem mafsal esnekligini goz oniine
alan kiris elemanlarmin tammianmast ya da sonlu eleman metoduna dayanarak
deformasyonlart minimize etmeye yonelik algoritmalarin kurulmas: gibi konulan ele

almakta, bu hususlarda birbirlerinden az veya ¢ok farkhlik gostermektedirler.

2.2.2. Dinamik Modellemede Modal A¢ilim Modellerinin Kullamildigi Cahgmalar:

Low ve Dubey (1986), ¢ok uzuvlu elastik bir robotun dinamik modelini Hamilton
prensibinden hareketle elde etmisler ve pertiirbasyon teknigiyle lineer olmayan
etkilesimli denklemleri g¢6zmiiglerdir. Aym zamanda kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri modlarin toplanmasi metoduyla ve modal analiz teknigini kullanarak
¢ozmiislerdir. Bu asamada, ti¢ uzuvlu bir robot i¢in énce kinematik denklemler yazilmis
daha sonra ug noktamin konum vektérii olusturulmus ve bu vektériin zamana gére tiirevi
almarak hiz vektorii elde edilmistir. Potansiyel ve kinetik enerji ifadeleri yazilmig ve
Hamilton denklemlerinde yerine konulmustur. Buradan baglanti denklemleri, elastik
hareket denklemleri ve sinir sartlar1 elde edilmistir. Daha sonra bu denklemleri rijit
mafsal kabuli altinda kiigiik elastik deformasyon teorileri kullanilarak modal analiz
metoduyla ¢6zmiiglerdir.

Low (1987), agik zincir mekanizmali esnek robot manipulatorlerin ters dinamik
problemlerinin ¢6ziimii igin bir metot sunmustur. Matematiksel model, Hamilton
Prensibi kullanilarak sistematik bir gekilde tiiretilmigtir. Sistemin kinetik ve potansiyel
enerjileri, mafsal koordinatlarini ve elastik deplasmanlari igeren genellegtirilmig
koordinatlara gore ifade edilmistir. Kirig tipi uzuv halinde kiitle dagilimi1 ve elastikiyet
g0z ontine alinmigtir. Elastik ¢oziimler seriye agma teoremi yardimiyla yapilmigtir. Ters
kinematik problemli boliimde kinematik denklemleri basitlestirmek igin rijit-mafsal

kabult kullamlmistir. Bu, bize ters dinamik problemi de ayni gekilde ele alma imkani
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verir. Onerilen metodu agiklamak tizere bir uzvu rijit bir uzvu elastik olan iki uzuvlu bir
manipulator analiz edilmigtir.

Esnek manipulatérlerin  dinamik modellenmesinde giincel hesaplama
algoritmalarinin hemen hepsi Lagrange denklemleri ve 4x4 boyutundaki transformasyon
matrisleri kullanilarak tiretilmistir. Matrislerin 6zel yapilarindan yararlanmak igin ozel
amagl matris garpim usulleri ve tekrarli hesaplama prosediirleri kullamlsa bile, sonugta
elde edilen denklemler hesapsal olarak yeterli degildirler. King, Gourishankar ve Rink
(1987), yaptiklar ¢aligmada uzuv kinematiginin ifade edilmesinde, agisal hizlar1 ve 3x3
donme matrislerini kullanan daha etkili bir yaklagim sunmuglardir. Uzuv sapmalarinin
modellenmesi  i¢in kisaltilmig  (kesilmig) modal a¢ilim kullamlmigtir. Rijit
manipulatorler i¢in Newton-Euler dinamigi formiilasyonuna benzer, tekrarlt bir
hesaplama prosediirii sunulmugtur. Lineer olmayan ters dinamik denklemlerin tamamu,
keyfi sayida esnek uzuvlu manipulatorler i¢in tekrarlh formda hesaplanmigtir.
Kinematik degerler kokten uca dogru yinelenerek hesaplanmig ve torklar, geri donerken
tekrardan hesaplanmistic. Bu formiilasyona dayali, hizli ve dogru bir simulasyon
algoritmas1 da sunulmustur. Bu metodun, sayisal dogrulugu azaltmadan hesaplama
hizinda 6nemli miktarda iyilesme sagladifi gosterilmistir. Bazi pratik uygulama
problemleri ve metodun modelleme dogrulugu da tartigilmgtir.

Ozellikle donen uzuvlara sahip sistemlerde, merkezkag normal kuvvetlerin egilme
rijitligine etkisinin incelenmesi igin geometrik non-lineer (en azindan ikinci
mertebeden) teorinin kullanilmas1 gerekmektedir. Simo ve Vu-Quoc (1987), tarafindan
yapilan ¢aligmada esnek uzuvlu sistemlerin dinamik gegici rejim analizinde non-lineer
teorilerin roliinii incelenmektedir. Bu galismada, bir diizlemde doénen kiris igin tiim
atalet kuvvetlerini ve enine-boyuna deformasyonlar arasinda baglilif: igeren hareket
denklemleri ¢ikariimakta ve bu denklemler sayisal bir 6rnek iizerinde sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak ¢oziilmektedir. Burada sunulan muhtelif dizeydeki lineer olmayan
formiilasyonlar ayrica plaklara da tatbik edilmektedir. Caligmada, lineer (1.mertebe),
2.mertebe ve tam lineer olmayan teorilere iligkin potansiyel enerji ifadeleri
cikarilmaktadir. Zira, bunlarin Hamilton veya Lagrange denklemlerinde yerine
konmasiyla hareket denklemlerine gegilmektedir. Kinetik enerji ifadesi ise her ii¢ hal
icin de aym1 alinmaktadir.

Kane ve arkadaglar1 (1987) de hareketli bir govdeye bagli ankastre bir kirigin
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dinamigini incelemektedirler. Burada, kesiti keyfi ve malzeme 6zellikleri de noktadan
noktaya degisen bir kirigin, boyuna, enlemesine (iki adet), burulma (iiniform veya
tniform olmayan), kayma deformasyonlari ile kesit garpilmasim goz oniine alacak
sekilde hareket denklemleri ¢ikartilmaktadir. Bu ¢alismada da kirisin merkezkag
kuvvetler tesiri altinda donmesini yansitan bir formiilasyonun gerekliligine dikkat
¢ekilmektedir. Bu durum goz Oniine alinmadig: taktirde belirli sartlar altinda yapilan
dinamik analizlerin gercegi yansitmayacak tarzda iraksadig belirtilmektedir.

Chang ve Hamilton (1991), elastik uzuvlu manipulatérlerin kinematik analizi igin
Esdeger Rijit Uzuv Sistemi adiyla bir metot (ERUS-ERLS) gelistirmislerdir. ERUS'un
manasi, rijit cisim dinamigi ve yapisal dinamigi ayirmaktir. Esnek uzuv sisteminin
global hareketi, genis bir hareket ile onun iizerine oturtulmus kiiciik bir harekete
bolinmigtiir. Genis hareket ERUS ile temsil edilmekte olup kiigiik hareket ise ERUS'a
gore sapmalardan ileri gelmektedir. Manipulatér hareketinin tamami homojen
transformasyonlar vasitasiyla tammlanmistir. Chang ve Hamilton (1991), yaptiklan
diger bir galiymada, gelistirdikleri bu kavrama dayali olarak sistemin kinetik ve
potansiyel enerjilerini hesaplamakta, modal agilim yerine sonlu eleman ydntemini
kullanarak Lagrange denklemlerini ¢ikarmaktadirlar. Kinematik analizle bulunan
konum, iz ve ivme gibi mafsal bilyiikliikleri sehimlerin ve ardindan da mafsal
koordinatlarinin degisiminin hesaplanmasinda kullanilmaktadir.

Choura, Jayasuriya ve Medick (1991), donen esnek bir kirisin diizlemsel hareketi
igin diferansiyel denklem takim: elde etmiglerdir. Kirigin lineer elastik oldugu ve motor
tarafindan siiriilen rijit bir gévdeye baglt oldugu kabul edilmistir. Islemlere, enine ve
boyuna yerdegistirmelerin her ikisi de katilmigtir. Boyle bir sistemin kontrolii ile ilgili
caligmalarda egilme ve uzamadan kaynaklanan bag durumu genellikle ihmal
edilmektedir. Kontrol ¢aligmalani igin modellerin olusturulmasinda gogunlukla kabul
edilmis mod yaklagimi kullamlmaktadir. Burada, ankastre-serbest veya mafsal-serbest
siir  sartlar1 ile egilme titresimleri ig¢in Euler-Bernoulli kiris denklemlerinin
¢oziulmesiyle mod sekilleri belirlenir. Bu g¢aligmada gelistirilen denklemler, kontrol
¢aligmalarindaki modellerin bir kritik donme hizina kadar uygun sonuglar verdigini
ispatlamak igin kullanilmuslardir. Bu denklemler 6zel olarak, sadece basit egilme hali
i¢in olusturulursa, digiik agisal lzlarda gegerli bir geribesleme kontrol stratejisi elde

edilebilinir. Bu, sonlu bir kritik zaman igerisinde, 6nceden belirlenmig bir titregim
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modunun genel hareketten tamamen ayiklanmasina imkan veren bir agik-déngii kontrol
stratejisidir.

Williams ve Turcic (1991), agik kinematik zincirler igin iteratif bir ters kinematik
prosediirii geligtirmiglerdir. Prosediir, 6ngorilen kontrol noktalarimn konum, hiz ve
ivmelerini saglayacak olan mafsal parametrelerini iteratif bir yontemle bulmaya
dayanmaktadir. Bu yontemin iteratif pozisyon algoritmasi, denetim noktalan sayisina
karg1 hassastir. Mekanizmamn pozisyonunu belirlemek igin gerekli olandan daha az
sayida kontrol noktasi kullamilirsa ¢ozim tek olmayabilir. Gerekli sayida veya
gereginden fazla sayida nokta kullanildiginda algoritma, en kiigiik karelerle bulunacak
¢oziime yakinsamaktadir. Williams ve Turcic, ayrica elastisite matrislerini tamimlayarak
esnekligi algoritmaya dahil etmislerdir. Burada ise, sanki-statik dinamik yiiklerle sehim
ve efimler bulunarak buradan ters kinematik analiz yapilmakta ve diizeltilen mafsal
parametreleri ile yeniden sehim ve eSimler hesaplanarak mafsal parametrelerine
gecilmektedir. Bu iglem belirli bir hata limitinin altina diginceye kadar
tekrarlanmaktadir.

Xi ve Fenton (1994), bir 6nceki ¢aligmaya benzer iki adimli bir yontem
geligtirmiglerdir. Prosediiriin birinci agamasinda mafsal deplasmanlarindaki degisimler,
konfigiirasyon deZigimine ragmen sehimler sabit tutularak hesaplanmakta, daha sonra
sehimler yeni mafsal parametrelerinden hareketle hesaplanmaktadir. Bu gekilde
giincellestirilen mafsal deplasmanlarindaki degisimler belli bir hata stmnmn altina
indiginde iterasyon sona erdirilmektedir. Bu ¢aligmanin Williafns ve Turcic (1991)’den
farki, iteratif yontemde kullanilacak deplasman denklemlerini g¢ikarirken sonlu

doénmeler cebrinden yararlanmasidir.

Woerkom (1995), esnek uzay manipiilatorlerinin manevra davramginin
incelenmesinde kullamlacak dinamik modelleri ele alan bir ¢aligma yapmustir. Burada,
esnek bir kirigin donme davramgina iligkin denklemler gikartilirken enine hareketlerin
boyuna etkilerinin goz 6niine alinmastnin gereklilifi vurgulanmakta ve kirig tarafsiz
ekseninin gercek uzamasinda, enine deplasmanlarin tesiri de hesaba katilmaktadir.
Caligmada, siirekli ortam modelinden D’Alembert prensibi ve Lagrange yOntemiyle
hareket denklemlerinin ¢ikartilmast bi¢imsel olarak verilmekte ve ayrica pertiirbe
edilmis dinamik modelleme, hayali mafsal modellemesi ve rijit mafsal modellemesi de

ele alinarak her bir modelleme ile bulunan sonuglar dénen bir kirig 6rnegi tizerinde
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gosterilmektedir.

Yu ve Elbestawi (1995), iki uzuvlu diizlemsel elastik bir manipulatorin genig
mafsal agili hareketlerinin dinamik karakteristiklerini incelemigslerdir. Manipulatoriin
uzuv ve mafsallarinin her ikisi de esnek olarak ele alinmigtir. Lagrangian formiilasyonu
ve kabul edilmis modlar yaklagimiyla, manipulatér igin etrafli bir dinamik model
¢ikarilmuglar, uzuvlarin i¢ yapisal soniimlemeleri, mafsallardaki kuru siirtiinme ve tahrik
diglileri arasindaki bosluklar1 da hesaba katmuglardir. Cikartilan dinamik denklemler,
deneylerle dogrulanmug, niimerik simulasyonlar vasitasiyla parametrik c¢ahigmalar
yapilarak parametrelerin sistem dinamigi iizerine etkileri incelenmigtir. Ancak bu
¢alismada uzuvlarin eksenel deplasmanlar dikkate alinmamugtir.

Xi (1995), ii¢ boyutlu esnek uzuvlu bir manipulatérde yoriinge izleme problemini
ele almig ve hesaplanmig torklarin manipulatoriin ug noktasinin verilen bir ydrungeyi
izlemesi igin kullanilabilecegi bir ters dinamik metot 6nermistir. Bu metot, hareket
denklemlerinin adim adim ¢6ziimiine dayanmakta olup deplasman, lmz ve ivme gibi
verilen mafsal biiyiikliiklerinin baglangig degerleri kullanilarak g¢ok yakin bir
konumdaki sehimler bulunmakta, daha sonra bu sehimlerden hareketle ilgili adimdaki
mafsal koordinatlar1 hesaplanmakta ve nihayet bu hareketi saglamak igin gerekli torklar
bulunmaktadir. Denklemlerin ¢éziimiinde Runge-Kutta yontemi kullanilmugtir.

Esnek robotlarin etkili kinematik ve dinamik modellerinin teskili igin, Surdilovic
ve Vukobratovic (1996), elastik robotik sistemlerin mekanik konfigiirasyonlar ve
kineto-elastodinamik etkilerle ilgili modelleme problemlerine daha genel bir yaklagim
saglayan bir metot 6nermiglerdir. Bu model daha 6nceden mevcut prosediirlerle
karsilastinldiginda, hesaplama yeterlilijinde o6nemli olgiide iyilesme sagladig
gorilmistir. Hem niimerik hesaplamalar igin uygun tekrarh bagintilar, hem de
sembolik model olusumu igin zemin saglayan kompakt sembolik ifadeler ttiretilmistir.

Genis kullamm robotlarinin yoériinge planlamasinda, elastik deformasyonlarin
dinamik 6zelligi oldukga karmagik bir probleme sebep olmaktadir. Kinematik sartlarin
otesinde, elemansal kinematik iglerin ¢oziimleri sistem deformasyonlarini igeren
karmagik dinamik denklemlere de uygunluk gostermelidir. Surdilovic ve Vukobratovic
(1996), yaptiklan ¢aligmada, esnek robotlarin yoriinge sentezi i¢in manipulatér uzuv
esnekliginden kaynaklanan pozisyon sapmalaninin sanki-statik telafisi i¢in uygun,
komple bir algoritma sunmuglardir. Bu yaklasim, ikinci dereceden deformasyon

terimlerini igeren lineer olmayan bir kinematik model tizerine kurulmustur.



3. MANIiPULATOR KINEMATIGI

3.1. Giris

Robot manipulatorler agik kinematik zincire haiz mekanizmalardir. Kinematik
zincir, mafsallarla birbirine baglanmig “uzuv” adi verilen bir dizi rijit veya esnek
cisimlerden meydana gelmektedir. Bir kinematik zincirde muayyen uzuvlar sadece bir
adet baska uzva baglanmig ise kinematik zincirin agik oldugu sdylenir ve hangi uzvunun
sabit tutulacagi belirlenmig bir agik kinematik zincire veya mekanizmaya da
manipulatér denir. Pratikte bir manipulatérde prizmatik (kayar) ve doner (revoliit)
mafsallar kullanilir. Bu mafsallar bir serbestlik dereceli oldugundan manipulatérdeki her
bir mafsal sisteme bir serbestlik derecesi kazandirir. Neticede n mafsal ve n adet
hareketli uzvu (veya biri sabit n+1 uzvu) olan bir manipulatoriin serbestlik derecesi n
dir. Mafsal ve uzuvlar sabit uzuvdan baglayarak numaralandirilirlar. Ekseriya sabit uzva
0, bundan en uzak uzva ise n sayisi izafe edilir. (i-1) nolu ve i nolu uzuvlan birlestiren
mafsal i nolu mafsal olur.

Manipulator kinematigi, genel olarak manipulatoriin hareketlerini ele alir. Pratikte
her bir uzuv bir énceki uzva bagli motorla tahrik edildiginden uzuvlarin sirali bigimde
birbirlerine gore konum ve yonelimlerinin tammlanmas: gerekir. Bu ise matematiksel
olarak her bir uzva bir eksen takimi yerlestirilerek bu takimlarin birbirlerine gére konum
ve yonelimlerinin tespiti demektir. Uzuvlarin birbirlerine gore vaziyetleri
transformasyon matrisleri ile tarif edilebilir. Bundan sonraki alt boliimlerde sirasiyla bir
cismin uzaydaki konum ve yoOnelimi, uzuvlarin birbirlerine gore durumunun

tanimlanmas: ve transformasyon matrisleri kavramlarina deginilecektir.

3.2. Uzayda Bir Cismin Konum ve Yonelimi

Uzayda bulunan herhangi bir cismin konumu, cismin keyfi ama cisme gore sabit
bir noktasinin ig uzayina veya yere bagli bir O-XYZ takiminda 6lgtlen koordinatlarinin
verilmesiyle belli olur.

Sekil 3.1(a)’da verildigi gibi O-XYZ yere bagli sabit koordinat sistemi, O’ ise C
cismi iizerindeki herhangi bir nokta olsun. Bu durumda, O’ niin dolayisiyla da C

cisminin O-XYZ koordinat sistemine gore konumu OO’ = T,vektoriyle veya matris

notasyonunda
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(a) (b)
Sekil 3.1. a) Cismin Uzaydaki Konum ve Yénelimi

b) Koordinat Transformasyonlar1

T
{n}={x0 o 20} (3.1)
seklinde T, siitun vektoriiyle tarif edilmis olur. C cisminin yonelimini tamimlamak igin
O’ noktasim orijin kabul eden ve cisme sabit bagl bir O’- Xyz koordinat eksenini ve bu

eksenlere ait sirasiyla i, j,kbirim vektérlerini géz oniine almak gerekir. Her bir birim

vektoriin bilegenleri, aslinda ait olduklari eksenin O-XYZ sabit takimina gore

dogrultman kosiniisleridir. Siitunlarin1 bu iig¢ birim vektoriin bilegenlerinin olusturdugu

[RI={{i} {3} {x} (3.2)
formundaki R matrisi cismin yonelimini tamamen ifade eder. T,—j.ve k vektorleri
birbirlerine dik ve ortogonal, ayn1 zamanda birim uzunlukta olduklar1 zaman ortonormal
bir baz tegkil ederler ve bunlarin bilegenleriyle (3.2) deki gibi tammlanan R matrisi de
ortonormal bir matristir. Ortogonal matrislerin 6nemli bir ozelligi

R]7'=R]" (3.3)
olmasidir. R yénelim matrisinin diger bir tarzda ifadesi takip eden alt bolimde

verilecektir.

3.3. Koordinat Transformasyonlar:

Bir manipulatoriin dinamik analizi yapilacagi zaman tiim uzuv noktalarinin yer,
hiz ve ivme vektorlerinin yere bagli (temel=base) koordinat takimina izafe edilmesi

lazamdir. Su halde her uzvun bir énceki uzva gore yerlesimini (yerlesim=location, bu
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sozciikle uzvun konum ve yonelimi kastedilmektedir) tarif eden transformasyon
matrisleri olugturulacak ve bunlar iizerinde gergeklestirilecek cebrik iglemlerle her uzva
ait noktalarin sabit takima gore yerlesimi saptanacaktir. Bir cismin bir referans takimina
gore (bir bagka cisme gore) konumu onun bir noktasinin koordinatlarinin verilmesi ve
ayrica bu cisme sabit bagli ii¢ eksenin yOneliminin tammlanmasiyla
belirlenebilmektedir. Kolaylik igin cisme bagli eksen takiminin orijini olarak konumu
tanimlamada kuilanilan nokta segilir. Bu durumda matematiksel manada uzuv
noktalarinin sabit uzva gore yer, hiz ve ivme vektorlerinin belirlenmesi, bu uzuvlara
bagl koordinat takimlarinda élgiilen bu bityiikliklerin koordinat transformasyonlarina
tabi tutulmasi demektir.

Uzayda herhangi bir C cismine ait N noktasimin koordinatlart $ekil 3.1.(b)’de
goruldigi gibi sabit O-XYZ takimina gore,

{rv}={Xy Yo Zn}' (3.4)
siitun vektoriiyle verilebilecegi gibi, bizzat C cismine bagli O-Xyz koordinat takimina
gore de,

{5}={xa yu za}' 3.5)
seklinde ifade olunabilir. Bu iki farkli koordinatlar grubu arasindaki iligki, Sekil
3.1.(b)’den de gorilebilecegi gibi

- - - - -
ON =00’ +O'A + AB+BN (3.6)
ve ayrica,
00 =n_ ON=W (3.7)
OA=x,1 AB=y,j BN=zk
olduguna dikkat edilirse,
Ty=Th+Xy1 +Yy ) + 2, K (3.8)

yahut matris ¢arpim kurali kullanilarak, matris notasyonunda,
{n}={n}+ [{H{iHi} [xa ya 2o (3.9)
veya
{nd={n}+ RN} (3.10)
seklinde bulunur. (3.10) bagintisi koordinat transformasyonu ile bir cismin konum ve

yonelimi arasindaki iligkiyi ortaya koymaktadir. Simdi,
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{fN }z{Xn Ynan}T (3.11)
ve
{fI’\I }={annzn1}T (3.12)
genigletilmis siitun vektérleri tanimlanirsa (3.10) ifadesi,
R : Iy '
Ty ¢=|-—+-2|{ T 3.13
{i [ 0l J {7 (3.13)

seklinde homojen formda yazilabilir. Burada,
|
A]= [%-'r—r—‘}] (3.14)

ile verilen matris genigletilmis transformasyon matrisi olup, cismin konum ve
yonelimine ait bilgiyi biinyesinde toplamaktadir (Asada ve Slotine 1986).

Bir manipulatérde uzuvlara koordinat takimlarini1 standart bir tarzda yerlestirmek
i¢in Denavit ve Hartenberg’in gelistirdigi bir metot da mevcuttur. Bu tarzda segilen
koordinat takimlarinin  transformasyon matrislerine de Denavit-Hartenberg
transformasyon matrisleri denmektedir. Bu metotta mafsallarin hareket eksenleri (doner
mafsalda donme ekseni, kayar mafsalda oteleme dogrultusu) daima z ekseni olarak
adlandinlmaktadir. Konuyla ilgili ayrintili bilgileri Asada veya Wolovich gibi yazarlara

ait gesitli robotik kitaplarinda bulmak mimkindiir.
3.4. Cok Uzuvlu Esnek Bir Manipulatoriin Kinematigi

n serbestlik dereceli bir manipulatorde herhangi bir uzuv noktasimn hiz ve
ivmesinin bulunabilmesi igin uzuvlarin geometrik olguleri ve konum parametrelerine
ilaveten aktuatorlerin sagladiklar agisal hiz (n tane) ve agisal ivmelerinin de (n tane)
bilinmesi gerekir. Tabiatiyla bu sartlar diiz (direkt) kinematik analizde gegerlidir.

Bu alt boliimde manipulatoriin herhangi ardigik iki uzvu ele alinarak herhangi bir
noktasinin yer, hiz ve ivme vektorleri bulunacaktir. Elde olunan sonuglar ug
efektoriinden baslayip sabit uzva dogru gidilerek genellestirilebilir.

Hizlarin bulunusunda iki farkli yol takip etmek mumkindir. Bunlann
birincisinde bir siirekli ortam olarak uzvun herhangi bir noktast géz oniine alinir ve
bunun hiz vektorii bulunur. Diger bir yol, uzva bir kirig olarak bakmak ve kiriglere

iligkin teorileri uygulamaktir. Bu durumda elastik egri tizerindeki bir noktanin hiz
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bulunur. Bu nokta elemanin ya agirlik merkezi ya da kayma merkezidir. Kirigin
diferansiyel kahnlikli elemaminin agirlik merkezinin hiziyla 6telendigi ve bu merkez
etrafinda dondiigi kabul edilerek herhangi bir noktanin hizina gegilir. Bu iki farkh
muhakeme uzvun kinetik enerjisi hesaplanirken de siirdiiriilebilir. Uzvun herhangi bir
noktasinin hizindan hareket edilirse kinetik enerji oteleme kinetik enerjisi formunda
hesaplamir. Kirig sonsuz sayida diferansiyel levhaciklar toplamu seklinde diigiintlirse bu
kez kinetik enerji 6telenme ve donme bilegenleri geklinde hesaplanir.

Birinci yol izlenirse uzvun her noktasina ait elastik yer degistirmelerin noktanin
uzva bagli koordinat takimindaki sekil degistirmemis haldeki koordinatlarinin
fonksiyonu olacagina dikkat edilmelidir. Terimlerine kolayca fiziki manalar atfedilecek
hareket denklemlerine gegis igin ikinci yol daha pratiktir. Uzuvlanin tniform kesitli
dogrusal kirigler oldugu varsayilirsa gerek kesit agurlik merkezlerini birlestiren eksen,
gerekse kayma merkezlerini birlestiren eksenler dogrusal oldugundan bu koordinat
takiminin bir ekseniyle g¢akistirilabilmekte ve bu durumda elastik yer degistirmeler
sadece bir konum koordinatiyla zamanin fonksiyonu olarak ifade olunabilmektedir.

Kirig olarak goz Oniine alinan uzuvlarda kesit dénmelerinin ifadesinde de iki
farkli yol izlemek miimkiindir. Birinci yaklagim olarak, kesitin koordinat eksenleri
etrafinda siralt sonlu dénmeler neticesinde bu yonelime ulagtif1 g6z 6niine alinabilir. Bu
durumda Euler agilar1 veya egdegeri agilar kullanilmaktadir. Ne var ki, bu dénmeler
komutatif degildirler. Diger bir yaklasim dénmelerin gok kiigiik oldugudur. Bu durumda
dénmeyi temsil eden matris antisimetrik bir matris haline gelir, bu ise sonsuz kigik
donmelerin vektér olmasi sonucundan baska bir sey degildir. Literatiirde her iki
yaklagim da kullanilmaktadir. Burada da uzuvlara kirislerle ilgili teori uygulanarak ikili
bir uzuv grubunda yer, hiz ve ivme vektorleri iki farkli tarzda elde edilecektir.

Sekil 3.2(a) daki gibi (i-1) ve i numaral1 ikili uzuv grubunu ele alalim. Oj.1-Xi.1 yi.
12i1 ve Oi-X; yi z eksen takimlar sirasiyla her iki uzva baglanmistir. Burada i uzvunun
elastik egrisi iizerinde bir P; (generic) noktastmn yer degisimi bulunacaktir. P; nin
toplam hareketi kismi hareketlerin siiperpozisyonu olarak ele alinabilir. Burada kesit
donmelerinin fevkalade kiigiik oldugu kabul edildiginde donme bir vektorel ¢arpimla
(veya buna tekabiil eden bir matris ¢arpimiyla) saglanacaktir. P; nin toplam hareketi su

unsurlardan olusur (Low ve Dubey, 1986):
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. de P/
@(i-1)XLoipi
P;
dgay -
P;

(b)
Sekil 3.2. a) Manipulatériin Ardigik Iki Uzvunun Vektorel Gosterimi

b) i Uzvu Uzerindeki Herhangi Bir Noktanin Konumu

— 1 uzvunun (i-1) uzvuna gore 0; agis1 kadar donmesinden kaynaklanan rijit cisim
hareketi ("r'oipi :O—,P:)

— (i-1) inci uzvun u¢ noktast O; nin elastik yer degistirmesinden kaynaklanan
6telenme (m = aoi )

— (i-1) inci uzvun ug kesitinin elastik dénmesinden kaynaklanan yer degistirme
(G6-1) xTopp, )

— 1iinci uzvun elastik cieformasyonundan kaynaklanan yer degistirme (api )

Burada ilk Gi¢ yer degistirme (i-1) uzvunun elastikiyetinin sonucudur. i uzvu rijit bile

olsa bunlarin neticesinde uzayda yeni bir konum alir. api ise bu yeni konuma gore

olglmektedir. Sekil 3.2(b) de bu deplasmanlar gosterilmigtir. Sekil 3.2(a) dan

-
-

Toipi = xoipi_i;+y°ipi]:i+zoipi ki={r zipi {e}; (3.15)
yazilabilir. Burada,

{r}ZiPi - {xoipi y°iPi‘ Zop; } (3-16)
ve

ii
{e}i =1 3.17)

i
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olarak tanimlanmustir. &oi elastik yer degistirmesinden sonra gelinen P;’ noktasinin yer

vektori,

r°i Pi :doi +ro;p§ (3- 18)

olur. aoi , Oi.1-Xi-1 ¥i1 zia takimindaki bilegenler cinsinden, u, v ve w ilgili noktanin ait
oldugu uzva bagl koordinat takiminda, sirasiyla x, y, z dogrultularindaki elastik yer

degistirmelerini géstermek tizere,

-

doi =1.1°i T(i—l)+V0i t]:(i_l)'f'woi E(i—1)= {d}:[,‘1 {e}(i_l) (319)
seklinde ifade edilebilir. Burada {e }i1 (3.17)’dekine benzer manay1 tagimaktadir.
{d}gi ise,

T _
{d}oi - {uoi vOi Woi} (320)

den ibarettir. T, ise T ile aym formda kalir, zira O'-x'; ¥'; 2'i takimi Oi-x; yi z;

0iP; 0;Pj
takiminin 6telenmig halidir ve birim vektorler aym kalir. Bu husus g6z oniine alinirsa

(3.18) matris formunda,
ot = {dk, e} oyt {rkoyp, e} (3.21)
seklinde yazilabilir.
Ote yandan yine (i-1). uzvun ug kesitindeki elastik kiigiik donmelerden 6tiirii Pi'
noktasi Pi" konumuna kayacaktir. Kiigiik donmeler <T’(i—1) ile gosterilirse,
Totpf =Togp; +0(-1) Toip; (3.22)
ve dolayisiyla,

Ty 7 =Lt -
9iPi 0103 0iPi

- . R (3.23)
:dOi Ho;p; TOG-1) X Toyp;
olacaktir. Burada,
(-li(i—l)=(l)x(i_1) ii""(Py(i_l) ji’+(Pz(i_1)ki’ (3.24)

olup, O'i-x;¥'i Z'; ile Oj-x; yi z; nin birim vektorleri dteleme nedeniyle benzer oldugundan
— < - -~ T
Pi-1)=Px(i-1) 1i+(Py(i_1)Ji+(Pz(i_1)ki = {(P} @-1) {e}i (3.25)
yazilabilir. Burada

{o)l, = {(Px(i-l) Py(i-1) (Pz(i—-l)} : (3.26)
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dir. 0"ix";y"i 2" (0"~0") takimt O'-x'1 ' 2'i takimnin §;_yy vektori kadar kiigitk
miktarda dondiriilmesiyle elde edildiginden {e}i» ve {e}; bazlan arasinda asagidaki
iligki mevcuttur:

e =R@E)- k- (3.27)

Burada [R((]S)](i_l) » ®-1) donmesini temsil eden matristir ve agik ifadesi

1 = Qz(i-1) Py(i-1)
R@k-1 =| 0z-1) 1 — Ox(i-1) (3.28)
— Qyi-1) Px(i-1) 1

seklindedir. Bu matris genel kartezyen sonlu donme matrisinden kiigiik agtlar kabuliiyle
elde olunmugtur.

Son olarak Pi" noktast bizzat i uzvunun elastik deformasyonu nedeniyle Pi' ne
gelir. Pim noktasimn O'i-x";y"';z"; takiminda yer vektor,

Loipy =Tolpl + Tpipy

1

o y (3.29)
=Toip: +9(i-1) X Toip; +dp,

olur. &Pi deplasmam i. uzvun deforme olmamig halinde bu uzva bagh O"-x"iy"i 2'"i
takiminda tarif edildiginden,

-

d i=upi17i'+vpi]:i'+wpi ke
= o ) =) 0. R@ )} (3.30)
=)o R@®M 6t}

yazilabilir. Buna gore Pim noktasimin Ojf noktasina gére konum vektori,

P

r°iP§' :r"i"i + Ib'ip'i'

R . (3.3D)
=do, +To,p; HOG-1) % To;p; +dPi
olmaktadir. Buradaki §(_)x 1o p, vektorel carpimy,
i3 &
PG-1) % Toip; =[Pxry  Pyay P2y (3.32)
inPi y°iPi ZOiP‘i '

={) o {R@1-1F 6-0)e)

olarak yazilabileceginden (3.31) bagintis: matris formunda,
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¥ owr {e}(i-1)= ¥, {e}(i—l)+ o 3
+{ oip: IR@)- 1 -} (3.33)
+{df o R@1 -0}
seklinde ifade edilebilir. Bu asamada deforme olmami§ uzuvlara baglt koordinat
takimlarimin  bazlart arasinda  [R(0) ](i-l)i i uzuvdan (i-1). uzva koordinat

transformasyonu matrisini gostermek iizere,
&l = RO fe} (3.34)
bagintis1 ithal edilirse (3.33) esitligi,
i ounr £iy= 1) o, )
+ & o [R@®] 60RO c-nifely) (335)
+ @}, R@ RO 6-nifely
halini alir. Burada, [R(8)] ve [R(p)] matrisleri, siitunlann ortonormal ve dolayisiyla
kendileri de ortonormal matrisler oldugundan (3.3) esitligi geregince
RE =RO]" ve 3.36)
R@I =R@I"
olup, (3.35) in her iki tarafinda yer alan {e} i) bazlarnimin katsayrlarnm -esitligi
dustiniiliip transpozlan alinirsa,
Bnor= G, +ROY1y Rl
+ RO R@)]e-1d),,
seklinde skaler bilesenler arasindaki iligki elde edilir. Boylece i uzvuna ait Pj noktasimn

(3.37)

son konumu, deforme olmamis (i-1) uzvunun ug¢ noktasina gére ve bu uzva bagh
koordinat takiminda tarif edilmektedir.

(3.37) gikarilirken sadece i ve (i-1) uzuvlarinin elastik deformasyonlar1 g6z 6niine
alinmigtir. Halbuki (i-1) uzvundan 6nceki uzuvlar da Pj noktasiun deplasmanina
katkida bulundugundan (3.31) ve (3.37) esitliklerini asafidaki gibi genellestirmek
gerekmektedir:

i-1_
iPi =-f°ipi + Zdo j +dPi
. =1 (3.38)

+ Z P X To,1050 TO-1) X To;p;
i=t

el
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(1 e} = 0, o)+ 3 (4 R ()
+ {d}, R@ ]Gy {e);
+ Z oj+1oj+2 ((P)] I}T{e j+1

+ {r}oTipi { R@]-Tp) e}

Kinetik enerji hesabinda mutlak hiz kullamldigindan Pj noktasinn son konumunu

(3.39)

gOsteren vektoriin mutlak (sabit) koordinat takiminda tarif edilmesi gerekir. (3.39)

ifadesinde uygun koordinat déniigtimleri yapildiginda Pmi noktasinin sabit koordinat
takimmin Oy orijinine gore yer vektori igin,
{r}OOP{’ = :é[R(G)] 0j [R((T))]j—l ({ r}o o T {d}j) (3.40)
+ RO RO (Tl + {a),)
bagmntis1 elde olunur. Burada [R(G)]Oi ile i. uzvun sabit uzva gore toplam
transformasyon matrisi gosterilmektedir. (3.40) bagmtisim1 daha sade formda yazmak
i¢in,

R]; =R®)]o; R@)];-; (3.41)
{th, = {tho,,, + {dk

Ve

(3.42)
{r}pi - {r 0iPj + {d}pi
olarak tanimlanirsa Ty pr yer vektori,
i-1
{toger = 2 R] {rk, + REAr), (3.43)
j=1

seklinde yazilabilir. P"’ yer vektériinii zamana gore bir ve iki kez tiireterek ilgili
poktanin hiz ve ivme vektorlerinin bilesenleri matris formunda asagidaki gibi

bulunurlar:
ol = IR} ek, 43 IR
e [R] {eh, +[RJ; {3,

1

(3.44)
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b}, = fg‘;[ﬁ],-{r}o,. TR,

i=

SRS, + [, .45

i1

+2[R} 63, R,
3.5. Kinematik Analizde Elastik Donmelere iliskin Baz: Hususlar

Onceki alt bolimde herhangi iki elastik uzuvdan govdeye uzak olanin herhangi
noktasinin yer vektoriinii tanimlarken énceki uzvun ug kesitinin donmesi bir vektorle
temsil edilmigti. Bilindigi gibi sonlu donmeler vektér tabiatinda olmayip, komutatif
degildirler. Dolayistyla bir cismin farkh ii¢ eksen etrafinda belirli miktarlarda
dondurilmesi sonucu alacagi son durum (y6nelim), bu dénmelerin sirasina baglidir.
Ancak sonsuz kiigiik donmelerde siramn 6nemi yoktur ve dolayistyla bir vektérle temsil
edilebilirler. Keza dondiirme siralan degistirilerek elde olunan ii¢ farkli donme matrisi
donme agilarinin gok kiigilk alinmast yani cos 6; =1, sin@; =0; kabulii altinda
birbirlerinin ayni olurlar. Tabii teorik olarak 0; ler yerine d0; alindiginda tam manasiyla
sonsuz kiiciik donmeler temsil edilmis olur.

Sekil 3.3. de x, y ve z eksenleri etrafinda sirasiyla ¢x , @y ve @, dénmeleri

yapilarak bir T vektéri T’ pozisyonuna gelmisti. Bu dénme Ry, matrisi ile

tanimlansin. Sayet sira degistirilseydi Ov=T vektori Ov"=7" konumuna gelecekti. ‘

Sekil 3.3. Sonlu ve Cok Kiigiik Donmeler Arasindaki iligki
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‘Y"\,\
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Sekil 3.4. Cok Kiigiik Donmelere Ait & Vektorii ile [R($)] Matrisi
Arasindaki Iligki

Donme miktarlar1 sonsuz kiigiik (pratikte ise yukarida bahsedilen yaklagimlar gegerli
olacak sekilde kiigik) oldugunda T wvektori her halikarda aymt T’ vektoriine

doniigecektir.

Sekil 3.4 (a) da sirastyla herhangi @y , Oy ve @, agilartyla dondirilen bir cismin
herhangi T vektoriiniin aldig1 yeni konum T'ile gosterilmisgtir. Ov den Ov'ne gegisi
[R(¢)] matrisi temsil etmektedir. Halbuki bu genel dénme, uzayda U birim vektoriiyle

tammlanan bir e ekseni etrafinda ¢ kadarlik bir donme geklinde de tammlanabilir.

Simdi,

6 =0U =0yl +0,] +0,k (3.46)
vektori
0= \/;xz +(Py2 +(|)22 (3.47)
ve
c T=%x7 3, % (3.48)
¢ ¢ 0

olmak iizere tammlansin. Sekil 3.4. (b)’de e ekseninden bakildiginda ¢ xOv vektorel

¢arpiminin sonucu olan vV’ vektorit hem ¢ hem de sekildeki gibi a;ye dik olacaktir.

Bu durumda

OV #0v+vv' (3.49)
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oldugu asikardir. Ancak @y , @y ve @, agilan g¢ok kiigiikse

Buna gore Ov nin yeni konumu,
Ov'=Ov+ Ox Ov

ile bulunabilir. Halbuki matris formunda
frlov =[R@)lloy

bagintis1 mevcuttur. Ote yandan herhangi bir vektor gibi ¢ de

¢ -0, o
Ao, 0 -o,|=[0]
-9y o O

seklinde bir antisimetrik matrisle temsil edilerek
= i =lolido,
yazmak mimkindiir. Ayrica
{rlov =1l {5}
oldugu hatirlamirsa
flov =R@Nro = [IHro +lel frlo
yazilabilir ve neticede

[R(@)]=[1]+[o]

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

oldugu bulunur. Bu suretle kiigiik donme agilart halinde R(®)donme matrisinin birim

matrisle @ kiiciik dénme vektériinii temsil eden matrisi toplayarak elde edilecegi

goriilmektedir. R(®) matrisinin genel donme matrisinden, kiigitk agtlar ve ikinci
mertebeden kiigiik terimlerin ihmali ile de elde olunabilecegi belirtilmigti. Ancak (3.56)
daki gibi olugturulan R(@)matrisinde ortonormallik sartlarinin yaklastk olarak

saglanabilecegi hatirda tutulmahdir.

3.6. Ug Serbestlik Dereceli Manipulatérde Uygulama

Daha once agiklanan yontemle (¢ serbestlik dereceli bir manipulatériin herhangi

uzuv noktasina ait yer, mz ve ivme vektérlerinin nasil g¢ikanlabilecegi burada

verilecektir;
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Xo
Sekil 3.5. Ug Serbestlik Dereceli Manipulator

Sekil 3.5. de goz 6niine alinan manipulatériin basit bir gemasi, mafsallara Denavit-

Hartenberg tarzinda yerlestirilmig koordinat takimlartyla birlikte gosterilmistir. Burada
0o - Xo Yo Zo sabit ve 0 indisli uzva, O;- X; Y1 Z; 1 numarali uzva ve O;- X3 Y2 Z;
ile 03-X3 Y3 Z; ise sirastyla 2 ve 3 numarali uzuvlara baglanmig koordinat takimlandir.
Ayrica i. uzvu (i-1). uzva baglayan mafsal i. mafsaldir ve 0;-X; Y; Z; takumu i. mafsalda
yer almaktadir. (Literatirde O;-X; Y; Z; takimi kimi yazarlar (Asada gibi) tarafindan
(i+1). mafsala yerlegtirilmektedir). Zy ve Z; eksenleri ¢akisiktir. Z; ve Z; , Oz de
kesistiginden Denavit-Hartenberg usuliine gore X, ekseninin tammlanmasi keyfidir. X,
nin sekildeki gibi se¢imi tekrar aynt notasyona uyumu saglamaktadir. sin®; =s; ve

cos0; = ¢; lerle gosterilmek iizere rijit manipulatére ait ddnme matrisleri sirastyla

Y] —$ 0
Rlio=]s ¢ 0 (a)

0o 0 1
PCZ ) 0 .
R], =] 0 0o -1 (b) (3.57)
Sy Cy 0

R]s, =|ss C3 0 (©)

0 0 1

!-C3 — 83 0}
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olmaktadir. Bu manipulatorde sadece 2 ve 3 uzuvlarinin esnek oldugu farz edilirse 2
uzvunun Os deki kesitinin elastik donmesinin — bunlann kiigiik oldugu kabuliyle ve

Sekil 3.6. goz 6niinde tutularak — O3 - X; Y2 Z, takimindaki bilesenleri

P2x =@ L =¢, (L,,t) (@
ow
2y =0z | | =——=Lpt) O (3.58)
2 2 2
ov
P2z =02 | _ =éx_2(L2’t) (c)
2 2 2
olur.
Yz v, ® - X2
P22
O2x
L@ Y2 Xz Zz

Sekil 3.6. Kesit Donmeleri ve Elastik Sehimler Arasindaki Baginti

Burada ¢, , vz ve w; ile 2 uzvunun sirasiyla burulma agis1 ve Y3 ile Z, dogrultusundaki

sehimleri gosterilmektedir. Bu bilesenlerle ¢, (L,,t) vektorii

- - ow - ov -
02 =0(La, ) 1p +(— -é;z_J i3 +(" ax—zj ky (3.59)
2 X,=L, A 2 X,=L,

seklinde ifade olunabilir. Ancak 3.4. alt boliimiinde tammlanan @, vektoriine gegmek

> = = [T . . .
igin (3.59) un {;3 ks k3} = {e}3 bazinda ifadesi gerekir. Bu yapihirsa

{o:} =[R(9)E2 {923 (3.60)
seklinde @, nin {e}; takimindaki bilegenlerini {e}, takimindaki bilesenlere baglayan

ifade elde edilmis olur.
Simdi de Sekil 3.7. deki basit tel model yardimiyla 3 uzvundaki herhangi bir

noktanin Og— Xo Yo Zo takimina goére yer vektoris bulunacaktir.
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Sekil 3.7. Ug Serbestlik Dereceli Manipulatériin
Kinematik Analizde Kullanilan Tel Modeli

Sekilden,
—> - - - - - - -

yazilabilir. Burada,

9 -
0001 = 0

- -
0,0, =Lk, (é {r}o,oz)

- -
0,0; =L, k, ( A {r}o,o, )

- ’ - - bag
0,05 =u,(L,,t) i, +v (Ly, ) h +Wa(Ly, ) ky (A {d},) (3.62)

0 =x, i (a f})

b=tk (& RO -1,

e m n “n n
P3Py =u3(x3,t) i5+V3(X3,t) 5 +W3(X3,t) k3 ( A {d}P, )
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Halbuki (3.27) geregince
{3}3’ = {0}3
{e}y =R@k, {e}5

bagmntilar1 mevcut oldugundan vektorler stitun ve satir matrislerin ¢arpimlar: tarzinda

(3.63)

ifade olunmak fizere (3.61) bagntisi tekrar yazilacak olursa

{r}l(;op()' {ely= {r}gloz {eh +{r}(T)zo3 {e},

+{df; o+ {f}ggpg {eh (3.64)

+Hoa)T {ely x {0 5y fely + {a)f, {e}y

ifadesi elde olunur. Burada vektorel ¢arpim matris formunda ifade edilerek doniislim

!

matrisleri kullanilirsa
{r}gopg {e}o= {r}g)‘lo2 [R]EO {e} +{r}(T)203 [R];,o {eh
+1{d}; [R];,o {e + {f}g3pg [R]g,o {ek
+ [R@L, -1 [ R el 6
+{dh R@1s, [Rl5o {el;
bulunur. Burada (3.41) geregince
[R]20 =[R]y0 [R]2,
[R]30 = R] 10 [R]21 [R5,
esitlikleri ve (3.34) den 6tlirii meveut
{e}i =[R];; {e}; (3.67)

bagintilarindan  yararlamlmugtir. (3.65) in tiim terimleri {e}o bazinda ifade

(3.66)

olundugundan {e}o terimleri sadelestirilir ve elde olunan yeni bagintin transpozu

alnirsa
{r}o3pg' = [R]I,O {r}0102 + [R]z,o {r}ozo3 +[R]2,o {d},

(3.68)
+[R]3 0 R@s2{t}o,p, +[R]30 R@®);, {d};

veya
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{r}o,P;' = [R]1,6 {1'}0,02 + [R]z,o ({r}o,o, +{d}, )

+Rbo[R@ (foy, +h) o
bagintisi elde edilir. Bu ifadede gegen R, ve R matrisleri agagidaki gibidir:
CiCy —CiSy §
RLo=|sic; -ss2 —¢ (2)
S, Cy 0
(3.70)

C1CyC3 —CyS383 —CjCpS83 —C18,C3  §;
[R]3,o =|$1CC3 —$1S283 —S1C283 —8;5,¢3 —¢C; [ ()
8203 +C233 _8233 +02C3 0

(3.69) bagintisinda ayrica [R}; o[R(@)]; , terimi dikkat gekmektedir. [R(§)]; ,nin agik
formu (3.28) de verilmigti. [R];¢ bu matrisle sagdan ¢arpilir ve garpim matrisi R ile
gosterilirse bunun ﬁll ve l~{12 elemanlar
1:{11 = (C1C2C3 — €18283) — 07 (C16283 +€157C3) ~ @y $) 3.7
Ry =—0,(c162¢3 — €1883) —(C1C283 +€152C3) + PyS;
seklindedir. Burada IN{H in sag tarafindaki ilk parantez Cpz=cos@; (=1) ve ikinci
parantez @, yerine Sq;=sin ¢, (Z¢,) carpilir ve gerekli islemler yapilirsa

Ri1 =C1C24319,) —PySi (3.72)

benzer tarzda R, nin ilk parantezi ¢, yerine sin @, ve ikincisi cosg, e garptir ve

islemler yapilirsa

Ry, =—¢ S(2+3+9,) T @xSi (3.73)
bulunur. Burada

C(243+9,) =cos(0, +05+09,) .

S(2+3+9,) =sin(6, +0; +o,)

anlamina gelmektedir. Bu suretle R matrisinin formu basitlestiriimektedir. Ancak bu

tarzda bir basitlestirme @, vektorii bilegenlerinin gok kiigiik olmasi halinde gegerlidir.
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Biiyiikk dénmeler igin sonlu donme matrislerinin kullanilmast ve dénme stralarinin
onceden tammlanmas: gerektigi unutulmamalidir.
Daha 6nce (3.44) ile verilen hiz bagintisinda matrislerin tiirevleri yer almaktaydi.
Burada bu tiirevlerin anlamlanna da kisaca deginilecektir.
Ele alinan 6rnek manipulatérde [R],0 matrisinin zamana gore tiirevi
-5,0, —¢8 0| [e; —-s; 00 -6, 0
[R]I,O =l ¢0 s6 O0|=|s, ¢ 06 o0 o
0 0 0 0 0 10 0 O

= [R}l,o [él ]

seklinde yazlabilir. Esitli§in en safindaki matrisin 0,-X;Y,Z, takiminda él agisal

(3.75)

hmzinin vektorel ifadesini temsil ettifi gorilmektedir. Bu durumda [R]],o matrisi 1

uzvuna ait herhangi bir 1= x1i+yli +2z; ]Elyer vektorinii temsilen {r}; stitun

vektorityle garpildiginda
[R]I,O & =Rl (3.76)

bagintisi gerefince O, -X,Y.Z, takiminda yapilan @, x%, (&, = ,k,) vektorel
carpimiyla bulunan hiz vektériiniin O-XoYoZ, sabit takimindaki bilegenlerini
vermektedir. [R]z,o icin
kL, = {R}, RL: S ={RloRE; + RlLo [R]Zl} G.77)
=[Rhol6L[RE; + Rl o[RE 6k
bulunur. 0,-X,Y,Z, takiminda tammlanan ®, xT, vektoriiniin yine sabit takimdaki

bilesenleri bu bagintiyla hesaplanmaktadir. Benzer tarzda

[Rls,o =[RyoRayRs, [
={R]oRE,[RE, +[REoRb R, +RhoRE R} (.78
= {RLo[LRL;[RL, +REoRE;BLRE, +[R]o[RL, R oL}
olacagt gorilmektedir. Burada da son terim 0,-X;Y;Z; takiminda verilen
@3 x T3 vektoriniin sabit takimdaki bilesenlerini vermektedir.
Simdi [R] matrislerinin ikinci tiirevleri incelenecek olursa, 6rmegin [R}io

matrisinin ikinci tiirevi
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| [R]Lo = [[R]Lo]. = [[R]I,O [9]1] = [R]I,O[éll +[R]1,0[é]1
=[]0 [911[611 +[R]1,o[é]1

olarak bulunur. Buradan [R] matrislerinin her bir uzvun kendi koordinat takiminda

(3.79)

verilmis olan bir 6nceki uzva gore izafi hareketine (ki bunlar dénme hareketleridir) ait
acisal ivme ve merkezil ivme bityiikliiklerini biinyesinde topladig: anlasilmaktadir.

Buna gére 1 nolu uzvun herhangi bir noktasina ait vektorii (siitun matris anlaminda)
[ﬁ]l,oile ¢arpmak 61E1 =@ hiz1 ve 6&1 = (; agtsal ivmesi ile dénen 1 uzvunun o
noktasinin bu dénmeden kaynaklanan ivme bilegenlerini sabit koordinatlarda ifade
etmek demektir. Diger bir deyisle [RII,Oléll[é]l{ :} carpimi &, x (& x (---)) islemine

[R]1,0 [é]l{ :} arpim ise &, x (---) iglemine tekabiil etmektedir.



4. MANIPULATOR DINAMIGI
4.1. Giris

Bir manipulatériin dinamik analiz ve kontrolii igin atilacak ilk adim dinamik
modelin gikanlmasidir. Dinamik modelin gikarilmasindan kastedilen husus, manipulatorii
olusturan uzuvlar ve difer unsurlar (mafsallar, motorlar, aktarma organlart vs) igin
igletme sartlan altinda gegerlilifini muhafaza edecek makul kabullerle ikameler yapmak
(6rnegin uzuvlan kirig gibi, motorlan duruma goére konsantre tekil kitleler gibi
digiinmek) suretiyle yaklagik bir fiziksel yépl olugturmak ve bunun hareket denklemlerini
yani sistemin matematiksel modelini kurmaktir. Dolayistyla herhangi bir dinamik —veya
matematiksel- modelin hangi kabuller altinda kuruldugu biyiik 6nem arz eder.

Herhangi bir tarzda egdeger fiziksel model olusturulduktan sonra bununla ilgili
hareket denklemlerinin ¢tkarilmasinda da mekanikteki gesitli ilke ve kanunlardan ve
bunlara dayah ¢ikarim yontemlerinden yararlamlabilir. Manipulatér modellemesinde
kullanilan y6ntemin bagarnis1 agagidaki talepleri ne oranda karsiladiina baghdir. Bu
talepler fiziksel model, hareket denklemlerinin yapis: ve kapsamu, niimerik veya analitik
¢6ziim algoritmalarinin tipiyle alakali olup, §6yle siralanabilir:

— Hareket denklemlerinin gikanhsinda kullanilan yéntem pek karmagik olmayip, kolay
formiile edilmelidir.

— Fiziksel esdeger modelden ¢ikanlan hareket denklemlerinin ¢oziimleri gergek sistem
davramgim yansitmahdur.

— Sistem denklemlerinin yapist bilgisayar kullamm siiresini ve dolayisiyla maliyetini
azaltacak, simulasyon hizint artiracak tarzda hmzh ¢6zilebilir bir algoritmaya miisait
olmalidir.

— Hareket denklemleri diiz (direct) ve ters (inverse) problemler i¢in kullamlabilmelidir;
yani hareketler verildiginde motor momentleri ve motor momentleri verildiginde

hareketler tayin edilebilmelidir.

— Model miimkiin mertebe genel olmahdir. Girig olarak sadece sistem parametrelerinin

verilmesi yeterli olmahdr.
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— Model, sistemin tiim kisitlanini géz 6niine almahidir.

Bir manipulatoriin hareket denklemlerinin gikarilmasinda Lagrange-Euler, Newton,
D’Alembert, Hamilton ilkelerine dayanan yéntemler daha sik kullanilmaktadir. Az sayida
da olsa Kane ve Gibbs-Appel denklemlerinin kullamildig1 ¢ahgmalar da vardir. Hamilton
ilkesi hareket denklemlerini olasi siur sartlariyla birlikte verdiginden daha etkin
gorinmektedir. Ancak konuya iligkin ¢alhiymalanin ekseriyetinde Lagrange-Euler ve
Newton formulasyonlant kullamlmaktadir. Bununla birlikte amlan yontemler kendi
iclerinde iki ana gruba toplanabilir: Bunlardan Newton ve D’ Alembert’in dinamik denge
prensibine dayali formulasyonlar kuvvet, hareket miktan vb. vektorel biiyikliikleri
kullanmakta, Lagrange-Euler, Lagrange anlaminda D’Alembert, Rekiirsif Lagrange,
Hamilton ilkelerine dayah formulasyonlarla Kane ve Gibbs-Appel denklemleri, i ve enerji
gibi skaler biyiikliklere dayanmaktadir. Burada da Lagrange-Euler ve Newton
formulasyonlan ele alinacak ve formulasyon sirasinda g6z 6niinde tutulmast gerekli
hususlar irdelenerek hareket denklemleri ¢ikanlacaktir.

4.2. Harekete Ait Lagrange-Euler Denklemlerinin Cikarilmasi

Klasik ve analitik mekanikle ilgili bagvuru eserlerinde ayrntih bilgi edinmek
mimkiin olmakla birlikte burada mekanifin varyasyonel ilkelerinden olan Hamilton
ilkesiyle Lagrange—Euler denklemleri arasindaki iligkiye kisaca deginilecektir. Bilindigi
gibi genellegtirilmig Hamilton ilkesi matematiksel olarak,

t, t,
§[(T+W)dt= [(6T+8W)dt=0 (a)
t, t,
veya 4.1)
t,
[ (T +W) dt : extremum (b)

tl
seklinde ifade olunmaktadir. Bu, herhangi bir cismin (veya cisimler toplulugunun)

kendine etkiyen kuvvetler tesirinde (4.1.b) integralini ekstremum (6zel olarak minimum)

yapacak tarzda veya (4.1.b) integralinin varyasyonunu stfir kilacak tarzda bir yoriinge
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izledigini soylemekle egsdegerdir. Burada T kinetik enerjiyi, W ise sisteme etkiyen
korunumlu olsun, olmasin tiim dig kuvvet ve momentlerin sistem tizerindeki igini gésterir
(Bazen —W ye dig kuvvetlerin potansiyeli de denir.). 8T ve W ise kinetik enerji ve igin
varyasyonu adimt almakta olup, cismin mevcut yoriinge yerine bunun sonsuz yakimn
komgulugunda bir yoriingeye zaman degigmeksizin sigramasi halinde - ki buna virtuel
deplasman denir - kinetik enerjideki degisimi ve dig kuvvetlerin yaptig1 virtuel igi temsil
etmektedirler. Dig kuvvetler korunumlu ve korunumsuz olarak ikiye aynhrsa bunlann
yapmu§ oldugu virtuel igler de sirasiyla Wy ve Wy, gosterildiginde

OW =8W, +8W,, 4.2)
olacagr agiktir. Halbuki korunumlu kuvvetlerin virtuel igi ile sistemin potansiyel
fonksiyonu V arasinda,

dW, =6V (4.3)

iligkisi oldugundan (4.1.a) bagntisi,

t2
(BT -8V +8W,, ) dt =0 (4.4)
t

1

seklinde yazilabilir. Sayet korunumsuz kuvvetler yoksa daima 6Wy,=0 olacagindan (4.4)

bagintisi,

t t t )

[eT-sv)at=5[(r-v)at=5fL at=0 @5

4 t t
sekline girer ki bu korunumlu sistemler i¢in Hamilton ilkesidir. Burada L sistemin
Lagrangiam olup,

L=T-V (4.6)

seklinde tammlanmaktadir.

Gerek bir varyasyon problemi olarak Hamilton prensibinden varyasyon hesabinin
kurallan kullamlarak ulagilan Lagrange-Euler denklemleri, gerekse Lagrange anlaminda
D’Alembert prensibiyle ¢ikanlan Lagrange denklemleri (ki bu denklemler 6zdestir)
koordinat takimlarindan bagimsiz denklem formlarina sahiptirler. Dolayistyla incelenen

mekanik sistemin konum koordinatlarinin kartezyen, silindirik veya kiiresel koordinat
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takimlan haricinde tammlanmig olmasiun mahzuru yoktur. Bu nedenle Lagrange
mekaniginde genellestirilmiy koordinatlar kavram kullamhir ve geleneksel olarak q, q,...
sembolleriyle gosterilirler.  Genellestirilmis  koordinatlar bagimsiz  degiskenlerin
fonksiyonu olabilirler. Elastik uzuvlu sistemlerin analizinde bu bagimsiz degiskenler
zaman ve incelenen noktamn ornegin deformasyondan onceki konum koordinatlandir.
Netice itibariyle herhangi bir mekanik sistemin Lagrangiam N, adet q; bagimh
degiskenleriyle (genellestirilmis koordinatlar) N, adet p; bagimsiz deZiskenin
fonksiyonuysa bir varyasyon problemi olmas: sebebiyle (4.4) ile tammlanan probleme ait
diferansiyel denklemler takim agafidaki gibi elde olunur:

) i

Np Np n, n al+m ] aL

PIDIDID N ) i a[ }=Qi i=L..N, @47

)

i1 k=1 15 m=l op; Opy 8"mg;
i

op; Oy ) |

Burada Q; , i. genellestirilmig koordinata ait genellestirilmis kuvvettir.

Esnek uzuvlu manipulatorlerin Lagrange-Euler hareket denklemlerini gikartirken
tasavvuru kolay oldugundan uzva bagh koordinat takiminda tammlanmg -elastik
deplasmanlarin genellestirilmiy koordinatlar olarak kullamlmasi yaygindir. Bagimsiz
koordinatlar olarak uzvun herhangi bir andaki hali, sekil de@igtirmemis hale refere
edilecekse, bu ilk halde uzuv noktalarimin konum koordinatlart ve ayrica zaman séz
konusudur. Hareketin g6zlendigi koordinat takimlan aym segilirse Lagrange denklemleri
ile Newton denklemleri aym formda ¢ikar. Tabii her iki ¢tkanim ydnteminde aym kabuller
yapilmu§ olmahidir.

Hareket denklemleri, lineer veya nonlineer bagh denklem takimlan seklinde ortaya
¢ikmaktadir. Bu durum incelenen sistemde olugan deformasyonlarin mertebesiyle ilgilidir.
Biiyiik sehimler ve kesit donmeleri mevcutsa yer degigtirmelerle uzama oranlan iligkisi
nonlineerdir. Keza bu durumda kesit donmeleri Boliim 3 de verilen yontemle tasvir
edilemez ve sonlu donme matrislerine gerek vardir. Hareket denklemlerinin

¢ikanlmasindaki yaklagimlar,
a) Biiyiik deformasyon ve biiyiik donme aglan
b) Kiigiik deformasyonlar ve bityiik donme agilan
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¢) Kiiglik deformasyonlar ve orta diizeyde donmeler
d) Klasik lineer teori
seklinde siralanabilir (Sawy ve ark. 1993).

Dikkat edilecek diger hususlardan biri eksenel deformasyontar biiyiidiikge
matematiksel egrilik bagintisimin fiziksel egrilikten sapmasidir (Hodges 1984). Ayrica bir
kirigin O-xyz takiminda x ekseni dogrultusundaki yer degistirmelerinin y ve z eksenleri
dogrultusundaki enine yer degistirmelerle iligkili oldugu unutulmamahdir. Bu husus goz
oniine ainmadifinda modal serilerle niimerik ¢6ziimler yanhs sonuglara sevk etmektedir.

4.3. Kinetik ve Potansiyel Enerjilerin Hesab:

Lagrange yonteminde kinetik ve potansiyel enerjilerin ifadesi 6nem arz eder. Bir
manipulatorde herhangi i uzvunun kinetik enerjisi

- fff 190 @

(iuzvu)

seklinde yazilabilir. Euler-Bernoulli kirig hipotezi kullanildifinda bu integrali telenme ve
donme kinetik enerjisi bilesenlerine aywrarak yazmak da miimkiindiir. i. uzvun sistemin
potansiyel enerjisine katkisi ise agirlik ve i¢ kuvvetlerin igleri tizerinden olacaktir. Agirlik
dogrultusuna dik diizlemde ¢aligan bir manipulatdrde agirligin potansiyeli ihmal edilecek
diizeyde olmaktadir. i. uzva bagh motor ve difer mekanik birimlerin kinetik enerjisi de
(4.8) bagintisina dahil edilebilecek olmasina karsin bu pargalarin kinetik enerjilerinin

ayrica hesaplanmasi 6zel durum incelemelerinde kolaylik salamaktadir.

Mukavemetteki Euler-Bernoulli kiris hipotezinin kullamlmasinda da iki yol
ihmal ederek bunun zamana gore tiirevini almak suretiyle hiz1 bulmak, daha sonra bu hiz
ifadesini (4.8) kinetik enerji ifadesinde yerine koyarak integralleri icra etmektir (Choura
ve ark. 1991). Diger bir yol ise kirigin kesit agirlik merkezleri veya genel halde kesme
(kayma) merkezlerini birlestiren elastik egrinin her noktasimn hareketiyle 6telenen ve bu
nokta etrafinda donen sonsuz kiigiik kalinlikta ince rijit levhalardan olustugunu varsayip
(4.8) ifadesini iki pargaya bolerek hesaplamaktir (Kane 1987).
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Sekil 4.1. Herhangi Bir dx Elemanimn t Amndaki Durumu

Sekil 4.1 de kiri§ iizerindeki herhangi bir dx elemamimn bir t anindaki durumu
gosterilmigtir. Sekilden de gorildiigi gibi, x kesitinin (daha dogru bir ifadeyle g6z 6niine
alinan kesitin agirhk merkezi veya kayma merkezinin) herhangi bir t aninda cisme bagh
O-xyz koordinat takimnin x ekseni dogrultusundaki deplasmam u ve y ekseni
dogrultusundaki deplasmam v olsun. Burada, v yi enine veya transversal deplasman
olarak adlandirmak uygun oldugu halde, u yu boyuna veya longitudinal deplasman diye
adlandirmak genelde dogru olmaz. Ciinkii, kesitin x ekseni dogrultusundaki yer degisimi
u ile kesit ekseni dogrultusundaki yer degigimi s nin her zaman i¢in birbirlerine esit
oldugu soylenemez. Kirig ekseni dogrultusunda herhangi bir gekil degistirme olmasa bile
sadece enine deplasmanlarm varhg: bile u deplasmanina yol acébilmektedir. Bu nedenle,
herhangi bir kesitin eksenel s ve enine v deplasmanlanyla u deplasmam arasindaki iligkinin

incelenmesi gerekmektedir.
Sekil yardimiyla
ds? = (dx +ds)* = (dx + du)® +dv? (4.9)

veya

. v/ox

ds = dx +ds = (dx + du) {1+ (4.10)

Ou
I+ —
ox

yazilabilir. Incelenen eleman egilmeye gore tarafsiz eksen olsun. Bu eksende x civarindaki
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uzama oram igin

€

(4.11)

(4.12)
2 2
E]+§t_}‘+.1_(2v.) ;1:2+l(ﬂ)

N2
B_a 1) @

yazmak miimkiindiir. Her iki taraf integre edilir ve u(0,t)=0; 5(0,t) =0 simr sartlan
kullanilirsa

x1 Bv 2
u(x,t) = s(x,t) - —(—) dx 4.14)
B

bagmtist bulunur. Kinetik enerji ifadesinde u yerine (4.14) deki kargihg: kullanilirsa hem u
hem de v ye ait hareket denklemlerinde §ve VI terimler ortaya ¢ikmaktadir. (4.14)
bagmtist ataletce baghhiZa yol agmakta, buna mukabil potansiyel enerjide normal kuvvetle
ilgili kismin hesabinda bu bagmti kullanilmasi halinde ilgili terim basit bir forma
gelmektedir. (4.12) in her iki tarafi EA uzama rijitligiyle ¢arpilirsa x kesitine t amnda
etkiyen normal kuvvet hem s, hem de u ve v nin tiirevleri cinsinden bulunmus olur.
N(x, t) = EA?X- - EA[% + —;-(%JZJ (4.15)

(4.14) bagintis1 diger 6nemli bir noktaya isaret etmektedir ki bu da, kirigte herhangi bir
eksenel deformasyon olmasa bile surf egilmeden dolay: kirig noktalarimin u deplasmanlan
yapacagdir. s=0 aliirsa
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1%(ovY
u(x,t)-——z— E[ (&) dx (4.16)

oldugu agiktir. (4.16) ile verilen iligki 6zellikle kabul edilmiy modlar veya Galerkin
yontemiyle hareket denklemleri ¢6ziilmek istendiinde g6z ardi edilmemelidir.

Elastik i¢ kuvvetlerin isi manipulatér Lagrangianinda potansiyel enerji terimi iginde
yer ahr. I¢ kuvvetler egilme momentleri, burulma momenti, kesme kuvvetleri ve normal
kuvvettir. Egilme momentleri ve burulma momentinin igleri genel olarak tniform bir kirig
i¢in

Vu, =% | M; do, i=x,v,z (4.17)
(i uzvu)
seklinde verilebilir. Burada, (9;, moment vektorii eksenindeki donmeyi tasvir etmektedir.
Mukavemetten bilindigi gibi

(4.18)

bagintisi mevcuttur. Diizlemsel halde l = -g.i ile verildiginden
p Os

52/
=_5_Q= a(x-l-u)2 4.19)
Os '

-
{“(a(z-u)J }

ifadesine gegmek miimkiindiir (Hodges 1984). Bu bagmnt: ile (4.16) birlikte distiniiliirse

D |-

elemanter teoride kullanilan 1 = gyaklasmnmn ancak u nun ¢ok ¢ok kiigtik olmas: ve
p

Ov/dx <<1 sartiyla yapilabilecegi gorilmektedir. Kiigiik deformasyonlar ve orta
diizeyde donmeler kabulii altinda elastik egrinin egrilik yangaplart ve burulmasina iliskin

ifadeler ise,

1w v
—=——+—z30 (a
py ox* &’ )
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—=——+—-0 (b)
2 2

=2 Y (c)
ox  Ox ox2

seklinde olmaktadir (Sawy ve ark. 1993). Burada 0 burulma agist ve 7 ise elastik egrihin

burulmasin temsil etmektedir.

Bu c¢alismada ele alinan uygulama orneklerinde elemanter teoriye ait moment-
egrilik bagmntis1 kullanilmig olmasina ragmen sonuglar degerlendirilerek lineer yaklagimin

gegerliligi kontrol edilmistir.

Yukandaki agiklama goz Oniinde tutulmak kaydiyla efilme momentinin isi,

. oo
do; = %dx ve M;= EI%— esitlikleri (4.17) da yerine konulmak sartiyla

1L (o9, Y
Vi, == |EIl — | dx 4.21

seklinde bulunur. Nonlineer egrilik bagintis1 kullamlirsa

— 72
L aZV ’
Vy, == [EI ox dx (4.22)

T

yazilmahdir. Nonlineer ifade paydadaki ifadeyi paya tagimak ve seriye agmak suretiyle

kesirsiz bir forma getirilebilir. x+u yerine x kullanddiginda mevcut hatayr kompanze igin
Hodges (1984) 1 = (62 v/ ox?2 )/ \/l - (av/ 6x)2 bagintistin kullamlmas: gerektigini ifade
p

etmektedir. Bununla birlikte, manipulatorler zaten ¢ok biiyiik deformasyonlara maruz
kalmayacak tarzda boyutlandiriidigindan (4.22) ifadesi nonlineer bir analiz igin ilk adimda
kabul edilebilir niteliktedir.

Eger kesme kuvvetinin elastik deplasmanlara katkis1 da dahil edilecekse ornegin

dizlemsel halde

ov
— =+ » 423
=7 Y (4.23)
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olmak iizere (Meirovitch 1967) kesme kuvvetinin isi,
= [rca —--(p dx (4.29)
2 0

seklinde ifade olunur. Burada 7y kesitteki kesme kuvvetinden kaynaklanan kayma agisidir.
Bu takdirde egilme momenti iginin (4.21) bagintistyla hesaplanmasi gerekir. k' geometrik
faktor, GA kayma rijitligidir.

Normal kuvvetin ii ise (4.12) ve (4.15) geregince,

L 22
=l IEA[@ +.1_(QJ } dx (4.25)
2 ox 2\ ox

ile bulunabilir. Bu potansiyel yine (4.15) e gore,

1L
=5£ ( ) (4.26)

seklinde de hesaplanabilir. (4.25) bagmtist kullamhrsa u ve v ye ait hareket
denklemlerinde katiik (stiffness) terimleri {izerinden nonlineer baghlik ortaya
cikmaktadrr. (4.25) bagntisi igin,

( 2
é“_) dx
\ OX

( 2 2
AR AP -
\ax 2\0x ox

/ 4
?X) dx
\ OX

=
>

N | =

+
Sl Ot O ey
e3]
>

N | =

tr
>

00 | =

yazilarak son terim ihmal edilirse, normal kuvvetin potansiyeli,

E%I ( szx+ | EA(Z;)(%)de (4.28)

seklinde elde edilir. Bu durumda,

I ( )dx jN(ax)zdx (4.29)

Ill

DO |
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yazmak mimkiindiir. Literatirde ¢ogu kere ikinci integraldeki N kuvveti yerine
Ny = pAH? (L2 ~-x? )/2 merkezka¢ kuvveti konarak u ve v ye iligkin denklemlerde
(4.25) 1in yol agti1 nonlineer baglilik ortadan kaldirlmaktadir.

Son olarak u ve v arasindaki iligkiye bagka bir agidan deginmekte yarar var. Sekil

4.1 ve 4.2 birlikte incelenirse u=0 olmasi halinde ds = \/1 + (av/ax)2 dx bulunur. Bu ise

ancak bir normal kuvvetin varh@ halinde miimkiindiir. $ayet ds = dx ise normal kuvvet

yok , ancak v deplasmanlarinun yol agtig1 bir u yer degisimi var demektir.

y y

ds . ds=dx <3

dv \dv

A 4 'y
dx - N i

\\ du<0
X X

g dx
(a) u=0 hali (b) s=0 hali

Sekil 4.2. u, s ve v ye ligkin Ozel Durumlar

dv=0 ve d5=#dx ise ds=ds-dx=dubagntis: ortaya ¢ikar. Bu ise kirigin boyuna

deformasyonuna kargilik gelmektedir.

4.4. Hareketin Newton Denklemleri

Esnek uzuvlu bir manipulatérde Newton hareket kanununun tatbikiyle de hareket
denklemlerini elde etmek miimkiindiir. Sayet uzuvlar rijit olsaydi, her uzuv i¢in alt1 skaler
denklem yazilir ve mafsal kuvvetleri bu denklemlerde gorunirlerdi. Halbuki Lagrange
denklemlerinde bu kuvvetler, i¢ kuvvetler hiikmiinde oldugundan surtiinmeler olmamak
veya ihmal edilmek kaydiyla denklemlerde yer almamaktadirlar.

Gerek Lagrange ve gerekse Newton tarzinda hareket denklemlerinin gikariliginin
baslangig asamasim uygun segilmis koordinat takimlani kullanarak yapilan vektorel bir
kinematik analiz olusturur. Elastik deformasyonlarin, Newton yonteminde de sekil
degistirmemis cisme bagh koordinat takimlarina gbre tarifi, olayin tasviri ve anlagiimasi
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agisindan fayda saglamaktadir. Hareket kanununun tatbiki iki gekilde yapilabilir: Ya
uzvun diferansiyel bir pargas: alimir ve hareket kanunu uygulamr; ya da uzvun sonlu bir
parcast alimir, bunun iizerinde i¢ kuvvetler hesaplamir ve i¢ kuvvetlerle deformasyonlar
arasindaki iligkilerden yararlanilarak bir takim tirev islemlerinden sonra hareket
denklemlerine gegilir. Her iki yaklagimin da kendine gore tistiinlitk ve mahzurlan vardir.
Burada diizlemsel hal i¢in diferansiyel bir par¢aya hareket kanunu uygulayarak ve

aynca sonlu uzuv pargasinmn dinamik dengesinden yola ¢ikarak hareket denklemlerinin
nasil elde edildigi gosterilecektir.

y
T (x+utE(Ax+Au):vin Av)
e e
0
X
— Ax
x+ut+Ax+Au

Sekil 4.3. Kirigin Diferansiyel Pargasina Etkiyen Kuvvet ve Momentler

Sekil 4.3 de O merkezi etrafinda 8 agisal huzi ile donen esnek bir ubuga bagh O-
xy koordinat takiminda bu dénme hareketinden 6tiirii bir P noktas: civanindaki sonlu
fakat ¢ok kiigiik bir gubuk pargasimin herhangi bir t amindaki konumu gorilmektedir.
Burada s6z konusu pargacifin x ve y dogrultusundaki hareket denklemleri agagidaki gibi
yazilabilir:

(Ncosg — Ncoso)+ (Qsin G~ Qsin ¢) = Am apn,

4.30
(ﬁsin@—Nsin ¢)—(600s6—Qcos¢)= Am ap-, (430

Burada P’ noktas1 o anda pargacigin kiitle merkezini temsil etmektedir ve 0 <& < 1, ve

0<n <1 olmak iizere koordinatlan (x+ut+&(Ax+Au);v+n +Av) olan noktadir. apy ve apry
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ile bu noktamn x ve y dogrultusundaki mutlak ivme bilesenleri gosterilmistir. Am
parcacign kiitlesi olup pAAx e esit alinabilir. Burada, A gubugun kesiti, p yogunlugu ve
Ax elemani ilk boyudur. (4.30) denklemlerinde Ax—0 alarak limite gegilirse

2 (Neosp)+-2-(Qsing)=p Aa,
ox Ox 4.31)

O . \ D
5 (Nsing)-—(Qeosg)=pAa,

denklemleri elde olunur. Bu denklemlere istenirse Sekil 4.3. deki par¢acigm momentler
dengesine ait denklem de ilave edilebilir. Buradan kesit dénmelerinin ve kesme
kuvvetlerinin etkilerini iceren denklemlere gegmek miimkiindiir.

Newton (veya Euler-Newton) tarzinda hareket denklemleri bazen cismin sonlu bir
parcasmdan hareketle de ¢ikarilmaktadir. Mesela donen bir kirigin 6zellikle enine elastik
deplasmanlarina iligkin denklem bu gekilde elde olunabilir (Sandor ve Zhuang 1986).
Sekil 4.4. de donen kirigin sonlu bir pargas1 gosterilmigtir.

YA

N v(x,t)

xu(xt) & LtuLp)
Sekil 4.4. Sonlu Kirig Par¢asinin Dinamik Dengesi

dDy ve dDy diferansiyel pargalara tekabiil eden atalet kuvvetlerini gstermek iizere x ve y
dogrultusundaki dinamik denge,

L+u(L,t)
—Ncosp—-Qsing + Ide =0

x+u(x,t)

L+u(L,t)
—Nsino+Qcoso + IdDy =0

x+u(x,t)

(4.32)

denklemleriyle ifade olunur. Burada,
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dD, =-a,dm

dDy =-a, dm

(4.33)

dir. Gerek (4.31) ve gerekse (4.32) denklemlerinde incelenen &zel probleme iligkin ivme
bilesenleri yerlegtirildiginde Newton tarzinda hareket denklemleri bulunmus olur.



5. TEK SERBESTLIK DERECELI ESNEK MANIPULATOROUN DINAMIGi

5.1. Giris

Daha 6nceki boliimde belirtildigi gibi bir manipulat6riin hareket denklemlerinin
¢ikariimasinda en yaygm olarak kullamilan yOntemler Lagrange-Euler ve Newton
formiilasyonlaridir. Ancak bu metotlardan hangisi kullamlirsa kullamlsin sonugta elde
edilen hareket denklemleri kismi tiirevli, yiiksek mertebeden ve bagli (coupled)
denklemler olup, bu denklemler i¢in analitik bir ¢dziim bulmak ¢ok zor hatta imkansiz
oldugundan denklemler gesitli yaklagik yOntemlerle ¢dziilebilmektedir. Céziim igin
kullamlan metoda bagli olarak hareket denklemlerinin g¢ikarilig tarzi da farkhihk arz
etmektedir. Bu husus, bu bSliimde Ornek olarak ele alinan tek serbestlik dereceli

diizlemsel bir manipulat6r iizerinde ayrintili bir gekilde incelenecektir.

5.2. Tek Serbestlik Dereceli Esnek Bir Manipulatoriin Hareket Denklemleri

\Y
PI
o 8
y A P <g P

\‘ (<] £ P < X
v \'
B v . e

' U\ V- X X
"‘. 9,9 X C \}’\
; :

@) X

Sekil 5.1. Esnek Kolun Konumunu Belirleyen Parametreler

Uzvun elastik egrisi lizerinde ve O noktasindan x kadar mesafede olan C noktasi
ile C’den e kadar uzaklikta bulunan P noktasim ele alalim. P noktasimn yer vektorii
uzva bagli O-xyz dénen takiminda

F=(x+u-e' sin(p)f+@+e’ cos®)j (5.1
seklindedir. Burada ¢ herhangi kesitin dénmesini temsil etmekte, e ise P noktasmmn

kesit ekseninden dik mesafesini gostermektedir. Kiigiik deformasyonlar i¢in e’=e almak

miimkiindiir. Bu durumda,

F=(x+u—esing)i+(v+e cosp)j (5.2)
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olur. Yer vektoriiniin zamana gére bir kez tiiretiimesiyle P noktasinin hizi, ikinci kez

tiretilmesiyle de ivmesi bulunur:

{3=[1’1—vé—e (é+¢)cos (p]_i‘

+[v+(x+u)é—e(é+¢) sin (p]j (5.3)
éi=[ﬁ‘z"’é—vé—(x+u)§2 -
ook wrorsbamsng @ loind

+[\7+(x+u)é+21'lé—-véz—

(é + ('f))esin o- 2é¢ecos<p - (éz + ¢2)ecosq)]3'
5.2.1. Lagrange-Euler Formiilasyonu ile Hareket Denklemlerinin Cikarilmasi

Uzvun kesitinin tiniform oldugu kabuli altinda (5.3) bagmtisi (4.8) de yerine konursa
T= IH %{[ﬁ—vé—e(éﬂi))coup]z
uzuv
+[\"+(x+u)é—e(é+¢)sin(p]2}pdAdx
L L L
=lija2dx+lpAé2 [v2ax —pAéjuvdx (5.5)
29 2 0 0
r AIj"zdx 1 AézLj 24
+2p 0V +2p 0(x+u) X
L L 1 L
+pAb [x Vdx +pA6 fuvdx + 5 Pl [(6+¢)*dx
0 0 0
bulunur. Burada
ffeda=0 [fe*da =1, [Jaa=a (5.6)

baémtﬂarmdan yararlantimustir.

(5.5) bagntisina farkli bir muhakeme ile de ulagilabilir. Sonsuz kii¢iik kalinlikta
farazi levhalarin kesit agirlik merkezinin hiziyla telendigi ve ayrica bunun etrafinda
déndigi distiniiliirse kirigin 6telenme kinetik enerjisi

L
[Bc B¢ pAdx (5.7)
0

ve déonme kinetik enerjisi ise
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L
™0 = [(0+6f plyax (5:8)
0

seklinde ifade olunabilir. Burada O, yer vektorii
To=(x+u)i+vj (5.9)
olan herhangi bir kesit agirlik merkezinin hiz vektérii olup
=[a-vO[i +[v+ x+u)dj (5.10)
seklindedir. Toplam kinetik enerji T ise
T=T% +TP (5.11)
olup, (5.7) ve (5.8) agik yazildiginda (5.11) ifadesinin (5.5) ile bulunana 6zdes oldugu
goriiliir.
Kolun toplam potansiyel enerjisi ise Boliim 4. de verildigi gibi Vm, VN, ve V7
terimleri sirasiyla egilme momenti, normal kuvvet ve kesme kuvvetinin yaptiklar: isleri

gostermek tizere
V=VM+VN+VT
1 sV, 1k o YV
=—j( )dx+ IEA( )dx+—jk'GA(——-<p)dx (5.12)
2 ox 23 ox
2
L 2 L 2
=lj( )dx+ jEAa“ 1(6") dx+-1-jk'GA(@—<p)dx
24 ox  2\ox 2] ox
seklinde yazilabilir.

Uzva ait enerji ifadeleri boylece elde edildikten sonra sistem Lagrangiam
tammlanmig olur ve (4.7) esitlifi ile hareketin Lagrange denklemleri elde edilir.
Lagrange denklemleri yazilirken sisteme ait bafimli ve bagimsiz degiskenlerin
belirlenmesi gerekmektedir. Ele alinan tek serbestlik dereceli diizlemsel manipulatSr
ornegi igin, kol ekseni lizerindeki herhangi bir kesitin deformasyondan 6nceki yerini
belirleyen ve kola bagli koordinat takiminda &lglilen x parametresi ile t zaman
parametresi baZimsiz degiskenler olurken kesitin eksenel yer degistirme miktar1 s(x,t)
veya bunun kol ekseni iizerindeki izdiigiimii u(x,t) ile enine yer degistirme miktari
v(%,t), kesit donme miktar1 @(x,t) ve kolun dénme agis1 O(t) ise bagimlh degiskenler
olmaktadir. Burada dikkat edilirse bagimli degiskenlerden s, u ve v arasmda, aym
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bagimsiz degiskenlere bagh olmanin diginda bir geometrik iliski de s6z konusudur. Bu
nedenle her ili¢ degisken aym1 anda genellestirilmis koordinat olarak kullamilamaz,
bunlardan sadece ikisi genellestirilmis koordinat olarak segilebilir. Bu durumda 6rnegin
v, ve 0 min genellestirilmis koordinat olarak alinmasi durumunda manipulatériin
esnek hareketine ait hareket denklemleri i¢in agagidaki esitlikler elde edilir:

’

i —uf? —2Vé—v§—£(u’+%v'2) = x0?
p

¥ + 206 — vH? +ué—k’%(v”—(p’)—ls-l:(u%—;—v'z)v'} =—xB (5.13)
¢—§—<P"—k'i—?(v'—¢)= -6

(5.13) ifadesinden goriildiigii gibi esnek manipulatdre ait hareket denklemleri nonlineer
olup, nonlineerlik potansiyel enerji teriminden kaynaklanmaktadir. Bu nonlineerlikten
kurtulmanin bir yolu normal kuvvetin igi i¢in (4.15) bagntis1 yerine (4.29) nin
kullamlmasidir ki, bu yo! gerek icerdigi terimlerin basitligi gerekse ¢dziim agamasinda
sagladig1 kolayliklar nedeniyle oldukga tercih edilmektedir. Normal kuvvetin isi i¢in
yapilan bu degisiklik neticesinde (5.13) ile verilen hareket denklemleri,

- ud? — 296 — vB— £ u” = 2
p

¥+ 200 — vB? +ub -—k'-g(v”—(p')— (Nv') = —xb (5.14)
P
. E n rGA ' O
$~—9¢"+k'—(v'-9)=—0
P pI

halini alir.

Gerek (5.13) gerekse (5.14) ile verilen hareket denklemleri tek serbestlik dereceli
diizlemsel bir manipulatdr i¢in, uzuv lizerindeki herhangi bir noktanin enine, boyuna
deformasyonlari, kesitin kayma deformasyonu ve d6nme atalet etkisi gdz Oniinde
tutularak ¢ikarildiklarindan hareketi olduk¢a genel halde temsil etmektedirler. Halbuki;
Timoshenko, uzvun kesit boyutlarmin boyuna oranla kiigiik olmas1 halinde kayma
deformasyonunun ve hatta donme ataleti etkisinin ihmal edilebilecegini g&stermistir.
Kayma deformasyonu ihmal edilirse (4.23) esitliginden v'=@ yazilabilir ve bdylece
kesme kuvvetinin yaptig1 ig de sifira esit olur. Bu kabuller altinda (5.13) deki hareket
denklemleri,
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u—uez—zve—ve—E(u'+—v'2) = x6?
P , (5.15)
i7+21'1€'9—vé2+ué+E'\/""'—-I—x7"—E (u'+lv’2)v' = —x6
pA A p 2
ve (5.14) denklemleri de,
fi— 002 — 298 — vB — Zu” = x?
P (5.16)

+200-v82 +ub+ Ly Lo (v = —xb
pA A

seklini alrrlar. Enine deformasyonlara ait denklemlerde I/A¥” terimi ihmal edilirse

kesit donme ataleti dikkate alinmamig olur.

Literatiirde u deplasmam ve tiirevlerinin olduk¢a kiiclik oldugundan hareketle
sadece enine deplasmanlara ait hareket denklemlerinin ele alindifi c¢aligmalar da
mevcuttur (Yigit ve ark. 1988). Burada ele alinan 6rnek i¢in sadece enine deplasmanlara
ait hareket denklemi, (5.16) denklemlerinin ikincisinde u ve u’nun tiirevlerini igeren
terimlerin atilmasi ile,

v+ Bl _ Lo (v = b (5.17)
pA A .
seklinde elde edilir.

Potansiyel enerji teriminden kaynaklanan nonlineerligin ortadan kaldirilmasmnm
bir diger yolu da genellestirilmis koordinat segiminde u yerine s deBiskeninin
alinmasidir. Ancak bu durumda kinetik enerji ifadesinin (4.14) bagintisina gore yeniden
diizenlenmesi ve Lagrange denklemlerinin buna gore olusturulmasi gerekir ki bu
durumda hareket denklemleri kinetik enerji terimleri iizerinden de nonlineer bagh hale

gelmektedirler. (5.5) ile verilen kinetik enerji ifadesi (4.14) e gore yeniden diizenlenirse,

1 L X X \2 1 )
T=<pA | sz—zsjv'v'dm[jv'v'dx dx + — AL*9?
2 3
0 0 0 J
. L X 1 X 2]
+A? sz—sJ'v’zdx+Z Iv’zdx dx (5.18)
0 0 0

L X L L
+2A62 I[s —% Iv’zdx]x dx+A Ivzdx +A 62 .[vzdx
0 0 0 0
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L X L
~2A8 j [s— j v'\'z'devdx+2Aé j x v dx

0
L
+2Aéj(
0

elde edilir. Potansiyel enerji igin de (5.12) bagntistmin ikinci satirindaki karsiligs

l\)l'—‘

X
[v ’2devdx+ 1 pIxxI(9+(p) dx}
0

kullamlir ve s, v, ¢ degiskenleri, genellestirilmis koordinatlar alinarak Lagrange

formiilasyonu uygulanirsa hareket denklemleri,

(s —ljv'zdx) ~92(s—ljv'2dx] —26v —bv ——Es” =6%x
25 20 P

. x . x .
V +29(s—ljv'2dxj —vo? +(s—lj'v'2dx)9—k'9—(v”— o)
2 29 P

0

. x : . x - y
— [{Gz(s - —;— | v’2dxj +6%x +20v - (s v %Jv’zde + OvJv} =-x0 (5.19)
0 0

. E , ,GA,,
p-—0"-k'—('-0)=-9
p pI

seklinde elde olunur. v'=¢ alinmasi halinde ise,

X - - ( X - . .
(s‘lIV'deJ —@° s——l—jv'zdx]—ZB\"—Gv——E—s"zezx
20 \ 20 p

: x ', x n
V+20 s—lj'v’zdx ~-vo? + s——l—jv'de 9+Ev””—-l\'}" (5.20)
20 ) 20 pA A

14

. x - » X - .. .
- {(92 (s 1 ] v'2de +6%x + 26V - (s 1 ] v'2de + OVJv:I = —x0
29 29

denklemlerine ulagilir.

5.2.2. Newton-Euler Formiilasyonu ile Hareket Denklemlerinin Cikarilmas

Béliim 4. de sonlu ¢ubuk pargasinin dinamik denge denklemleri yazilarak Newton
tarzinda hareket denklemlerinin eldesi i¢in bu denklemlerde, incelenen probleme iligkin

ivme bilegenlerinin yerlestirilmesi gerektigi belirtilmisti. Burada ele alinan tek uzuvlu
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manipulatoriin elastik egri iizerinde bulunan herhangi bir noktasimin dénen Oxy

takimindaki hiz ve ivmesi i¢in (5.3) ve (5.4) bagntilarinda e=0 konarak sirasiyla
v=(i-vOi + (¥ +(x+u) 6)j (5.21)
a= (ii—2\"9—(x+u)92 —vé)?+(v +200-vH? + (x +u) é)} (5:22)
yazilabilir. Bu durumda (4.33) ile verilen atalet kuvvetleri,
dD, =—-a,dm=-a, pAdx = —pA(ﬁ —2v0-(x+u)6? - vé)dx

dD, = -a, dm = -a, pA dx = —pA (7 + 206 — vd? + (x +u) 8)dx (5.23)

y

olmaktadir. Burada, ay ve ay daha 6nce de tammlandig: gibi diferansiyel elemanin kitle
merkezinin ivmesinin x ve y bilegenleridir. (4.32) denklemlerinde u degisimlerinin

kiigiik oldugu kabuliiyle integral sinirlart x den L ye alinir ve integraller yalmz
birakilirsa,

L
—Ncosq)—Qsin(p:IpA(ﬁ—Zvé—(x+u)92 —vé)dx
X

Y (5.24)
—Nsin@+ Qcoso = IpA(V+2ﬁé—v62 +(x +u) é)dx
X
elde edilir. Her iki tarafin x e gore tirevleri alinirsa,
(N cos<p), + (Qsin (p)' = pA(ﬁ —2V0-(x +u)(§2 - vé) (5.25)

(N'sin (p)' —(Qcos<p), = pA(V +200-v6? +(x +u) é)

bulunur. Burada ()’ =§x—() anlamindadir. Dikkat edilirse (5.25) denklemleri daha
onceden g¢ikarilmis olan (4.31) denklemleriyle 6zdestir. (5.24) denklemlerinden N

normal kuvveti,

N = —coscplij(ii—Z\'/é—(x+u)é2 —vé)dx
L" (5.26)
—sin (pIpA(V+2ﬁé—v92 +(x+u) é)dx
X

ve Q kesme kuvveti,
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L
Q= —sin(pij(ii—Z\'/é—(x+u)(§2 —vé)dx
o (5.27)
+cos<pij(<;+2ué —v&? +(x +u) é)dx

X

olarak bulunur. (5.26) bagintisinda ilk integraldeki (x + u) 6? teriminden x §? ayrilirsa,

L L
N=—coscpj'pA(ii—Zx'/é')—(x+u)(§2 —vé)dx+cos¢Ipr92dx
X X

. (5.28)
~sm¢pr(V+2ﬁé— vH? +(x +u) é)dx
X
ifadesi elde edilir. Burada,
L . 1.
Ny =J'pr92dx=EpA92 (L2 —-xz) (5.29)
X

rijit halde merkezkag kuvvetlerden dolay: kesitte olusan normal kuvvet olup, bu kuvvet
bir ¢ok caligmada enine elastik deplasmanlara ait hareket denkleminde N normal
kuvveti yerine kullamilmaktadir (Yigit ve ark. 1988, Simo ve Vu-Quoc 1987). Buna
gore (5.28) i,

L
N -—-—cosq)j‘pA(ﬁ—Ziré—(x+u)é2 —vé)dx+NM cosQ
x (5.30)
L . . »e
—simpij(ii+2ﬁG—sz +(x +u) e)dx
X

seklinde yazmak da miimkiindiir. N normal kuvveti, daha 6nce tanimlandig: gibi 0s/dx

eksenel uzama oramyla iligkili olup,

Js
N=EA—
ox

bagintis1 meveuttur. $imdi kiigiik egimler kabulii altinda x ve y dogrultularinda hareket
denklemlerinin nasil ¢ikarilabilecegi gosterilecektir. u’<<l1 i¢in tan ¢ = v' / (1+u’) den
tan @ = v’ ve ayrica kiigiik ¢ agilari igin sin @ =tan ¢=v’ alinabilir. Bu durumda cos ¢ =1
dir. Ayrica kesit donme ataleti ihmal edilirse Q = dM /0x = EI v""' ve 0Q /0x = EI v
bagintilar mevcuttur. Bu kabuller altinda (5.27) bagintisi,
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Q=—v'I.rpA(l'i—Z\'lé—(x+u)('92 —vé)dx+v’NM

L x (5.31)
+j‘pA(ii+2ﬁé—V92 +(x+u) é)dx

X

seklini alir. Burada (5.27) nin sag tarafindaki integral (5.29) dan yararlanarak

pargalanmugtir. (5.31) nin her iki tarafi x e gore tiretilip yukarida verilen Q = EI v

bagintisi da kullanilirsa,

EIv"+pA (i +206 - v62 +u )

14

5.
{[NM —]J:pA(ii 296 -u? _vé)dx}v'} o —oAx (532)

denklemi elde olunur. Bazi yazarlarin yaptig: gibi integral terimi ihmal edilecek olursa,
EIv™+ pA(\'i +200-vO% + ué)— (Ny V') = -pAxH (5.33)
denklemine ulagilmaktadir. Bu durumda (5.32) denklemindeki integral teriminin

ihmaliyle normal kuvvet yerine rijit haldeki merkezkag kuvveti alinmig olmaktadir.

x dogrultusundaki hareket denklemi igin de (5.26) esitligi (5.31) ye benzer tarzda,

L
N =—IpA(ii—2\'/é—(x+u)é2 —vé)dx
- (5.34)
—v’ij(<}+2ué—v62 +(x+u) é)dx

X
seklinde yazilip N=EAs’ bagintisi géz oniine alinarak denklemin her iki tarafi x e gére
tiretilir ve diizenlenirse,
EAs"—pA fi - 206 - ub? - v )

L . NER L (539)
+ IpA(V+2ﬁ6—V62 +(x+u) G)dx v’y =—pAxH?
X

elde edilir. (5.34) de v’ nin kigiik oldugundan hareketle ikinci integral ihmal edilirse
(5.35) yerine,

pA (- 206 —ub? —v8)-EAs"=pA x6? (5.36)

bulunur ki bu denklem daha once (5.13) de verilen boyuna deplasmanlara ait hareket
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[4

denklemiyle 6zdegtir. Tek fark (5.13) de s” nin (u' + —;—v'z) seklinde alinmasidir.

5.3. Hareket Denklemlerinin Yaklasik Coziim Yontemleri

Bolim 5.2. de formiile edilen hareket denklemleri genellikle nonlineer kismi
diferansiyel denklemler olup bunlarin kapali ¢6ziimlerini bulmak olduk¢a zor hatta
bazen imkansizdir. Bu nedenle gesitli yaklagik ¢oziim yontemleri gelistirilmis olup,
burada bu caligmada yararlanilan ¢ yontem kisaca agiklanacak ve bu yontemler
kullanilarak gikarilan hareket denklemleri verilecektir. Bu {i¢ yontem sirasiyla Kabul
Edilmis Modlar, Sonlu Elemanlar ve Galerkin yontemleridir. Her i¢ yontemin ortak
Ozelligi kismi diferansiyel denklemleri ayriklagtirarak, adi diferansiyel denklem
takimlarina dontgtirmeleridir. Bunlar arasinda Kabul Edilmis Modlar yontemi
dogrudan enerji terimlerinden ige bagladigindan hareket denklemleri de dogrudan ayrik
adi diferansiyel denklemler olarak elde olunurlar. Ote yandan Galerkin yontemi Euler-
Newton veya Euler-Lagrange formiilasyonlarindan birisiyle bulunan kismi ttrevli
hareket denklemlerine tatbik olunarak onlan ayriklastirmaya yarar. Sonlu Elemanlar
yontemi ise bizzat kendisi bir ayriklagtirma prosediirii olmakla beraber, bu ayriklagtirma
Kabul Edilmis Modlar’da oldugu gibi enerji terimlerinden veya Galerkin’de oldugu gibi
mevcut bir hareket denkleminden yola ¢ikarak tatbik edilebilen bir yontemdir.

5.3.1. Kabul Edilmis Modlar Yontemi

Kabul Edilmis Modlar yéntemi, problemin ¢dziimii i¢in
n
y(x,1) = ®;(x)q;(t) (3.37)
j=1

seklinde bir seri kabuli yapmaktadir. Burada gj’ler zamanin fonksiyonu volan
genellegtirilmis koordinatlar, @;’ler ise konuma bagli fonksiyonlardir. Cogunlukla ®; ler
yerine incelenen sistemi en yakin temsil edebilecek bir sistemin modal fonksiyonlan
alindigindan bu metoda Kabul Edilmis Modlar metodu ad: verilmektedir

Burada incelenen manipulatér 6rneginde, ¢6zimii aranan, kolun boyuna yer

degistirme fonksiyonu s(x,t) ile enine yer degistirme fonksiyonu v(x,t) nin biri sadece
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konuma digeri ise sadece zamana bagh iki fonksiyonun garpimiarindan olusan serilere
acilabildigi, yani

s(x,1)= > @7 (x)q;*(t)

=1

) (5.38)
v(x, )= @' (x)q;" (t) ‘
j=1

oldugu kabul edilir. Burada @;° (x) ve ®@;" (x) ler kolun boyuna ve enine titresimlerine ait
oz fonksiyonlar1 veya tabii modlari, g;°(t) ve g;'(t) ler de bu fonksiyonlara karst gelen
genellestirilmis koordinatlart gostermektedir.

Manipulatér kollarimin  dénme hareketi kok noktasina yerlestirilmis tahrik
elemanlan: ile saglandigindan dinamik model olugturulurken tahrik elemam ile kol
arasindaki baglantinin rijit oldugu kabulii ile manipulatér kolu, bir ucu ankastre diger
ucu serbest, modellenen kolun bir ara uzuv olmas: halinde de, serbest ucunda ardigik
kolun tahrikini saglayan elemani temsil eden bir kitle bulunan ¢ubuk olarak ele
' alinmaktadir. Bu nedenle ®;° (x) ve @;' (x) fonksiyonlan igin, bir ucu ankastre bir ucu

serbest gubugun enine ve boyuna titregimlerine ait,

®.*(x) = sin 2 —DEX r=12,..
j ) =sin@r=1 7 (5.39)
®,"(x) = (cosh;x — coshA;x) - k; (sin) jx — sinh A.3x)
seklindeki 6z fonksiyonlar1 alinmugtir. Burada,
cosA:L +coshA;L
_ {cosh; i) (5.40)

i= T :
(SlIl?\,JL + sinh )"]L)
dir (Giirgoze 1984). Kabul edilmis modlar metoduna gore (5.38) esitlikleri ile verilen

¢oziim serileri ve ilgili tiirevleri kolun toplam potansiyel ve kinetik enerji ifadelerinde

yerlerine kondugunda,

1 1
V=_BAY Y whiae + 5 B X0y 4i%q;°
i j i
1., '
+—2—k GAZZVU quij -k GAZZQIJ qivqj(p (541)
i ij
.,
+—2-k GAZZXU qiq)qj(p
i ]
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1 b ~ . -
T=2 P{ A[Zzasﬁ 4°4;° -2, 2 D B ditey ax” +
i i j ok
V. V V. V L13 .2
ZZZZ%M% q; dx 9 +A1—*3—e1
i j k1

+AH? {}:Zasij a’q® ~ D) D Bk ai’e; ax’ +
i j i j k

i
1
ZZZZZ@ijmqivq PCTAL T }
i ] k1
+ 2A92[Z Nig;® - ‘;‘Zzpij qivqjv}
1 1 J

+AY > pdia; + A6®> > u;q;"q;"
1) P )

- 2A9{2275ij G TED I I WA L jvqu}
i j i j ok

+IOL+2103 1q;° +13 3 Ay 4;%4;° +2483 0,
i T i

j (5.42)
: v .
+ ZAG{ZZYsij qi°q;" _EZZZCij,k 4i'q jVkajl }
i ] i j k
bulunur. Burada
L L L
o = [¢%i¢°5dx p= [o7ea = [o%idx
0 0 0
X L L
@V = 9"} dx i = [$%ig"jdx Ay = [0% 9% dx
0 0 0
L L L
Bij =[50 dx  Gy= [OVuh dx vy = 4179 dx
z ' ] 54
Ejua = [0 adx ;= [o;"xdx, Q= [of";dx
0 0 0
L L L
&= [¢ixdx, Vi = Joreax, oy = [9%97dx
0 0 0

L L L
Py = ICDVﬁ xdx T = I¢§'v¢3’vdx v; = J'¢§de
0 0 0
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olarak tammlanmustrr. g;° , qi° ve qi° genellestirilmis koordinatlar olarak alinip Lagrange
denklemleri yazildiginda, ns, ny ve ng her bir hareket defigkeni igin g6z Oniine alinan

mod sayilarim gdstermek iizere uzvun hareket denklemleri,
> ad; - >3 Bixq; i~ >3 By Ak
j j k ik
: . 1, .
—29};7%,-(; A Eezzk; Bk dk’ i=1,2,, 0 (5.44)
j j

_ez Ysijqjv + Z(E \I/Sij _ eZasij )qjs _ 92Asi =0
j i

Zjuijfijv —§%B jiidi e
+zj:zk:21:§iﬂdq i d + ZQZYSJifl i
j
+Zj:§;§iﬂdq jaga” + 29?2}(:(@53 -G jk,i)q ik
+ézj:Ysjqu's + éz%%Bj,kiqjsqu
—%ézzjlgzl‘,&ijquj‘VQkVQIv +6m;
+§zj:zk:(cij,k -%C jk,i)q ik
+§(92pij 6y + k'—;}-vij)qjv

G
-k ;ZQijqf =0 =12...0, (545
]

. , GA , GA
Lgty? + K 2y =k oL 2
i Fj J i=1,2,....,0p  (5:46)
+ éKi +—Zcijqjq’ =0
P
olarak elde edilir. @ =8v/dx almmas: halinde kesit dénmesi @ artk bagimsiz bir

degisken olmadifmdan (5.46) denklemine gerek kalmamaktadr. Bu durumda (5.44)
esitligi aynen gegerli olmakta ancak (5.45) ise agagidaki hale dontigmektedir.
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zj:(llij vlquJ ZZBJ,qu qi’ + ZZZQUHQJ Qx4
+§Zk:21:§ijk1q PTG 29?21(:(%,1( - Cik,i )q i
+20)7'jiq;’ + ézz%‘,ﬁ RECTCT
j j
“%QZZZZ&ijmqj”quqlv + é%vsﬁqf (547)
+922(€u, 750k, x]qj Ui +9(m Y ]
+Z( 1 +0%py —ézpijjqjv =0
Kinetik ve potansiyel enerji terimlerinin u, v ve ¢ ve bunlarm tiirevleri cinsinden ifade

olunmasi halinde ¢ ye iliskin denklemlerin yapis1 degismemekte, buna mukabil u ve v
ile ilgili denklemler agagidaki gibi elde olunmaktadir:

. $h ¥ 1E
> atdt -20) v q;" -0 v e + 2 PIP I T
j i i ik

E (5.48)
+ Z(_wuij _ éZauijjqju _ éZAui =0
i \P
D hdy" +20) v"iq;" + 0> y"jiq;" + Om;
i j i
+1'E“ZZZ€“1<1<1'VC11<V‘11V +'Fizzs';kq-“qu
2o TR P (5.49)

+z(k' g oy kT T -

@ = 0v/ox ise, v denklemi
vV . u.-u . . u “ | El 9 v
Z}lqu +ZGZ'Y quJ +92'Y qu,l +9ni+X6vi+z —X‘Eg—e ”’l_] qJ

+__ZZZGQHqJ Qe q += ZZE ikd; k. =0 (5.50)

olur. Burada
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L L L
a'y = [¢Uietidx %5 = [0%ie idx ey = I¢iu¢3"¢{<vdx,
N i (5.51)
A= Pixdx, w5 = 6195 dx, Gy = j¢'” L op"dx,
0 0

seklinde tarif edilmigtir.
(4.29) bagmtisinda normal kuvvet yerine merkezkag kuvvetin alinmas: halinde,

Zo‘uijfiju —2927uij(1jv -ézyuijq jv
j j j
+ Z(—E—w“ij ~ 6% quu ~6%A% =0
~\p
j

(5.52)

2okd; +26Q v ;" +8) v sas" + 9("11 +Xvi)
j j j
1
i Z( O, "]‘“ *3 esz[Z( y Xij)qjvJ =0 (5.53)

i

L
Burada x; = [¢{" ¢;'x? dx dir.
0

Boylece, kabul edilmis modlar metodu ile sistemin yiiksek mertebeden ve kismi
tiirevli hareket denklemleri, sayisal olarak ¢6ziimii miimkiin olan ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklem takimi haline doniigtiiriilmiis olmaktadir.

5.3.2. Hareket Denklemlerinin Cikarilmasinda Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar y6ntemi de aslinda bir ayriklagtirma prosesidir. Yontemin ana
fikri mevcut sistemi daha kiigiik elemanlara ayrilmig gibi diiglinlip, herbir elemanda
incelenen olaya iliskin biiytikliiklerin degisimini ifade etmek ve daha sonra elemanlarin
birbirleriyle baglant:i noktalarinda siireklilik sartlarm g6z Oniinde tutarak “nodal
biiylikliikler” cinsinden saglanacak olan denklemler elde etmektir. Her elemanin komgu
clemanlara baglandig1 noktalarina elemanin uglari, bir elemanin diger bir elemanla
baglandig1 noktalara ise diifiim denir. Bazen hassasiyet amaciyla eleman da alt
elemanlara boliinebilir,. Bu durumda elemanin sinirlart iginde de diiglimlerden
bahsedilebilir.
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1. eleman i. eleman n;. eleman
N
t ot N ]
i. nod i+1. nod
N -
——

(b)
Sekil 5.2. Manipulatdriin j Uzvunun Sonlu Eleman Modeli

Bir manipulatériin dinamik analizinde de sonlu elemanlar yontemi sikga
kullanilan y6ntemlerden biridir. Sonlu eleman formiilasyonlarinda da farkli ¢ikig
noktalar1 mevcuttur. Cikarilmig bir hareket denkleminin her elemanda gegerli oldugu
diisiincesine dayanan Galerkin y6ntemiyle, enerji terimlerinden hareket eden Lagrange
y6ntemi baslica iki yaklagimdir. Burada Lagrange tipi sonlu eleman formiilasyonu ele
alinacaktir.

Manipulatériin herhangi uzvunun sonlu eleman yontemiyle analizinde ilk adim
kolun elemanlara béliinmesi ve eleman uglarina ait degiskenlerin belirlenmesidir. Rijit
manipulatére ait hareket programu biliniyorsa, bdyle bir dinamik analizde nodal
biiyiikliiklerin yer degistirme ve dénmeler olarak segilmesi anlamli olur. $ekil 5.2 de
manipulatdriin j. uzvunun sonlu eleman modeli verilmigtir. Sekil 5.2.(b) de j. uzvun i.
elemam nodlar1 ve nodal biyikliikleriyle gosterilmistir. Burada w); , wy; srasiyla
boylamasina, Vi , v enlemesine ve nihayet (pj],- , (pjz,- ise agisal deplasmanlari
gostermektedir. 1 indisli biiyiikliikler elemanin sol ucunun, 2 indisliler ise sag ucunun
elastik deplasmanlaridir. Bu deplasmanlar j. uzva bagh donen koordinat takiminda
tanimlanmaktadirlar. Dolayisiyla sabit takimdaki elastik deformasyonlara gegmek igin
(global elastik deformasyonlar) bir koordinat transformasyonu yapilmas: gerektigi
agiktir.

Burada g¢ubuk elemanlar1 sadece bir boyutlu (x boyutu) diistiniilmiistir.

Dolayistyla herhangi bir x Kkesitinin her noktasma u ve v ler aym degerde
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varsayilmaktadir. Elemanm herhangi bir noktasindaki u, v ve ¢ degerlerinin nodal
degerlerin bir kombinasyonu oldugu 6n goriilmektedir. Bu nedenle burada Galerkin
veya kabul edilmig modlar metodunda oldugu gibi bagunh degiskenin zaman ve konum
koordinatlar1 cinsinden ayristirtlmasi s6z konusudur. Burada kabul edilebilir veya
mukayese fonksiyonlarinin yerine interpolasyon fonksiyonlar1 alinmaktadir.
Interpolasyon fonksiyonlar1 genelde elemana ait koordinat takiminda tamimlanur, zira bu
ifade basitligi saglar. Buna gore j uzvunun i elemaninn herhangi bir x; mesafesindeki
(0<x; <L{) u ve v biiyiikliikleri,

uyd (i, 1) = £ () i () + £a (x5 wai? (1)

vil (1) = £ ) Vi () + £ () Vi (1) (5.54)

+ £ (xiD) 01 (0 + Fga (i) @2 ()

seklinde yazilabilir. Burada kesme tesirinin géz Oniine alinmadig1 varsayildigindan @
ayrica tarif edilmemigtir. Bu durumda ¢ = dv; /ox; bagntis1 saglanmaktadyr. Dikkat
edilirse j uzvuna bagh takimm x’ koordinati ile x; eleman koordinat: arasmda

. Rl 4
x! = ZL‘lm '{'Xi'l (a)
k=1
ve dolayisiyla (5.55)
ax = dx’ ®

bagntisi vardir.

fyj , £ ve fy; fonksiyonlar: olarak Hermit polinomlarinin se¢imi literattirde

X:

basitligi nedeniyle yaygindir. Bu durumda sadelik i¢in j indisleri atilmis halde,
f =1-2 fun
1

ol 4] i J o
o[- 6 ) fwz-{—(:—zj =l

almmis olmaktadir. Interpolasyon fonksiyonlarmin bu tarzda segilmig olmasi, eleman

=
InlE

iginde du;/dx; uzama oram ile &’v, / axf ile verilen kesme kuvvetinin sabit oldugunu

kabul etmek demektir. Gergekten de (5.54) ve (5.56) yardimiyla



68

Ouj _Upi—Uy _ g,
* L 5.57
v, 12 (:37)

6
= == (Vi = Vi) + —=(@1; + P ) = sbt
Ei?, Li3 1i 2i Li3 1i 2i

oldugu goriilmektedir. Su halde eleman sayisi bu kabullerle gergek sistemin yiikleme
durumu arasinda uyumlulugu saglayacak diizeyde olmalidir.

5.3.2.1. Kinetik Enerjinin Hesab1

Bu c¢ahsmada sonlu elemanlarin Lagrange formiilasyonu kullamldigindan
herhangi bir eleman noktasinin hiz vektoriiniin nodal biiyiiklikler ve bunlarin zamana
gbre degisimlerini hesaplayarak ise baglamak gerekmektedir. Hiz vektérii igin (5.3)
bagntisinda e=0 koymak yeterli olmakla beraber, yer vektorii sabit takima gore
tanimlanarak hiz vektoriine gegilecektir. Sonlu eleman formiilasyonu tek serbestlik
dereceli manipulatér igin gikarilacagindan gubugun 6 donmesinin 6lgiildiigi takim sabit
almmaktadir. Aksi halde, & nm 6leiildiigti takimin bir 6nceki uzva bagh hareketli bir
takum olacagi unutulmamalidr. Sekil 5.1 deki O-XY sabit takimina gére elastik efri
iizerinde bir noktanin yer vektdrii matris formunda

(x}=rll{x+{v)) (5.58)
seklinde yazilabilir. Burada X, sabit takimda OSlgiilen yer vekt6rii, T hareketli O-xy
takimmdan sabit O-XY takimina transformasyon matrisi, X hareketli takimda deforme
olmamis cisimde noktanin yer vektori, U' ise i elemanmn smirlari icinde elastik

deformasyonlar vektorii olup, agik yazilislar:

- {3} @

1| ) ®

sin © coso

{x)-{3} © (5:59)

oy {2} @

seklindedir. (5.58) de iki tarafin zamana gore tiirevieri alimrsa mutlak hiz vektorii
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v}= (%)= [0+ (0p o (0} {0 (5.60)

olarak bulunur. Burada

[T] —sin 06 —cos@(:a
cos00 —sin60

fot = J-md
olmaktadir. {U}i ise
(o ={2} o

ile verilmektedir. Bu noktada U’ vektoriiyle

(5.61)

{df={e, vi o w vy @ff (5.63)

nodal biiytikliikler vektorii arasinda
fi 0 0 f, O 0

Hl=| © . 5.64

[ ] |i 0 fv1 f(pl 0 fv2 f<p2:| ( )
seklinde [H] bi¢im fonksiyonlar1 matrisi tanimlanirsa, (5.54) uyarmca

{U} =[] {q}' (5.65)
olacaktir. Buradan {U’}i

{uf =[ml{q} (5.66)

seklinde bulunur. [H] matrisi sadece x; nin fonksiyonu oldugundan [H]= [0] olduguna

dikkat edilmelidir. i elemaninin teleme kinetik enerjisi
| L;
Ty = ) IpiAi{V}T{V}dxi (5.67)
0

ile tammlandigmdan {V}7{V} nin hesaplanmas: gerekir. Bu ¢arpim agik yazilirsa

v v ={ o] () b} | { el (b €03 )+ I}
= ({xp+ {0 T B 1T o] (£ + ) 5.8
+({xy+ {0y T BT i o)
“wﬂM (U )+ {0 I [l { o

[T] matrisinin orto gonal ve bu nedenle
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[ [r]l= [T [T]=[] (569
oldugu hatirlanir ve

((x3+{uy) BT T 1 {0f = {0} " [ [ o] (£)+ {0F)

yazilabilecegine dikkat edilirse (5 .68) ifadesi

(VI vi= (G (3 T B (10 {0 570
+2{0) " B] ({x}+ (0§ {0) " {0
seklinde yazilabilir. i elemaninin nodal bitytikliikler vektdrii ile j. uzvun tiim nodal
biiyiikliikler vekt6rii arasinda

{a}' =81 {a} (5.71)
iligkisi mevcuttur. Burada j. uzvun eleman sayis1 n; ve her noddaki biiyiikliiklerin sayisi
3 olmak tizere {q} vektoriintin (3n7+3)x1 lik bir siitun matris oldugu, bu durumda [S]'
nin de elemanlar1 1 ve 0 lardan olusan 6x(3n;+3) likk bir matris olacaginmi kaydedelim.
(5.65), (5.66) ve (5.71) ile birlikte diisiiniilip, (5.70) de yerine konur ve daha agik

formda yazilirsa

(VIT{v}= x}T[QIT Bl¢x3+2{x}"[o[ 6] [ [ a}
[s]“[HIf[eP lollea] [sT{ q}+z Tlo[" fo]ren] [sti{ q}
Q) IS [T o]' (] (T {a}+ o ST [ [EIST e} (5.7
éZ{ } { }+zéZ{x}T[Hn [{q }+eZ{q}T SREEE; q}
xJ7 o] 1] ST {a}+ 2 { @) [SF¥ [ 6] [e2] [}
{q}"f[s]“r [ [1] ST { a}
elde edilir. Ayrica

L:

. 1 !

To =5piad? [{x}' {x}ax; (5.73)
0

teriminin hesaplanmasi gerekmektedir. Burada x donen takimda &lgiilen mesafe olup
(5.55.a) ile x; ye baglanmaktadur.

{xJT{x}=x2 =(:§Lm +xi]2 =(§Lm]z +2(i—zle]xi +x2 (5.74)

oldugundan yukaridaki integral
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_ i )2 i-1 3
T, %piAiez{[ZLmj L, +[2Lm]in +%} (5.75)
k=1 k=1

ktine el Basilk soglamak amacyl
B <ot [P s, Dl =TT
] =i, T o, Dl 61 Bt
) oot P BT o, paal -EFBallS] 79

{Ma}" =pia; j{X}T 9][ [Hldx, {Mg}T ={M}"[sf

Li . —_ .
(M} =pia; [(x) o] Bllelax,, (Mo} = (M, IS]
0
olarak tanimlandiginda i elemamnin kinetik enerjisi

Th = T8 + (Moo} {a)+ 3 {aff Mo T {a}+ (M) ()

. ! ‘ (5.77)
+Haf Mi] {a}+ - {6 M2 {4}
seklinde ifade olunabilir. Elemanin dénme kinetik enerjisi ise
. 1 L, .
Ty =2 [pili6+0) ax, (5.78)
0

idi. Burada ¢ elastik donmesi {U}' cinsinden bulunmalidir. ¢ = dv/dx kabuliiyle
(kesme kuvvetinin etkisi ihmal ediliyor)
Pu
p=fo 1T =0 H{of =0 Bl
atox
(5.79
{o 3mTBENa} = {of [E]is] {a}

yazilabilir. Burada {®} ile



72

{@}= {‘1’} (5.80)
vektori gosterilmigtir. Buna gére
Ty’ = 1oL, 62
2
L

(3T < bpy1, [} [r]ax, (T ={3}" [s] (5.81)

Ful® =pi; JE[H']T{‘D}T {o}[H]ax;, Dl =[] [ FIsT

tamimlanirsa

T =T + {3} {2 {a B g} 6.8

olmaktadir. Neticede i. elemamn toplam kinetik enerjisi

T =T +T) (5.83)
ve uzvun toplam kinetik enerjisi
n 5 .
T=)T (5.84)
i=1
seklinde bulunur.

5.3.2.2. Potansiyel Enerjinin Hesabi

Boliim 4 de bahsedildigi Uzere elastik potansiyel enerjinin normal kuvvetten
kaynaklanan kism: yaklagik olarak,

L 2 L 2
Vy = 1 f EA[QE) dx + 2 jN(-a—") dx (4.29)
2 ax 2J \ax

ile verilmekteydi. Sonlu eleman formiilasyonunda da bu yol takip edildiginden burada
once (4.29) ile verilen bagintiya i. elemanm katkis: hesaplanacak, sonra tiim uzuv i¢in

Vn potansiyeli elemanlarin katkilar1 toplanarak bulunacaktir. Bu nedenle oJu/dx ve

ov/dx in 8U i / 0x; cinsinden ifade edilmesi gerekmektedir.
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v i

-

ou
X _{1 oh&t =t oEHaf =1 o] {a)
‘ax‘. (5.85)
rggwl
ao=lo 112 ={o HElaf =l BEHd)
LOX )
olup {Q}= {(1)} (5.86)
olarak tanimlanirsa
2 HIB v {0 [T (g} (5.87)
bulunur. N normal kuvvetine
N= %pA(Lz —x2 )@ (5.88)

seklinde merkezka¢ kuvvetle yaklagilirsa (4.29) bagintis1 yardimiyla i. elemanin Vy
potansiyeline katkis: olan Vy

Vi~ e [P BT o Bl sHak
o2 fla B T (o}(of ] e 59
L ol BFIRT (ol{ssF (o ] sl
olur. Basitlik saglamas: agisindan,
] - T {QHQF s
Roal - Lo [T {oloF s
ool = 2outi Tl (o ks 590

[Ku]i = [S]iT [K.u]i [S]i
K J =ISTT R ] - B} BT
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matrisleri tanimlanirsa V'y ifadesi

Vi = o) K o)+ o K] {a) (59D
halini alir. Egilme momentinin isi ise lineer teoriden

Vy = -;—EIZ[ [—Z%]de (5.92)
olup,

2y (o [r]s) (o (5.93)

ox

yazilabildiginden i. elemanm egilme momentinin potansiyeline katkis1 Viy
L.
. 1 1 . R " .
V=5 EiL [{a)' S [T {o}{@f" [1] 5T {a}ax; (5.94)
0
olacaktir. Burada yine,

Kol <E [T (o} {o]T (1] ax,

; (5.95)
Ky ] =" Kyl ]
tamimlanirsa
Vi =~ {a) [yl {a} (5.96)

2
seklinde ifade olunabilir. Bu durumda uzvun toplam elastik potansiyel enerjisi ise
n;
v=Y (Vi +vi) (5.97)
i=1
olur. Bu b6limde ele alinan yatay diizlemde hareket eden tek serbestlik dereceli sistem
i¢in agrhik potansiyeli sifir alinabilir. Kolun Lagrangiani (4.6) uyarinca
L=T-V
olup, burada q; ve q;lere gore gerekli tiirevler almrsa hareket denklemleri matris
formunda
M {d} + [Cl{a} + [K]{a} = {F} (5.98)
seklinde yazilabilir. Burada
M]= My ]+ [3y4]
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[c]=2 M, [

[K]=[-Mu ]+ Ko ]+ K]+ K] (5.99)
{Fy=~{M }-{T}+{M,,}
olmaktadir. Esitliklerin sag tarafindaki bilyiikliikler tiim uzva ait matrisler olup, 6rnegin

[Mu]:z Myl . Bul= % [l

i=1 (5.100)

baZmtilar1 meveuttur. Ancak {F} vekt6riini olugturan {Mxl}, {j } ve{M,,} vektorleri

ise {Mxl}i, { J }i ve{sz}i vektorlerinden biraz daha farkl bir prosediir izlenerek
hesaplanmaktadirlar.

5.3.3. Galerkin Ydntemi

(5.13), (5.14) veya digerleri gibi kismi tiirevli diferansiyel denklemler seklinde
elde olunan hareket denklemlerinin ¢6ziimii i¢in uygulanacak ydntemlerden biri de
Galerkin prosediiriidiir. Burada (5.15) denklem takiminda kesit donme ataleti ihmal
edilmek kosuluyla Galerkin prosediiriiniin uygulamg: bir 6rnek olarak ele almacaktir.
Bu amagla denklemlerin tiim terimleri bir tarafta toplanarak agagidaki forma

getirilebilirler:

ii—uéz—zvé—vé—z(u'+%v'2) % =0
P (5.101)

¥ + 200 — vH? +ué+—E—Iv""——Fi (u'+lv’2)v' +x0=0
pA p 2

Bu denklemlerde u ve v bagimli degigkenleri yerine aynen kabul edilmis modlar
yonteminde oldugu gibi,

Tx) = Y0 (99" ®)

fl (5.102)
v(xt) = 6;" (x)q;" (V)

j=1

seklinde sonlu serilerden ibaret Tve Vyaklagik ¢oziimleri yerlestirilirse (5.101)
denklemleri,
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Z‘biufiiu - QZZ‘I)iuCIiu ‘292 ¢;'q;" - éZ‘PiVQiV
_—[Z‘bx q; +ZZ¢ _| qx q; J_XQZ =8u(x’t)

S ovd; -2 0"y +20 644" +0D 0" +——Z¢""V Y (5.103)
i i i i
E ! 14 II
_;[ZZMN jvqiquv + ;Zd’l quluqu
1 ] ]

3 ! n .
+§ZZ§¢iv CATAL RO qk”] +x0=g,(x,1)
i ]

halini alir. Burada g,(x,t) ve g,(x,t) denklemlerde kesin ¢Sziimler yerine yaklagik
¢oziimlerin kullamlmasindan ortaya ¢ikan hatay: temsil eden fonksiyonlardur. Galerkin
prosediirii (5.102) yaklagik ¢6ziimlerinde x e bagh fonksiyonlarin katsayilarinin, bu €,
ve g, hata fonksiyonlarim ¢6ziim domeni iizerinde minimize edecek tarzda segmeye

dayanir, 6yle ki ¢;" ve ¢;" ler,

L

[o" eu(x,tydx =0 =120 Ny

0 (5.104)
[o; e, (x,dx =0 =12, Ny

0

sartin1 saglamalidir. Bu iglem ise sirasiyla €, ve &, ile ilgili denklemlerin tiim terimlerini
o" ve ¢ ile carpip, konum koordinat(lar)min ¢5zim domeni iizerinde integrali
demektir. Sonugta x bafimsiz degiskeni denklemlerde ortadan kalkar ve (5.101)
denklem takimmdan toplam N,+N,, adet bagh, adi diferansiyel denklemden olugan bir
takima gegilmis olur, artik yegane bagimsiz koordinat t zamamdw. (5.104)

prosediiriiniin uygulanmasmndan sonra elde olunan denklemler agagidaki gibidir:
Yot -263 v 54" -6 5a;"
; : ;

Z( 8 +9 a gjqj __szljkq_] Jx =62Aui

(5.105)
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Z”gqj +2927 quj +GZY qu_]
j

( ug) ZZ( Al +7luk)qJ q”

(5.106)
3 E
) —Zzzfgmqj qc’q" =-6m;
P J
Burada (5.43) ve (5.51) e ilave olarak,
L L L
= j d197" dx, b = [orer or” dx, b= o707 o dx,

0 0 (5.107)

L
b = I¢1 Rdx, Lyg = (o707 oF of" dx
0

seklinde tanimlanmagtir.

Galerkin yonteminin kabul edilmis modlar yonteminden farki, bu prosediiriin
yukarida goriildtigii gibi herhangi bir suretle elde edilmis nibhai formdaki hareket
denklemlerini ayriklagtrmada kullanilmasidir. Kabul edilmis modlar yonteminde ise
enerji terimlerinden yola ¢ikildigindan elde olunan denklemler dogrudan g;* ve g;' ler
cinsinden olmaktadir.

Sonuglarin sunuldugu ve irdelendigi bélimde de deginilecek olmakla birlikte
burada kayda deger bir hususu belirtmekte fayda wvardiwr. (5.101) nonlineer
denklemlerine Galerkin prosediiri uygulanirken bu béliimiin baginda sunulan tek
serbestlik dereceli kol 6rneginde hemen anlagilacag: tizere u ve v arasinda bir iligkinin
mevcut oldugu goz ard edilmemelidir. Bu nedenle ¢;* fonksiyonlar: olarak bir ucu sabit
bir ucu serbest gubugun boyuna titresimine ait modal fonksiyonlar segilirse sistem
matematiksel olarak katilagtirilmakta, bu nedenle hayli kiiciik ve farkli sehimler
bulunmaktadir.



6. iKi SERBESTLIK DERECELiIi MANIPULATORUN
HAREKET DENKLEMLERIi

6.1. Girig

Bu bolimde niimerik ¢ozlimleri yapilmamakla birlikte iki serbestlik dereceli
diizlemsel bir manipulatoriin hareket denklemleri ve smir sartlar1 verilecektir. Uzuvlarm
elastik hareketlerine ait denklemleri sistemin Lagrangianindan elde edilmekle birlikte
smir gartlari i¢cin Hamilton ilkesinin uygulanmas: gerekir. Smir sartlar1 dikkatli bir
miilahazayla da c¢ikarilabilir, ancak teorinin hassasiyet mertebesi 6nceden iyice
belirlenmis olmalidir.

6.2. Kinematik Analiz

Burada her ne kadar Bolim 3. deki genel kinematik analiz prosediirii
kullanilabilirse de ele alman manipulatriin diizlem olmasi nedeniyle transformasyon
matrislerini dogrudan kullanmaksizin kinematik bagmntilar ¢ikarilacaktir. Zaten ilk
uzvun kinematigi Boliim 5. deki bagmtilarla rotor yarigap: farkiyla aym olmaktadir.
Kinematik iligkilerin tespiti igin Sekil 6.1. deki manipulatériin geometrisi esas

almacaktrr. Bu mekanizmada rotor yarigaplari ihmal edilmeyeceginden daha sonra

Y1

!

0,/
Sekil 6.1. Iki Serbestlik Dereceli Diizlemsel Manipulatér . .
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bulunacak hareket denklemlerinde geometrik smir sartlarini elde etmek igin uzuvlara
bagli koordinat takimlari orijinleri rotor merkezlerinde degil, uzuvlarin rofora
baglandig1 kok noktalarinda olacak tarzda segilmigtir. Rotor yarigaplar: sirasiyla R; ve
- Ry , uzuv uzunluklar: X;S;=L; , K5S,=L; olsun. 1 nolu uzvun bir P; noktasmin O,

merkezine gére deformasyondan sonraki yer vektorii,
To,p; =Tok, +TK,p (6.1)
olup, buradaki vektorlerin agik yazilis1 sirastyla soyledir:

i:01K1 = R] COSG] -i.+R1 sin 91 -j (62)

T = (x; +up)i+vy gy (6.3)
x1K1y; takiminmn birim vektérleri -i.l , 31 ,fcl , XOyy sabit takiminin birim vektdrleri
cinsinden,

:i:l = c0s0; I-I: sin 6, j ) 6.4)

ji =—sin6; i+cosO; j
seklinde ifade olunabilir. (6.4) esitlikleri (6.3) de yerlestirilip (6.1) yeniden yazilirsa,

i:olpl' = {[Rl + (Xl + ul)]00591 -V sin 91 };

_ (6.5)
+{[R1 + (Xl + ul)]Sin 91 + Vi Cosel }j
elde edilir. (6.5) in zamana gére tiirevi P’; noktasinn hizini verir:
a— ]
?:Pl =%y ={(4 cos®; -V, sin; )-
[(R; +(x, +u,))sin 6, +vlcosel]él}-i. 6.6)

+{(l:11 Sin91 +‘.’1 00891)+

[(R +(x; +1uy))cosd; — vy sin®, |6, }-j
P, noktasi elastik egriye ait oldugundan (6.6) ile verilen hizla bulunacak kinetik enerji
uzvun oOteleme hareketine ait kinetik enerjiyi temsil eder. 1 uzvunun rijit ve elastik
dénmelerden kaynaklanan kinetik enerjisini hesaplamak igin herhangi diferansiyel
levhanin d6nme hizim1 da belirlemek gerekir. Bu ise rijit donme hiziyla elastik donme
hizlar1 toplanarak bulunur:
By =0,k +¢, k (6.7)

Kesme kuvveti etkisi g6z oniine alinmadig1 taktirde ¢,
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%v,(xy,t)

o (6.8)

¢1(X1,t) =

bagmntisi ile bulunur.
2 nolu uzvun elastik egrisine ait bir P'; noktasmnm O, e gére yer vektorii ise Sekil
‘ 6.1. yardmuyla,
Top, =Toss; + 75105 +TogKy +TKyp (6.9)
seklinde yazilabilir. Burada,

Tos = {Ry +(Ly +uyy, Jleos®; —vyy, sin® fi

B} (6.10)

+{[R1 +(L1 +uyy, )]sin 01 +ViL, cos9, }j
To, =Ry cos(0) +oy, JT+R,sin(0; + 011, ) 6.11)
Tork, =Ry cos(0) + @11, +0,)T+R,sin(B; +ppp, +6,) 6.12)

olup, L; indisi u;, v; ve @; degiskenlerinin x;=L; deki degerlerine tekabiil etmektedir.
Ayrica,

Tg,p =(xy +uz) iy +vy o (6.13)
olup, burada 32,32,122 vektorlerinin T, j,f( vektorleri cinsinden,

i, =c0s8, i+sin 6, j

N Co . (6.14)
jp =—sin B, i +cosO, j
seklindeki karsiliklar1 (6.13) de yerine kondugunda,
Tgypy = [(x2 +1, )cosB, — v, sin 0, ]_i. 6.15)
+ [(x2 +1,)sin 0, +v, cos@z]:i. .
bulunur. Burada 8, agis,
0, =0, +@p, +6, (6.16)

seklinde tanmmlanmugtrr. (6.10), (6.11), (6.12) ve (6.15) esitlikleri (6.9) ifadesinde
yerlestirilir ve diizenlenirse,
folpi = “_R] + (Ll + ul,Ll )JCOSGI - vl,L1 sin 91 +
R, cos(el +QyL, )+ [Rz + (x2 + uz)]cos§2 -v,sin0, }T
. (6.17)
+ {[Rl + (Ll + uLLl )]Sln 91 + VI:LI COSG] +

R2 Sin(el + (Pl,Ll )+ [R2 + (Xz + U2)]Sin _9—2 +Vqy COS_Q—Z }3
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elde edilir. (6.17) nin zamana gore tiirevi P'; noktasmin ¢izgisel hizini verir:

6 I’olpé

5; —02° {(ﬁl,Ll cosf - vy, Sinel)_

[(R1 + (Ll +uy, ))sm 8y + vy, cosel]él -
Ry sin(0; + 9y, )6 + 11, )+ (1 cosB, ¥, 5in B, )
[(R2 +(x,5 +u,))sin0, + v, cosh, ]52 }_i' 6.18)
+ {(ﬁl,LI sin6; + vy, cosel)+
(R +(L; +uyp, )Jeosd; —vyy, sing; |6 +
R, cos(@l +Q1L, )(él + ¢1,L1 )+ (1'12 sin 62 +V, cos§2)+
(s + 2 +12)e0s8, v, 5B, J6,
2 nolu uzvun kesit dénmelerinin agisal hiz1 @, ise,

Dy =0 k+¢; k+0,k (6.19)
oldugu agiktir. 2 nolu tahrik motorunun kinetik enerjisi de hesaba katilacagindan folo'z
vektoriiniin ve dolayisiyla G hizmm da belirlenmesi gerekmektedir. Bu vektor,

To,05 =Tos; + Ts;0, (6.20)
olup, ac¢ik yazilisi,

'1‘010'2 = {I_Rl + (Ll +upp, )Jcosel - ViL, sin6; +R, cos(el +QqL, )}I
R+ + g, Jondy vy, cos0, +Rosinly +or Ji

seklindedir. Bu ifadenin zamana gore tiirevi 0o, mutlak hizini vermektedir:

[(Rl + (Ll +upy, ))sm 0, + ViL, cosel]él -

R, Sin(el +o1L, )(91 + P11, )}1 622)
+ {(ﬁl,Ll sin 91 +\.’]’Ll COSGI )+
(R +(Ly +uyy, ) cos8 —vyy, sin6,]6; +

R, 005(91 +Q1, )(91 +y )}]
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2 nolu motorun statorunun agisal hizi,
Dymys =01 k+ oy, k (6.23)
ve rotorununki ise ®,olmaktadr. 1 nolu motorun rotoru ise @®; agisal hiziyla

dénmektedir.

Uzuvlarin eksenel uzama oranlarina yine B6liim 4° de agiklandig: tizere,

1
g =g +—2—vi2

(6.24)

1
€y = U5 +Ev’22

bagintilariyla yaklasilmaktadir. Ayrica lineer egrilik-moment bagmtisinin gegerliligi
kabul edilmektedir. Bu hazirliklardan sonra sistemin Lagrangiani hesaplanabilir.

6.3. Sistem Lagrangianinin Bulunmasi

Sistem Lagrangianinin bulunmasi igin 6ncelikle, sistemi olugturan iki motor ve iki
uzuvdan ibaret elemanlarmn kinetik ve potansiyel enerjilerinin ayr: ayri tanimlanmasi ve
bilahare toplanarak sistemin toplam kinetik ve potansiyel enerjilerinin belirlenmesi
gerekmektedir. Bu elemanlarin kinetik enerjileri sirasiyla soyledir:

1. uzvun 6telenme kinetik enerjisi,

L

1.

T10=5 [p1a15,% dx, (6.25)
0

1. uzvun dénme kinetik enerjisi,
1M
TP = 3 [pili ;% dx, (6.26)
0
2. uzvun Gtelenme kinetik ener;jisi,
112
Ty = ) jPzAz B,” dx, (6.27)
0
2. uzvun dénme kinetik enerjisi,
1 2
) == [pa1, 8,7 dx, (6.28)
0

1 nolu motorun kinetik enerjisi (sadece donme),
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1 ~ 2
TM] =—2— ]:1\,11 (01 (6.29)
2 nolu motorun donme kinetik enerjisi,
p _lz 2 1=z _
TMZ =5 IM2 0)) +-2— IM2 (DMZS (630)

Burada TMz ve TMz sirasiyla 2 nolu motorun rotor ve statorunun kiitlesel atalet

momentlerini géstermektedir.
2 nolu motorun Gtelenme kinetik enerjisi ise

o _ 1y < 2
TMz =—M200'2

5 (6.31)

olmaktadir.

Diizlemsel manipulatériin agirlik dogrultusuna dik diizlemde olmasi nedeniyle
potansiyel enerjinin sadece elastik bileseni mevcuttur. Bu durumda iki uzvun elastik
potansiyelleri agagidaki gibi ifade olunabilir:

1 uzvunun egilme potansiyeli,
11
Vim =35 JEIII (vi)? dx, (6.32)
0
1 uzvunun normal kuvvet potansiyeli,
1 Ly 1 2
Vin == [BiA [ui +—v12) dx, (6.33)
T2 2
2 uzvunun egilme potansiyeli,
112
Vam =75 IEzlz (v5) dx, (6.34)
0
2 uzvunun normal kuvvet potansiyeli,
1 L2 1 2
V2 N =T J‘ E2A2 (u,z +—V'22) dXZ (6.35)
T2 2

Neticede sistemin Lagrangiam kinetik enerjiler toplamindan potansiyel enerjiler toplami

¢ikarilarak bulunabilir:
0] D 0 D O, D
L=T-V={Ty +T +T{ +T,, +T,, +T5y +T
( Ml 1 1 Mz M2 2 2 ) (636)
—(VI,M +Vin+tVom + VZ,N)
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Lagrangianin L=L(xl,xz,t,ul,ui,ﬁl,vl,vi,v’l’,'{fl,\'ri,uz,u'z,ﬁz,vz,v'z,vg,vz,x‘r’z,
8,,0,,0,,0, ) seklinde oldugu gorillmektedi.

Uzuvlara ait smir sgartlar1 ise, ya genellestirilmis Hamilton ilkesinden
yararlamlarak ya da dikkatli miilahazalarla dinamik denge kavramlar1 yazilarak elde
edilebilirler.

(6.36) Lagrangianina Boliim 4’de bahsedilen prosediir uygulanusa iki uzva ait
hareket denklemleri agagidaki gibi bulunmaktadir: '

1 uzvunun eksenel elastik hareketi igin:

’

lil —2\.’161 _Vlél —ulélz —%(Ui +%Vi2j =(R1 +X1p12 (637)

1 uzvunun enine elastik hareketi i¢in:

V1+21:1161 V101 +u191———vl—-——[ ]
Ay (6.38)
I
R, +x,)0
p A, ( 1 X1) 1

2 uzvunun eksenel elastik hareketi i¢in:
iy ~ 2,8 —v,0, — (x; +1,)8,”

E, 1 ! ‘ (6.39)
(uz +— 5 —Vh J =—ag,x COSY —ag, ysiny

P2
2 uzvunun enine elastik hareketi igin:

i;z +2ﬁ262 —V2622 +(X2 +u2)62 —%—65
2
(6.40)

B [(u += 1 v’zjv':' + Epl, vy'=ag x siny —ag_y cosy
2 2 |V2 2 TAK,X —ag
P2 2 P24, 2 2
Burada y=¢;;, +8, seklinde tammlanmistir. agzx ve agay ise, 2 uzvunun kok
noktasmin i; O, j; takimindaki x; ve y; komponentlerini temsil etmekte olup,
ay,x =ty —2vy,01 -v16, ‘[Rl +(L1 +upp, )]91
_R2(el +Gy1, )Sm Py, — Rz(el + <P1,L1) cosQyy, (6.41)

—Rzﬁz quf - R2622 cosy
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v . - .. . 2
ag,y =V, +2051,0, + [Rl + (Ll +uy, )]91 -v10;

+R2(é1 +(T)I,L1 )COS([)I,LI —R2 (91 +¢1,L1)2 sin (pl’Ll (642)

+ R262 cosy — R2622 sin A}

ifadeleriyle verilmektedirler. (6.37)-(6.40) hareket denklemlerine ait sinir sartlarim
geometrik ve dogal sinir sartlar1 olmak tizere ikiye ayirmak miimkiindiir. Ele alinan iki
serbestlik dereceli esnek manipulator igin, konum koordinatlarina gére, iki adet ((6.38)
ve (6.40)) dordiincii mertebeden ve iki adet ((6.37) ve (6.39)) de ikinci mertebeden
diferansiyel denklem s6z konusu oldugundan toplam 12 adet simr sartinin belirlenmesi

gerekmektedir. Bunlarin 6 adedi geometrik karakterde olup asagidaki gibidirler:

u | =u0n=0 uy | =ua0,t)=0
X1=0 X2=0
t=t t=t
Vl| =v;(0,t)=0 V2| =v,(0,)=0 (6.43)
X1=0 X2=0
t=t t=t
vi| =vi,n=0 vy| =va0,0=0
Xl=0 x2=0
t=t t=t

Dogal sinir gartlarinin 3 adedi ise

=0

E,A, (u’z + %v'zj

Xg=Lg
t=t

=0 (6.44)

E212V’2’,'— E2A2 (u'z +%V,2) V,2

xa=Ls
t=t

E212 Vg | =0
x2=L4y
t=t
seklindedir. Ayrica 1 uzvunun 2 motoruyla birlestii S; kesitinde x; ve y;
dogrultusundaki kuvvetlerin dinamik dengesi ile moment ifadesinin yazilmasi suretiyle

de 3 adet daha dogal sinir sart1 elde etmek miimkiindir. Bunlar;
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M, {ﬁl,Ll ~29y1,0; - vi0; - [Rl + (Ll +uyp, )](912 -

R, (él +&11, )Sin ¢1L, —Ra (91 +911, )2 cosQyL, }
Ly =N 22 -
+ p2A2 I {[uz - 2V292 - v292 - (X2 + UZ)GZZ ]COS\V — (6.45)
0

[\72 + 2&262 - V2622 + (X2 + uZ)é-z ]Sln\ll + aKzX }dXz

=0

—ElAl(u'l +%V12)

x1=L
t=t

M, {1, + 20,6 —vir, %+ [Ry + Ly +uy, J61 +

R, (él +011, )COS(PI,L1 -R; (91 +911, )2 sin @y, }
Ly - K13 -
+DPyA, j{[uz —2V,8, — V568, —(x, +u2)622]sin\|;+ (6.46)
0

[Vz + 2i12_é-2 = V2622 + (X2 +u, )62 ]COS\V + aKZY }dXz

=0

.. 1
+plllvi I + ElAl(ui +5Viz Vi + EIIlvi"
x1=L x1=1
t=t x1=Lq t=t
t=t

TMZ (él +11, )+ Iy, (él +Qyr, + éz)
Ly - s =
+PrA, j{'Vz [ﬁz ~ 2,8, ~ V0, — (x5 +1,)8,% +
0

ag,x COsY +ag,y sin \y]—

(X2 +UZ)[V2 +21:1262 —Vz-é—zz + (X2 +u2)62 - (647)

ag,x sSny +ag,y cosw] } dx,

0 x1=L;
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Boylece 12 adet sinir garti tamamlanmig olmaktadir. (6.37) - (6.40) hareket
denklemlerinin Galerkin prosediiriiyle ¢ozilmesi durumunda enine titregimler igin
ankastre-serbest sinir gartlarint haiz kirigin 6zfonksiyonlarinin kullanilmas: pek uygun
olmamakta veya kullamlmasi halinde ise ¢ok sayida terimin yaklagik ¢oziimii temsil

eden seriye katilmasi gerekmektedir.



7. NUMERIK SONUCLAR VE DEGERLENDIRME
7.1. Girig

Bu bglimde ¢aligmanin amaci dogrultusunda ¢ikarilan hareket denklemlerinin

niimerik ¢6ziimlerinden bulunan sonuglar aktarilacak ve irdelenecektir. Oncelikle,
Bélim 5’de teorik temelleri ve ¢ikarim yontemleri ayrmtih bigimde verilmis olan
hareket denklemlerini ele almak yararl olacaktir.
a- Uzva bagh takimda Olgiillen u ve v elastik deplasmanlarina iligkin hareket
denklemleri: Bu denklemlerde hem atalet hem de elastik baglihk vardir. Elastik baghlik
kesit normal kuvvetinden kaynaklanmaktadir ve nonlineer tabiattadir. Bu denklem
takimi1 Lagrange formiilasyonuyla ¢ikarilmis ve Galerkin prosediiriiyle ¢6ziilmiigtiir.
Burada u ve v ler i¢in (5.102) kabulleri yapilmistir. u lara ait konumsal fonksiyonlar
olarak bir ucu sabit bir ucu serbest gubugun eksenel titresim modal fonksiyonlar:
kullamlmigtir. u sehimlerine bu tarz bir yaklagimin, yine Bsliim 4°de (4.14) bagmtisiyla
verilen u ve v iligkisiyle uyumlu olmadif: agiktir. Bunun neticesinde sistem fiziksel
gercekle bagdagmayan bir “matematiksel katihk (stiffness)” kazanmakta ve dolayisiyla
u ve v ler i¢in kiigiik sehim degerleri elde olunmaktadir. Hatirlanacag: lizere Rayleigh-
Ritz metodunda da sonlu modal serilerle 6zdeger hesabmna tesebbiis edildiginde olmasi
gerekenden yiiksek frekanslar elde edilmektedir.

u ve v denklemlerinin diger bir &zelligi de “stiff” diferansiyel denklemler
olmalaridir. Zira manipulatorlerde eksenel titresim frekanslar1 enine titresim
frekanslarindan 100 ila 1000 misli fazla olabilmektedirler. Dolayisiyla Runge-Kutta ve
benzeri bir denklem ¢6ziicliye uygun formata getirilen hareket denklemlerinin homojen
¢ozlimleri ¢ok hizl biiyliyen iistel fonksiyonlar tarzindadir. Yeterince kiiglik ¢6ziim
adimu se¢ilmedigi taktirde yuvarlama veya kesme hatalarindan 6tiirli katsayisi sifir
olmas: gereken bu iistel terimler artmaya baglar ve ¢6ziimiin kisa siirede wraksamasina
yol agarlar. Bu nedenle ¢aligmanin kapsadigi tiim denklemlerin ¢oziimiinde stiff
denklemler i¢in diizenlenmis 4. Mertebe Runge-Kutta metodu kullamilmigtir.

Yukarida bahsedilen u ve v etkilesiminin Gzellikle kinetik stabiliteye iligkin
calismalarda goz ardi edildigi, ancak bazi eserlerde v sehimlerinden olusan u
deplasmanlarinm hesaba katildig: goriilmektedir.

Choura ve arkadaglari (1991) yaptiklar ¢aligmada u ve v bagli denklemlerini iki
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farkli yaklagimla ¢gikarmug olmalarina ragmen bu denklemlerde (4.25) deki nonlineer
normal kuvvet terimi yer almamaktadir. Bu nedenle denklemler atalet¢ce ve elastik
agidan lineer baghdirlar. Bu konuya grafiklerin agiklanmas: esnasmda tekrar
doéniilecektir. Caligmanin bundan sonraki kisimlarinda bu hareket denklemlerine
dayanan model, u-v modeli olarak amilacaktir.
b- u yerine (4.14) ile verilen s-v transformasyonu kullanilarak kabul edilmis modlar
(kisaca KEM) yontemi ile elde olunan hareket denklemleri: Bu denklemlerde s
degiskenine yine (5.38) ile verilen sonlu seriyle yaklasilmis olup, burada x’e bagh
fonksiyonlar olarak yukaridaki gibi bir ucu sabit bir ucu serbest gubugun boyuna
titresim modlart almmugtir. v degigskeninin x’e bagh fonksiyonlar: i¢in de bir ucu
ankastre bir ucu serbest ¢ubugun modal fonksiyonlarindan yararlamilmugtir. Ileride bu
denklemlere s-v (KEM) modeli olarak atifta bulunulacaktir. Burada (4.14) ile verilen
transformasyonun da bir yaklagiklik icerdigi goz ardi edilmemelidir. Bu bagmtiya
dikkat edilirse bu doniisiim iki farkli hareketin stiperpozisyonu gibi yorumlanabilir.
Burada x dogrultusunda s kadarhk bir OStelemeye enine hareketten olusan yer
degistirmenin projeksiyonu eklenmektedir. Bazi yazarlar hareket denklemlerinde
karmagiklig1 azaltmak igin u = s kabuliinii yapmakta, fakat atalet terimlerinde (4.14)
iligkisini gz Oniine almakta (Kane ve ark. 1987) veya normal kuvvet yerine merkezkag
kuvvet iceren bir terimi v denklemlerine sokarak atalet terimlerindeki ihmalin etkisini
kompanze etmektedirler (Simo ve Vu-Quoc 1987). Hatta Simo ve Vu-Quoc (1987) bu
baglamda birinci mertebe teorisiyle buldugu denklemlerin Kane ve arkadaslar: (1987)
nin bulduklartyla bir-iki terim farkla aym oldugunu géstermektedirler (Burada s ile yay
uzunlugu degil herhangi bir kesitin boyuna deplasmani gosterilmektedir. $ekil 4.1. e
bkz.).

s ve v denklemlerinde §, ve §, terimleri tizerinden de ataletce baglilik ortaya
cikmaktadir.
c- Kesme kuvveti etkisini g6z 6niine alan ve bu suretle v sehimlerini kesit dSnmesi ¢
den baZimsiz hesaplayan s, v ve @ ye ait baglh hareket denklemleri: Burada kesme tesiri
Timoshenko kayma hipotezine dayanarak hesaba katilmistir. Bu denklemleri igeren
modele kisaca s-v-¢ (KEM) modeli denilecektir.
d- Sadece v sehimlerinin hesabina yonelik olup, geometrik katilagmayr merkezkag
kuvvet (kisaca Ny ile gosterilecektir) etkisiyle hesaba katan hareket denklemleri:
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Burada 6nce Lagrange metoduyla v ye iligkin hareket denklemleri gikarilmg, daha
sonra KEM yontemi ile ¢6ziilmiigtiir. Nihai denklemler kesit donme ataleti etkisini
icerebilmektedir. Caligmanin bundan sonraki kisimlarinda bu hareket denklemlerine
dayanan model, v- Ny (KEM) modeli olarak adlandirilacaktir. Bu model ¢ok kiigiik s
deplasmanlari icin denklem say1si da azaldigindan tercih edilmektedir.

e- Sonlu elemanlar metoduyla (kisaca SEM) bulunan, merkezka¢ kuvvetin ithaliyle
elastik nonlineer bagliligm ortadan kaldirildigi denklemler: Sonlu elemanlar modelinde
u nodal biiyiikliiklerinin v ile olan iligkisi gbz 6niine alindiginda, u ile tammlanan nodal
deplasmanlarin s boyuna deplasmanlari olarak diisiiniilmesinin daha ger¢ek¢i oldugu
anlagilmaktadr. Nitekim merkezkag¢ kuvvetle geometrik katilagma etkisinin yansitildid:
bu denklemler ¢6ziildiigiinde u olarak adlandirilan nodal biyiikliiklerin s-v ye iligkin
stirekli ortam modelinde s ye ait degerlerin aynisim verdikleri goriilmektedir. leride bu
model kisaca s-v- Ny (SEM) olarak adlandirilacaktir. Ayrica s deplasmanlar1 g6z 6niine
alinmaksizin v nodal biiyiikliiklerinin hesaplanmasi da miimkiindiir. s=0 i¢in elde
olunan bu modele de v- Ny (SEM) ile atifta bulunulacaktir.

7.2. Niimerik Sonuglar

Bu alt boliimde yukarida deginilen modellerin literatiirden alinan bazi degerler
icin verdigi sonuglar yine bagvurulan literatiirdeki sonuglarla mukayeseli olarak
verilecektir. Burada diizlemsel tek serbestlik dereceli manipulatorle ilgili olmalan
nedeniyle Simo ve Vu-Quoc (1987) ve Choura ve arkadaglar1 (1991) nin yaptiklar:
caligmalara miiracaat edilmigtir.

Sekil 7.1°de Simo ve Vu-Quoc’un ¢aligmasina ait sonuglar goriilmektedir. Burada
donen kola ait veriler soyledir: EA=2.8x107, EI=1.4x10%, pA=1.2, GA=1x10’, L=10
(sayisal degerlerin birimleri yazarlar tarafindan verilmemigtir. Ancak birimler arasmnda
uyumluluk olmas: gerektigi agiktir). Simo’nun kullandig1 hareket kanunu ise agisal hiz
i¢in s6yledir:

0=—|t——sin— 0<t<15
. 15( o 15) (7.1)
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Sekil 7.1. Simo ve Vu-Quoc’un Caligmasina Ait Sonuglar
a) Boyuna Deplasmanlar b) Enine Deplasmanlar ¢) Dénme Agisi

Sekil 7.2°de u ve v’lere ait (5.15) denklemlerinin kabul edilmis modlar metodu ile
¢6ziimiinden elde edilen sonuglar goériilmektedir. Sehimlerin sayisal degerleri amlan
nedenlerden hayli kiiciik ¢ikmaktadir.

Sekil 7.3. de Simo’nun verileri i¢in u, v ve s deplasmanlar1 goriilmektedir. Burada
s deplasmanmnin 62 den (5.29) formiiliiyle hesaplanan merkezka¢ kuvvetle tamamen
aym formda degistigi gozlenmektedir. u’lar ise s ve v’den (4.14) bagmtis1 yardim ile
hesaplanmugtir. v sehimleri Simo’nun degerlerinden kiigiiktiir.

Deplasman Deplasman

x10*

1

0.08

os
: / : e

Y A /

L] 10 18 20 -] 30 L1} 3 10 18 20 25 30

(a) Zaman (b) Zaman

Sekil 7.2. u-v (KEM) Modelinin Sonuglari
a) Boyuna Deplasmanlar b) Enine Deplasmanlar
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Sekil 7.3. s-v (KEM) Modelinin Sonuglar1

a)Boyuna (u) Deplasmanlar b) Eksenel (s) Deplasmanlar

c) Enine (v) Deplasmanlar

Sekil 7.4. de s-v-¢ (KEM) modelinden bulunan sonuglar gériilmektedir. Kesme
kuvveti tesirinin hissedilmedigi goriilmektedir. Bu sayisal verilerle uyumltudur. Zira
kirisin L boyu ¢ok uzundur. Dolayisiyla bu durum elemanter mukavemetten bilinen
kesme kuvveti etkisinin kisa agiklikli kiriglerde etkin oldufu sonucuyla intibak

etmektedir. @ donme agilar: da v’ye bagh olarak kiigiiktiir.
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Sekil 7.4. s-v-¢ (KEM) Modelinin Sonuglar:
a)Boyuna (u) Deplasmanlar b) Eksenel (s) Deplasmanlar
¢) Enine (v) Deplasmanlar d) Dénme Miktari (o)

Sadece v sechimlerinin bulundugu ve merkezka¢ kuvvetin goz 6niine alindigi
denklemlerden bulunan sonug Sekil 7.5’de gosterilmistir. v’nin degisimi Simo’yla
uyumludur. Simo’nun sonuglarimin, ii¢ diferansiyel denklemin sonlu elemanlarda
Galerkin prosediiriyle simultane ¢oziimiine dayandigi hatirlamrsa, merkezkag kuvvetle

geometrik katilagmay1 igeren modelin bir hayli etkin oldugu gorilmektedir.

Deplasman
0.1

/

e\ /
r\ /
N\
o \_/
| \/

0 5 10 15 20 25 30
Zaman

Sekil 7.5. v-Ny (KEM) Modelinin Sonucu

s ve v nodal biyiklikleriyle merkezkag kuvveti igeren sonlu eleman
denklemlerinin aymi verilere karsilik gelen sonuglart Sekil 7.6°daki grafiklerde
gosterilmigtir. Burada bulunan sonuglar Simo’nun sonuglariyla tamamen uyumludur.
Burada her ne kadar kesme kuvveti tesiri géz oOniine alinmamakta ise de s-v-¢

denklemlerinden bu etkinin ihmal edilebilecegi anlagildigindan sonuglarin uyumlu
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Sekil 7.6. s-v-Ny (SEM) Modelinin Sonuglar:

a) Eksenel (s) Deplasmanlar b) Enine (v) Deplasmanlar

c) Dénme Miktar: (@)
olmasi beklenirdi. Bu sonuglar, aym prosediir kullanilmamakla birlikte esas itibariyle
sonlu elemanlar yontemiyle elde edilmis olmasi nedeniyle de saglikhi bir kargilastirmaya
imkan vermektedirler. Bu sonuglarin eleman sayis1 3 ve 10 alindiginda degismedigi
saptanmustir. Sonlu eleman denklemlerinde s’lerle ilgili terimler ihmal edilerek sadece v
nodal bityiiklikleri ve merkezkag kuvveti igeren denklemlerin verdigi sonuglar ise Sekil

Dénme Agisi
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Sekil 7.7. v-Nu (SEM) Modelinin Sonuglari
a) Enine (v) Deplasmanlar b) Donme Miktar
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7.7°de gbsterilmistir. Ug noktanin v sehimiyle bundan tiiretme yoluyla bulunan ¢
donme agilar1 daha genel denklemlerden elde edilenlerle hemen hemen aymidr.

Sekil 7.8’de Choura ve Ark.’nin sonuglar gériilmektedir. Burada da tek serbestlik
dereceli bir kol ele alinmmsg olup sisteme ait sayisal veriler s6yledir: EA=1.145x10° N,
EI=6.84x10% Nm?, 1=0.762 m, pA=4.37x102kg/m. Kullamilan agisal hiz hareket
kanunu iki birim basamak fonksiyonunun toplami seklindedir. Ancak bu dikdortgensel
pulsu andrran agisal hiz giriginin baglangi¢c ve bitis kisumlarma (¢ikis rampasi ve inig
rampasi kisimlari) yarim basit harmonik kanunlari uygulanmgtr.

Boyutsuz Boyutsuz
Deplasman . Deplasman
0.2 025 T
Basit Egilme-Coupled . | It
0.1 - : 025 - s menmme—""" Coupled (Euler-Bemoulli)
00 0.75 - TR
L p | e Model (C-1)
J Di ’\1 J T
011 2N 100 Basit Egilme ™~.._
02, N N \ 1.25 - -
0.0 3000 6000 9000 "T00 200 400 600 800 1000
(a) Boyutsuz Zaman () Boyutsuz Zaman

Sekil 7.8. Choura ve Ark.’nmn Caligmasimna Ait Sonuglar (Ug Noktanmn Enine Depl.)
a) Hiz=0.9396 rad/s b) Hiz=8.329=1.1w; rad/sn
Ad1 gegen makalede bu ii¢ farkhh model (basit egilme, bagh “Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kiris modelleri) gelistirilmis olup diigiik hizlarda (burada ankastre gubugun
birinci dogal frekansindan diisiik agisal hizlar kastedilmektedir) bu ii¢ modelin aym
sonuca sevk ettigi belirtilmektedir. Birinci frekansin tizerindeki hizlarda basit egilme

modelinde —6%v teriminden kaynaklanan bir zahiri wraksamaya dikkat cekilmekte
Euler-Bernoulli modelinde ise boyle bir durumun ortaya ¢ikmadig1 vurgulanmaktadir.
Yazarlar Euler-Bernoulli denklemlerini sonlu elemanlar yontemiyle ¢dzdiiklerini ve
fiziksel olarak uyumlu sonuglar aldiklarini ifade etmektedirler. Sekil 7.8.b> de birinci
dogal frekansin %10 iizerinde olan bir sabit devir sayisinda kirigin serbest ucunun
sehimleri verilmistir. Burada basit egilme modelinin wraksadig: buna mukabil Euler-
Bernoulli modelinin ¢ok kiigiik sehimler verdii goriilmektedir. Model C-1 ile bu

¢ahgmada v-Ny modeline benzer bir modelden bulunan sonug aktarilmgtir.
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Bahsi gegen galigmadaki sonuglarin sinanmasi igin u ve v nodal biiyiikliiklerine
dayal: lineer bir sonlu eleman programu gelistirildi ve orada gegen birinci frekansin (bir
bakima kritik hizin) altinda ve iistiinde olan iki farkli hiz i¢in ¢6ziimler alindi. Kritik alt1
devir sayisi igin bulunan sonuglarin -burada verilmemekle beraber- makaledeki
sonuglarla tamamen uyumlu oldugu, buna mukabil kritik Gstii devir sayilari i§in
kesinlikle iraksadifi goriilmiigtiir. Kaldi ki makalede verilen denklemler incelendiginde
hangi yontem kullanilirsa kullanulsin normal kuvvetin v deplasmanlart dogrultusunda
tesiri goz onitine alinmadigindan geometrik yumugama ortaya ¢ikacak ve bu ¢oziim
rraksamaya yol agacaktir.

Bu ¢aligmada gelistirilen s ve v deplasmanlaniyla ¢ kesit donmelerine dayanan
modelin kritik alt1 devir sayisinda bulunan ug¢ noktanin v ve u deplasmanlari ve @

doénme agilan Sekil 7.9°da gosterilmistir.
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©

Sekil 7.9. s-v-¢ (KEM) Modelinin Sonuglart (H1z=0.9396 rad/s)
a)Boyuna (u) Deplasmanlar b) Enine (v) Deplasmanlar

¢) Dénme Miktari ()
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s-v-@ (KEM) modelinin yine bu makaledeki kritik tistii hiz (6 =8.329 rad/s=1.1a,
o; :IIk dogal frekans) i¢in verdigi degerler Sekil 7.10° da gdsterilmigtir. v sehimi ve ¢
egimleri hayli biiyilkk ¢ikmaktadir. ¢ egimleri incelendiginde lineer moment-egrilik
bagntisi kabuliiyle celistigi goriilmektedir.
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Sekil 7.10. s-v-¢ (KEM) Modelinin Sonuglar: (H1z=8.329 rad/s)
a)Boyuna (u) Deplasmanlar b) Eksenel (s) Deplasmanlar
¢) Enine (v) Deplasmanlar d) Dénme Miktar: (@)

Kesme etkisinin g6z 6niine almmadig1 modelin (burada ¢ = 0v/dx bagmtisinm var
oldugu kabul edilmistir) yine aym c¢aligmanin kritik alt1 ve istii igletme hizlar: igin
Ongordiigii dinamik cevaplar sirasiyla Sekil 7.11 ve Sekil 7.12° de gosterilmigtir. Bu
modelin ilgili makalede atifta bulunulan C-1 modeline yakin sonuglar verdigi dikkat
¢ekmektedir.
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Sekil 7.13. v-Ny (SEM) Modelinin Sonuglar1 (H1z=0.9396 rad/s)
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Sekil 7.14. v-Ny (SEM) Modelinin Sonuglar: (H1z=8.329 rad/s)
a) Enine (v)Deplasmanlar b)Dénme Miktar1 ()
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Sadece v nodal deplasmanlarini ve merkezka¢ kuvvet etkisini kapsayan sonlu
eleman modeline ait hareket denklemlerinin s6z konusu kritik alt1 ve iistii igletme hizlan
icin verdigi sonuglar sirasiyla Sekil 7.13 ve Sekil 7.14° de gosterilmistir. Kritik alts
hizdaki dinamik cevap anilan ¢aligmadaki sonuglarla uyumludur. Buna mukabil kritik
iistii hiza ait sonuglar yine lineer egrilik-moment bagintisiyla geligmektedir.

Bu sonuglar sonlu eleman modelinde 10 eleman igin elde edilmis, keza u-v, s-v-¢,
s-v ve v-Ny modellerinde u, s ve v lere ikiser modla yaklagilmgtir. Bu saymin
yeterliligi zamana bagli fonksiyonlarin mertebeleri mukayese edilerek ve hesaplarda
kullanilan igletme hizlarinin diizeyi géz 6niine alinarak sinanmig ve dogrulanmigtir.

Burada deginilenler haricinde lineer egrilik-moment bagintisina dayali, merkezkag
kuvvetin katilagtiric1 etkisini hesaba katan ve ayni zamanda kesit donme etkisini de
(rotatory inertia) goz oniine alan sadece v enine deplasmanlarini hesaplayan bir model
kurulmus ve bununla Simo’nun verileri i¢in sonuglar elde edilmistir. Kesit donme
etkisinin bu veriler i¢in iistelik kritik iistii hizda bile ihmal edilebilecegi goriilmiigtir.

Bu calismada mukayese amaciyla ele alinan Orneklerin pratikteki sanayi
manipulatorlerinin fiziksel verileriyle ortigmedigi goriilmektedir. Bu veriler daha
ziyade uydu antenleri, uzay manipulatorleri veya hard disk okuyucu sistemleri gibi hayli
esnek sistemleri temsil etmektedir. Mamafih bu uygulamalar son yirmi yilda esnek
mekanik sistemler ve 6zellikle manipulatorlerin bu agidan yogun bigimde incelenmesine
yol agmustir.

Burada dénen kolun birinci dogal frekansi veya bu anlamda kritik hizdan
bahsedilmekle birlikte gergekte kolun tiim dogal frekanslarmin merkezkag kuvvet
nedeniyle yiikselecegi unutulmamalidir. Geometrik katiik g6z oniine ahinmadiginda

kabul edilmis modlar veya Galerkin prosediriyle ¢oziimde genellestirilmis
koordinatlarin 6niinde (m12 -2 ), (co% —92) ... gibi garpanlar yer alir. Bu durumda
sadece 0> o, halinde bile denklem takim tistel ¢oziime sahip olur ve iraksar. Buradaki

©1, Oy, ... frekanslan ankastre-serbest gubugun frekanslaridir. Geometrik katilik 62 ile
orantili merkezkag kuvvet vasitastyla hesaba katildiginda mesela v-Ny modelinde ilk ¢
moda dayali yaklasimda q;(t), q2(t) ve gs(t) koordinatlarinin katsayilarnin (a)lz —62)
yerine (co12 +0.193462 ), (m% +5.4783 92) ve (m% +17.861467 ) seklinde degistigi

gorilmiistiir. Dolayisiyla kritik tistii hizda diger modlar igin bir sorun ¢gtkmamaktadir.
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7.3. Cabymanin Katk: ve Sonuglari, Oneriler

- Bu caliyjmada sadece doner mafsallara sahip, esnek uzuvlu, herhangi serbestlik
dereceli bir manipulatériin kinematik bagintilart fiziksel yorumlariyla ¢ikarilmis ve bir
ornekle desteklenmigtir. Bu suretle gabuk kavranan bir kinematik analiz semasi

geligtirilmistir.

- u, s, v deplasmanlar arasindaki geometrik iligki ayrintili bigimde incelenmis, tek
serbestlik dereceli manipulatére ait hareket denklemleri hem u, v hem de s, v bagimli
degiskenler cinsinden g¢ikartilmigtir. Hareket denklemlerinin ¢ikartilmasinda farkli
yaklagim ve yontemler kullamlmig olup, bunlarin gerek fiziksel tasvir ve gerekse

niimerik ¢oziimler agisindan tahlili yapilmigtir,

- Geometrik katllagmanin goz Oniine alinmamas: halinde sistem cevabinda zahiri bir
kararsizligin ortaya ¢ikacagi hususu hem matematiksel agidan hem de farkli yontemlerle
(KEM, SEM) ¢ikarilan hareket denklemleri kullanilarak dogrulanmistir. Bu gergevede
literatiirdeki bazi makalelerde (6rmegin Choura ve ark. 1991) verilen sonuglarin, o
caligmalardaki teorik modellerle elde edilemeyecegi saptanmigtir. Ayrica yaygin
bigimde referans gosterilen bir ¢aligmada (Kane ve ark. 1987) genellestirilmis
koordinatlarin hatali tamimlandigi gorilmektedir. Literatiirde nonlineer uzama
oranlarinin kullanildigi ¢aligmalar da olmakla beraber, genellikle sonugta merkezkag
kuvvetin ige katilmasiyla sadelestirmelere gidilmektedir (Du ve ark. 1996). Esnek
uzuvlu manipulatorlere iligkin g¢aligmalanin g¢ogunda kritik alt1 isletme hizlanndaki

o6rnekler verilmektedir.

- Iki serbestlik dereceli, esnek uzuvlu bir diizlemsel manipulatoriin hareket denklemleri

motor yarigaplarini da g6z 6niine alarak tiim sinir sartlariyla ¢ikarilmagtir,

- u, v modelinde KEM yo6ntemi uygulandifinda u yerine ankastre-serbest gubugun
boyuna titresim modlan cinsinden seri agilim kullanildig: takdirde sistem matematiksel

agidan katilasgtigindan kiigiik sehimler elde olunmaktadir.
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- Sonlu Elemanlar Modelinde u, s, v degiskenleri arasindaki bagimliliktan &tiirti nodal

bityiikliikklerin u, v yerine s, v cinsinden tanimlanmasinin uygun oldugu gosterilmistir.

Bundan sonraki ¢aligmalarda egrilik-moment bagintisinin (4.19) da verilen
formuyla goz oniine alinip, isletme kosullarina goére lineerlestirme veya basitlestirmeye
gidilmesi uygun olacaktir. Ayrica degisken kesitli ve/veya agik kesitli (kesit agirlik
merkeziyle kayma merkezinin farkli oldugu) uzuvlara sahip hacimsel manipiilatorler
icin de benzer analizlerin yapilmasi, ayrica elastik hareket denklemlerinin mafsal
denklemleriyle birlikte ¢6ziimii bundan sonraki g¢aligmalarda ele alinacak konular

arasindadir,
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9. EKLER
EK-1: s-v-Ny (SEM) Modeline Ait Denklemlerin Coziimiinde Kullanilan Alt Program

%%% Bu Alt Program s-v-Ny; (SEM) Modeline Ait %%%
%% % Denklemlerin Coziimiinii Saglar %%%

function dg=femmk(t,q)

%%% KOLA AIT FIZIKSEL DEGERLER %%%
tboy=10; %Toplam Boy

EA=2.8¢7; . %Uzama Rijitligi

EI=1.4e4; %Egilme Rijitligi

rA=1.2; %Yogunluk*Kesit Alam

r[=6¢-4; %Yogunluk*Kesit Atalet Momenti

%% %% %%%% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %%%%

%%% HAREKET KANUNU %%%
ahm=6; %Maksimum Hiz
tF=15; %Hareketin Toplam Siiresi
if t<=tf
as=ahm/tP*(t-tf/(2*pi)*sin(2 *pi*t/tf)); % Agisal Hiz
aa=ahm/tf*(1-cos(2*pi*t/tf)); % Agisal ivme
else
as=6; aa=0;
end
%% %%%%%% %% %% %% %% %% %% % %% %% % %% % %%

es=3; %Eleman Sayis1
eboy=tboy/es; %Eleman Boyu

%% % KATSAYI MATRISLERI %%%
HM11=[1/3 00 1/6 0 0;0 13/35 11*eboy/210 0 9/70 -13*eboy/420;...
0 11*eboy/210 eboy”2/105 0 13*eboy/420 -eboy”~2/140;1/6 00 1/3 0 0;...
0 9/70 13*eboy/420 0 13/35 -11*eboy/210;...
0 -13*eboy/420 -eboy~2/140 0 ~11*eboy/210 eboy”2/105];
M11__=rA*eboy*HMI1;

HM12=[0 7/20 eboy/20 0 3/20 -eboy/30;-7/20 0 0 -3/20 0 0;-eboy/20 0 0 -eboy/30 0 0;...
0 3/20 eboy/30 0 7/20 -eboy/20;-3/20 0 0 -7/20 0 0;eboy/30 0 0 eboy/20 0 0];

M12_=rA*eboy*as*HM12; MI12t_=rA*eboy*aa*HM12;

M22  =as"2*M11_;

J =rl*as*[0 -1 00 10]; Jt =r[*aa*[0-10010];
Hfil=[0 000 0 0;0 6/(5*eboy) 1/10 0 -6/(5*eboy) 1/10;...

0 1/10 2*eboy/15 0 -1/10 -eboy/30;0 000 0 0;...
0 -6/(5*eboy) -1/10 0 6/(5*eboy) -1/10;0 1/10 -eboy/30 0 -1/10 2*eboy/15];
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J11__=rI*Hfil;

Hfi2=[0 0 0 0 0 0;0 3/5 eboy/10 0 -3/5 0;0 eboy/10 eboy”2/30 0 -eboy/10 -eboy”2/60;...
00000 0; 0-3/5 -eboy/10 0 3/5 0;0 0 -eboy”2/60 0 0 eboy”2/10];

Hfi3=[0 0 0 0 0 0;0 12*eboy/35 eboy”~2/14 0 -12*eboy/35 -eboy”*2/35;...
0 eboy”2/14 11*eboy”3/105 0 -eboy”~2/14 -eboy”3/70;...
0000 0 0; 0 -12*eboy/35 -eboy”2/14 0 12*eboy/35 eboy’2/35;...
0 -eboy’2/35 -eboy”3/70 0 eboy~2/35 3*eboy*3/35];

HP=[100-100;000000;000000;-100100;000000;000000};
KAL =EA/eboy*HP;

HQ= [00 00 0 0;0 6/eboy*2 3/eboy 0 -6/eboy”2 3/eboy;0 3/eboy 2 0 -3/eboy 1;...
00000 0;0 -6/eboy”2 -3/eboy 0 6/eboy”2 -3/eboy;0 3/eboy 1 0 -3/eboy 2];
KT __=(2*El/eboy)*HQ;

omega={0;0;as]; omegat=[0;0;aa];

ger_q(1,1)=0; ger_q(2,1)=0; ger_q(3,1)=0;

for j=4:3*(es+1), '
ger_q(j,1)=q(,1);

end;

qn(1,1)=0; qn(2,1)=0; qn(3,1)=0;
for j=4:3*(es+1),
k=3*(es+t1)+j;  qn(,1)=q(k,1);

end;

%%% KATSAYI MATRISL”ERiNTN . %%%
%%% ELEMAN BAZINDA YUKLENMESI %%%
for i=1:es,

s(:,:,i)=[zeros(6,3*(i-1)) eye(6,6) zeros(6,3*(es-1))];
M11(,:.,1)=s(,:0) *M11_ *s(:,51);

M12(,:,i)=s(:, 1) *M12_ *s(s,:,1);

M12t(;,:,i)=s(;,:, 1) *M12t__ *s(:,5,1);

XM1=[0 (3/10+(i-1)) (eboy/15+(i-1)*eboy/6) 0 (7/10+(i-1)) (-eboy/10-(i-1)*eboy/6)];
MX1__ =0.5*as*rA*eboy"2*XM1; MX1t__=0.5*aa*rA*eboy"2*XMI;
MX1(;,;,i)=MX1__*s(;,:,i); MXTt(:,5i=MX1t__*s(;,:,i);
XM2=[1/6H3i-1)/2 0 0 1/3+(i-1)/2 0 0];

MX2 =as"2*rA*eboy”2*XM2;

MX2(:,.,i)=MX2__ *s(,:,i);

M22(:,:,i)=s(:,:,1) *M22_ *s(;,:,i);

ICG, =T *s(yn,1); G, 1)=Tt_*s(e,e01);

J11G,510)=s (1) * T *s(s,51);

M., =ML, DTG, 0);

KAL(:,:i)=s(,:, ) *KAL__*s(:,:,i);

KT(,Li)=s(, D) *KT__*s(:,5,1);

KF1=(tboy~2-eboy”2*(i-1)*2)*Hfil;

KF2=eboy*(i-1)*Hfi2; KF3=Hfi3;
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KF_=rA*as"2*(KF1-2*KF2-KF3);

KF(,5i)=s(:,1)*KF_*s(:,:,1);

end;

%%% ELEMANLARA AIT %%%
%%% KATSAYI MATRISLERININ TOPLANMASI  %%%
topM_=0; topM12=0; topM12t=0;

topMX1=0; topMX1t=0; topMX2=0;

topM22=0; topJ=0; topJt=0;

topKAL=0; topKT=0; topKF=0;

for i=1:es,
topM_=topM_+M(,,1);
topM12=topM12+M12(,;,i); topMI12t=topM12t+M121(:,:,i);

topMX1=topMX1+MX1(:,:,i); topMX1t=topMX1t+MX1t(.,:,i);

topMX2=topMX2+MX2(:,:,i);
topM22=topM22+M22(:,:,i);
topJ=topJ+I(:,:,i); topJt=topJt+Jt(:,:,i);
topK AL=topK AL+KAL(:,:,i);
topKT=topKT+KT(:,:,i);
topKF=topKF+KF(:,:,i);

end;

topH=topM12'-topM12; % Hiz Matrisi

top Y=topM 12t'-topM22+topK AL+topKT; % Yerdegistirme Matrisi
sagt=(topMX2'-topMX1t')-topJt’; % Sag Taraf Siitun Matrisi

sagt(1,1)=0; sagt(2,1)=0; sagt(3,1)=0;

for i=1:3*es,
for j=1:3%es,
tM_(i,j)=topM_(3+i,3+j);
topH_(i,j)=topH(3+i,3+j);
topY_(i,j)y=topY(3+i,3+j);
end;
end;
tM=inv(tM );
topM=[zeros(3,3 *(es+1)); zeros(3*es,3) tM];
hiz=[zeros(3,3*(es+1)); zeros(3*es,3) topH_];
yerd=[zeros(3,3*(es+1)); zeros(3*es,3) topY _J;

topKF(1,1)=0; topKF(2,1)=0; topKF(3,1)=0;
qno=topM*(-hiz*qn-yerd*ger_q+sagt-0.5*topKF*ger q);

dg= [qn
qnn];
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EK-2: s-v-p (KEM) Modeline Ait Denklemlerin Coziimiinde Kullanilan Alt Program

%%% Bu Alt Program s-v-¢ (KEM) Modeline Ait %%%
%%% Denklemlerin Coziimiinii Saglar %%%

function dq=svfi(t,q)

%%% KOLA AIT FiZIKSEL DEGERLER %%%
1b=10; %Toplam Boy
EA=2.8¢7,; %Uzama Rijitligi
El=1.4¢e4; %Egilme Rijitligi
rA=1.2; %Yogunluk*Kesit Alam
rl=6e-4; %Y ogunluk*Kesit Atalet Momenti
%%%%%%%% %% %% % %% %% %% % %% % %% %% %% %%
%%% HAREKET KANUNU %%%
ahm=6; %Maksimum Hiz
tf=15; %Hareketin Toplam Siiresi
if t<=tf
as=ahm/tf*(t-tf/(2 *pi)*sin(2 *pi*t/tf)); % Agisal Hiz
aa=ahm/tf*(1-cos(2*pi*t/t)); % Agisal Ivme
else
as=6;
aa=0;
end

%% %% %% %% %% %% Yo %o YoV %% %% % %% %% %% %% %%

%%% MODAL FONKSIYONLARLA [LGIL] %%%
%%% INTEGRAL DEGERLERI %%%

al1=0.5%Ib; a12=0; a21=0; a22=0.5*1b;

b111=3.6398; b112=0.7668; b121=b112; b122=14.1513;
b211=-0.1372; b212=1.8654; b221=b212; b222=-1.5407;

d1=0.4053*1b"2; d2=-0.0450*1b"2;

etal=-0.5688*Ib"2; eta2=-0.0908*1b"2;

g11=-0.6779*1b; g12=-0.1936*1b; g21=0.1961*lb; g22=-0.6119*1b;
ks1111=27.4864/1b; ks1112=4.9495/1b; ks1121=ks1112; ks1122=108.4623/1b;
ks1211=ks1112; ks1212=9.2054/lb; ks1221=ks1212; ks1222=12.3249/1b;
ks2111=ks1112; ks2112=ks1212; ks2121=ks2112; ks2122=ks1222;
ks2211=ks1122; ks2212=ks1222; ks2221=ks1222; ks2222=440.8191/1Ib;
mull=lb; mul2=0; mu21=0; mu22=lb;

p11=1.2337/b; p12=0; p21=0; p22=11.1033/1b;
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r11=2.9782*lb; r12=0.4290*Ib; r21=r12;  r22=11.7583*b;
t11=12.3624/1b"3; t12=0; 121=0; 122=485.5188/Ib"3;

z111=-5.0130; z112=-0.9434; z121=-0.2498; z122=-2.9117;
2211=-0.2498; 2212=-2.9117; 2221=-20.0904; z222=-1.2082;

nul1=4.6478/lb; nul2=-7.3799/1b; nu21=nul2; nu22=32.4174/1b;
omegal1=null; omegal2=nul2; omega2l=nu21; omega22=nu22;
sigmall=tl1l; sigmal2=t12; sigma2l=t21; sigma22=t22;
lamll=null; laml2=nul2; lam2l=nu21; lam22=nu22;

kappal=-2; kappa2=2;

%%% u DENKLEMLERININ %%%

%%% 4 Li TERIMLER DISINDA KALAN KISIMLARI %%%

f(1)= b111*q(9)"2+2*b112*q(9)*q(10)+b122*q(10)"2+2*as*gl 1*q(9)+2*as*g12*q(10)-...
0.5*as*b111*q(3)"2-as*b112*q(3)*q(4)-0.5*%as*b122*q(4)"2+aa*gl 1 *q(3)+...
aa*gl2*q(4)+as*2*dl-(emyog*pll-as*2*al1)*q(1)-(emyog*p12-as"2*al2)*q(2);

f(2)= b211*q(9)Y"2+2*b212*q(9)*q(10)+b222*q(10)2+2*as*g21*q(9)+2*as*g22*q(10)-...
0.5*as*b211*q(3)"2-as*b212*q(3)*q(4)-0.5*as*b222*q(4)"2+aa*g21*q(3)+...
aa*g22*q(4)+as"2*d2-(emyog*p21-as”2*a21)*q(1)-(emyog*p22-as"2*a22)*q(2);

%%% : v DENKLEMLERININ %%%

%%% 4 LI TERIMLER DISINDA KALAN KISIMLARI %%%

f(3y= -(ks1111*q(3)+ks1211*q(4))*q(9)"2-2*(ks1112*q(3)+ks1212*q(4))*q(9)*q(10)-...
(ks1122*q(3)+ks1222*q(4))*q(10)"2-2*as*gl 1 *q(7)-2*as*g21*q(8)-0.5*aa*z111*q(3)"2-...
aa*(z112-0.5*z121)*q(3)*q(4)-aa*(z121-0.5*2221)*q(3)*q(4)-aa*(z122-0.5*2221)*q(4)*2-..
as"2*(b111*q(3)+b112*q(4))*q(1)-as™2*(b211*q(3)+b212*q(4))*q(2)-aa*gl 1*q(1)-...
aa*g21*q(2)+0.5%as " 2*(ks1111*q(3)"3+3*ks1112*q(3)"2*q(4)+2*ks1212*q(3)*q(4)"2+...
ks1122*q(3)*q(4)"2+ks1222*q(4)"3)-2*as*((z1 12-2211)*q(10)*q(3)+...
(z122-2221)*q(4)*q(10))-aa*etal-(fak*GA*nul 1/rA+as”2*r1 1-as"2*mul 1)*q(3)-~...
(fak*GA*nul2/rA+as"2*r12-as"2*mul2)*q(4)+...
fak*GA*(omegal 1 *q(5)+omegal2*q(6))/rA;

f(4)= -(ks2111*q(3)+ks2211*q(4))*q(9)"2-2*(ks2112*q(3)+ks2212*q(4))*q(9)*q(10)-...
(ks2122*q(3)+ks2222*q(4))*q(10)"2-2*as*g12*q(7)-2*as*g22*q(8)-...
aa*(z211-0.5%z112)*q(3)"2-aa*(z212-0.5*z122)*q(3)*q(4)-...
aa*(z221-0.5*%2212)*q(3)*q(4)-0.5*aa*z222*q(4)*2-as"2*(b121*q(3)+...
b122*q(4))*q(1)-as*2*(b221*q(3)+b222*q(4))*q(2)-aa*g12*q(1)-aa*g22*q(2)+...
0.5*as"2*(ks2111*q(3)"3+2*ks2112*q(3)"2*q(4)+3*ks2122*q(3)*q(4)"2+...
ks2211*q(3)"2*q(4)+ks2222*q(4)"3)-2*as*((z2211-z112)*q(3)*q(9)+...
(2221-z122)*q(9)*q(4))-aa*eta2-(fak*GA*nu2 1/rA+as"2%r21-...
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as"2*mu21)*q(3)-(fak*GA*nu22/rA+as"2*r22-as"2*mu22)*q(4)+...
fak*GA*(omega21*q(5)+omega22*q(6))/rA;

%%% ¢ DENKLEMLERININ %%%

%%% 4 LI TERIMLER DISINDA KALAN KISIMLARI %%%

f(5)= fak*GA*(omegall*q(3)+omega2l*q(4)-laml1*q(5)-lam12*q(6))/rl-...
aa*kappal-EA*(sigmal1*q(5)+sigmal2*q(6))/TA;

f(6)= fak*GA*(omegal2*q(3)+omega22*q(4)-lam21*q(5)-lam22*q(6))/rl-...
aa*kappa2-EA*(sigma21*q(5)+sigma22*q(6))/rA;

%%% 4 Li TERIMLERE AIT %%%
%%% KATSAYI MATRISININ OLUSTURULMASI %%%
m(1,1)=all; m(1,2)=al2;

m(1,3)=-(b111*q(3)+b121*q(4));

m(1,4)=-(b112*q(3)+b122*q(4));

m(1,5)=0; m(1,6)=0; ’

m(2,1)=a2l; m(2,2)=a22;
m(2,3)=-(b211*q(3)+b221*q(4));
m(2,4)=-(b212*q(3)+b222*q(4));
m(2,5)=0; m(2,6)=0;

m(3,1y=m(1,3); m(3,2)=m(2,3);
m(3,3)=mul1+ks1111*q(3)*2+2*ks1121*q(3)*q(4)+ks1221*q(4)"2;
m(3,4)=mul2+ks1112%q(3)"2-+(ks1 122+ks1212)*q(3)*q(4)+ks1222*q(4)2;
m(3,55-0; m(3,6)=0;

m(4,1=m(1,4); m(4,2)=m(2,4);

m(4,3)=m(3,4);
m(4,4)=mu22+ks2112%q(3)"2+2*ks2122%q(3)*q(4)+ks2222*q(4)"2;
m(4,5~0; m(4,6)=0;

m(5,1)=0; m(5,2)=0; m(5,3)=0; m(5,4)=0;
m(5,5)=laml1l; m(5,6)=lamil2;

m(6,1)=0; m(6,2)=0; m(6,3)=0; m(6,4)=0;
m(6,5)=lam21; m(6,6)=lam22;

qn=inv(m)*{’;

i=1:6; j=6+i;
ger_q(i)=q();

dg= [ger_g'
qn};
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EK-3: v- Ny (KEM) Modeline Ait Denklemlerin Coziimiinde Kullanilan Alt Program

%%% Bu Alt Program v-Ny (KEM) Modeline Ait %%%
%%% Denklemlerin Coziimiinii Saglar %%%

function dy=norkuv(t,y)

%%% KOLA AIT FIZIKSEL DEGERLER %%%
1b=10; %Toplam Boy

ElI=1.4e4; %Egilme Rijitligi

rA=1.2; %Yogunluk*Kesit Alani

atm=El/EA;

%%0 0%° 00 0%0 00 0%%%%%0 00 00 00 00 00 0° 00 00 0%0 00 Oo 0%0 D%%

%%% HAREKET KANUNU %%%
ahm=6; %Maksimum Hiz
tf=15; %Hareketin Toplam Siiresi
if t<=tf
as=ahm/tf*(t-tf/(2 *pi)*sin(2 *pi*t/tf)); % Agisal Hiz
aa=ahm/tP*(1-cos(2*pi*t/tf)); % Agisal Ivme’
else
as=6; aa=0;
end
%%%%%%%%%%% % %% %% %% %% %% % %% % %% % %%

%%% MODAL FONKS{YONLARLA ILGILI %%%
%%% INTEGRAL DEGERLERI %%%

etal=-0.5688*1b"2; eta2=-0.0908*b"2;

kal1=2.2611*lb; kal2=-6.0082*lb; ka21=kal2; ka22=19.4609*Ib;
mul 1=ib; mu22=lb;

nul1=4.6478/lb; nu12=-7.3799/lb; nu21=nul2; nu22=32.4174/b;
nmul=-2; nu2=2;

t11=12.3624/Ib"3; 122=485.5188/1b"3;

%%% KATSAYI MATRISLERININ OLUSTURULMASI %%%

M=[mul 1+atm*null atm*nul2;atm*nu21 mu22+atm*nu22];
K=[EI*t11/rA-(mull-0.5*(Ib"2*nul1-kal1))*as*2 0.5*(1b"2*nul2-kal2)*as"2;...

0.5%(1b"2*nu21-ka21)*as"2 EI*122/rA~(mu22-0.5%(1b"2*nu22-ka22))*as"2];
F=[-(etal+atm*nul)*aa; -(eta2+atm™*nu2)*aa;

Mt=inv(M); ,

yy=Iy(:, 1);¥(;,2)}; % Yer Degistirme Vektorii
yo=[y(:,3);y(:,4)]; % Hiz Vektoril
ynn=-Mt*(K*yy)+Mt*F; %Denklem Takimt
dy= [yn

ynn];
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EK-4: u, s ve v Deplasmanlarinm Hesaplanmasinda Kullamilan Yardune: Program
(svdep2.m)

%%%  Bu Program KEM Modeline Ait Alt Programlarla Bulunan ~ %%%
%%% q; Degerlerini Modal Fonksiyonlarla Carparak %%%
%%% Kolun Her x Noktasinin Her t Anindaki %%%
%%% u, s ve v Deplasmanlarmi Hesaplar %%%

n=50;
ara=1/(n-1),

for i=1:n
x(D)=1*(i-1)*ara,
end,

lam1=1.8751037; lam2=4.694;

k1=(cos(lam1)+cosh(lam1))./(sin(lam1)+sinh(lam1));
k2=(cos(lam2)+cosh(lam2))./(sin(lam2)+sinh(lam2)};

fv1=(cos(x"*lam1)-cosh(x"*lam1))-(sin(x"*lam1)-sinh(x"*lam1))*k1;
£v2=(cos(x"*lam2)-cosh(x"*lam2))-(sin(x"*lam2)-sinh(x"*lam2)) *k2;
fv=[fv1 fv2];

futl1=(x"*lam172*k1°2-+Ham1/4*sin(2*x"*lam1)*(k12-1)+lam1/4*sinh (2 *x"*lam 1) *(k1/2-+1)-...
laml*cos(x'*laml). *sinh(x'*lam1)*(k172+1)-lam1 *sin(x"*lam1). *cosh(x"*lam1) *(k1"2-1)-...
lam1*sin(x'*lam1).*sinh(x"*lam1)*(k1-1)+2*k1*lam] *cos(x'*lam1). *cosh(x'*lam1)+...
k1*lam1*(sin(x"*lam1).~2-sinh(x'*lam1).72))/1b;

s1s2=(lam1*sin(x'*lam2).*cos(x'*lam1)-lam2 *sin(x'*lam1). *cos(x'*lam2))/(lam2/2-lam1"2);
slsh2=(lam2*sin(x"*lam1).*cosh(x'*lam2)-lam1*cos(x"*lam1).*sinh(x'*lam?2))/(lam2/2+lam1"2);
slc2=(lam1*cos(x"*lam1).*cos(x'*lam2)+lam2 *sin(x'*lam1). *sin(x'*lam2))/(lam2"2-lam1/2);
slch2=(-lam1*cos(x'*lam1).*cosh(x'*lam2)+lam2*sin(x'¥lam1). *sinh(x'*lam2))/(lam2"2+lam112);
sh1s2=(lam1*sin(x'*1lam?2).*cosh(x'*lam1)-lam2 *cos(x"*lam2). *sinh(x'*lam1))/(lam1/2-Ham2"2);
sh1sh2=(-lam1*sinh(x"*lam2).*cosh(x'*lam])+lam2 *sinh(x'*lam1). *cosh(x'*lam2))/(lam2/2-...
lam1/2),
shlc2=(lam1*cosh(x'*lam1).*cos(x'*lam2)+am2*sinh(x"*lam1). *sin(x'*lam2))/(lam2"2+lam1"2),
shlch2=(-lam1*cosh(x"*lam1).*cosh(x'*lam2)+lam2 *sinh(x'*lam1). *sinh(x'*1lam2))/(lam2/2-..,
lam172);
s2cl=(lam2*cos(x'*lam2).*cos(x'*lam1)+lam] *sin(x'*lam2). *sin(x'*lam1))/(lam1*2-Jam2/2);
s2ch1=(-lam2*cos(x'*lam2). *cosh(x'*lam1)+lam1 *sin(x'*lam2). *sinh(x'*lam1))/(lam2"2+lam1/2);
sh2c1=(lam2*cosh(x'*lam2).*cos(x'*lam1)+lam1*sinh(x'*1lam2). *sin(x'*lam1))/(lam2"2+lam1/2),
sh2ch1=(-lam2*cosh(x'*lam2).*cosh(x'*lam1)+am] *sinh(x'*lam2). *sinh(x"*lam1))/(lam1/2-...
lam2”2);
clc2=(-lam1*sin(x'*lam1).*cos(x"*lam2)+Ham2*cos(x"*lam1).*sin(x"*lam2))/(lam2/2-lam1/2);
clch2=(lam1*sin(x'*lam1).*cosh(x'*lam2)+lam2*cos(x'*lam1). *sinh(x'*lam2))/(lam2"2-+lam1"2);
chlc2=(lam2*sin(x"*lam2).*cosh(x'*lam1)+lam1 *cos(x'*lam2). *sinh(x"*lam1))/(lam2"2+lam1"2),
chlch2=(-lam1*sinh(x'*lam1).*cosh(x'¥lam2)+lam2 *cosh(x'*lam1). *sinh(x'*lam2))/(lam2/2-...
lam1/2);
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fvt12=(lam1 *lam2*(s1s2+s1sh2+k2*s1c2-k2*s1ch2+sh1s2+shlsh2+k2*sh1c2-k2*shich2+...
k1*s2c1-k1*s2chl+kl*sh2cl-k1*sh2chl+k1*k2*clc2-k1*k2*c1ch2-...
k1*k2*chlc2+k1*k2*chlch2))/1b;

vi22=(x'*lam2/2 ¥k2/2+lam2/4 *sin(2 *x"*lam2)*(k2/2-1y+lam2/4*sinh(2*x'*lam2)*(k2/2+1)-...
lam2*cos(x'*lam2). *sinh(x'*lam2)*(k2/2+1)-lam2 *sin(x'*lam2). *cosh(x'*lam2) *(k2/2-1)-...
lam2 *sin(x'*lam2). *sinh(x'*lam2)*(k2-1)+2*k2 *lam2 *cos(x'"*lam2). *cosh(x"*lam2)+...
k2*lam2*(sin(x'*lam2)./2-sinh(x'*lam2)./2))/1b;

fs1=sin(pi*x'*(2*1-1)/2);
fs2=sin(pi*x'*(2*2-1)/2),
fs=[fs1 £s2];

qs=[q(:,1) q(:,2)];
qv=[q(:,3) q(:4)];

s=fs*qgs’;

v=tv*qv',

vt=0.5%(q(:,3).22*fvt1 1'+2*q(:,3). *q(:,4)*fvt12'+q(:,4). 2 *{vt22');
u=s-vt';
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EK-5: Alt Programlarla Verilen Ode Dosyalarim1 Cahstiran Ana Program

%%% Bu Program EK-1, EK-2, EK-3 de Verilen ve Alt Program  %%%
%%% Halindeki ODE Dosyalarmni Caligtinr %%%

[t,ql=¢oziicii (‘ode_dosyasinin_adr’,¢6ziim_siiresi,baglangic degerleri);

%% ¢oziicii; MATLAB 5.2 programinda mevcut ODE45,0DE23, ODE23s, ODE23t, ODE23tb,
%% ODE113, ODE15s fonksiyonlarmdan ¢oziimii yapilacak denklem takimina uygun olam segilir.
%% Bu gahismada, stiff diferansiyel denklem takimlan i¢in hazirlanmig ve

%% ¢oziim metodu derecesi degigken olan ODE1Ss fonksiyonu kullanilmgtir.

%% ‘ode_dosyasimin_ady’; ¢oziimii yapilacak denklem takiminin tanimlandig: alt programun adidir.
%% ‘femmk’ , ‘svfi’, ‘norkuv’ gibi.

%% ¢oziim_siiresi; ¢dziim yapilacak zaman araliimin baglangig ve bitig degerleri vektor tarzinda
%% verilir.

%% baglangi¢_degerleri; ¢oziam degiskenlerinin baglangig degerleri vektor tarzinda verilir.
svdep2; %% KEM modeline ait denklem takimlarnin ¢éziimiinden bulunan

%% zamana bagh q degiskenleri modal fonksiyonlarla ¢arpilarak kolun
%% her x noktasina ait u ,s ve v deplasmanlan hesaplanir.

plot(t,v(50,:)) %% kolun ug noktasmin enine deplasmanlarmin zamana gére degisimini
%% ckrana cizer

figure %% yeni bir gizim penceresi agar

plot(t,s(50,2) %% kolun ug noktasinin boyuna deplasmanlarinin zamana gére degigimini

%% ekrana ¢izer
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