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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

IKINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN ADI DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN SIMETRI INDIRGEMELERI

ilker Burak GIRESUNLU

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Emrullah YASAR

Bu c¢alismada ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklemlerin (ADD)
Lie grup teorisi ve bazi yari-algoritmik metotlarla ¢oziimlerinin nasil elde edilebilecegi
gosterilmistir. S6z konusu denklem smifinin sayet Lie grup lreteci mevcutsa
mertebesinin nasil diisiiriilebilecegi gosterilmistir. Ozellikle goz 6niine alman ADD in
en az iki Lie iireteci mevcutsa dort farkli kanonik gruptan birine nasil girebilecegi 33.
Painlevé-Gambier denklemi iizerinde ayrintili bir sekilde gdsterilmistir. Ote yandan her
diferensiyel denklemin Lie iireteci mevcut olmayabilir. Lie iiretecinin mevcut olmadigi
ya da asikar oldugu hallerde mertebenin diisiiriilmesi ve ¢oziime nasil ulasilabilecegi,
teorinin genellestirilmesi olan A —simetri metodu ile gosterilmistir. 2000 1i yillarin
baslarinda ortaya atilan ve biiyiik bir gelisim gosteren bu yeni teorinin uygulanabilirligi
tizerinde durulmustur. Bu baglamda lineer olmayan salimim denklemi gbéz Oniine
alimmis ve A—simetri metodu ile denklemin integral ¢arpani, indirgemesi ve ¢ozimii
elde edilmistir. Bu metodun kapsayiciligi iki yari-algoritmik metot olan Prelle-Singer

(P-S) ve eslenik (adjoint) simetri metotlari ile karsilastirilarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie Grup Teorisi, A—Simetri, Prelle-Singer Metodu, Eslenik
Simetri, Simetri Indirgemeleri, ik Integraller
2013, vi + 45 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

SYMMETRY REDUCTIONS OF NONLINEAR SECOND-ORDER ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

ilker Burak GIRESUNLU

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Emrullah YASAR

In this thesis, solution of second-order nonlinear ordinary differential equations are
obtained by Lie group theory and some semi-alghoritmic methods. If one has a Lie
group generator of the given equation, then it’s shown that how to reduce order of the
equation. Especially, when at least two Lie group generator of the equation under
consideration is exist, then we show that how the equations can enter one of the four
different canonical group is shown in detail on 33. Painlevé-Gambier equation. On the
other hand, Lie generator of each diferential equations is not available. If any Lie group
generator is not exist or is trivial, then it’s shown that reduction of order and how to
obtain solution with 4 —symmetry method. This new theory which comes out in the
early stages 2000 and there are lots of improvement so far, focused on the applicability.
In this respect, the nonlinear oscillation equation is considered and integrating factor,
reduction and solution of the equation are obtained by A—symmetry method. It’s
shown that the comprehensiveness of this method compared with semi-algorithmic

methods which are Prelle-Singer (P-S) method and adjoint symmetry method.

Key words: Lie Group Theory, A-—Symmetry, Prelle-Singer Method, Adjoint
Symmetry, Symmetry Reductions, First Integrals
2013, vi + 45 pages.
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1. GIRIS

Bilindigi gibi dogada meydana gelen fiziksel olaylar diferensiyel denklemlerle
modellenmektedir. Homojen bir ¢ubuktaki 1s1 iletiminin ikinci mertebeden parga tiirevli
diferensiyel denklemle, duvara baglanmis bir sarkacin yaptigi salinim hareketinin ikinci
mertebeden adi diferensiyel denklemle (ADD) ifade edilmeleri birer ornektir.
Diferensiyel denklemlerde g6z oniine alinan problemin ¢6zlimiiniin var olup olmadigi,
varsa ¢oziimiin tekligi klasik olarak yogun bir sekilde calisilmaktadir. Bunun yaninda
¢Oziimiin yapisinin arastirilmasi da ilgi ¢eken bir konudur. Son yiizyilda oldukga
tizerinde durulan ve galisilan bu konudaki ilk ¢alismalar 1800 lii yillarin sonuna kadar
gitmektedir. Zamanin Norvegli matematik¢i Sophus M. Lie, Galois’in cebirsel
denklemler {izerindeki grup teorisi ile ugrasti. Diferensiyel denklemlerin kabul ettigi
dontisiim gruplar araciligiyla siniflandirilmasi, mertebe diistiriilmesi, lineerlestirilmesi
ve ¢oziimlerinin elde edilmesi gibi problemleri ¢6zmeyi basardi. Lie’nin ortaya attigi
fikir oldukg¢a yalin ve netti. Mertebesi kadar uzatilmis vektor alani i¢in goz oniine alinan
denklemin degismez kalmasi prensibinden hareketle iirete¢ denilen lineer operatdrlerin
elde edilmesi ana nokta idi. Buradaki problem, iireteglerin kullanilmasi ile denklemin
mertebesinin diisiiriilmesi (ADD de) ve c¢oziimiiniin elde edilmesindeki belirleyici
denklemleri ¢ozmedeki hesaplama zorlugu idi. Teori, 1960 11 yillara kadar fazla ilgi
¢ekmedi. 1960 11 yillarin sonunda L. Ovsiannikov ve Ogrencileri (6zellikle N. H.
Ibragimov) teoriyi kullanarak bir¢ok 6nemli denklemin simiflandirmasi, korunum
kanunlar1 ve ¢oziimlerini elde etti. 1990 11 yillarin sonu ve 2000 i yillarin basinda tireteg
hesaplamak i¢in bilgisayar paketlerinin kullanilmaya bagslanmasi ile teori ¢ok ilgi

¢cekmeye basladi.

Bu caligmada yukarida kisaca degindigimiz teoriyi kullanarak bazi 6zel ikinci
mertebeden lineer olmayan ADD lerin mertebe indirgemeleri, integral carpanlar1 ve

¢Ozlimleri arastirilmisgtir.

Calisma dort boliimden olusmaktadir. Ik béliim giris boliimiidiir. Ikinci bélim
Onbilgilere ayrilmistir. Bu baglamda 6nce Lie gruplar tanitilmig daha sonra bu teorinin
genellemesi olan A —simetri yaklasimi incelenmistir. Ayrica Prelle-Singer (P-S) ve

eslenik (adjoint) simetri metotlar1 da kisaca dzetlenmistir. Uciincii boliim teorinin iki



onemli lineer olmayan ADD e uygulamasi yapilmistir. Son boliimde ise sonug ve

tartigmalar verilmistir.



2. ON BILGILER
2.0. Giris

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teorem ve
tanimlar verilmistir. Bu bolim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda ikinci
mertebeden ADD igin klasik Lie simetri metodu ele alinmistir. Bu metot literatiirde

temel metottur.

Ikinci kisimda son yillarda gelistirilen A — simetri metodu ile ikinci mertebeden ADD
lerin simetri indirgemeleri ele alinmistir. A —simetri metodu, ele alinan ADD in

simetrisi veya asikar olmayan Lie simetrisi olmadigi durumlar i¢in gelistirilmistir.

Ugiincii kistmda P-S metodu ele almarak ikinci mertebeden ADD in indirgenerek ilk

integrali uygun kabullerle bulunmaktadr.

Son olarak doérdiincii kisim ise ikinci mertebeden ADD lerin eslenik simetri metoduyla

indirgeyerek ilk integralinin bulunmasini ele almaktadir.
2.1. Lie Simetri

Ikinci mertebeden veya daha yiiksek mertebeden ADD lerin sonsuz kiigiik simetrileri,

belirleyici (overdetermined) denklemler yardimiyla hesaplanabilir. Bu kisimda,
y'=f(x,y,y)=0 (2.1.1)

ikinci mertebe ADD lerin simetri hesaplamalarina yonelik metotlar verilecektir.
X = £06Y) 2+ y) = (212)
7 ox oy o

sonsuz kiiglik operatoriinii ele alalim. Buradan belirleyici denklem



XO(y=txyy)) | =P -n¥f,-nf,-£f) |
y'=f (x,y.y) Y= (x.y.y) (2.1.3)

=0
olup buradaki uzanimlar

77(1) = Dx (77) - y,Dx (5)

2.14
7 =D, (") - y'D,($) 214

dir (Ibragimov 2006). (2.1.4) uzanim formiilleri (2.1.3) belirleyici denkleminde yerine

yazilirsa

T+ (277xy - gxx) + (77yy - zé:xy)y'2 - é:yyy’3 _é: fx ) fy + (77y - 25)( _By,fy) f (2 1 5)
_(nx_‘_(ny_é:x)y'_ylzé:y)fy’:0 h
belirleyici denklemi elde edilir. Burada (2.1.5) denklemi Xx,y,y" degiskenlerini i¢erdigi
halde &,n fonksiyonlar1 y' degiskenini igermemektedir. Dolayisiyla y" niin polinomu

olarak yazildiginda y’ niin her bir kuvvetinin katsayisi sifira esittir.

Sonug olarak & ve 7 fonksiyonlar, belirleyici denklemler yardimiyla hesaplanarak

(2.1.2) operatorti elde edilir.

Yukarida bahsedilen belirleyici denklemlerin tiim c¢oziimlerinin kiimesi (yani sonsuz
kiictikler olan &, 7 ve dolayisiyla operatorler) asagida tanitilacak olan Lie cebir

yapisini olusturur.

Asagidaki birinci mertebe lineer kismi diferensiyel operatorlerini

X, =&(x y)%“ﬁ()ﬁ y)% ve X, =&, (X, Y)g‘*‘ﬂz (X, Y)% (2.1.6)

g0z Oniine alalim.



Tanim 2.1.1 : (2.1.6) operatérlerinin [Xl, Xz] kamutatorii
[Xl’ XZ] = X Ky = XXy

ya da denk olarak

X0 Xa]= (X (&)= Xa (8D 5 ()= Xs (m) £ @.17)

bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 2.1.2 : L, (2.1.6) formundaki herhangi r tane lineer bagimsiz operator ile

gerilmis r —boyutlu lineer uzay olsun. Yani

X=c¢X,+¢,X,+..+¢.X,, C,C,,...,C, =sabit.

L, uzayr kamutatdr altinda kapali ise yani X,Y elL, iken [X,Y]eL, ise L, ye Lie

Cebri denir. Bu tanim denk olarak
[ XX ]el, (,i=L..r) ise [ X;, X; |=c" X,

dir. Buradaki c*; = sabit tir.

Tamm 2.1.3: L., X, (i=1...,r) lerin gerdigi Lie cebri olsun. L., X;, X,,..., X;, s<¥r
tarafindan gerilen L, nin bir alt uzayr olmak iizere, eger X,Y €L, i¢in [X ,Y] el ise

ya da [Xi,Xj]eLS (i,j=1...,s) ise L, altuzayma, L, nin bir alt cebri denir.

Ustelik ~ sayet  Xel, Yel, i¢in [X,Y]el, ya da [X,X;]elL,

(i=1..s; j=1..r)ise L, L, ninbiridealidir.



Bir Lie Cebri, alt cebiri ve diger 6zellikleri ortaya ¢ikarmanin en uygun yolu kamutator
tablosu olusturmaktir. Buradaki amag¢, Lie’nin orijinal ¢aligmalarinda bahsettigi

(Ibragimov 2006) iki boyutlu L, cebrini kullanarak kanonik koordinatlar yardimiyla

g0z Oniine alinan denklemi basit integre edilebilir forma doniistiirmektir.

Teorem 2.1.4 : Herhangi iki-boyutlu Lie cebri, uygun t,u kanonik degiskenleri ve

uygun bazlar ile asagidaki tabloda belirtilen benzer olmayan dort forma

doniistiiriilebilir.

Tablo 2.1.5 : L, nin yapisi ve standart formu

Tipi L, nin Yapisi L, nin Standart Formu
| [Xl,Xz]:O, 51772_@:27717&0 X1:21 Xz = 0

ot ou
1 [Xl,XZ]:O, §1772_§2771:O Xlzi’ X2:t 0

ou ou

0 0 0
11 X, X, ]=X,, - #0 X, =—, X, =t—+u—

[X;, X,] v S —&m 1T A 2 =5 u

v [Xy, Xo]=X, & =& =0 Xlzi’ X, :ui

ou ou

Lie, 2—boyutlu bir Lie cebrini kabul eden tiim ikinci mertebeden ADD ler i¢in yukarida
verilen teoremin gecerli oldugunu gostermistir. Metot, denklemin Tablo 2.1.5 teki dort

tipe gore siniflandirmayla isler. Yani, olusturulan kanonik degiskenlerle L, Lie cebirli

denklemler, Tablo 2.1.5 deki standart forma indirgenir. Indirgenen denklem olan

u"—g(,u,u’)=0 (2.1.8)

Tablo 2.1.6 da verilen dort integrallenebilir formdan birine doniisiir. Ve bdylece integral

alinarak genel ¢oziime ulasilir.



Simdi Lie metodunu adim adim gosterelim.

1. Adim : Verilen denklemin, operatorleri ile Tablo 2.1.5 e gore yapisi belirlenir.

2. Adim : Denklemin tipine gore kanonik degiskenler bulunur:

I. Tip : X, =1 X,t)=0; X,(u)=0, X,(u)=1
Il. Tip : X, t)=0, X,(t)=0; X, (u)=1 X,(u)=t
(2.1.9)
1. Tip: X, t)=0, X,t)=t; X, (u)=1 X,(u)=u
IV. Tip : X, t)=0, X,t)=0; X, (u)=1 X,(u)=u

Bu degiskenler elde edildikten sonra (2.1.1) denklemi t,u kanonik degiskenlerine gore

yeniden yazilir. Burada, t yeni bagimsiz degisken, U yeni bagiml degiskendir. Elde
edilen (2.1.8) kanonik denklem Tablo 2.1.6 da verilen formlardan birisi haline
gelecektir. Dolayisiyla klasik ¢6ziim metotlariyla kanonik denklemin genel ¢6ziimiine
ulasilabilir.

3. Adim : Son olarak kanonik genel ¢oziimde t,u degiskenleri yerine X,y orijinal

degiskenleri yazilir. Boylece verilen denklemin genel ¢oziimiine ulasilmis olur.

Tablo 2.1.6 : L, cebrini kabul eden ikinci mertebeden denklemlerin dort tipi

Tip L, nin Standart Formu Denklemin Kanonik Formu
I Xlzg, XZ:% u"=g(’)

I Xf%, X, = % u"=g(t)

11 Xl:%, X2:t§+u% u”:%g(u’)

v Xl:%, Xzzu% u”=u'g(t)




2.2. 1 —Simetri Metodu

X, M cXxU acik alt kiimesinde tanimli operatér ve M ™ < XxU™ jet uzay1 olsun.
Elemanlar1 (x,y™)=(xV,VY,...,y™) olmak iizere i =1,2,...,n icin y® ler x e gore y

nin i. mertebe turevleridir.
YO —F (X, Y, y") =0 (2.2.1)

n. mertebeden bir ADD in Lie simetrileri iki basit adimda hesaplanir. Bunlar genel
uzanim formiilii ve sonsuz kii¢iik degismezlik prensibidir. (2.2.1) ADD in degismezlik
prensibini saglamasi igin X operatdriiniin n. uzanimint géz o6niine almak gerekir. Bu

durumda degismezlik prensibi
X (y(”’ ~F(X Y,y y(”‘l’)) =0

bigiminde olup X™ e X nin n. uzanim: denir.

Simdi 41eC” (M (l)) olmak tizere X nin yeni bir uzanimini tanimlayalim (Muriel ve

Romero 2001).

Tamm 2.2.1 (Yeni Uzanim Formiilii) : X =§(x, y)§+n(x, y)% M de tanimli bir
X

operatér ve 2eC”(M®) keyfi fonksiyon olsun. X nin n. mertebe A—uzanmm

XA e gosterilir. Uzanim formiilleri

77[’1(0)] (X, y) = 77()(1 y),
1O (609, y Y =D (1 (X v,y ) ) - (£(x )y (222)

+/1(,7[/1,(i—1)] (x, VoY y(i—l))_ge(x’ y) y(i))

seklinde olmak lizere X operatoriiniin n. uzanimi



() _ 0 5[] . oy O
X —f(X,y)&+§f7 (x,y,y,...,y”)m

bi¢imindedir.
Sayet, A =0 ise X nin n. mertebe A —uzanimi, X nin Lie anlaminda n. uzanimdir.

Tamim 2.2.2 : n. mertebe (2.2.1) ADD igin sayet

X[L(n)] (y(n) -F (X, Y, y" ey y(n—l) )) | =0

YU =F(xy,Yy ™)

esitligini saglayan bir 2eC*(M®) varsa X, M de tamml bir C*(M® ) simetridir.

Yani X , denklemin bir A —simetrisidir.

Teorem 2.2.3 :
1. 2eC*(M®) igin X, (2.2.1) ADD in bir 1—simetrisi oldugunda xeC*(M®)

olmak tzere
|:X[l,(n—1)]’ D] :lx[i,(n—l)] +/JD

dir.

2. Tersine, eger i,,ueC“’(M(l)) olmak tizere [V,D]=AV +uD esitligini saglayan

n-1 )
V=&(x, Y)§+770(X, y)%+277i(x, Y, y',...,y('))%, M Y de bir operatorii ise M
i=1

de tammh X = &(X, y)§+n(x,y)% operatorii bir A — simetridir ve
X

V = x[l,(n—l)]

dir.



Sayet X, bir C*(M®)—simetri ise 1. mertebe ve (n—1). mertebe denklemler igin

indirgeme prosediirii oldugunu goérecegiz. Bu sonug ile 1 €C” (M (1)) olmak tizere X ,

bir A —simetri ise diisiik mertebeden invaryantlarin tiirevleriyle X nin A —uzanimi igin

invaryantlar1 hesaplayabilecegimiz bir teorem ifade edelim.

Teorem2.2.4: X, M < XxU da bir operatér ve /”teCw(M(l)) olsun. Sayet,

X 4] (a(x, VAT y(k’)) = x [0 (ﬂ(x, YA y(k))) =0

olmak iizere o = a(x, YA y(k’),,b’:ﬂ(x, YA y“‘)) eC” (M (1)) ise 0 zaman

o [20] D,a(% ¥,y ¥¥) ) 0
DA% Y. YY)

dir.

Bir ADD in mertebe indirgemesinin C*(M® ) simetride nasil oldugunu gdstermek

icin asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.2.5 : ﬁ,eC‘”(M(D) olmak tizere X, bir A—simetri, ayrica z=12z(X,y) ve

A1 nin bagimsiz 1. mertebe invaryantlart olsun. (2.2.1) in genel

w=w(xy,y), X!
¢cOzimd, Fr(x, Y, y’,...,y("_l)):O denkleminin ¢ozimi ve w=w(X,y,y’) yardimci

denklemi ile elde edilir.

Simdi de (2.1.1) ADD igin integral ¢arpani ve ilk integral ile A —simetri arasindaki

iliskileri birer teoremle ifade edelim.
Teorem 2.2.6 :

a) Sayet I(x,y,y"), (21.1) in bir ilk integrali ise =1, denklemin bir integral

carpanidir.
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b) Tersine, sayet y(x, Y, y') , (2.1.1) in bir integral ¢arpani ise x =1, olacak bigimde

bir 1(x,y,y’) ilk integrali mevcuttur.

Teorem 2.2.7 :
a) Sayet 1(x,y,y’), (2.1.1) ADD in bir ilk integrali ise 0 zaman X =0, operatorii

(2.1.1) in bir A —simetrisidir. Burada 1=~1,/1, ve X"*® =0 dur.

b) Tersine, sayet uygun A i¢in X =0,, (2.1.1) in bir A—simetrisi ise X =0

olacak bigimde (2.1.1) in bir 1(x,y,y") ilk integrali mevcuttur.

w=w(x,Y,Yy") fonksiyonu, asikar olmayan bir ilk integral olsun. Teorem 2.2.7 den
w, +Aw, =0 (2.2.3)

ile (2.1.1) denkleminin integral ¢arpani elde edilir.

Bununla birlikte 1(x,y,y")=G (x,w(x, Y, y’)) =G(X,W) igin Teorem 2.2.6 dan

1=G, W, (2.2.4)

wily
ile integral ¢arpani elde edilir (Muriel ve Romero 2009).
Simdi ikinci mertebeden ADD igin Prelle-Singer (P-S) metodunu verelim

(Chandrasekar ve ark. 2005).

2.3. Prelle-Singer (P-S) Metodu
14 P ’
y=6,RQ€CVJJ] (2.3.1)

formundaki ikinci mertebeden ADD i goz 6niine alalim. P ve Q polinomlari, X, y, Y’

ya bagli kompleks polinomlardir. (2.3.1) ADD nin I(x,y,y)=C (C ¢oziimler

11



tizerinde bir sabit olmak {izere) formunda bir ilk integral kabul ettigini varsayalim. Total

tirevin kullanilmasi ile
DI =1 dx+1,dy+1,dy'=0 (2.3.2)

elde edilir.

(2.3.1) denklemi, gdx—dy’:o formunda yazilip S(X,y,y’)y'dx—S(x,y,y")dy null

terimi eklendiginde
P ’ ’
[6+ Syjdx—de—dy =0 (2.3.3)

elde edilir. Dolayisiyla, (2.3.2) ve (2.3.3) denklemleri tarafindan verilen 1—formlar

orantili olmalidir. (2.3.3) denklemi R(X, Y, y') integral ¢arpani ile garpilirsa
DI = R(¢+ Sy’)dx— RSdy — Rdy’ =0, fzg (2.3.4)

olur. (2.3.2) ve (2.3.4) denklemleri karsilagtirildiginda

L, =R(f+YyS),

|, =-RS, (2.3.5)

oldugu agiktir. Bu takdirde I, =1 L.=1., |, = uyumluluk (=compability)

yx? o Txy yx? Ty Iy’y

kosullar1 (2.3.5) e uygulanirsa
D[S]:—fy‘f—Sfy,—i‘Sz (2.3.6)
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D[R]=-R(S+f,) (2.3.7)

R, =R,S+RS, (2.3.8)

elde edilir.

(2.3.6)-(2.3.8) denklem sistemi su sekilde ¢oziilmektedir. f(xy,y’), (2.3.6)
denkleminde yerine yazilarak S(X, Y, y’) ¢oziiliir. Sonra f(x,y,y’) ve bulunan
S(x,y,y') fonksiyonlari, (2.3.7) denkleminde yerlerine yazilarak R(X,y,y’) elde
edilir. Son olarak da S(x,y,y’) ve R(xy,y'), ilave bir kisitlama olan (2.3.8)

denklemini saglamahdir. Bu ii¢ denklemi saglayan S(Xx,y,y’) ve R(xY,Y')

fonksiyonlarina bagli ilk integral

(XY, y’)zj.R(f +y'S)dx—I(RS +diyJ.R(f +y'S)dx]dy
_Hmdiy,DR(f +y's)dx—j(Rs +diij(f +y’S)dxjdy}}dy,

(2.3.9)

formiiliinden elde edilir ((2.3.5) denklemlerinin integralleri alinarak (2.3.9) denklemi
elde edilebilmektedir).

Her bir bagimsiz (S, R) ikilisi i¢in (2.3.9) bir ilk integral tanimlamaktadir. Boylece

(S. R.), i=1,2 bagimsiz ikilisi, (2.3.9) ile bagimsiz ilk integral vermektedir. Bu ilk

integral (2.3.1) denkleminin integrallenebilirligini garanti eder. (2.3.6) ve (2.3.7)
denklemleri ¢oziiliip elde edilen S ve R fonksiyonlarinin uyumlulugu (2.3.8) ile
arastirtlir. Ancak kolayca goriilebilir ki, ¢ogu zaman (2.3.6) ve (2.3.7) den elde edilen

(S, R) ikilisi (2.3.8) denklemini saglamaz.
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Sayet (S;,R,), (2.3.6)-(2.3.8) denklem sistemini saglarken ve (S,,R,), (2.3.6)-(2.3.7)
denklemlerini saglayip (2.3.8) denklemini saglamiyorsa (Sz, Rz) ikilisini degistirerek

(2.3.8) i saglayan yeni bir (sz, Fiz) ikilisi elde edilebilir. Burada

R, =J(xY,Y)R, (2.3.10)

bi¢giminde alimip (2.3.7) denklemi saglanmalhidir (Chandrasekar ve ark. 2005).
Dolayisiyla (2.3.10) denklemi (2.3.7) de yerine yazilirsa

(3, +y3, + 13, )R, +ID[R,]=-JR, (S, + ) (2.3.11)

elde edilir. J bir ilk integral veya onun bir fonksiyonu ise bu takdirde R, i¢in (2.3.7)
denklemi elde edilir. Diger bir degisle, J bir ilk integral oldugunda (2.3.10) denklemi
(2.3.7) denkleminin bir J katina doniisiir. Dolayisiyla S, ile birlikte IQZ, (2.3.6)-(2.3.8)
denklemlerini saglar. Ozetle, ilk olarak (2.3.6) ve (2.3.7) denklemlerinden S ve R

fonksiyonlar1 elde edilip (2.3.8) denkleminde uyumluluklari aragtirtlir. Uyumlu iseler

(S, R) ikilisine karsilik gelen ilk integral (2.3.9) ile elde edilir. Uyumlu degil iseler
R,=J(I,)R, ile R degistirilerck (2.3.8) denkleminden J(I,) bulunur. Buradan da
(Sz, IQZ) ikilisi ile ikinci bir ilk integral elde edilebilir.

Simdi, ikinci mertebeden ADD ig¢in eslenik simetri metodunu verelim (Hydon 1999,
Guha ve ark 2009),

2.4. Eslenik (Adjoint) Simetri

(2.2.1) n. mertebeden ADD i, ona karsilik gelen

Df =(ax FYO, F@y(H))f -0 (2.4.1)
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(n+1) degiskenli birinci mertebeden KDD e denktir (Bluman ve Anco 2002). Burada
y', y", ... nicelikleri x, y gibi bagimsiz degiskenler gibi diisiiniilebilir. (2.2.1) in ilk
integralleri ile bu denkligin saglandigi goriilebilir. Tanim geregi ilk integral

I =1 (X, Y, y',...,y("’l)) fonksiyonudur dyle ki (2.2.1) in ¢oziimleri boyunca sabittir.

Yani
DI =1 +yl,+y'l, +..+ Fly(n,l) =0. (24.2)
dir. Bir 1=1(x,y,y',.... y"?) =1, ilk integralini belirledikten sonra denklem

y(n—l) _ Fl(X, VA y(n—z); |o)

bigiminde yazilabilir. Burada Iy(n,l) #0 dir. Bu da bize bir ilk integralin varliginin

diferensiyel denklemin mertebesinde indirgeme sagladigini gosterir. Ayrica her ilk

integral (2.4.1) lineer kismi diferensiyel denklemin (KDD) bir ¢6ziimiidiir.

Kabul edelim ki ¢ (X, y,y',... y™™), (2.2.1)/(2.4.1) in fonksiyonel bagimsiz ¢oziimler

kiimesini gostersin. Her bir ¢“, bir ilk integral oldugundan
a=12,..,n igin ¢*(X,,y,.y" )= 1§ (2.4.3)

dir. Sonug olarak (2.4.3) ten tiim tiirevlerin yok edilmesi ile (2.2.1) denkleminin genel

¢Ozimu
y=y(%15,15,..15)

elde edilir.
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Daha once belirtildigi gibi tek bir ilk integralin bile belirlenmesi kolay olmayan bir
durumdur. Bu ylizden prensipte yukaridaki prosediir iyi islemesine ragmen pratikte

zorluklar mevcuttur.

Aslinda ADD lerin simetrileri lizerine mevcut literatiiriin cogu Lie simetrisiyle sinirhidir.

(2.2.1)/(2.4.1) ADD i,

[X,D]=GD
oldugunda
XM= §g+n2+nm i+...+77(”) o n® = dn® y® da¢
ox oy oy’ oy™’ dx dx

operatorlii Lie simetrisini kabul eder. Burada G:G(X, Y, y',...,y(”’l)) herhangi bir

fonksiyondur. (2.2.1) ADD i igin sonsuz kii¢iik simetri tiretegleri,

77(n) = SZFX + 77Fy + 77(1) Fy’ +...+ 77(n_1) Fy(nf1) (244)

lineerlestirilmis simetri kosulundan belirlenir. Q =7 —y'E karakteristikleri cinsinden bu

kosul asagidaki gibi yazilabilir:

D"Q- Fy(n,l) D"'Q-...— F,DQ-FQ=0 (2.4.5)
Ornegin (2.1.1) ikinci mertebe ADD icin lineerlestirilmis simetri kosulu

D’Q- f,DQ-fQ=0 (2.4.6)

ikinci mertebe lineer KDD dir.
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Asagidaki denklem, lineerlestirilmis simetri kosulu olarak bilinir ve ¢oziimlerine de

genellikle eslenik (adjoint) simetrileri denir:
D"A + D™ ( Fy(n,l)A) —D"? (Fy(n,z,A)Jr A (DIRA=0 (2.4.7)

(2.4.7) nin ¢oziimleri ne simetriler ne de simetri lretegleridir. Bu ylizden ko-

karakteristik olarak adlandirilir. Coziimleri bulmak igin bir A kabulii alimir. Ornegin A,

y"? den bagimsiz olmasi veya daha uygun olarak rasyonel bir fonksiyon kabul
edilebilir. (2.2.1) ADD ini dx,(dy— y'dx),...,(dy"™ ™ —Fdx) 1-formlari ile beraber gz

Oniine alalim.

1-formun tam olmasi ozelligi kullanilirsa (null formlarin eklenip ¢ikarilmasi ile)

asagidaki ifade elde edilir.

—(Soy' +S,y" +..+S, ,y"+S _F ) dx

+(Sody +S,dy' +..+S dy"? +S dy™ ) =dl (x, VY, Yy ) =0 (2.48)
(2.4.8) in sag tarafindaki total tiirev agilirsa

Lo =—(SeY +S,y" +..+S,,y" P +S ,F) (2.4.9)
ly=So. 1y =S oy =S4 (2.4.10)
elde edilir.

Aciktir ki, |, asagidaki integrallenebilme kosullarini saglarsa (2.2.1) in ilk integralidir.

|, =1 j=0,1..,n-1 (2.4.11)

@ NON

| o =1 0<j<k<n-1 (2.4.12)

y(y( y(y()
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(2.4.11) integrallenebilme kosullar1 asagidaki gibi ifade edilebilir:

~D[S,4]=(FesS:1+5,2) (2.4.13)
D[S, 2] =(FywsS0 s+ S0s) (2.4.14)
-D[S,]=(F,S,,+S,) (2.4.15)
-D[S,]=(F,S,,+$,) (2.4.16)
-D[S,]=F,S,, (2.4.17)
Sayet

a8 85, .

ay?i_; =8y(—11) 0<j<n-2 (2.4.18)

ise (2.4.12) integrallenebilme kosullarmin tiimii saglanir. Oncelik S, in bilinmesidir.

Kalan fonksiyonlar (2.4.13)-(2.4.17) denklemlerinden belirlenebilir. D total tiirevi

kullanilarak art arda S; ler yok edildiginde
D[S, ]+ D" FlunSys |- D" Foa Sy |+ + () F,8, 4 =0 (2.4.19)
ifadesi elde edilir. (2.4.19) denklemi, (2.4.7) lineerlestirilmis simetri denklemine

karsilik gelen eslenik denklemdir (Hydon 1999).

(2.4.19) denklemi, (2.4.7) lineerlestirilmis simetri denklemine karsilik gelen eslenik
denklemdir. Boylece (2.2.1) in integral ¢arpanlari, (2.4.19) un ¢o6ziimleridir. Sonug

olarak (2.2.1) in bir S, , integral ¢carpaninin belirlenmesi, bu denklemin bir ¢6ziimiiniin

bulunmasina denktir.
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P-S metodundaki R ve S fonksiyonlarinmn, eslenik simetri metodundaki S, ve S,

fonksiyonlar ile

S; >RS j=0,..,n-3veS , >R

j+1?

irtibatinin mevcut oldugu gosterilmistir (Guha ve ark. 2009). (2.4.19) denklemini

¢ozmek igin S_, fonksiyonu iizerinde bir kabul yapilmalidir. Ornegin S,

fonksiyonunu, y™™ in bir polinomu bigiminde kabul edilebilir.

Chandrasekhar ve ark. calismalarinda, S, ; i rasyonel bir fonksiyon almislardir. Bunun
bir sonucu olarak eslenik denklemin ¢dziimii yerine S; ler i¢in uygun kabulle birinci
mertebeden (2.4.13)-(2.4.17) denklem sistemi ¢oziilmiistiir. S,_, =A' konumu ile diger
S; ler ardisik olarak hesaplanir. Daha sonra bu fonksiyonlarin (2.4.18) yi saglayip
saglamadig1 kontrol edilir. Boyle bir integral ¢arpani var ve integrallenebilme kosulunu

saglandig takdirde ilk integral
' =[S (dy—y'dx)+S]{ (dy' = y"dx)+...+ S}, (dy™™ — Fd) (2.4.20)

Bi¢imindedir (Guha ve ark. 2009)

Iste bu nedenle ¢oziim icin, ya dogrudan eslenik denklem ¢oziiliir ve bazi uygun

kabullerle S, elde edilir ya da S, lar i¢cin uygun kabul alarak n tane birinci

mertebeden KDD leri ¢oziiliir. Genel olarak ikinci yolda, n tane birinci mertebeden
lineer KDD sistemini ¢6zme igerirken, ilkinde ise sadece bir tane yiiksek mertebeden
denklemi ¢6zme vardir. Literatiirdeki g¢aligmalara gore ikincisini uygulamak daha

kolaydir.

Ayn1 zamanda Guha ve ark. 2013 teki calismasinda gostermislerdir ki, (2.2) alt

kisminda bahsedilen A4 fonksiyonu ile bu alt kisminda verilen S, ve S, fonksiyon ¢ifti

arasinda yakin bir iliski mevcuttur. Bu iliski, asagidaki 6nerme de verilmistir.
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Onerme 2.4.1 : (2.2.1) n. mertebeden ADD ni gz oniine alalim. 6, =(dy—y'dx),

6, =(dy'-y"dx), ..., 6, :(dy(n_l) - FdX) kontak formlar1 verildiginde, sayet S

n-1
fonksiyonlart mevcutsa, oyle ki DI = ZSiHi tamdir, bu takdirde |, asagidaki KDD

i=0

denklem ciftini saglayan S, ler igin ADD nin bir ilk integralidir:

—D[Sk]=<Fy(k)Sn_l+Sk_l), k=n-1,..,0 (2.4.21)
ve

os.
Boy . B gcjen—2 (2.4.22)
ay(J) 8y(”—1)

Yukaridaki (2.4.21) denkleminde 6rnegin n=1 alindiginda D[SO] =—F,S, skaler KDD

i ve buradan S, integral ¢arpani elde edilebilir.

n =2 i¢in (2.1.1) formundaki ADD i g6z 6niine alalim. (2.4.21) den

D[s,]=~(f,S,+S,) (2.4.23)
ve
D[S,]=-1,S, (2.4.24)

oldugu agiktir. Ayrica (2.4.22) den S, =S, integrallenebilme kosulu elde edilir.

Agtkca goriilebilir ki, sayet (2.4.23) ve (2.4.24) denklemlerinden S, ve S, bulunabilirse
bu takdirde ilk integral:

1(x,y,y)= j[sody +S,dy" —(Spy'+8, f )dx | (2.4.25)
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ile elde edilir.

(2.4.23) te S, fonksiyonunu cekip (2.4.24) de yerine yazarsak
D’[s,]+D[ f,S, |- ,5,=0 (2.4.26)

denklemi elde edilir. Dolayisiyla (2.4.26) denkleminden S, tespit edilip (2.4.23) dan S,
bulunur. Son olarak (2.4.25) denkleminden (2.1.1) ADD nin ilk integrali elde edilir.

. S |
Diger taraftan sayet A= —S—O =——L olarak tanimlanirsa
1 y'

|, +21,=0 (2.4.27)

oldugu agiktir. Burada

D[s,], B[s].

D|1]|= 2.4.28
[ ] Sl 812 0 ( )

dir. (2.4.28) denkleminde (2.4.23) ve (2.4.24) ifadeleri yazilirsa

D[1]+22 =f,+f1 (2.4.29)

elde edilir (Muriel ve Romero 2008a). Yani /1:—% in bulunmasi i¢in (2.4.23)-

1

(2.4.24) denklem ¢ifti yerine (2.4.29) denklemi kullanilabilir.
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3. UYGULAMALAR
3.1. Lie Simetri Metodu Yardimmyla indirgeme
En az iki Lie grup iireteci kabul eden (2.1.1) formundaki bir denklemin mertebesinin

nasil diisiiriilebilecegi ve ¢oziime nasil ulasilacagi gosterilecektir. Bunu gosterilmek igin

Painlevé-Gambier denklem sinifina ait olan 33. denklemi ele alalim.

Bu denklem

1 1 )
| —+—|y*=0 3.1.1
’ [ZV y—ljy -

formundaki lineer olmayan bir ADD dir. Oncelikle denklemin asikar olmayan Lie

simetrilerini bulalim. Burada f(X, Y, y')=(2i+iJ y'’> dir. Dolaysiyla (2.1.2)
y ¥y-

operatori i¢in (2.1.5) denklemini saglamalidir. Yani

, 1 1 1?2 1 l 13
|:77xx+(277xx_‘/:xx)y +[77yy_2§xy+(2_y+m](77y_2 x)]y _£§W+3(2_y+EJ§y}y jl

dir. Yukaridaki denklemi y’ niin kuvvetleri cinsinden yazildiginda

1 1 1 1
PR S S PRV R T B 3.1.2a
o (Zy y—ngy gy[2y y—lj N
1 1 1 1
T =250 (Zy y—llny [ZV y—ljn 5420
2nw—§“—z(§;+§%i}k:o (3.1.2¢)
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Ny =0 (3.1.2d)

denklem sistemi elde edilir. (3.1.2a) dan

Jy-1
\/7+1

+C,(x)

E(xy)=c,(x)In

ve (3.1.2d) denkleminden de

n(xy)=c(y)x+c,(y)

oldugu agiktir. Burada islemleri kolaylastirmak i¢in C; (X) =0 olarak alirsak

&(xy)=c(x)

olur. Yukarida elde edilen cf(x, y) ve 77(X, y) fonksiyonlarini (3.1.2b) ve (3.1.2c)

denklemlerinde yerine yazarsak

ve

bulunur. Dolayisiyla da

f(X, Y) = le
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ve

(% y)=kxy (y-1)

bicimindedir. Buradan (3.1.1) denklemi i¢in

k=0, k, =1 igin X, = x\/y(y—l)% (3.1.32)
.. 0

k,=-1 k,=0 i¢in X, :—Xa— (3.1.3b)
X

iki farkli agikar olmayan Lie simetrisi elde edilir (Johnpillai ve ark. 2012).

Simdi (3.1.3a) ve (3.1.3b) simetrileri i¢in (3.1.1) denklemine Lie metodunu

uygulayalim.

1. Adim : X, ve X, iireteclerinin kamiitatorii

el Xl(ﬂ(%)‘ Xz[xﬁ(y—l)%J

0
=0+ xy (y-1)—
+XYy(y-1)
=X,

ve

il — &t = O'O_(_X)(XW(y _1))
=Xy (y-1)

#0

oldugundan (3.1.1) denklemi siniflandirmadaki 3. tipe girmektedir.

24



2. Adim : 3. tipe ait kanonik degiskenleri bulalim. Bunun i¢in X, (t)=0, X,(t)=t ve

X,(u)=1, X,(u)=u denklemlerini géz oniine alalim. Bu denklemler ¢oziliirse, t ve u

kanonik degiskenleri asagidaki gibi elde edilir:

(3.1.4)

tzl, u=lln‘\/y_1
X X \ﬁ+1

Burada total tiirevde degisken degistirme (Ibragimov 2006) 6zelligi kullanilirsa

elde edilir. u degiskeninde t nin degeri yazilirsa u

-1
\/y+l

u=tln

seklinde olup, buradan y c¢ekilirse

1+t Y
y = [1_ eu/t ]
olarak elde edilir. Simdi yukaridaki ifadenin total tiirevlerini alarak y’ ve y” nii elde
edelim. Sirasiyla,

u/t

1+e

y’ = 4(U —Lllt)eu/t m
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ve

Y4 Ut U"(t3+4t2e”“ _t3e2u/t)+ur2 (t2 +t2e2u/t)
T w +u'(—8tue”“—2tue2““—2tu)+u2(1+4e”“+e2u/t)

elde edilir. (3.1.1) denkleminde, elde edilen y, y' ve y" degerleri yerine yazilirsa
u"=0 (3.1.5)
kanonik denklemi elde edilir. (3.1.5) ¢oziiliirse

u=Ct+C,, C,C,eR (3.1.6)

elde edilir.

3. Adim: (3.1.6) da t,u kanonik degiskenleri yerine X,y orijinal degiskenleri yazilirsa

-1
Lyt e L,
X |Jy+1 x
elde edilir. Yani,
-1
In‘jy =C,+C,x
W+1

ifadesi, (3.1.1) denkleminin kapali formdaki genel ¢6ziimiidiir.

3.2 Asikar Bir Uretece Sahip Denklemin A — Simetri Metodu ile incelenmesi

Lie grup teorisinde bir diferensiyel denklemin Lie iiretecinin olmamasi veya asikar bir

iiretece sahip olmasi karsilasilan 6nemli bir zorluktur. Bu zorlugu ortadan kaldirabilmek
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igin A —simetri metodu kullanilabilir. Simdi metodu ikinci mertebeden lineer olmayan

salimim denklemine uygulayalim.

12 2
Y+ kyy ay _, (3.2.1)

Trky? (1+ kyz)3

12

2
kyy >~ ay 3 dir.
1+ky™  (1+ky?)

ikinci mertebeden ADD i¢in f =—

D[A]+A%=f, +Af,
ifadesinde f yerine yazilip

12 2

kyy™ oty e |k a’y

L +Y'A,— 1+ ky? (1+ky2)3 y 11 ky? + (1+ky2 )3

y

12

kyy a’y

- - 0
1+ky* (1+ kyz)3

y
gerekli sadelestirmeler yapildiginda

YA, + A+ A7+ Ky + K2y Y —KCyty? + o —ba’ky? + 24kyy' + 4K A, Yy’
+6k2A, Y'Y + 4K A YOy + KA Yy — KA, Yy =34, Y Y — 3K A, Yy
k2, y'y"? —a’ky’ A, + 6k Ay Y +BKPAY°Y + 2k Ay Ty —k Yty
+AK A Y2 +6K° Ay +4KPA Y + KA Y —a? A,y +4kA%y? + 6k A%y

14K A2y 1k A%y =0

a(x
elde edilir. Bu denklemde A(x,y,y')= kabulii alinir

ve y' niin kuvvetleri cinsinden yazilirsa
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—kd? +k3y*d® —k?y?d® +k*y®d* =0 (3.2.2)

2k*y°de—2k*y’de+k"*y’ad, —4ky’a,d —2k*y’ad —6k*y*a,d —a,d
+2k*y*de—2kde —6k*y’ad +6k*y‘ad, —4k’y°a,d —k*y®a,d — 2kyad (3.2.3)
+ad, +4k’y°ad, —6k’y°ad +4ky’ad, =0

-a’—a,d+ad, —ke’ —ae—bd+ae, +bd, —a’d’ —k'y’a’ — 4ky‘a®
—6k’y*a® —4k’y®a® —k’y’e? + k’y*e? + k*y°e® — 2kdf +4ky’ad,

—kyae —3kybd —3k?y*ae —9k*y®od —3k°*y®ae —9k*y°bd —k*y’ae
-3k*y’bd —k*y*a,e—k*y’b,d +k'y’ae, +k*y’hd, —4ky’a e—4ky’b,d
+4ky’ae, +4ky’bd, —6k*y‘a e—6k?y*b,d +6k*y‘ae, +6k*y’bd,
—4k*y®a e—4k’y°b d +4k’y°ae, +4k’y°hd, —2k*y*df +2k°y*df
+5a’ky?d? + 2k *y°df —k*y®a d +k*y®ad, —4ky’a d —4k’y°a d
+4k’y®ad, —6k*y*a d +6k*y‘ad =0

(3.2.4)

-ae-bd+ae, +bd, —2ab-a f-be-cd+af +be +cd, —2kef
—2a*de +10a’ky’de + 4ky’ae, — 2kybe — 4kycd — 6k ybe —12k*y°cd
—6k’y°be—12k’y°cd — 2k *y’be —4k*y’cd — 2k *y*ab—k*y®a, f —k*y®b e
—k*y’c,d +k*y®af +k*y’be, +k'y’cd, —8ky’ab—12k*y‘ab—8k’y°ab
—4ky’a, f —4ky®b e —4ky’c d +4ky’af, +4ky’be, +4ky’cd, —6k’y‘a, f
—6k?y*be—6k*y‘c d +6k*y‘af, +6k’y‘be, +6k*ycd, —4k’y°a, f
—4k*y®h e —4k’y’c d +4k’y°af +4k’y°be, +4k’y°cd, —2k*yef
+2k°y'ef +2k*y%ef —k*y®a e—k*y’b,d +k*y®ae, +k*y®od, —4ky*ae
—4ky?h d +4ky’bd, —4k°*y°®a e —4k’y°b d +4k’y°ae, +4k°*y°hd,
—6k’y*a e—6k’y*b d +6k*y‘ae +6k’y*bd, =0

(3.2.5)
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—b?-a,f —be—cd+af, +be, +cd, —2ac—kf* b, f —ce+bf,

o8, —a’e? —k*y"h? — aky?h? — 6k2y*b? — 4k°y"b? —k2y? £ 2 +ky* f?
+k*y® % —2a%df +a’ky’ae — a’ky’bd +10a°ky*df —4ky>c, d — kybf
—3kyce —3k*y*bf —9k?y3ce —3k’y°bf —9k3y°ce —k*y'bf —3k*y’ce
—2k*y®ac—k*y°b, f —k*y°c e +k*y’bf +k*y’ce —8ky’ac—12k*y*ac
—8k*y®ac —4ky’b, f —4ky’c e+ 4ky’bf, +4ky’ce, —6k*y’b, f (3.2.6)
—6k?y‘c,e+6k*y'bf, +6k’y‘ce, —4k’y%h, f —4k’y°c e +4k’y°bf,
+4k*y°ce, +5a’ky’e’ —k*y®a, f —k*y’he—k'y’c,d +k’y’af,

+k*y®’be, +k*y°cd, —4ky’a, f —4kyb, e+ 4ky®b,e + 4ky*af +4k>y°be,
+4k’y°cd, +a’yae—a’ybd —6k’y*a, f —6k*y*b e —6k?y‘c,d +6k>y‘af,
+6k*y*be, +6k*y‘cd, =0

—c, f +cf, —b,f —c,e+bf +ce, —2bc—2a’ef +2a’ky’af

—2a’ky’cd +10a’ky’ef —4ky®b, f —4ky’c e — 2kycf —6k?y’cf

—6k*y°cf —2k*y’cf —2k*y*bc—k*y’c, f +k*y’cf, —8ky’bc

—12k*y*bc—8k*y°bc —4ky’c, f +4ky’cf, —6k*y‘c f +6k?y‘cf, (3.2.7)
—4k*y°c, f +4k’y°cf —k'y’b, f —k*y®c.e+k'y°bf, +k*y’ce,

+aky?bf, +4ky®ce, —4k’y°b f —4k3y°c e +4k’y°of +4k’y°ce,

+2a’yaf —2a*yed —6k*y*b, f —6k?y*c e+6k*y*bf, +6k’y‘ce, =0

+cf —c f—a’f?—ky’c® —4ky’c® —6k’y‘c® —4k’y°c® —c?
+5a’ky? 2 —k*y’c f +k*y°cf —4aky’c f +4ky*cf —6k’y‘c f

(3.2.8)
+6k%ycf —4ak®y°c, f +4k3y°cf, + o’ ybf —a’yce + a’ky’bf
—a’ky’ce =0
denklem sistemi elde edilir. (3.2.2) den
d=0 (3.2.9)

oldugu agik¢a bulunur. Buna gore diger (3.2.3)-(3.2.8) denklemlerinde (3.2.9) yerine

yazildiginda, sirasiyla

0=0 (3.2.10)

29



—a’—ke’ —ae+ae, —k'y’a’ —4ky‘a’ —6k’y'a’ —4k’y’a* —k’y%e’

+k’y'e? +k'y°e? —kyae —3k’y’ae —3k’y’ae—k‘y'ae —k‘ya e +k'y’ae,

—4ky’a e+4ky’ae, —6k*y'a e+6k’y‘ae, —4k’y°a e+4k’y’ae, =0

—-ae+ae —2ab-a f-be+af +be —2kef + 4ky*ae, — 2kybe
—6k?y°be —6k’y°be — 2k ‘y’be — 2k “y’ab—k‘y’a, f —k*y’b e
+k*y®af, +k*y®be, —8ky’ab—12k*y‘ab—8k’y’ab —4ky’a, f
—4ky’b, e +4ky*af +4ky’be, —6k’y‘a, f —6k’y‘b e +6k*y af,
+6k?y’be, —4k®y®a, f —4k®y’b e+4k’y’af, +4k’y°be, —2k?y’ef
+2k°y'ef +2k*y%ef —k*y®a e+k*yae, —4ky’a e —4k’y°a e
+4k’y®ae —6k’y‘a e+6k’y'ae =0

—b®-a, f —be+af +be —2ac—kf’—b f —ce+bf, +ce, —a’e’
—k*y®0% — 4ky’b® —6k2y*b® —4k3y°h® —kZy* f 2 + K3y  f 2+ Ky f?
+a’ky*ae —kybf —3kyce —3k?y°bf —9k*y*ce —3k>y°bf —9k3y°ce
—k*y'bf —3k*y’ce—2k*y*ac—k*y’b, f —k*y’c e+k'y’bf, +k*y°ce,
—8ky*ac —12k’y‘ac—8k’y’ac—4ky’b, f —4ky’c e+4ky’bf, +4ky’ce,
—6k?y’b, f —6k*y’c e+6k*y’bf +6k*y‘ce, —4k’y’h f —4k’y°c e
+4k*y°bf +4k*y°ce +5a’ky’e’ —k*y’a, f —k*y’he+k*y’af,
+k*y®be, —4ky*a f —4kyb e +4ky’b e +4ky’af +4k’y°be +a’yae
—6k’y*a, f —6k?y*b,e+6k’y*af +6k’y*be, =0

—c, f +cf, —b, f —c,e+bf, +ce, —2bc—2a’ef +2a’ky’af
+10a°ky’ef —4ky’b, f —4ky’c e —2kycf —6k?y’cf —6k’y°cf —2k*y’cf
—2k*y®bc—k*y®c, f +k*y%cf, —8ky*bc —12k*y*bc —8k’y°bc —4ky’c, f

+4ky’cf, —6k*y‘c, f +6k*y'cf, —4k’y°c f +4k’y°cf —k*y®h f —k*y’ce
+k*y®of +k*y°ce, +4ky’bf, +4ky’ce, —4k’y®b, f —4k®y°c e+ 4k>y°of

+4k®y®ce +2a’yaf —6k*y*b, f —6k*y’c e+6k’y*bf +6k’y‘ce, =0

+cf, —c, f —a® 2 —k*y®c® —4ky?’c?® —6k*y‘c® — 4k®y°c® —c® +B5a’ky’ f
—k*y’c f +k*y’cf —aky’c f +4ky’cf —6k’y’c f +6k’y’cf —4k’y°c, f

+4k*y°cf +a’ybf —a’yce+a’ky’bf —a’ky’ce=0
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(3.2.13)
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denklemleri elde edilir. Burada (3.2.11) denklemi diizenlenirse
(a,e—ae, )(1+ky? )2 +a* (1+ kyz)2 +kyae(1+ky® ) —ke? (ky* ~1) =0

olur ki buradan da

2
e(x,y)= _(“ky ]a(x, y) (3.2.16)
ky
elde edilir. Diger (3.2.12)-(3.2.15) denklemlerinde (3.2.16) yerine yazilirsa

ky? (L+ky?)(a, f —af, ) -y (1+ky?) (b,a~ba, )

(3.2.17)
+a(ky? —1)((1+ ky? )b — 2kyf ) =0

k?y?[(af, —a, f )+ (bf, —bf,)]+k?*y*[(ab, —ab)+(ac, —a,c)]
+ky[(abX —axb)+(acy —ayc)]— k?y°bf (kzy4 + 2ky? +1) (3.2.18)
+kac(3k“y8 +9k%y® +9k?y* +1)—052a2 (2ky2 +k2y? +1)— k?y’b? +k’y®f2=0

oy (L+ky? ) [ (e, =, )+ (b, T =bf, ) + 206 |+ {1+’ (2,0~ ac,) (3.2.19)

+2K2y? (1+ky? ) of +207 (4k ~1)af =0

k(1+ kyz)4 [(c,f—cf)+c”]-a®(1+ kyz)2 ac—a’ky (1+ky* )bf

(3.2.20)
—a’k (5ky” —1) 2 =0

denklemleri elde edilir. Simdi f(x,y)=0 kabulini alahm. (3.2.17)-(3.2.20)

denklemleri bu kabule gore tekrar yazilirsa

y(1+ky?)(a,b—ab, )+(ky* ~1)ab=0 (3.2.21)
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ky (ky® +ky +1)[ (ab, —a,b)+(ac, —a,c) |-k*y*b

(3.2.22)
+kac(3k‘y® +9ky° +9k*y* +1)—a”a’ (k*y® + 2ky’ +1) =0
2kybc +(1+kx* ) (a,c—ac,) =0 (3.2.23)
k(L+ky?) c-a’a=0 (3.2.24)
elde edilir. (3.2.24) denklemi ¢6ziildiigiinde
2
c(xy)= a(x,y) (3.2.25)

k(1+ky?)
elde edilir. (3.2.23) denkleminde (3.2.25) yerine yazilip diizenlenirse

2a’yab 0
(1+ kyz)2

elde edilir. Burada a(x,y)=0 olursa A(x,y,y') tanimsiz olur. Ancak a(x,y)=0

olursa b(x, y) =0 elde edilir ve (3.2.22) denklemi buna bagli olarak yazilirsa

a(x,y) :—ky(1+ ky2)2

olur.

Dolayisiyla A fonksiyonunun katsay1 fonksiyonlari
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olarak elde edilir ve buradan da

A(XY,Y)=-
( ) y'(1+ky2)3
yani
N Ky a’y
A(X%Y,Y)=— -
( ) 1+ky? y'(1+ky2)3
dir. Simdi
w, +Aw, =0

(3.2.26)

indirgeme denklemi ile (3.2.1) denkleminin ilk integralini ve integral ¢carpanini bulalim

(Muriel ve Romero 2008b, 2009). (3.2.26) yerine yazilirsa

' 2
w, — 1kyy2+ ay23wy,:0
+ky y’(1+ky)

elde edilir. Buradan da
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ve
z=x
yani
2
w(x, y,y") =(1+ky?)y” —m (3.2.27)

Z=X
invaryantlari elde edilir.

w(x,y,y")=w(y,y") oldugundan 2—6 =0 olur. Bu da
X

G(xw(y,y))=G(w(y.y))

oldugunu gosterir. Dolayisiyla

olur. Buradan da
m(xy,y) =2y (1+ky’) (3.2.28)

integral carpani elde edilir.
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Ayrica W, =W, =0 oldugundan (3.2.1) salinim denkleminin genel ¢6ziimi (3.2.27)

denkleminin ¢éziimiiyle aynidir. Yani,

)y e,

12 — az + CZ
k(1+ky?)" (1+ky?)

Denkleminin ¢6ziimii, salinim denkleminin genel ¢oziimiidiir. Yani

Cky(
1k|[ Ck3 \/Ck3 +ka+Ck)J
X__
NS
y(%){/Cky (x)" +k(a® +Ck)

chkS

Ck3
2In C,k’y( +k ?+C,k

(3.2.29)

C k3
+— =C,

C,,/Ck®

elde edilir.
3.3. Salinim Denkleminin P-S Metodu ile incelenmesi
(3.2.1) salinim denklemi i¢in 6ncelikle

D[S]+ f, —Sf, -5?=0

(2.3.6) denkleminden S (X, Y, y’) fonksiyonunu elde etmeye calisalim.
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a(x,y)y?+b(x,y)y'+c(xy)

Denklemde S(X, Y Y')Z d(x y) y'+e(x y)

kabuliini alip Yy’ niin

kuvvetleri cinsinden yazilirsa

4k®y®a’'d —a® —4ky’ad’ +3k’y°ad + 6k’y*a’'d —k*y’d* —6k*y*ad’
+3k?y’ad + 4ky’a’d +k*y’ad +a'd + k*y®a'd —ad’ — 4ky’a® —6k*y*a’ (3.3.1)
—4k*y®a® —k*y®a® —k*y®ad’ +k’y*d? + k*y®d* —kd* =0

—2kde + 4ky*a'e + 6k*y*a’'e + 4k’y®a'e + k*y®a’e + 4ky’b'd + 6k *y*b'd

+4k*y°o'd + k*y®h'd — 4ky’ae’ — 6k *y*ae’ — 4k’y°ae’ —k*y®ae’ — 4ky’bd’

—6k?y*bd’ —4k*y°hd’ —k*y®hd’ — 2k?y?de + 2k>y“de + 2k * y°de + 2kybd (3.3.2)
+6k’y°bd +6k’y°bd + 2k*y’bd —8ky*ab —12k’y*ab —8k’*y®ab— 2k *y®ab
—2ab—bd'—ae'+b'd+a'e=0

_b2 _ k4y8b2 _ k2y2e2 _4ky2b2 + k4yGeZ _4k3y6b2 _6k2y4b2 + k3y4e2
+(4ky2 +6ky* +4k3y°® +k'y® +1)b'e+(4ky2 +6k2y* +4ky°® +k'y® +1)c'd
—(4ky? +6k?y* +4Kk®y® +k*y® +1)be’ - (4ky® +6k*y* +4k°y® +k‘y® +1)cd’
+3k2y°be + 9k ?y3cd +3k3y°be + 9k*y°cd + k*y’be + 3k*y’cd + kybe + 3kycd
—a’yad +5a°ky*d* —8ky*ac —12k*y*ac —8k’y®ac — 2k*y®ac — ke’ —a*d®
—2ac—a’ky’ad =0

(3.3.3)

—2a°ky’ae + 4kx’c'e — 2a°de — ce’ +10a°ky’de + c'e — 6k’ y'ce’ + 4k>y°c'e
+k*yic'e +6k?y’c’e — 2bc — 4k>y°ce’ —k*yice’ + 6k *yce + 6k *y°ce (3.3.4)
—8ky’bc + 2kyce —12k?*y*bc —8k*y°bc — 2a’ yae + 2k *y'ce — 4ky’ce’ — 2k *y®bc = 0

—4ky?c® —6k?y*c® —c® + a’ky’cd —a’e’ + a’ycd +5a’ky’e” —k*y’c?

(3.3.5)
—a’ky*be —4k®y®c® —a’ybe =0
denklem sistemi elde edilir. (3.3.1) denklemi diizenlenirse
(1+ky? )2 [(a'd—ad")-a® |+ ky(1+ky)ad —k(1-ky*)d* =0 (3.3.6)

olur. Buradan da
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bulunur. Diger (3.3.2)-(3.3.5) denklemlerinde d(x, y) yerine yazilirsa

ky? (1+ky? ) (a’e—ae’) + y (1+ky? )2 (ab’—a’h) - 2ky (1-ky* )ae

(3.3.7)
+(1-ky?)(1+ky*)ab=0
ky (1+ky* )3 [(a'c—ac’)+ky(be'—b'e) |+a® (1-4ky? )a* +k*y? (1-ky* )€’ 638)
kY2 (1 ky? ) b2k (L ky? ) ac—kPy? (L+ ky? )be =0 -
ky(L+ky?) [ (cle—ce’)—2bc ]+ 2k2y? (L+ky? ) ce—2a7 (1-4ky?)ae =0 (3.3.9)
o’k (1-5ky? )€ +a? (L+ky?) ac—k(L+ky?)' ¢ —aky (1+ky?)be =0 (3.3.10)
elde edilir.
Simdi (3.3.7)-(3.3.10) denklemleri igin e(x, y) =0 kabuliinii alalim. Yani,
y(L1+ky*)(ab—ab’)—(1-ky*)ab=0 (3.3.11)

ky(L+ky?) (a'c—ac’)+a? (L-4ky?)a? +Kk?y? (L+ky?) b2 —k (L+ky?) ac=0 (33.12)
~2ky(L+ky?) bc =0 (3.3.13)
a*a—k(1+ky?) c=0 (3.3.14)

dir. (3.3.14) denkleminden
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2

T

c(x.y)=

oldugu agiktir. Dolayisiyla da (3.3.13) denkleminden de
b(x,y)=0

elde edilir. Yani

(3.3.15)

elde edilir.

Simdi de (2.3.7) esitliginden R(X,y,y") fonksiyonunu bulalim.
D[R]=-R(S+f,)

yani

R +YR, + fRy,+R(S+ fy,)zo
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ifadesinde R(x,y,y')=R(y,y')=m(y)y'+n(y) kabuliinii géz 6niine alalim ve Y’

niin kuvvetleri cinsinden yazalim:

YR, + fRy,+R(S+ fy,):O

yani,

(1+ky?) m'—2ky(1+ky?) m=0 (3.3.16)
(1+ky?) ' —ky(1+ky?) n=0 (3.3.17)
a’yn=0 (3.3.18)

dir. (3.3.17) denkleminden
n(y)=0

oldugu agiktir. Haliyle (3.3.17) denklemi de n(y)=0 i¢in saglanmaktadir. (3.3.16)

denklemi ¢oziiliirse
m(y)=c(1+ky*)
dir. Buradan da
R(x,y,Y')= c(1+ kyz)y’ (3.3.19)

elde edilir.

Son olarak (2.3.8) esitliginden elde ettigimiz (S,R) ikilisinin - uyumlulugunu

arastiralim.
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R,=R,S+RS,

k ’ 2 ’ 2
2w :C(l+ky2) 1+y|Zy2 ' (1+0k[y2y)3 y +C(l+ IQ/Z)y’ 1%2 : (1+Zy2y)3 y'

0=0

esitlik saglandigindan elde edilen (S,R) ikilisi uyumludur. Yani, (3.2.1) salinim

denklemi i¢in elde edilen (S, R) ikilisi ile bir ilk integral vardir. (2.3.9) formiilii ile

2
(24

(XY, y’):(1+ kyz)y’2 _W (3.3.20)

(3.2.1) ADD in ilk integrali elde edilir.

3.4. Sahmim Denkleminin Eslenik Simetri ile incelenmesi

Ikinci mertebeden ADD igin

D’s,+D(f,S,)-f,5,=0
(2.4.25) eslenik denkleminde f i yerine yazip total tiirev alalim. Sonra da
S, (xy.y)=p(y)y+a(y) (3.4.1)
kabuliinii alip Yy’ niin kuvvetleri cinsinden yazarsak
(T+ky?) p"—Bky(L+ky?) p'—2k(L-4ky?)(L+ky?) p=0 (3.4.2)
(T+ky?) q"—3ky(L+ky?) g —k(1-3ky?)(1+ky?) q=0 (3.4.3)
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~3a*y(1+ky*) p'+6a’ky’p=0 (3.4.4)

o’ (1-3ky*)g—a’y(1+ky* ) g’ =0 (3.4.5)

denklem sistemi elde edilir. (3.4.4) ve (3.4.5) denklemleri sirasiyla ¢oziiliirse
p(y)=C(L+ky*)

ve

elde edilir. (3.4.1) den
S, (%Y, Y)=C(1+ky? )y’ (3.4.6)
dir. Simdi de (2.4.22) eslenik denkleminden S, (X, Y, y’) fonksiyonunu bulalim.

D[S, ]+ f,S,+S,=0

esitliginde Sl(x, Y, y’) yerine yazilirsa

So(x.y.Y)= C[kyy'Z +ﬁ] (3.4.7)
+

elde edilir. Ayrica elde edilen (S,,S,) ikilisi,

S, =S

oy’
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(2.4.21) integrallenebilme kosulunu sagladigindan uyumludur. (2.4.24) formiiliinden

(1+ 2ky2) o2
I(x,y,y)=C—y?’-C——7F——
(x¥.¥) 2 7 2k (1+ky)
elde edilir.
Bu da bize A—simetri metodu ile elde edilen ilk integralden farkli olarak yeni bir ilk

integral elde edildigini gosterir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada, ikinci mertebeden lineer olmayan ADD lerin simetri indirgemeleri ve
¢Ozlimlerini inceledik. Bunun i¢in Lie grup teorisini kullandik. En az iki Lie iiretecine
sahip olan (3.1.1) 33. Painlevé-Gambier denkleminin kanonik indirgemesini yaparak

(3.1.7) kapal1 formdaki ¢6ziimiinii elde ettik.

Literatiirde karsilasilan zorluklardan biri, denklemin Lie iiretecinin olmamasi ve
metodun c¢aligmamasidir. Bu zorlugun {stesinden gelebilmek i¢in teorinin
genellestirilmis olan A —simetri metodunu goz Oniine aldik. Bu metodu kullanarak
lineer olmayan (3.2.1) salimim denkleminin (3.2.26) A —simetrisini elde ettik. Bu
simetriyi kullanarak denklemin (3.2.27) indirgemesini, (3.2.28) integral ¢arpanini ve
(3.2.29) ¢6ziimiinii elde ettik. Bununla birlikte buldugumuz sonuglari ve metodun
etkinligini karsilagtirmak igin Prelle-Singer ve eslenik simetri metotlarin1 kullanarak
denklemin sirayla (3.3.20) ve (3.4.8) ilk integrallerini bulduk. Agik¢a gordiik ki
A —simetri metodu, P-S metodu ve eslenik simetri metodu arasindaki iliski (3.2.26),

(3.2.28), (3.3.15), (3.3.19), (3.4.6) ve (3.4.7) ifadelerinden (uygun C, sabitiyle)

ﬂ:—S:—i
S,
IL‘:_R=_81

dir.

G0z oniine aldigimiz -fiziksel olarak 6nemli olaylari modelleyen- bu iki denklemin de
ortak noktasit otonom yani bagimsiz de8isken igermemesiydi. En genel halde yani
bagimsiz, bagimli degisken ve tiirevlerini igeren (2.1.1) denkleminin indirgemesi ya da
lineerlestirilmesi ancak bazi1 6zel durumlarda miimkiindiir. Bunun i¢in yerel olmayan
doniisiimler tamimlanmustir ve denklem basit forma indirgemeye calisilmistir (Yasar ve
ark. 2012). Farkli bakis agilariyla (Lagrangian ya da Hamiltonian sistemlerde) bazi
ilerlemeler kaydedilse de problemin kesin ¢Oziimiine heniiz ulagilamamistir. Bu
baglamda bundan sonraki caligmalarda s6z konusu problemin ¢oziimiine doniik

caligmalarin tarafimizdan yapilmasi planlanmaktadir.
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