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OZET

Picard grubu PSL(2, Z(7)), PSL(2, C)’nin ayrik bir alt grubudur. H(})
Hecke gruplar ise PSL(2, R)’nin, A > 2 sabit bir pozitif reel say1 olmak lizere

R(z)=:z—1veT(z)=z+l

dogrusal déniigiimleri ile iretilen ayrik alt gruplanidir. Bu galigmada Picard
grubunun Fuchsian alt gruplan ile Hecke gruplarmin normal alt gruplar
incelenmistir.

Birinci bolimde, ¢aligmanin ikinci ve tigiincii boliimlerindeki incelemeler
icin gerekli olan temel kavramlar verilmistir. Ikinci bélimde, Picard grubu ve en
¢ok calisilan Fuchsian alt grubu olan modiiler grup hakkinda kisaca temel bilgiler
verilerek oncelikle modiller grubun Picard grubundaki normallestiricisi
incelenmistir. Daha sonra Picard grubunun maksimal Fuchsian alt gruplari ile

ilgili bazi sonuglar verilmistir. Ugiincii bolimde H(A) Hecke gruplan kisaca
tanitilarak 6zellikle H( NG ) Hecke grubu ele alinmigtir. H(\/g ) Hecke grubunun
grup yapisi incelenerek, normal alt gruplart genis 6lglide galisilmigtir. Son olarak
H(+/5) ve H(+/7) Hecke gruplarmin temel denklik alt gruplari ve denklik alt

gruplari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Picard grubu, moduler grup, Hecke grubu.
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ABSTRACT

The Picard group PSL(2, Z())) is a discrete subgroup of PSL(2, C). The
Hecke groups H()) are the discrete subgroups of PSL(2, R) generated by

R(z) = _71 and T(z)=z+ A

where A > 2 is a fixed positive real number. In this thesis, Fuchsian subgroups of
the Picard group and normal subgroups of these Hecke groups are discussed.

In the first chapter basic notions which are necessary in the second and
third chapters are given. In the second chapter, fundamental concepts on the
Picard group and its most popular Fuchsian subgroup, called the modular group,
are given briefly, and the normaliser of the modular group in the Picard group is
investigated. Some results related to maximal Fuchsian subgroups of the Picard

group are given. In the third chapter, after introducing Hecke groups H(A) briefly,
the Hecke group H(\/g ) is considered. The group structure of H(Jg ) is

investigated and its normal subgroups are searched. Finally, principal congruence

subgroups and congruence subgroups of H(+/5) and H(+/7 ) are given.

Key words: Picard group, modular group, Hecke group.



ii

ICINDEKILER Sayfa
OZET ..ottt e i
ABSCTRACT ..ottt ettt st ettt es st asenee e ii
ICINDEKILER .......coooiiiiiiiiieeceeeeeeeeeee et sees s iii
SIMGELER DIZINT .....cooooiiiiiiirinicneceri et iv
GIRIS oo, 1
1. ON BILGILER
1.1. Topolojik Déniisiim Gruplari, Ayrik ve Siireksiz Gruplar ................. 5
1.2. Cisim Geniglemeleri ve Sonlu Cisimler .................cccocooeevivinnennnn. 11
1.3, Projektif Gruplar ... e, 13
1.4. Dogrusal DONUSHMIET.............ccccoovrvieieiiiieiicicieiee e 15
1.5. Ikinci Dereceden Kalanlar ..............c..co.ooovvviivecmeveeoreneeeeseeesenn. 19
1.6. Fuchsian Gruplar .........c...c.ooooiiiii it 22
1.7. Serbest Gruplar ve Reidemeister-Schreier Metodu ........................... 27
1.8. Serbest CarpImIar ..........cccocovvieiriienniie e, 31
2. PICARD GRUBUNUN FUCHSIAN ALT GRUPLARI
2.1. Modiiler Grubun Picard Grubundaki Normallestiricisi .................... 35
2.2. Picard Grubunun Maksimal Fuchsian Alt Gruplari .......................... 40
3. H(A) HECKE GRUPLARI
3.1 H(V5 ) Hecke GIUBU ...........coooooooovvoeeeeeee oo 55
3.2. H(¥/5 Yin H"(7/5) Kuvvet Alt Gruplart .........coooooovvecovmveeeeereern. 65
3.3. H(+/5 )’in Cinsi 0 Olan Normal Alt Gruplart ..........ocoeoiiie 69
3.4. H(+/5 )’in Serbest Normal Alt Gruplart ... 72
3.5. H(+/5 )y'in Cinsi 1 Olan Normal Alt Gruplart .................................. 74
3.6. H(\/g ) ve H(ﬁ )’nin Temel Denklik Alt Gruplart ....................... 77
EK-T oottt 104
EK2 ettt 107
Kaynaklar ... 109
TeSEKKUT oo e e 111

OZEEOMIS ..ot 112



SIMGELER DIZiNi

- m e 0 o 0

i

M

N
P
R
R’
S(x)
Y/

Karmagik dizlem

Genigsletilmis karmagik diizlem
C\{0} Kimesi

Ust yar1 diizlem

{z+ 4.z €C, t>0} Kumesi
Birim matris

Birim doniigiim

Modiiler grup

Dogal sayilar kiimesi

Picard grubu

Gergel sayilar kiimesi

R \{0} kiimesi
x’in kalimlagtiricist

Tamsayilar kiimesi

Z(i) Gaussian tamsayilarin halkas:



GIRiS

Bu ¢aliymanin amac, ayrik ve sireksiz gruplar teorisinde 6nemli bir yer tutan
Picard grubu, modiiler grup, Hecke gruplart ve bunlarin alt gruplarimin galistimasidir.
Sureksiz gruplar baglangigta otomorf fonksiyonlar teorisi ve hiperbolik geometride
kullanilirken daha sonra bir bagka 6zellikleri de ortaya ¢ikmigtir. Bu da siireksiz ve
dolayistyla ayrik gruplarin Riemann yiizeyleriyle iliskisidir. Bu iliski soyledir:
1) Eger I" Fuchsian bir grup ise S = U/T yériinge uzay: iizerine dyle bir analitik
yap1 konabilir ki S bir Riemann yiizeyi olur.
2) Tersine kompakt bir S Riemann yiizeyi verildiginde S = U/T olacak sekilde
bir I' Fuchsian yiizey grubu vardir.
3) TiveTI; Fuchsian gruplar olsunlar. Eger I't = wlw™' olacak sekilde bir w €
PSL(2, R) varsa U/T"; = U/T’; olur.
Tersi I'y ve I'; yiizey gruplari ise gergeklenir.
Kire, tor, dizlem ve delinmis dizleme konform denk olmayan tim
yonlendirilebilir yiizeyler iist yari diizlemde sabit noktasiz hareket eden Fuchsian

gruplarin boliim uzaylandir.
Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch

ihre Funktionalgleichungen” isimli ¢alismasinda

R(z)=~_;1 veT(z)=z+A

kesirli dogrusal doniisiimleri ile tiretilen H(A) gruplarimi tamtmustir. Burada A, sabit bir
pozitif reel sayidir. Bu gruplar, H(A) Fuchsian bir grup iken Dirichlet serilerinin
¢aligilmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Erich Hecke, A’nin hangi degerleri igin
H(A) grubunun ayrik oldugu sorusuna cevap aramustir. Hecke (1936), A > 2 ve reel iken

ya da g > 3 bir tamsay1 olmak tizere

X=Kq=200s£,1£k<2
q

iken )
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F, = {zeU:[Rezl<%,lz|>l}

kiimesinin H(A) grubu i¢in bir temel bolge oldugunu ve diger tim A > 0 degerleri i¢in
F nin bir temel bolge olmadigini gostermigtir. Buradan, H(A)’mn Fuchsian bir grup
olmast igin gerek ve yeter sartin A = A, ya da A > 2 reel olmas gerektigi gorilir. Her iki
durumda da H(A) grubuna bir Hecke grubu denir. Bu ¢aliymada ozellikle A > 2 reel
olmas1 haline karsilik gelen H(A) Hecke gruplan ile ilgilenecegiz. Bu durumda H(A)
Hecke gruplari, PSL(2, R)’nin R ve T ile iiretilen ayrik alt gruplaridir. Burada T, A > 2
reel olmak uizere T(z) = z + A dontstimudiir.

A=Ay = Zwsg, 1 <A < 2 haline karsihk gelen H(A,;) Hecke gruplan genis
olgiide ele alnmugtir. Ozellikle Cangiil (1993), H(A;) Hecke gruplarim ve bunlarin
normal alt gruplarini galigmistir. Bu halde g = 3 degerine karsilik gelen H(A3) Hecke
grubu modiiler grup olarak bilinen PSL(2, Z) dir. Bu grup literatiirde en ¢ok galigilan

ayrik gruplardan birisidir. Bu durumda A; = 2cos§ = 1 dir ve H(A3)’tin elemanlarinin

tiim katsayilan rasyonel tamsayilardir. Modiler grup aym: zamanda 6nemli bir ayrik
grup olan Picard grubu PSL(2, Z(7))’nin de bir alt grubu olup Picard grubunun alt
gruplarinin ¢aligiimasinda da 6nemli bir rol oynamaktadir. A > 2 tamsay1 degerlerine
karsilik gelen H(A) Hecke gruplar oncelikle modiiler grubun ve dolayisiyla da Picard
grubunun alt gruplandir.

Picard grubu P = PSL(2, Z(7)), G1 = S, *,, A, ve G2 = §; *z, D, olmak tzere
Gy ve G gruplarinin modiiler grup M = PSL(2, Z) ile birlestirilmig serbest ¢arpimidir.
Yani P= Gy *y G, dir. (Burada Ss, ii¢ sembol iizerinde simetrik grup; A4, dort sembol
iizerinde alternatif grup ve D,, Klein’in 4-1i grubudur). Modiiler grup ise M = C, *C,
seklinde bir serbest ¢arpimdir. Burada C; ve Cs sirasiyla mertebeleri 2 ve 3 olan devirli
gruplardir. Genel olarak H(A,) Hecke gruplarinin C, *C, carpimina izomorfik oldugu
Cangiil (1993) tarafindan bu gruplarin temel bolgeleri yardimiyla ispatlanmistir.

Caliymanin  birinci  bolimiinde, ikinci ve Ggiincii bolimlerde sikga

kullanacagimiz bazi tammlar ve sonuglar verilmistir. Ana hatlariyla topolojik déniisim

gruplari, ayrik ve siireksiz gruplar, projektif gruplar, cisim geniglemeleri ve sonlu



cisimler, dogrusal déniigimler, Fuchsian gruplar ile ilgili temel kavramlar, permitasyon
metodu, Riemann-Hurwitz formiilii, Reidemeister- Schreier metodu, serbest gruplar ve
serbest carpimlar ele alinmigtir. Ozellikle de 6zet olarak ikinci dereceden kalanlardan
bahsedilmis, H(\/g ) ve H(ﬁ ) Hecke gruplarmin denklik ve temel denklik alt
gruplarimin incelenmesinde kullanilacak olan iki 6nerme ispatlanmgtir.,

Ikinci bolimde kisaca Picard grubu ve modiiler grup hakkinda temel bilgiler
verildikten sonra o6ncelikle modiiler grubun Picard grubundaki normallestiricisinin
Np(M) =G = §; *, D, oldugu ispatlanarak, buna bagl sonuglar elde edilmigtir. Daha
sonra Picard grubunun maksimal Fuchsian alt gruplar ele alinmigtir.

Ucglincii bolimde A > 2 degerine karsilik gelen H(A) gruplart incelenmigtir. A > 2
iken H(A) grubu, mertebeleri 2 ve sonsuz olan iki devirli grubun bir serbest garpimidir.
Dolayisiyla A > 2 igin tiim H(A) gruplari aymi cebirsel yapiya sahiptirler. A € Z iken
H(A)’nin iiretegleri tamsay: katsayili olacaktir. Bu nedenle H(A), modiiler grubun ve
dolayisiyla Picard grubunun alt grubu olacaktir. Modiiler grup ve alt gruplan genis
olgtide incelendiginden bu hal pek ilging olmayacaktir. Bu ¢alismada H(\/g ) Hecke
grubu ve alt gruplart genis olgiide incelenmigtir. Temel denklik alt gruplan ve denklik
alt gruplar haricinde H(Jg ) i¢in elde edilen sonuglar izomorfizm farkiyla diger tiim
H(A) gruplar igin de gegerli olacaktir. ’

Ik olarak H(w/g ) Hecke grubunun elemanlar1 belirlenmistir. H(\/g )’in

elemanlarinin

a bys
a ;ad—5bc=1a,b,c,deZ
® (C\/—S- d J

ve

avS b
b ;5ad-bc=1a,b,c,deZ
( )( c d\/g]

seklinde iki sinifa ayrildigy gosterilmistir. (2) tipinde olan elemanlara ¢ift elemanlar, (b)
tipinde olanlara tek elemanlar diyecegiz. H(+/5)’in tiim ¢ift elemanlarinin kiimesi,
indeksi 2 olan bir normal alt gruptur. Bu normal alt gruba ¢ift alt grup diyecegiz ve
Hg(w/g ) ile gosterecegiz. Hg(\/g )’in, iki sonsuz devirli grubun serbest ¢arpimi oldugu

ispatlanarak simgesi ( 0; 0®) seklinde elde edilmistir.



Daha sonra Macbeath’in bir sonucu kullanilarak H(+/5 )’in, mertebeleri 2 ve
sonsuz olan iki devirli grubun serbest ¢arpimina izomorfik oldugu ispatlanmigtir
(Macbeath 1963). Ayrica H( V5 )’in parabolik nokta kiimesi belirlenmigtir. H('\/g )’in
énemli normal alt gruplari olan H™( V5) kuvvet alt gruplan, cinsi O ve 1 olan normal alt

gruplar1 ve serbest normal alt gruplar incelenmigtir. Son olarak H(/5) ve H(+7)

Hecke gruplarinin temel denklik ve denklik alt gruplar1 incelenmigtir.



1. ON BILGILER

Bu bdélimde galiyjmamin 2. ve 3. bélumleri i¢in gerekli olan temel
kavramlar verilmistir. Calistigimmz gruplar birer topolojik doniisiim grubu (ayni
zamanda ayrik ve stireksiz gruplar) olduklarindan 6ncelikle topolojik déniigiim

gruplarin ele alacagiz, ayrik ve siireksiz gruplar teorisinden kisaca bahsedecegiz.
1. 1. Topolojik Déniisiim Gruplan, Ayrik ve Siireksiz Gruplar

1. 1. 1. Tamum. G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger G’yi
grup yapan

f:GxG—>G;f(x,y)=xy

g:G>G;gx=x"'
islemleri siirekli iseler G’ ye bir topolojik grup denir.

Gx G grubu iizerinde garpim topolojisinin oldugu aciktir. (C, + ), (R, +),
((;‘, ), (R, ), (Z, + ) gruplan iizerlerindeki alisilmus topolojik yapilarla birlikte
bﬁer topolojik grupturlar. S! = {zeC : | z| =1} birim ¢emberi, grup islemi
C’deki ¢arpma islemi olmak lizere C’den indirgenen topoloji ile kompakt bir
topolojik gruptur.

GL(n, C), grup islemi matris ¢arpimu olmak iizere bir topolojik gruptur. Bu
grup iizerindeki topoloji nx n tipindeki bir (a;)) matrisi C" *de

(811500051589 5eves8gp 5eees @y 5eers@py)

noktasi olarak gz Oniine alindiginda elde edilen topolojidir.

1.1.2. Onerme. G bir topolojik grup ve a € G belli bir e olmak tizere
G’den G’ye

I, : g—>ga

lh : g—>ag

i 1gog!



Pa: 8> aga'l
doniisimleri birer topolojik es yapt donigiumiidiirler (homeomorfizmdirler).
Bunlara sirasiyla sag kayma, sol kayma, tersinme ve 6z es yap: (i¢ otomorfizma)
denir (Bagkan 1980). J

1.1.3. Onerme. G bir topolojik grup olsun. Bir g € G i¢in {g} kiimesi agik
olsun. O zaman her bir {y} (y € G) kiimesi agiktir.
ispat. Herhangi biry € G igin g''y = a € G oldugundan

X — Xxa

déniigiimiinii g6z 6niine alirsak r,” nin bir topolojik es yapt doniisimi oldugunu
biliyoruz. {g} a¢ik ve r.({g}) = {y} oldugundan {y} kiimesi agtktir. (J

1.1.4. Onerme. Bir G topolojik grubu homojen bir uzaydir. Yani herhangi
g1, &2 € G igin f{g;) = g2 olacak sekilde bir f: G — G topolojik es yapt doniigiimii
vardir.
ispat. Herhangi g, g2 € G igin gi'g; = a € G diyelim. fg) = ga doniigiimiini
alalim. f bir topolojik es yap1 déniisimudiir ve

flg)=gia=gg’'g = &

dir. O

Bir topolojik grubun homojen uzay olmasi su sonucu verir: G’nin yerel
ozelliklerini bir tek noktada belirtmek yeter. Boylece bu 6zelligin uzayin diger
tiim noktalarinda gegerli oldugu homojenlik nedeniyle séylenebilir. Ozellikle de
herhangi bir nokta olarak G’nin birim Gges'i dikkate alinabilir. Yani herhangi bir
geG noktasimin komgulugu ile G’nin birim 6gesi olan e’nin bir komsulugu
topolojik es yapilidir. G topolojik grubunun birim &gesinin komsuluklari ailesi
bilindiginde G’nin topolojik yapist da bilinmis olur.

1.1.5. Tanmm. G bir topolojik grup, X herhangi bir topolojik uzay olmak
uzere [G, X] sirah ¢iftini g6z oniine alalim.

GxX->X(gx)=gAx

olarak tammlanan siirekli bir doniigiim her g, h € G ve her x € X i¢in

(i)gA(hAx)=ghAx

(i) 1Ax=x

kosullarimi gergekliyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu denir.



G ile X ister ¢akigsinlar isterse farkli kiimeler olsunlar g A x gosterimi
yerine gx yazacagiz. Eger X uzay: biliniyorsa ¢ok kez [G, X] gosterimi yerine
sadece G yazilir ve “G topolojik déniigiim grubu ” diye s6ylenir.

G bir topolojik grup olsun. [G, G] siral: ¢ifti agagidaki her bir doniigiime
gore bir topolojik doniigim grubudur:

() (g x) —>gx

(i) (8, %) —>xg”

(iii) (g, x) —> gxg™

1.1.6. Tanmm, (a) [G, X] bir topolojik déniigiim grubu olmak iizere X
tizerinde, en az bir g € G igin

y~xoy=gx
bigiminde tanimlanan ~ bagntis: bir denklik bagintisidir.

(b) Bu denklik bagintisimin belirttigi denklik siniflarina G-yériingeleri
denir. Bir x € X noktasini bulunduran yoriinge Gy simgesi ile gosterilir. Yani

G, = {gx: g G)
yazabiliriz.

(c) Eger G, = X olacak bigimde bir x € X 6gesi varsa [G, X] topolojik
doniisiim grubuna gegislidir denir.

1.1.7. Teorem. [G, X] bir topolojik donisim grubu olsun. Tim
yoriungelerin olusturdugu kiimeyi X/G simgesi ile gosterelim. Bir

p: X—>X/G,pkx) =G,
doniigiimi tammlayalim. T, X tizerindeki topoloji olmak tizere X/G iizerinde
1, ={T, ¢ X/G:p™(T)et}
ailesini alalim. Boylece (X/G, 1) bir topolojik uzaydir (Bagkan 1980). (]

1.1.8. Tamm: Her bir x € X igin gx = x esitligini gercekleyen g € G
Ogelerinin olusturdugu kimeye x’in kalimlagtiricist (stabilizeri) denir ve S(x)
simgesi ile gosterilir. Yani

S(x) = {geG: gx =x}
dir. S(x)’ in G’ nin bir alt grubu oldugu agiktir. Benzer sekilde A c X ise



S(A) ={geG: g(A) = A}
olarak tanimlanir.

1.1.9. Tanum. Eger [G, X] bir topolojik dontsiim grubu ve g € G ise g’nin
sabit noktalar1 kiimesi {xeX : gx = x} olarak tamimlanir.

1.1.10.Teorem. Eger [G, X] bir topolojik doéniisiim grubu ve g, h € G igin
gh = hg ise g 6gesi, h’ min sabit noktalar1 kiimesini kendi iizerine resmeder.

Ispat. A = {x € X : hx = x} kiimesini g6z 6niine alalim. x € A olsun. O halde hx
= x dir. Boylece h(gx) = ghx = gx ve gx € A elde edilir. U

1.1.11.Tanmmm. Y c X olsun. Eger her g € Gigin gY = Y ise Y c X alt
kiimesine G-invaryant ya da G altinda invaryant denir.

1.1.12.Tanmum. G bir grup ve S bos olmayan bir kiime olsun. Eger
asagidaki kosullar saglayacak sekilde bir

Gx S-S5, (g x)—>gx
fonksiyonu varsa G grubu S kiimesi tizerinde hareket ediyor denir:

1) Vx € S i¢gin ex = x dir (e, G nin birim eleman).

2)Vvg,,8, €G ve.Vx € Si¢in (g,8,)x = g,(g,x) dir.

Bir G grubunun, verilen bir S kiimesi tizerinde bir ¢ok farkli hareketi
olabilir. Bu nedenle gx gosterimi belirsizdir. Oregin G bir grup ve H, G’ nin bir
alt grubu ise H grubunun G kiimesi tzerindeki bir hareketi (h, x) — hx dir.
Burada hx, G’deki garpmadir. Yine (h, x) — hxh™' de H’nin G kiimesi tizerindeki
bir bagka hareketidir.

G, bir S topolojik uzayinin kendi tzerine topolojik déniigiimlerinin bir
grubu olsun. D, S’nin agik bir alt kiimesi olsun. Eger D’nin her noktasimin G
altindaki resimlerinin D’de bir yigilma noktast yoksa G, D’de siireksizdir denir.
PSL(2, C)’nin G alt gruplar i¢in bu tanimi §oyle ifade edebiliriz: S, C’nin agik bir
alt kiimesi olsun. Her z € S i¢in {Tz : T € G} kimesinin S’de y18ilma noktasi
yoksa G, S uzerinde siireksizdir. G, belli bir agik alt kiimede stireksiz ise PSL(2,
C)’nin sureksiz bir alt grubudur diyecegiz. G’nin limit noktalar,

{Tz.TeG,zeC}=G,

kiimelerinin y1gi1lma noktalaridir.



Stireksizlige ¢ok yakin bir kavram ayrikhk kavramuidir. G bir topolojik
grup olmak iizere G Uizerinde ayrik topoloji varsa G’ye ayrik grup denir. Bir Kc G
alt grubu i¢in eger K Uzerindeki alt uzay topolojisi ayriksa K’ya ayrik grup denir.
Bu ¢alismamizda GL(2, C) topolojik grubu ile ilgilenecegimizden, GL(2, C)’nin
bir G ayrik alt grubunu biraz inceleyelim:

“ G c GL(2, C) ayriktir & G tizerindeki alt uzay topolojisi ayriktir
vazabiliriz.

G ayrik ve A, Ay, Ay, ... G’nin, (A,) - A 6zelligindeki §geleri olsun. Bu
durumda yeterince biiytik her n i¢in A, = A dir. Gergekten de A € G ve G ayrik
oldugundan {A} kiimesi agik bir kiimedir. Diger yandan (A,) - A oldugundan,
A’yr bulunduran her a¢ik kiime dizinin hemen hemen tiim terimlerini
bulunduracaktir. Buna gore {A} ac¢ik kiimesi de dizinin hemen hemen tiim
terimlerini bulundurur. Bu ise belli bir ng dogal sayisii¢in n 2 ng olmak tizere
A, = A demektir. Ciinkii her n > ngigin A, € {A} olur.

Burada A € G varsaymak gerekmez. A € GL(2, C) varsayimu ile de bu
sonucu elde edebilirdik. Gergekten bu durumda, Ay(A, + |)'l — AA' =1 ve
dolayisiyla yeterince biiyiik tiim n’ler igin A, = A, + dir. Halbuki (A,) - A
olduguna gore A, = A dur.

G’nin ayrik oldugunu goéstermek igin G’nin bir noktasimin ayrilmig
oldugunu gostermek yeterlidir. Ornegin

inf{l]|]A-1||: AeG,A=1}>0
oldugunu ispatlamak yeterlidir. Dolayisiyla {1}, G’de agik kiime olacaktir ve
Onerme 1.1.3 geregince G’nin ayrik oldugu elde edilir.

Eger dizilerle G’nin aynkligim ifade etmek gerekirse

“ G ayrniktir < A, € G olmak lizere A, — I ise yeterince biiyik tiim n’ler
icin Ay =Idir”
yuzabiliriz. Bir ayrik grubun herhangi bir alt grubunun da ayrik oldugu agiktir.
Son olarak G ayrik ise BGB™! eslenik grubu da ayriktir. Ciinkdi X — BXB"
déniisiimii GL(2, C)’nin kendi iizerine bir homeomorfizmidir.

Eger A, C’nin ayrik olarak normlandirilmig bir alt halkas: ise PSL(2, A)
ayrik bir alt grup olacaktir. Bu nedenle Picard grubu PSL(2, Z(i)) aynk bir
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gruptur. Eger G siireksiz ise ayrik olmalidir. Ciinka aksi halde eger {T,} < G ve
T — lise 0 zaman her z € C igin Tpz — Iz olurdu. Yani C’deki her z noktas: bir
limit noktasi olurdu ki G grubu bu durumda siireksiz olamaz. Bu nedenle siireksiz
bir grup aynktir. Ancak tersi her zaman dogru degildir. Poincaré agagidaki
teoremde bazi kisitlamalar ile tersinin de dogru oldugunu géstermisgtir.

1.1.13. Teorem. I, bir B diskinin ya da yan diizleminin konform
homeomorfizmlerinin ayrik grubu ise I', B’de siireksizdir (Lehner 1964). O

Diger yandan PSL(2, C)’nin bir alt grubunun ayrik olmasi fakat C’de
siireksiz olmamast miimkiindiir. Ornegin, Picard grubu PSL(2, Z(i)) ayrik bir
gruptur fakat C’de higbir yerde siireksiz degildir.

1.1.14. Teorem. Picard grubu PSL(2, Z(¥)), C’de hi¢bir yerde siireksiz
degildir.
Ispat. Her z € C noktasimn, PSL(2, Z(i))’nin bir limit noktas: oldugunu
gosterirsek ispat biter. z € C olsun. Gaussian rasyonel sayilar C’de yogun
oldugundan by, dn € Z(i) ve (by, dy) = 1 olmak tizere z, {b,/d,} Gaussian rasyonel
sayilarinin bir limitidir. b, ve d, aralarinda asal olduklarindan a,d, - buc, = 1
olacak sekilde a,, ¢, € Z(i) sayilari mevcuttur ve bu nedenle

a,z+b,

T ()=
) c,z+d,

dontsimleri PSL(2, Z(/))’dedir. Fakat bu durumda T, (0)=b,/d, — z olup z,
PSL(2, Z(#))’nin bir limit noktasidir (Fine 1989). U

Bu sonug reel alt gruplar i¢in saglanmaz. Ciinkii PSL(2, R)’nin alt gruplan
icin ayriklik siireksizlige denktir.

1.1.15. Teorem. G, PSL(2, R)’nin bir alt grubu olsun. O zaman G ayriktir
ancak ve ancak G, (iist yar1 diizlemde) siireksizdir. (]

Teorem 1.1.15’in ispati, PSL(2, R)’nin ayrik bir alt grubunun limit
noktalarinin reel eksen lizerinde bulunmas: gerektigini gostermekten ibarettir.
PSL(2, C)’nin, yukaridaki teoremi genisletecek sekilde hiperbolik 3-uzay H®
tizerinde hareket edebilecegi gosterilebilir.

1.1.16. Teorem. G — PSL(2, C) ayriktir ancak ve ancak G, H® iizerinde
siireksiz hareket eder (Beardon 1983). []
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1.1.17. Teorem. H, bir t 6gesi ile tretilmis devirli grup olsun.

@) t eliptik degilse H, t’nin sabit noktasi (ya da noktalari) hari¢ her
yerde siireksizdir.

(i)  t sonlu mertebeli eliptik 6ge ise H her yerde siireksizdir.

(iii)  t sonsuz mertebeli eliptik 6ge ise H grubunun siireksiz oldugu
higbir yer yoktur (Lehner 1964). [

Bu teorem gosteriyor ki siireksiz bir grupta sonsuz mertebeli eliptik 6ge

bulunmaz.
1.2. Cisim Genislemeleri ve Sonlu Cisimler

Bu bolimde kisaca cisim geniglemelerinden ve sonlu cisimlerden
bahsedecegiz. F bir cisim ve p(x) € F[x] olsun. p(x), F[x]’de indirgenemez ise
K = F[x}/< p(x) > bolim halkas: bir cisimdir. F[x]’de indirgenemeyen bu p(x)
polinomunun K’da bir kokiiniin oldugunu gorecegiz. Onemli bir diger konumuz
tim sonlu cisimlerin yapisim incelemektir. p asal say1 ve n pozitif tamsay: olsun.
Her bir sonlu cismin mertebesi p" seklinde bir asal kuvvettir. Tersine p ve n
yukanidaki gibi verildiginde mertebesi p" olan sonlu bir cisim vardir. Bu cisim
GF(p") ile gosterilir ve p" mertebeli Galois cismi denir.

1.2.1. Tanim. F cismi K cisminin alt cismi ise K’ya F’nin geniglemesi
denir. Burada hemen belirtelim ki S ve K birer cisim ve ® : S — K bir halka
monomorfizmi ise cebirsel olarak S = ®(S) alinabileceginden K, S’nin bir
genislemesi olarak alinacaktir. Hatta daha genel bir tamm olarak diyebiliriz ki
boyle bir monomorfizmin olmasi halinde K’ya (S, ®)’nin geniglemesi denir.

1.2.2. Ornek. (i) R, Q’nun ve C ise R ve Q’nun genislemesidir.

(ii) F bir cisim, p(x) € F[x] indirgenemeyen bir polinom ve der(p) = n
olsun. Bu taktirde

K=F[x]/<p(x)>={ap+ax + .. + a,x"" : g € F}
cismi F’nin bir genislemesidir (Bayraktar 1988).

1.2.3. Teorem. F bir cisim ve K, F’nin bir genislemesi ise K, F tizerinde

bir vektor uzayidir. .

Ispat. Bayraktar’a (1988) bakiniz. []

TR OGRETIM KyRpLy
+ v " ANTASYON MERKEZ)
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K’nin F iizerinde bir vektor uzay: olusu K’nin yapisi hakkinda bize ¢ok

sey verecektir.

1.2.4. Tammm, K, F cisminin bir geniglemesi olsun. Bir vektér uzay1 olarak
K’nin F tzerindeki boyutuna K genislemesinin derecesi denir ve [K : F] ile
gosterilir. [K : F] sonlu ise K’ya F’nin sonlu genislemesi denir.

1.2.5. Ornek. [C: R] = 2 dir.

C={a+ib:a b e R} oldugundan 1 ve i, R tizerinde C’yi geren
vektorlerdir, 1 ve / aynt zamanda lineer bagimsizdir. O halde {1, i/}, R tizerinde C
i¢in bir baz ve [C : R] =2 dir.

1.2.6. Teorem. F bir cisim, p(x) € F[x] indirgenemeyen bir polinom ve
der(p) =n olsun. K = F[x]}/< p(x) > ise [K : F]=ndir.
ispat. Bayraktar’a (1988) bakimz. O

1.2,7. Tamim. K, F cisminin geniglemesi ve a € K olsun. K’nin, F’yi ve
o’y1 ihtiva eden en kiigik alt cismini F(a) ile gosterelim. F(a)’ya, F’ye a’nin
ilavesi ile elde edilmis cisim denir (bu F(a) = E’ye F’nin basit genislemesi de
denir).

K’nin butiin alt cisimlerinin arakesiti bir alt cisim olacagindan en kiigiik alt
cisim mevcuttur, F(a) K’nin, F ve o’yr ihtiva eden tiim alt cisimlerinin
arakesitidir.

1.2.8. Ornek. Q(+/2 ) cismi, R'ninF={a+b+v/2 :a b e Q} alt cismine
esittir. Q(\/E ), biittin rasyonel sayilari ve V2 ’yi ihtiva eder.

Bilindigi gibi, sirali bir tamlik bélgesinin sifirdan farkli herhangi bir
elemani x ise x* daima pozitiftir. Bu husus 6zellikle reel sayilar igin de dogrudur.
Bu nedenle x* = -1 denkleminin reel sayilarda ¢oziimii yoktur. Reel sayilarin bu
yetersizligi kompleks sayilarin ortaya ¢ikigint zorunlu kilmugtir.

1.2.9. Tamm. R’yi (bir alt cisim olarak) ve ’yi (* = -1) ihtiva eden en
kiigiik cisme kompleks sayilar cismi denir.

1.2.10. Teorem. a, b € R olmak iizere kompleks sayilar cisminin herhangi
bir elemant, a + bi olarak bir tek sekilde ifade edilebilir.

Ispat. Bayraktar’a (1988) bakiniz. [

1.2.11, Tanmm. F bir cisim, K F’nin bir geniglemesi ve k € K olsun.
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aotak+.. +ak"=0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan ay, ay, ..., a, € F elemanlar1 varsa k’ya F
tizerinde “cebirseldir” denir. Bir bagka ifade ile k, F[x]'de sifirdan farkli bir
polinomun kokii ise k’ya F uizerinde cebirseldir denir.

Ornegin 5, V3,ive ¥7+3 sayilart Q Uzerinde cebirseldir. Ciinkii bu
sayilar sirasiyla x — 5, x*> - 3, x* + 1 ve (x — 3)" — 7 polinomlarinin kékleridir.

1.2.12. Teorem. a, F iizerinde cebirsel ve p(x), F iizerinde derecesi n olan
indirgenemeyen bir polinom olsun. Kabul edelim ki «, p(x)’in bir kokiidiir. Bu
takdirde

F(a) = F{x)/< p(x) >
olup ¢; € F olmak tizere F(a)’nin elemanlart
co+cia+ ... + cpao™!

seklinde bir tek olarak yazilabilir.
Ispat. Bayraktar’a (1988) bakimz. [J

1.2.13. Teorem. p(x), F cismi tizerinde indirgenemeyen bir polinom olsun.
Bu taktirde p(x)’in K’da bir kokii olacak sekilde F’nin sonlu bir K genislemesi
vardrr,
ispat. Bayraktar’a (1988) bakimz. [J

1.2.14. Teorem. F sonlu bir cisim ise uygun bir p asal sayis1 ve n pozitif
tam igin F’nin mertebesi p" dir.
Ispat. Bayraktar’a (1988) bakiniz. [

1.2.15. Tanmm. p" elemanli sonlu bir cisme p" mertebeli Galois cismi denir
ve GF(p") ile gosterilir.

Verilen bir p asal sayis1 ve n pozitif tami igin bir GF(p") Galois cisminin
var oldugu gosterilebilir. Ustelik mertebesi p" olan biitiin cisimler izomorftur, n =

1 i1se Z,, mertebesi p olan bir Galois cismidir (Bayraktar 1988).
1.3. Projektif Gruplar
Her q = p" asal kuvveti i¢in, izomorfizm farkiyla, GF(q) ile gosterilen q

elemanh bir tek cisim oldugunu biliyoruz. Bu cisim q elemanli Galois cismidir.

Tiim sonlu cisimler bu formdadir.
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Simdi K, mertebesi q = p" olan bir cisim olsun, yani K = GF(q) olsun. O
zaman genel lineer grup GL(2, K) ,

b
GL(2, K) = {(2 dJ:a,b,c,d €K, ad—bc ¢o}

seklinde tanimlanir. Bu grubun Z(GL(2, K)) ile gosterilen merkezi, tiim 2x2
skaler matrislerden olusur ve GL(2, K)’'min bir normal alt grubudur. Bu durumda
projektif genel liner grup PGL(2, K)
PGL(2, K) = GL(2, K)/Z(GL(2, K))
seklinde tamimlanir.,
GL(2, K)’da determinant1 1 olan matrisler bir alt grup olustururlar. Bu alt

gruba ozel lineer grup denir ve SL(2, K) ile gosterilir. Yani
a b
SL(2,K) = {[ d) € GL(2,K):ad -bc = 1}
c

olur. O zaman projektif ézel lineer grup PSL(2, K),
PSL(2, K) = SL(2, K)/Z(SL(2, K))
seklinde tanimlanir. Burada Z(SL(2, K)), p > 2 iken {ir I} ve p = 2 iken {I} dir.
PSL(2, K)’nin mertebesi p > 2 iken q(q-1)(q+1)/2 ve p = 2 iken q(q-1)(q+1) dir.
SL(2, K)’dan PSL(2, K)’ya bir dogal homomorfizm vardir. Bu

b
homomorfizm SL(2, K)’daki bir (a d) elemanini bir tek elemana, yani PSL(2,
c

K)’daki i—(a 2) yan ciimlesine goturir. Bu nedenle PSL(2, K)’min bir
c

elemanini, SL(2, K)’da bu elemani indirgeyen iki matrisle temsil edebiliriz.

Su ana kadar sadece sonlu cisimler izerindeki projektif gruplardan
bahsettik. Fakat genel halde yukarida tanimladi§imiz bu dort grup, yani GL(2, K),
PGL(2, K), SL(2, K) ve PSL(2, K), K’nin sonsuz bir cisim olmasi1 halinde de
tamimlanabilir. Bu durumda matrislerin ya da indirgenen kesirli lineer
donigimlerin tim katsayilari bu sonsuz cisimden alinir. Bu durumun en ilging
ornekleri PSL(2, R) ve PSL(2, C) dir. PSL(2, C)’yi, ¢aligmalarimiza esas tegkil
ettigi icin 1. 4. kesimde biraz daha ayrintil1 olarak ele alacagz.

Projektif gruplari aynt zamanda Ozdeslikli halkalar izerinde de

tanimlamak miimkiindir. Ornek olarak PSL(2, Z)’yi verebiliriz.
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1.4. Dogrusal Déniigiimler

Bu tezde dogrusal doniigiimlerin gruplan ile ilgilenecegimizden, bu

bsliimde ayrintili olarak dogrusal doniigiimleri ele alacagiz.

"

C ile gosterecegimiz genisletilmis karmagik diizlemin otomorfizmleri
a,b,c,d e Cvead - bc # 0 olmak lizere

az+b
cz+d

t(z) =

bigimindeki doniigiimlerdir. Bu 6zellikteki w = t(z) doéniigiimlerine dogrusal
déniigiim (lineer doniigiim) ya da Mobiiis doniistimii denir. Bu tip doniigiimler
fonksiyonlarin bilegkesi islemine gore bir grup olugturur ve bu grup Aut(é)
simgesiyle gosterilir.

_ Simdi dogrusal doniigiimleri biraz inceleyelim: t doniigiimii a, b, c, d € C
kétsayllannl bir tek bicimde belirlemez. Gergekten bunu

az+b _ kaz + kb
cz+d kez+kd

t(z) = (k20,keC)

seklinde kolayca gorebiliriz. Ancak a, b, ¢, d €C, ad - bc # 0 verildiginde bu bir

az+b
cz+

tek t(z) =

doniisiimii belirler.

Tanimdaki ad - bc = A ifadesine t doniigiimiiniin determinant:1 denir.

A = ad - be # 0 kosulu yerine daha kullanigl oldugundan A = ad ~bc = 1
kosulunu da alabiliriz. Ciinkii A # 0 oldugundan t’nin pay ve paydasi +JA ile

béliinerek a'b’—c'd’ =1 bulunur.
Dogrusal déniigtimler ile matrisler arasinda stki bir baglant: vardir:

+ 'z+b’ . .
az+b ve u(z) = az b, dogrusal doniigiimlerini alalim. Bu

cz+d c'z+

t(z) =
doniigtimler

b " b
M= 2 ve N= 2 matrislerini belirtir.
c d ¢ d

e ML .
BEKIRIANTASY Uy WAk

LU
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aa’'+bc’ ab’+bd’ - PP
= ,| ¢arpim matrisi de tou doniisimiini belirtir.

ca’+dc’ cb’'+dd
Boylece GL(2, C) kiimesi ile Aut(é) arasinda siki bir baglant1 oldugu gorilir.
Simdi bu baglantiy: inceleyelim:

3:GLZ,C) > Aut(é) déniisimini
b
s(a ) —t : t(z)= 2¥D
c

d cz+d

seklinde tammlayalim. O zaman $(MN) = tou = $(M)-3(N) dir. Dolaylslyia 3 bir
grup homomorfizmidir. 9’nin ¢ekirdegi
K=Ker(3)={VeGL(2, C): $(V) =14, 1 birim doniiglim}

az+b

= {VeGL(2, C) : =z,VzeC igin}
cz+d

X {(Z Z)e GL@2.Cya=d=k b =°=°¥kEC\{°}}

o Jpeco

= {kl : keC \{0}, I birim matris}
kiimesidir. Béylece 1. izomorfizm teoreminden
GL(2, C)/Ker(8) = Aut(C)

elde edilir, GL(2, C) / K bolim grubu i¢in PGL(2, C) simgesi kullanilir ve
Projektif Genel Lineer Grup denir.

Her M, N e GL(2, C) igin det(MN) = det(M)det(N) oldugundan

det : GL(2,C) > C\ {0} =C"

doniigiimii bir grup homomorfizmidir.

Ker(det) = {VeGL(2, C) : det(V) = 1}

- {(a b)e GL(2, C): ad — bc = 1}
c d

dir. Bu grubu SL(2, C) simgesi ile gosterecegiz. SL(2, C)’ye Ozel Lineer Grup
denir. 1. izomorfizm teoreminden GL(2, C)/ SL(2, C) = C" olur.
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Her N € GL(2, C) igin , A’ = det(N) ve M € SL(2, C) olmak iizere N =
AM yazilabilir. 3(N) = $(M) dir. Dolayistyla her t € Aut(é) donistimii

;a,b,c,deC,ad-bc=1

(z) = az+b

cz

bigiminde yazilabilir. Yani 8 doniisimi SL(2, C)’yi Aut(é) lizerine resmeder. O

halde SL(2, C)’nin GL(2, C)/ K béliim grubundaki resmi PSL(2, C) olmak iizere
PGL(2, C) =PSL(2, C)

olur. PSL(2, C)’ye Projektif Ozel Lineer Grup denir.

Boylece Aut(C) = PGL(2, C) = PSL(2, C) elde edilir

PGL(2, C)’nin elemanlar C’daki gemberleri yine C’daki ¢emberlere
resmederler. Simdi de PGL(2, C)’de esleniklik siniflarini inceleyelim:

1.4.1. Tanm. G bir grup olsun. h, g € G olmak iizere g = aha olacak
bi¢imde bir a € G ¢gesi varsa g ve h, G’de esleniktirler (konjugedirler) denir.

G’deki esleniklik bagintist bir denklik bagintisidir ve G’yi denklik
siniflarina béler. Bu denklik siniflarinin her birine esleniklik sinifi denir.

1.4.2.Tanim. Bir t € PGL(2, C) doniisimiiniin sabit noktalari, t(z) = z
ozelligindeki z noktalaridir.

Bir t déniisiimiiniin bir sabit noktasi z olsun. v = utu™ eslenik 6gesini goz
oniine alalim. u(z) noktast bu v donigiimiiniin bir sabit noktasidir. Béylece t’nin
kag tane sabit noktasi varsa buna eglenik olan bir 6genin de o kadar sabit noktasi
vardir. O halde ilk olarak PSL(2, C)’deki déniigimlerin sabit noktalarini
belirleyelim:

a,b,c,d e Cvead-bc=1 olmak iizere,

az+b

=z den cz® + (d - a)z - b = 0 elde edilir. Bu denklemin
cz+d

t(z) =

kokleri (ki en fazla iki tanedir) t'nin sabit noktalaridir. Bunlarin € ’daki yerlerini
bulabilmek i¢in denklemin determinantini gz oniine alalim:
A=(d-a)’+4bc=(a+d)’-4
Bu durumda (a + d)* # 4 ise denklemin iki tane farkli koki vardir.

Dolayistyla iki tane sabit nokta vardir. (a + d)® =4 ve t # i ise bir tek sabit nokta



18

vardir (t # i kosulunu ek olarak koyuyoruz. Ciinkii i 6zdeslik doniigimil tiim
noktalar sabit birakir ve (a + d)* = 4 dir).

Ozel Haller: ¢ = 0 ise t(z) = a’z + ba sekline gelir. t doniigiimii ’u sabit birakir.
Ayrica

e bir sabit noktadir.

Na’=lisez=
) 1-a2

2)a’=1ise t(z)=z+£ b (b =0) olur. Bu durumda tek sabit nokta oo dur.

(a + d)? fonksiyonunu PSL(2, C)’deki esleniklik siniflarint belirlemek igin
kullanacagiz. Bir A € GL(2, C) matrisinin izi iz(A) = a + d geklinde tanimlanir ve

iz(AB) = iz(BA) ve iz(BAB™) = iz(A)

oldugu kolayca goriilebilir. Dikkat edilirse bir esleniklik sinifinin bir izi vardir.
Yalniz iz: GL(2, C) - C fonksiyonu iyi tamimli olmadigindan bunun yerine
iz>(A) = (a + d)? fonksiyonunu goz 6niine alacagiz.

AeC \{0} olmak iizere u(z) = Az € PGL(2, C) dénisiimiine SL(2, C)’de

JL 0

+ 0 _1 | matrisini karsilik getirebiliriz.

JA
s 2 1 2 1
iz (u)=(\/7f+— Y= A+— +2
Ny A
dir.
1.4.3. Teorem. Eger t =i ise bu doniigiim tek bagina bir esleniklik sinifi
olusturur. Eger t # i ise A e C \{0} olmak lizere t,

() Az A#1
Z:
* z+1:A =1

doniisimine esleniktir.
Ispat. t’nin eslenik simfin1 [t] simgesi ile gosterirsek, t =i olmas: halinde
[t] =[i]={u:u=viv' 3 v e PSL(2, C)}
={u:u=w'}={u:u=i}={i}
olur. PSL(2, C)’nin geriye kalan egleniklik simflari, her bir siniftan bir temsilci
segilerek belirtilecektir.
1. Hal. t’nin bir tek zy sabit noktasi olsun. 3 s € PSL(2, C) 6yle ki s(zg) =

o olur. O halde sts™ doniisiimiiniin yegane sabit noktas1 o dur. Boylece ke C \{0}
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olmak tizere sts™'(z) = z + k seklindedir. $Simdi v(z) = % doéniigiimiini alalim ve

sts”' = u diyelim.
vuv ™ (z) = vu(kz) = v(kz + k) =z + 1 = uy(z)
olur. O halde (vs)t(vs)™' = u; olup t doniigiimii u;’e esleniktir.

2. Hal. t’nin z, ve z, gibi iki sabit noktas1 olsun. 3 w € PSL(2, C) oyle ki
w(z1) = 0, W(z) = % olur. wtw™"’in sabit noktalar1 0 ve « dur. O halde AeC \{0}
olmak tizere wtw ™' = uy, dir. O

Esleniklik siniflarinin timiini belirtmek i¢in u, ve u)’nin ne zaman eslenik
oldugunu gérmemiz gerekir.

1.4.4. Teorem. u, ve ux’nin eslenik olmasi i¢in gerek ve yeter gart = A ya
da p = 1/A olmasidir (Jones ve Singerman 1987). O

Su ana kadar elde etti§imiz sonuglan ozetleyerek, dogrusal doniigiimleri

asagidaki sekilde siniflandirtyoruz:

Hiperbolik iZ4(t) > 4

Eliptik 0 <iZ’(t) <4

Parabolik iz%(t) =4

Loksodromik iz’(t) < 0 ya da iz%(t) ¢ R

1.4.5. Tamun. t bir dogrusal donisiim olsun. t™ = i olacak sekildeki en
kiigiik m > 0 tam sayisina t’nin mertebesi (derecesi) denir.
1.4.6. Teorem. t € PSL(2, C) ve t # i olsun. Eger t sonlu mertebeli ise

eliptik bir doniisimdiir. Tersi her zaman dogru degildir (Jones ve Singerman

1987). [
1.4.7. Teorem. Eger C, C’da bir ¢ember ve t € PGL(2, C) ise t(C) de

C’nin bir ¢emberidir (Jones ve Singerman 1987). [
1.5. ikinci Dereceden Kalanlar

1.5.1. Tamim. m pozitif bir tamsayi olsun. k da m ile aralarinda asal olan

bir tamsayt olsun. Eger
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x*=kmod m
olacak sekilde bir x € Z varsa k’ya mod m’de ikinci dereceden kalan denir.
k’nin Z,,’deki kalan simfi k olmak iizere k mod m’de ikinci dereceden
kalan ise k, Z.,’de bir tamkaredir. Ikinci dereceden kalanlar
ax’ +bx+c=0mod m
denkleminin ¢éziimiinde kullamilirlar. Bunun diginda bir g¢ok kullanim alanlan

vardir.

1.5.2. Tanmm. p bir tek asal say1 ve (a, p) = 1 olsun. (EJ ile gosterilen
p

Legendre sembolii
( a] ~ {1 a, mod p de ikinci dereceden kalan ise
p

seklinde tanimlamir.

-1 a,mod p deikinci dereceden kalan degilse

1.5.3. Sonug. 1) x* = a mod p kongriiansinin ¢dziim sayist 1 + (EJ dir.
p

2) a=b mod pise (3) = (EJ dir. 0
p p
1.5.4. Teorem. (EJ(EJ = (ﬂj dir. U
PAP p

1.5.3 ve 1.5.4 geregince herhangi bir (i) semboliiniin hesaplanmasi
p

asagidaki U¢ 6zel semboliin hesaplanmasi problemine indirgenir: [_—1) (Z) ve
p p

(EJ ( q tek asal). Bunlar ise agagida verilmigtir.
p

p-1

1.5.5. Teorem. (i) [:lj = (-1)
p

p?-1
(i) (zj = (-1)
j

p q
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olur. {J

Bunlardan (iii) en ¢ok kullanilacak olan Ozelliktir ve Gauss’un ikinci
dereceden indirgeme kurali olarak bilinir. Euler tarafindan da buna iliskin bir
sonug bulunmustur.

1.5.6. Teorem (Euler). p tek asal ve (a, p) = 1 ise
p-1
(ij =a? modp
p
dir. [

Su ana kadar ikinci dereceden kalanlar hakkinda 6zet bir bilgi verdik.
Ayrintilar igin Jones ve Jones’a (1999) bakiniz. $imdi ¢aligmamizin 3. boliimiinde
H(\/g ) ve H(ﬁ ) Hecke gruplarimin temel denklik alt gruplarimi incelerken

kullanacagimiz iki sonucu ispatlayalim.

1.5.7. Onerme. p tek asal ve (5, p) = 1 olsun. (2) = 1 olmast igin gerek
p

ve yeter gart p =+ 1 mod 10 olmas:dir.

ispat. (gj =le G) = (%)(—1)7_; -le [%) =1

5-1
olup Euler teoremi geregince (g] =p ? mod S yani (%) =p” mod 5 oldugundan
5 2
—|=1leop'=lmodS5<p=tIimodS<p=+1modl10
p

bulunur. Yani 5’in mod p’de ikinci dereceden kalan olmasi igin gerek ve yeter sart

p =+ 1mod 10 olmasidir. 0

1.5.8. Onerme. p tek asal ve (7, p) = 1 olsun. (ZJ = 1 olmasi igin gerek
p

ve yeter sart p= =1 1, £ 3, £ 9 mod 28 olmasidir.

: Lo Pl

o312 - 12 3 -
P p 7 p 7

olup bu durumda karsimiza iki hal ¢ikar.

p Ej
1. Hal (7) =1ve (-1) 2 =1 olmaldir.
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p-l

- ' = 1ise —92_—1.3 =2n, n € Z olmalidir. Yani 3p=4n+ 3 ya da 3p = 3 mod

4 olmalidir. Bu ise p = 1 mod 4 olmasini gerektirir. Diger yandan (g) =1 ise

7
(—E—J =p 2 mod 7 oldugundan p® =1 mod 7 bulunur.

O halde p=1mod 4ise p=1+4n, n € Z yazabiliriz. p’ =1 mod 7 ise (1
+4n)* =1 mod 7 olur. Buradan 1 + 12n + 48n* + 64n® = 1 mod 7 ve n(n® — n + 5)
=0 mod 7 bulunur. n= 0 mod 7 ya da n’* —n -2 = 0 mod 7 olmalidir. n* ~n -2 =0
mod 7’den n =2 mod 7 ya da n = - 1 mod 7 olmas: gerektigi elde edilir. Sonug
olarakn=7k, k e Zyadan=Tm+2, me Zyadan=7/- 1,/ € Z olmahdir. Bu
halde

“p=1mod4vep’=1mod7<p=1+28kyadap=9+28myadap=
-3+28/ < p=1mod 28 yada p =9 mod 28 ya da p = -3 mod 28”
elde edilir.

2. Hal. (%) =-1ve (-—I)E;—]'3 = - 1 olmalidir.
Yine 1. haldekine benzer iglemler yardimiyla p = 3 mod 28 ya da p = 19 mod 28
ya da p =27 mod 28 olmasi gerektigi elde edilir.

Sonug olarak

(zj =l1p=1,9-3,3,19,27Tmod 28 & p==%1,+3, £9 mod 28”

p
bulunur. [J
1.6. Fuchsian Gruplar

I' bir Fuchsian gruptur dedigimizde PSL(2, R)’nin (iist yar1 diizlem U’nun
konform homeomorfizmlierinin grubu) sonlu iretegli ayrik bir alt grubunu

anlayacagiz. Her Fuchsian grubun asagidaki sekilde bir temsili vardir:

Uretecler: aj, by, ..., a,, by (hiperbolik)
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X1, ..., Xr (eliptik)
PL ..., Pt (parabolik)
hy, ..., hy (hiperbolik sinir elemani),
3 T t u
Bagmntiar: x,™ = [[a,,b, [ [x;[ [p [0 =1.
=1 = kel 1=1
Bu durumda
(g my, ..., m; t;u) (1.1)

ifadesine I"’nin simgesi diyecegiz. Burada m, ... , m, sayilar1 > 2 tamsayilardir ve
I"’min peryotlan olarak adlandirilirlar. g, I"nin tizerinde ayrik olarak hareket ettigi
U/T" Riemann yizeyinin cinsidir.

Hemen belirtelim ki bu temsil asafidaki 6zelliklere sahiptir: I’'nin her
eliptik elemam x; (1< j < r)’lerden birinin bir kuvvetine esleniktir, I’mn her
parabolik elemani px (1< k < t)’lardan birinin bir kuvvetine egleniktir ve I"’nin her
hiperbolik sinir elemam hy (1< 1 < u)’lerden birinin bir kuvvetine esleniktir.
Ustelik iireteglerden birinin bir diger iiretecin bir kuvvetine eslenik olan, asikar
olmayan bir kuvveti yoktur ( bu ifadelerin ispat: i¢in Lehner’e (1964) bakiniz).

Herhangi bir I Fuchsian grubu i¢in L(I'), I"’nin limit noktalarinin kiimesi
olsun. L(I') reel eksenin, agagidaki ti¢ kosuldan birini saglayan bir alt kiimesidir:

@) L(I") en ¢ok iki noktadan olusur.

(i) L) =Rdir.

(iii) L(I) R’nin, higbir yerde yogun olmayan miikemmel bir kiimesidir.

(ii) tipinden olan gruplara birinci tiirden ve (iii) tipinden olan gruplara
ikinci tirden Fuchsian gruplar denir.

Simdi Riemann-Hurwitz formiiliinii tammlayalim. I, simgesi (1.1)’deki
gibi olan bir grup olsun.

m

ul)=2g-2+ Z(l——l——) +t+u
i=] i
tammlayalim. Eger p(I') > 0 ise simgesi (1.1)’deki gibi olan bir Fuchsian grup
vardir ve eger [, birinci tiirden ise p(I') > 0 dir. Eger I'y < I sonlu indeksli bir alt

grup ise
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IC:Ty = wIy)
n(r)

olur. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiili denir. Eger u = 0 ise 2xu(I’), I"’nin
bir temel bolgesinin hiperbolik 6l¢iimiidiir ve Riemann-Hurwitz formili bunun
sonucu olarak elde edilir. Eger u > 0 ise bu durumda w(I') = « olup Riemann-
Hurwitz formiilii Maclachlan tarafindan ispatlanmigtir (Maclachlan 1971).

Riemann-Hurwitz formiiliini ¢aligmamiz boyunca sik¢a kullanacagiz.
Yine Singerman tarafindan ispatlanan (Singerman 1970) ve permiitasyon metodu
olarak adlandirilan asagidaki 6nemli sonucu da sik sik kullanacagiz.

1.6.1. Teorem. I, simgesi (1.1)’deki gibi olan bir Fuchsian grup olsun. O
zaman [ 3 nin, simgesi

(8305, .y Ny sy Ny, e, Nt 07)

ve indeksi p olan bir I'y alt grubu olmasi igin gerek ve yeter sart agafidaki
kosullarin saglanmasidir:

(a) p nokta iizerinde gegisli sonlu bir G permiitasyon grubu ve agagidaki
kosullar1 saglayan bir ® : I'; — G epimorfizmi vardir:

(i) O(x;) permiitasyonu, boylar1 m;’den kiigik ya da esit olan tam

olarak p; devirden olugur ve bu devirlerin boylan my/n;, ... ,

my/n;, dir.

(i)  O(y) permutasyonundaki devirlerin sayis1 6(y) olmak iizere
t u
t'= ZS(pk), u'= ZS(h,)
k=1 1=t

dir.
(b) W(I')/i(I2) = polur.
Ispat. Singerman’a (1970) bakiniz. O

1.6.2. Teorem. I', simgesi (g; my, ... , my; t) olan bir Fuchsian grup olsun.

O zamanT,
Fyo *C, * .. *¥C, (1.2)
soyut grubuna izomorfiktir. Yani I', mertebeleri my, ... , m; olan devirli gruplarin

serbest ¢arpimu ile ranki 2g + t — 1 olan serbest grubun serbest garpimudir.

LC YUKSER : ~riey yp
- FTTIR KU ROLY,
DOKUMANTASYON MERKEZS
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Ispat. Cangiil’e (Baskida) bakiniz. (0

1.6.3. Sonug. u > 0 iken (1.2)’deki serbest garpimda bulunan serbest
grubun ranki n=2g +t+u—1dir. [

Simdi tiggen gruplarini tamimlayalim. /, m, n > 2 tamsayilar olsun. Agilar
n/l, t/m ve Tt/n olan hiperbolik iggeni gz 6niine alalim. 6, &, ve o3, Sekil 1.1°de

gorildigi gibi, bu u¢genin kenarlarindaki yansimalar olsun. I'", bu ii¢ yansima

> C

Sekil 1.1

tarafindan iretilen grup olsun:

I =(01, 62,05 : 61> = 63" = 03° = (0203)' = (0301)™ = (0102)" = 1).
Dikkat edilirse bu grupta c;, o, ve 63 yon korumayan, 6,03, 0301 ve G107 ise y6n
koruyan elemanlardir. x = 0,03 ve y = o301 alalim. Bu takdirde x, A kosesi
etrafinda 2n// kadarlik bir dénme ve y, B etrafinda 2rn/m kadarlik bir donme olur.
Bu durumda xy ise C etrafinda 2n/n kadarlik bir dénmedir. Bunlarin hepsi yon
koruyan esmetrilerdir. Bundan dolay1 I’ “1n, sadece yon koruyan esmetrilerden
olusan bir I alt grubunu elde ederiz:

C=(x,y:x' =y"=(xy)"=1).

Bu alt grubun bir Fuchsian grup olarak simgesi (0; /, m, n) dir ve kisaca (/, m, n)
seklinde gosterilir. Bu gruba bir Giggen grup denir. Bu alt grubun indeksi 2'dir ve
bu nedenle I'"’1n bir normal alt grubudur.

I, m ve n’den biri ve ya hepsi o olabilir. Ornegin (2, q, ©) Hecke grubu
Sekil 1.2°deki tiggenler tizerinde hareket eder.

Bir ¢ok grubun temsili iki tretegli oldugundan tGggen grubu ya da tggen

gruplarinin boliim gruplart olarak duistinlebilir. Son olarak genelde [/, m, n
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& n/q
0

Sekil 1.2
sayilarindan birinin 2 oldugu durumlarla karsilagsacagimizdan (2, m, n) tiirii

gruplart inceleyelim. Burada grubun hangi yiizey tizerinde hareket ettii m ve n

sayilar1 yardimiyla bulunabilir: —1—+l > 1 ise kiire, i+l -1 ise tor (yada C
m n 2 m n 2

diizlemi) ve LY + 1 < % ise hiperbolik diizlem (list yan diizlem ya da birim disk)
m n

iizerinde hareket eder.
Kiire iizerindeki (2, m, n) liggen gruplari, tiim sonlu iiggen gruplardir.
Bunlardan kisaca bahsedelim:
i) C,, Devirli Gruplar. C;’in
Co={(a:a"=1)
seklinde bir temsili vardir. Her n € N igin C,, (1, n, n) seklinde iiggen grubu
olarak gdsterilebilir. Bunun disinda m tek olmak iizere Cop = (a1, 8 : of = M =1,
of = Ba) oldugundan Cy’in de (2, m, 2m) seklinde iiggen grubu olarak temsili
vardir. Ancak bu tiir devirli gruplar cinsi g > 0 olan yiizeyler iizerinde hareket
ederler.
ii) D, Dihedral Gruplari. Bunlar,
Dp= (o, 1o’ = p* = (ap)" = 1)
yada
Doz (o, B o =B = (aB)’ = 1)
ya da
Dn=(at, B : o = "= ()’ = 1)
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seklinde bir temsili olan iki tretegli gruplardir. | Dy | = 2n dir. Dy’in iiggen grubu

olarak gosterimi (2, n, 2) ya da (2, 2, n) ya da (n, 2, 2) seklindedir.
!
(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar. | S, |=n! ve | A, | = _n:_z_ dir.

Kargimiza sik¢a ¢ikacak olan simetrik ve alterne gruplar D3 = S3 = (2, 2, 3), Ay =
(2,3,3),S4=(2, 3,4) ve As = (2, 3, 5) gruplanidir.
Diger yandan tor tizerinde hareket eden tiim (2, m, n) tiggen gruplan (2, 3,

6), (2, 4, 4) ve (2, 6, 3) gruplaridir (Coxeter ve Moser 1957).
1.7. Serbest Gruplar ve Reidemeister-Schreier Metodu

1.7.1. Tanmn. X, bir F grubunun bir alt kiimesi ve G bir grup olsun. Eger
her f:X — G doniigimi bir tek f:F — Ghomomorfizmine genisletilebiliyorsa
F grubu X uzerinde serbesttir denir. X’e F’nin serbest tabani denir. Genelde bir
serbest grup, bir serbest tabani olan bir gruptur.

Serbest bir F grubu igin bir serbest tabanin |X| mertebesi bir tektir ve F’
nin rank: olarak adlandinlir. Eger |X] < ise F sonlu rankhdir. Eger F’nin rank: n
ve X=1{,,%,,..,%,} ise F, {,,x,,...,x,} lizerinde serbesttir diyecegiz ve
bunu F(x,, x,,...,x,) yada E, ile gosterecegiz.

Iki serbest grup izomorftur ancak ve ancak ranklart aymidir (Lyndon ve
Schupp 1977).

Ranki 0 olan bir serbest grup asikardir ve ranki 1 olan bir serbest grup
sonsuz devirli bir gruptur.

Bir baska ifade ile eger X, F igin bir treteg kiimesi ise ve agikar olmayan
bagintilar yoksa F, X iizerinde serbesttir. Ozellikle de asagidaki teoremi ifade
edebiliriz:

1.7.2, Teorem. F bir serbest gruptur ancak ve ancak F, F = (X; ) seklinde
bir temsile sahiptir. (J

Bu teorem, serbest indirgenmis kelime kavramina baglidir, Eger F, X

tizerinde serbest ise F’de, X tizerinde serbest indirgenmis bir kelime

€ €2 X Cy
Vi vy Vau
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seklindedir. Burada x, €X, x, #x,,, ve ¢; #0 dir. 1 kelimesine yani her bir
e; =0 ozelligindeki kelimeye bog kelime diyecegiz ve bir indirgenmis kelime
olarak g6z oniine alacagiz. Teorem 1.7.2. agagidaki teoreme denktir (Fine 1989):

1.7.3. Teorem. F bir serbest gruptur ancak ve ancak bir X ireteg kiimesi
vardir ki F’nin her elemaninin, X iizerinde serbest indirgenmis bir kelime olarak
bir tek gosterimi vardir. (J

Bu indirgenmis kelime, F’deki elemanlar i¢in bir normal form verir.

Serbest gruplarin en 6nemli ozelligi asagidaki teoremde verilmigtir (Fine
1989):

1.7.4. Teorem. Her G grubu, bir serbest grubun homomorfik resmidir. 0

Serbest gruplar teorisi ¢ok genistir. Biz burada sadece ihtiyacimiz olan bir
kag 6zelligi ele alacagiz (Fine 1989).

1.7.5. Teorem. Bir serbest grup biikiimsiizdir (torsion-free). Yani bir
serbest grupta etkisiz eleman diginda sonlu mertebeli eleman yoktur. (I

1.7.6. Teorem ( Nielsen-Schreier). Bir serbest grubun her alt grubu da bir
serbest gruptur. [J

Bu sonucun farkl bir gok ispati vardir. F, X Uzerinde serbest bir grup ve
HcCF bir alt grup olsun. T={t, }, F'nin H moduna gére yan ciimle
temsilcilerinin, asagidaki ozelligi saglayan bir tam kiimesi olsun: Eger
t, =x;'x5..x €T ise o zaman 1, x;', x;'x52, v.b. pargalarinin hepsi de T’
dedir. Yan ciimle temsilcilerinin bu ozellikteki bir sistemi her zaman bulunabilir
ve H igin bir Schreier sistemi yada Screier transversali alarak adlandirilir.

Eger geF ise g, g’'nin T’deki yan cimle temsilcisi olsun ve geF,

teT igin S, =tg(§)“‘ tanimlayalim. Hemen belirtelim ki her t, g i¢in S

g>
H’dadir. O zaman agagidaki teoremi elde ederiz:

1.7.7. Teorem (Nielsen-Schreier Teoreminin Ac¢ik Sekli). F, X iizerinde
serbest grup ve H, F’nin bir alt grubu olsun. Eger T, F igin H moduna gére bir
Schreier sistemi ise 0 zaman H,

{S, teT,xeX,S, =1}

kiimesi tizerinde serbesttir, [
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1.7.8. Ornek. F, {a, b} iizerinde serbest grup ve H = F(x?) olsun. Yani H,
F’deki tiim elemanlarin kareleri ile iretilen normal alt gruptur. O zaman

F/F(x?*) = <a, b;a® =b%=(ab)’ = 1) = Z, x Z, olur. Buradan F igin H moduna

gore bir Schreier sistemi {1, a, b, ab} olarak elde edilir ve a = a, b=b, ba = ab
dir. Boylece H,
x,=a’, x,=bab™'a™, x, =b?, x, =aba"'b”', x; =ab’a”
tireteg kiimesi {izerinde serbesttir. [
Bu teorem ayni zamanda F’nin ranki ve indeks verildiginde H’nin rankinin

hesaplanmasini saglar. Ozel olarak agagidaki sonucu elde ederiz:

1.7.9. Sonug. F ranki n olan bir serbest grup ve |F : H| =k olsun. O zaman

H, ranki nk - k + 1 olan bir serbest gruptur. 0

Yukaridaki 6rnekte F, ranki 2 olan bir serbest gruptur ve H’nin indeksi 4
tir. Bu nedenle H, ranki 2.4 - 4 + 1 = 5 olan bir serbest gruptur.

Nielsen-Schreier teoreminin bu ikinci ifadesi, Reidemeister-Schreier
metodunun temelidir. Bu metot, temsili verilen bir G grubunun alt gruplarinin
temsillerini bulmanin bir yontemidir. Burada 6zet bir tanim verecegiz. Ayrintilar

ve tam tanim igin Magnus ve ark.’ na (1976) bakiniz.

G, temsili (a,,.. a 'Rl,...,Rk) olan bir grup olsun. H, G’nin bir alt

*9%n>s
grubu ve T, G’nin H moduna gore bir Schreier sistemi olsun. G’nin iiretegleri

tizerindeki kelimeler tizerinde t donisiimiini asagidaki gibi tanimlayalim:

&
Vi

Eger e; =¥1 olmak uzere W =aay ..a} ise

(W)=8% §= ..§%

hay Ttay, Pay,

dir. Burada eger e; =1 ise t;, W’nin a, ’den once gelen pargasimin yan ciimle

o y . -1 " -1
temsilcisidir ve eger e; =1 ise t;, W'mn a, ~ ’den 6nce gelen pargasinin a,

de dahil olmak iizere yan ciimle temsilcisidir. Bu déniigiim Reidemeister yeniden
yazma y6ntemi olarak adlandirilir,
O halde Reidemeister- Schreier metodunu agagidaki sekilde verebiliriz: G,
H ve T yukaridaki gibi olsun. O zaman H,
{Sa, iteT,a, fo,.,2,}8,, #1 |
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kiimesi ile Gretilmigtir ve tammlama bagintilarinin bir tam kiimesi {t(tRit“)} dir.
Burada t € T dir ve R, G’deki tiim bagintilar tizerinde deger alir.
1.7.10. Ornek. G = A, 4 sembol iizerinde alterne grup olsun. G’nin bir

temsili
G=A,= (a,b; a’=b’=(ab)’ = 1)
dir. H=A, komiitatér alt grubu olsun. Yukaridaki metotla H’nin bir temsilini

bulalim.

G/H=A,/A, =(a,b;a> =b’ = (ab)’ =[a,b]=1) = (b6 = 1)

olup |A,:A, =3 tir. O zaman bir Schreier sistemi {1, b, b’} dir. A, ’nin
tiretegleri

x, =S, =a, x,=8, =bab”, x;=§, =b%ab
dir ve bagntilar

(1) H(aa)=8,S, =x;

(2) t(baab™") = x:

(3) t(b*aab??) =x?

(4) T(bbb) =1

(5) t(bbbbb ™) =1

(6) (b*bbbb ) =1

(7) =(ababab) =S, S, S, =x,X,X;

(8) t(babababb ') =SS . S, =x,x,x,
(9) t(b’abababb?) =S, §,,S,, = x,x,x,

olarak elde edilir. Gereksiz bagntilar yok edilirse ve x, =x,x, kullanilirsa A 4'
i¢in bir temsil olarak
< X, X, X[ =x; =(x%,)" =1 )

ifadesi elde edilir. []
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1.8. Serbest Carpmmlar

Sekil ve ozellikleri agtsindan serbest gruplara en yakin kavram, gruplarin
serbest garpimidir. Burada ¢aliymamiz igin gerektigi kadartyla Fine’dan (1989)
serbest carpimlarin genel 6zelliklerini verecegiz.

A={(ay ..;Ry, ..)ve B=(by,...; Sy, ... ) iki grup olsun.

1.8.1. Tammm. A ve B gruplarinin A * B ile gosterilen serbest ¢arpimu,
temsili

(a, ..., b, ..;Ry, ..., Sy, ...)
olan G grubudur. Yani G’nin dretegleri A ve B’nin treteglerinin ayrik
birlesiminden olusur ve bagintilar1 da A ve B’nin bagintilaninin ayrik birlegimi
olarak alinmigtir. A ve B’ye G’nin ¢arpanlan denir.

Serbest ¢arpim kavrami benzer sekilde keyfi sayidaki gruplar i¢in de elde
edilebilir.

1.8.2. Tamm. Eger A, =(irA,;bagA, ),ae) gruplannin bir
kolleksiyonu ise bunlarn G = *A_  serbest carpimi, iiretegleri A ’larn
tireteclerinin ayrik birlesimlerinden olusan ve bagintilar1 A ’larin bagintilarinin
ayrik birlesimi olan gruptur.

Serbest garpimlar mevcuttur ve agikar degildir.

1.8.3. Teorem. G = A * B olsun. O zaman A—>G ve BoG
doniigiimleri bire bir doniigimlerdir. G’nin {A’nin iiretegleri } kiimesi ile iiretilen
alt grubunun temsili (A’min {retegleri; A’min bagintilar) dir, yahi A’ya
izomorfiktir. Benzer ifade B i¢in de gegerlidir. Bu nedenle A ve B, G’nin alt
gruplari olarak g6z oniine alinabilir. Ozellikle de A ve B asikar olmayan alt
gruplar ise A * B de agikar degildir. [J

Cogunlukla bir G grubunun bir serbest ¢arpim olarak ayrigip
aynstirilamayacagini belirlemek 6nemlidir. Basit bir yontem, G igin verilen bir
temsilde G’nin Ureteglerini, bagintilar da pargalanacak gekilde iki alt kiimeye
bolmeye ¢aligmaktir. Yani, G = (R U S; {sadece R’deki iiretegleri iceren
bagintilar} © { sadece S’deki uretegleri igeren bagintilar }) sekline yazmaya

caligmaktir. O zaman G,
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G, =(R; R’deki uiretegleri igeren bagintilar )
ve

G, = (8; S’deki tiretegleri igeren bagntilar )
gruplarinin serbest ¢arpimidir.

1.8.4. Ornek. Modiiler grup M = PSL(2, Z)’nin temsili
(a, t;a’=(at)’ = 1)

dir. Burada a, z > —-— vet, z— z+1 donisimiidir. x = a ve y = at alip yerine
z

azarsak M = ( x,y; x> =y’ =1) elde ederiz. Boylece M, { x;x>=1) ve
y

< y;y’ =1 ) gruplarinin serbest ¢arpimidir. [

Bir serbest garpimun her bir elemaninin bir normal formu vardir. Eger G =
A * B ise G’de bir indirgenmis dizi g,g, ...g, seklindedir. Burada g, #1 dir. Her
bir g; ya A’dadir ya da B’dedir ve g;, g, ’in her ikisi de aym carpanda degildir.
O zaman asagidaki teoremi elde ederiz.

1.8.5. Teorem. Her bir g € G = A * B elemaninin, indirgenmis bir dizi
olarak bir tek temsili vardir. n uzunlugu bir tektir ve hece uzunlugu olarak
adlandirilir (n = 0, dzdeslik elemanin: belirtmek igindir). O

1.8.6. Teorem. Bir serbest carpimda sonlu mertebeli bir eleman,
carpanlardan birindeki sonlu mertebeli bir elemanin eglenigidir. O

1.8.7. Sonug. Serbest ¢arpimlarin sonlu alt gruplan tam olarak carpanlarin
esleniklerinde bulunurlar. (]

Kurosh’un agagidaki teoremi, Nielsen-Schreier teoremini serbest
¢arpimlara genigletir.

1.8.8. Teorem (Kurosh). Bir serbest ¢arpimin bir alt grubu da bir serbest
carpimdir. Tam olarak, eger G= A * B ve H c G ise o zaman

H=F*(*A,)* ({By)
olur. Burada F bir serbest grup, (;"Aa) A’nin alt gruplannin esleniklerinin bir

serbest ¢arpimi ve (:Bﬁ), B’nin alt gruplarimin esleniklerinin bir serbest

carpimidir. [
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Hemen belirtelim ki F’nin ranki ve diger ¢arpanlarin sayist hesaplanabilir.
Ayrintilar igin Magnus ve ark.’na (1976) bakimz.

1.8.9. Teorem. Eger G=A * B ve Hc A, K c B ise H ve K ile iiretilen
alt grup bunlarin serbest ¢arpimidir. Yani (H, K) =H * K dir. [0

Simdi A=(ay,..;Ri,...)ve B=(by,...; Sy, ... )ikigrup Hc AveK ¢
B has alt gruplar ve @ : H — K bir izomorfizm olsun. O zaman agagidaki tanimi
verebiliriz:

1.8.10. Tamm. A ve B’nin, H'y1 K’ya birlestirerek elde edilen serbest
carpimi, temsili

G={(ay .., by, ...;Ry, .., Sy, ..., H=D(H))
olan G grubudur. G’nin tretegleri A ve B’nin treteglerinin birlesimidir, bagintilar:
ise A ve B’ninkiler ile birlikte alt grup izomorfizmini veren bagintilarin ek bir
kiimesinden olusur.

H’y1 izomorfik resmi ile 6zdesledigimiz i¢in G, A ve B gruplarinin H ile
birlestirilmis serbest ¢arpimidir deriz ve G = A*, B ile gosteririz. A ve B
gruplarina G’nin ¢arpanlan denir.

Bir G grubu (asikar olmayan) birlestirilmis bir serbest ¢arpimdir eger
agikar olmayan bir H has alt grubu ve her ikisi de asikar olmayan G; ve G
gruplar i¢in G = G, *; G, ise.

H = {1} alirsak bir serbest ¢arpim elde ederiz. Bu nedenle serbest
carpimlar, birlestirilmis serbest carpimlarin sadece 6zel halleridir. Serbest
carpimlarda oldugu gibi ¢arpanlar G’ye bire bir olarak resmedilir ve arakesitleri
(G’nin alt gruplar1 olarak), birlegtirilmis alt grup H dir.

1.8.11. Teorem. G = A*, B olsun. O zaman A - G ve B »> G
donistimleri bire bir dontsimlerdir. G’nin, A’min iiretegleri ile tretilen alt
grubunun temsili (Ure. A; Bag. A) seklindedir. Benzer durum B igin de gegerlidir.
Bu nedenle A ve B, G’nin alt gruplari olarak goz 6niine alinabilir ve A " B = H
dir. [J

Teoremin ispati, birlestirilmis serbest ¢arpimin elemanlart igin bir normal

form kavramina baghdir. G = A*, B, {ai} A i¢in H moduna gore sag yan ciimle

temsilcilerinin bir kimesi ve {bj} B i¢in H moduna gore sa yan ciimle
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temsilcilerinin bir kiimesi olsun. O zaman A*,; B’de bir indirgenmis dizi ya da
normal form
aitbi ... ajjbsh

seklinde bir dizidir. Burada h € H ve a;;bi; ... ajjbjj, A * B serbest ¢arpiminda bir
indirgenmis kelimedir.

1.8.12. Teorem. Eger G = A*, B ise her g € G elemamnin, indirgenmis
bir dizi olarak bir tek temsili vardir. [

1.8.13. Teorem. A*, B’nin sonlu mertebeli bir elemani, ¢arpanlardan
birindeki sonlu mertebeli bir elemanin eslenigidir. Bu nedenle sonlu bir alt grup
ya da daha genel olarak sinirli bir alt grup tam olarak bir ¢arpanin bir esleniginde

bulunur, {1



2. PICARD GRUBUNUN FUCHSIAN ALT GRUPLARI

Bu boliimde 6ncelikle Picard grubunu ve Picard grubunun iyi bilinen bir
Fuchsian alt grubu olan modiiler grubu kisaca tanitacagiz. Daha sonra modiiler
grubun Picard grubundaki normallestiricisini verecegiz. Son olarak Picard
grubunun maksimal Fuchsian alt gruplart ile ilgili baz1 sonuglar verecegiz.

Picard grubu P = PSL(2, Z(¥)), a, b, ¢, d € Z(7) olmak lizere

az+b

t(z) = ,ad—bc=1
(2) da c

cz+
seklindeki dogrusal déniigiimlerin grubudur. Burada Z(7)’nin bir elemani, m, neZ
olmak iizere m + in geklindedir. P, PSL(2,C)'nin H® = {z + tjeR® : t > 0}
lizerinde siireksiz hareket eden ayrik bir alt grubudur (Beardon 1983). P,
C=Cu {oo} iizerinde ayrikhigin siireksizligi gerektirmedigini gosteren 6nemli bir

ornektir. P igin H*’de bir temel bolge

R:{ueH’:u:(x,y,t),—%SXS%,OSyS%,xz+y2+t221,t>0}

dir ve Sekil 2.1’de gosterilmigtir. Bu temel bolgenin kenarlar arasindaki
eslemeler yardimiyla P’nin iyi bilinen bir temsilini elde ederiz (Brunner 1992):
P= {x,u,y,r;x3 =u’ =y’ =r’ =(xu)’ = (xy)* = ()’ = (ru)’ =1}

' ! ,u(z) = ——1—, y(z) = z+l ver(z) = i dir. Picard grubu,
iz+1 z -z iz

Burada x(z) =

Gi=(xu,y:x’ =u’ =(xu)’ =1x* =y’ = (xy)* =1) =S, %, A,
ve

G; = <u,y,r;u2 =r’=()’ =L’ =y’ =(ry)’ = 1) =8;%, D,
olmak lzere G; ve G; gruplarimin M = PSL(2, Z) ile birlestirilmis serbest

carpimidir (Fine 1976), yani
P =G *m G2
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dir ( S, ii¢ sembol iizerinde simetrik grup; A4, dort sembol iizerinde alternatif

grup ve Dy, Klein’in 4-lii grubudur). Burada birlestirilmis alt grup M =PSL(2, Z),

Sekil 2.1 Picard Grubunun Temel Bolgesi
modiiler grup olarak bilinir ve belki de en iyi bilinen ayrik gruptur. Modiiler grup,
a,b,c,d € Z olmak iizere

az+b

8(z) = cz+d

,ad—-bc=1

seklindeki tim dogrusal doniigiimlerden olusur. Rasyonel tamsayilarin halkasi Z
ve Gaussian tamsayilarin halkasi Z(i) arasindaki say: teorisi benzerlikleri
nedeniyle P ve M arasinda grup 6zellikleri agisindan benzerlikler vardir. Bununla
birlikte C kompleks diizlemi tizerindeki hareketleri farklidir. M, iist yar1 dizlemde
siireksiz ve sabit gemberi reel eksen olan Fuchsian bir grup iken, P C’de higbir

yerde streksiz degildir. Modiiler grup,
t(z)=z+1veu(z) = 1
z
olmak iizere u ve t dontusgiimleri ile tretilmigtir. M igin aligtlmig F temel bolgesi

F:{zeU: —lsRe(z)gl, ]zlzl}
2 2

dir ve Sekil 2.2’de gosterilmistir.

-1 e <
w=ut:z > 7 doniigimi goz 6niine alinirsa, t = uw oldugundan u ve w
z+

doniigiimleri de M’yi iretir ve bunlar
u’=w’=1

bagintilarint gergekler. Boylece M,
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M :<u,w;u2 =w’ :1)
bigiminde bir gosterime sahiptir (Lehner 1964). Bu M’nin bir serbest ¢arpim

y
/]\

F

Sekil 2.2. Modiiler Grubun Temel Bolgesi
oldugunu gosterir. Gergekten,
G=<u;u2 =1>EC2 ve H=<w;w3 :1>5C3
olarak alinirsa
M=G*H=C,*C,
olur. M’nin bir bagka temsili de
M= <u,y;u2 =y’ =l>

ile verilir. Biz burada M’nin bu temsilini kullanacagiz.
2.1. Modiiler Grubun Picard Grubundaki Normallestiricisi

Modiiler grup, Picard grubunun alt gruplarinin incelenmesinde 6nemli bir
rol oynamaktadir. Ozellikle M, P’nin Fuchsian alt gruplarinin siniflandiriimasinda
kullanulmugtir (Fine 1987, 1989). Modiler grup P’de normal degildir. O zaman
M’nin P’deki normallestiricisinin ne oldugu sorusu karstmiza ¢ikar. Bu sorunun
cevabina gegmeden 6nce agagidaki tanimi vermek yararli olacaktir.

2.1.1. Tammm. G bir grup ve H, G’nin bir alt grubu olsun. Bu durumda
H’nmin G’deki normallestiricisi Ng(H) simgesiyle gosterilir ve

Ng(H) = {g eG:gHg' = H}
olarak tanimlanir. Ng(H), G’nin H’y1 normal alt grup olarak kapsayan maksimal

alt grubudur.



38

Modiiler grubun Picard grubundaki normallegtiricisini Np(M) ile
gosterelim. Buna gore agagidaki teorem M’nin P’deki normallestiricisinin yapisini
belirtir.

2.1.2. Teorem. M’nin P’deki normallestiricisi
Ne(M)=G:=S; %, D,
dir.
Ispat. Islem kolayligi nedeniyle x, u, y ve r doniigiimlerinin asagidaki matris

gosterimlerini kullanacagiz:

SIS RS

sMs' c M ozelligindeki s € P doniigiimlerini artyoruz. Ciinkii bu, esitligin

d)’ M’nin herhangi bir elemant olsun.
c

gosterilmesi i¢in yeterli olacaktir. h = [

Ik olarak P’nin iireteglerini gdz 6nine alalm. u ve y’nin M’yi irettigini
biliyoruz. xhx" ¢ M ve rthr! € M oldugu basitge gorilir. Simdi u, y ver ile
| tiretilen N kiimesini goz 6niine alalim. r =r 6zdeglemesi ile
N=(uyru’ =y’ =1’ = (1y)* = ()’ =1)
= <u,r; u’=r’=(u)’ :1>*<y,r; y’ =1’ =(1y)’ = 1>
=D, *;, 5;=G,
elde ederiz. Simdi N = Np(M) oldugunu gosterecegiz. Nc Np(M) oldugu agiktir.
Gergekten de, N=D, *, S, oldugundan bir n € N elemaninin
n = aj by ... ajbjjk
seklinde bir normal formu oldugunu biliyoruz. O halde her h € M igin
nhn™ = (ai1 by ... a by k)(h)( air by ... a;by k)
= (@i bir ... a3 by K)h(k™ by ay” . b an ™)
olup

nhn! = (a1 bip ... ajj bij) (khk _l)(bij-l aij" bn-l au'l)

eM
seklinde parantezleme yardimiyla nhn' € M elde edilir. O halde Np(M) < N

oldugunu gostermek yetecektir.
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b < g i
g :(a d)’ Np( M )’nin herhangi bir elemani olsun. Tamum geregince
c

gMg' =M dir. Ozellikle de u,y vet €M elemanlar: igin gug™ eM, gyg™' eM

ve gtg”' €M dir. Burada t’'nin z-—z+1 donisimi oldugunu hatirlayalm. O

zaman
4 [—ac—bd a’+b?
_ , 2.1
&8 [—cz—d2 ac+bd @D
., [ad-ac—bd a’-ab+b?
_ , 2.2
e (cd-—cz—dz ac—bc +db @2)
ve

-c? ac—bc+ad —-c? l+ac

. [ad-ac—bc a’ l-ac a’
e LML e

bulunur. gug™, gyg™ vegtg” €éM oldugundan (2.3)’den a’eZ, c*cZ ve
aceZ elde ederiz. (2.1)’den a’+b’> e€Z ve dolayisiyla b’ eZ; —c*-d?eZ,
dolayisiyla d* €Z ve ac+bd €Z, dolayisiyla bd € Z elde ederiz. Benzer sekilde
(2.2)’den ad€Z, bceZ, abeZ ve cd €Z elde ederiz. Eger a*,b* c*,d’ €Z ise

0 zaman a, b, ¢ ve d katsayilarinin hepsi ya rasyonel tamsayilardir ya da sirf sanal
tamsayilardir. ace€Z oldugundan a ve ¢ ayn1 anda ya tamsay: ya da sirf sanal
tamsay1 olmahidir. Benzer sekilde ad €Z ve bc €Z oldugundan a ile d ve b ile ¢
ayn1 tipten olmalidir. Sonug olarak a, b, ¢, d katsayilarinin hepsi ya tamsay1 (ki bu

durumda g e M ve bu nedenle geN olur) ya da sirf sanal tamsay1 olmalidir. Bu

son halde a’,b’,¢’,d’ € Z olmak iizere g,

t: br-
g:[a,{ ,I'J;—a’d'+b'c’:]
ci di

bl 7
s:[ , a,);b’c'—a'd':l
d ¢

doniigiimi M’ nin bir elemamdir ve

b" a'\0 i a7l bli vir sy
g=sr= ] = . . ,—a'd +b'c’'=1
d ¢'\i 0 ci di

seklindedir. O zaman
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elde edilir. Yani g elemami u, y ve r cinsinden yazilabilir. Bu nedenle g € N dir ve
g, Np(M)'nin keyfi bir elemant oldugundan N = Np(M) elde ederiz. [J

Np(M) P’nin, M’nin normal oldugu en genis alt grubudur.

2.1.2. Sonug¢. M’nin Np(M)’deki indeksi 2 dir.

Ispat. Np(M)/M = <u, ynu=y=Lu*=y* =1 =(ry)’ = (ru)’ = 1>
E(r; r’ = 1) =C,
oldugundan | Np(M) : M | = 2 dir ve yan ctimleler M ile Mr dir. U

M’nin ve bu nedenle her alt grubunun Fuchsian oldugunu biliyoruz.

Np(M)’nin Fuchsian olup olmadig1 sorusunun cevabini 2.2. boliimde verecegiz.
2.2. P’nin Maksimal Fuchsian Alt gruplar:

Bu boliimde Harding’in (1985) elde ettigi baz1 sonuglart kullanarak P’nin
maksimal Fuchsian alt gruplarinin 2. ve 3. mertebeden eliptik elemanlar
bulundurabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edecegiz. Once Hermitian
formlar ve P’nin maksimal Fuchsian alt gruplan ile ilgili kisa bir 6zet verecegiz
(ayrintilar i¢in Harding (1985) ve Yilmaz’a (1996) bakimz).

Bir Fuchsian grup, PSL(2, R)’nin ayrik (ve bu nedenle siireksiz) bir alt
grubudur ya da PSL(2, R)’nin ayrik bir alt grubunun PSL(2, C)’deki bir
eslenigidir. Reel eksen, verilen herhangi bir gember iizerine bir t € PSL(2, C) ile
resmedilebildiginden denk olarak bir Fuchsian grubu PSL(2, C)’nin, bir C
gemberini sabit birakan ve igini kendi iizerine resmeden siireksiz bir alt grubu
olarak tammlayabiliriz. C gemberine grubun sabit gemberi denir.

Esleniklik altinda izler korundugundan Fuchsian bir grubun elemanlarinin
izlerinin reel olmasi gerektigi tanimdan agiktir. Bu nedenle eger F bir Fuchsian
grup ve t € F ise 0 zaman t hiperbolik, eliptik ya da paraboliktir. Eger t hiperbolik
ya da parabolik ise sabit noktalart C’nin tizerinde bulunacaklardir. Eger t eliptik
ise sabit noktalari C’ye gore invers olacaklardir. Ustelik t eliptik ise sonlu
mertebeli olmalidir, aksi halde F ayrik grup olmaz (Fine 1989).

C, kompleks diizlemde a, by, by, ¢ € Z ve b2+ by2 - ac > 0 olmak iizere

a(x* +y*)+2b,x—2b,y+c=0
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¢emberi olsun. €, bu sekildeki C gemberlerinin olusturdugu kiime olmak iizere P,
Q) kiimesi tizerinde hareket eder. Buna gore agagidaki tanimi verebiliriz.

2.2.1. Tamm. P’nin bir C ¢gemberini sabit birakan ve igini kendi {izerine
resmeden bir alt grubuna Fuchsian’dir denir.

Her Fuchsian alt grubun, Q’nin bir gemberine karsilik geldigini ve tersine
’nin her bir gemberine kargilik gelen bir Fuchsian alt grubun var oldugunu
Fricke ve Klein’den (1965) biliyoruz.

2.2.2. Tanim. (1) Bir Hermitian form, azz + bz + bz +c¢ ikinci dereceden
formudur. Burada a, ¢ € Z ve b € Z(y) dir.

Eger z=x + iy, b =b, + ib; yazarsak

a(x> +y?)+2b,x-2b,y+c

elde ederiz. Bu formu kisaca (a, by, b, ¢) seklinde gosterecegiz.

(2) Bir (a, by, by, ¢) Hermitian formunun determinant1 D = b,2 + b,? — ac
dir.

Eger D > 0 ise a # 0 olmak iizere (a, b;, b, c) formu (bu form sifira

—-b, +ib,
a

esitlenirse) C’de merkezli ve I—ll)— yarigaph bir ¢ember temsil eder.
a

Eger a = 0 ise boyle bir form bir diiz dogru (é =Cu {oo}’da ¢ember) temsil eder.

2.2.3. Tamm. (1) Eger P grubunun bir doniisimi, bir formu digerine
resmedecek sekilde varsa bu iki forma denktirler denir.

(2) Eger e.b.o.b.(a, by, bz, ) =1 ise (a, by, by, ¢) formuna ilkel form denir.

Denk formlarin determinant: aymdir. Verilen bir D determinant1 igin ilkel
formlarin (en ¢ok) dort denklik sinifi vardir. Bunlar asagidaki tiplerdir:

I) (tek ya da gift, tek ya da ¢ift, tek ya da ¢ift, tek ya da gift)

Bu halde a ile c ayni1 anda ¢ift olamaz.

II) (¢ift, tek, tek, cift)

M) (¢ift, tek, gift, ¢ift)

IV)  (cift, cift, tek, ¢ift).

2.2.4. Tanim. (1, 0, 0, -D) formuna, D > 0 determinantinin temel formu

denir. Bir temel form orijin merkezli ve VD yarigapli bir gemberdir.



42

2.2.5. Tamm. Bir C = (a, b;, by, ¢) formunun @ (C) form grubu (ya da
sadece grubu), P’de C’yi sabit birakan tiim doniigiimlerin olusturdugu alt gruptur.

Burada C g¢emberi sabit brrakilmistir ve i¢i kendi tizerine resmedilmistir.
Boylece bir formun grubu, P’nin bir maksimal Fuchsian alt grubudur. P’nin
maksimal Fuchsian alt gruplarinin esleniklik siniflan, ilkel formlarin denklik
siniflari ile 1-1, orten eslenmistir.

2.2.6. Teorem. Bir D determinant1 verilsin.

Eger D = 0 mod 4 ise o zaman ilkel formlarin sadece bir denklik simfi
vardir ve 1. tiptendir.

Eger D=1mod 4 ise I, III. ve IV. tipten ti¢ sinif vardir.

Eger D =2 mod 4 ise I, ve IL tipten iki sinif vardur.

Eger D = 3 mod 4 ise I. tipten sadece bir sinif vardir.
Ispat. Ispat metodunu hatirlatmak agisindan ispat1 kisaca 6zetleyecegiz. Tim D
determinantlan igin bir temel form var oldugundan I. tipten bir sif daima
mevcuttur. O halde a ve ¢’nin her ikisinin de ¢ift oldugunu varsayalim ve D = b;*
+ by” mod 4 determinantim g6z 6niine alalim.

Eger D = 0 mod 4 ise b)?> + by?> = 0 mod 4 olur. O halde b; ve by’nin her
ikisi de ¢ift olmalidir ki bu durumda form ilkel olamaz. Yani bu halde sadece I.
tipten bir simif vardir.

Eger D = 1 mod 4 ise by + by> = 1 mod 4 olup b, tek, b, ¢ift ya da b ¢ift,
b, tek olmalidir. Bu nedenle L, III. ve IV. tipten ti¢ sinif vardir.

Digerleri benzer sekilde goriliir (Harding 1985). U

Simdi galigmalarimiza esas olacak asagidaki teoremi verebiliriz:

2.2.7. Teorem. C bir ilkel form olsun. Bunun form grubu @ (C), agagidaki
elemanlar bulundurur:

(a) Eger C,

i) (a,0,0,c)

(ii) (a, - % a,0,c)acift

(i) (a, O, —;— a, ¢) a¢ift
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1 1 .
i a, ——a, —a, c)agcift
i) ( 75 )ag

formlarindan herhangi birine denk ise 2. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur.

(b) Eger C,

O G %a, by, ) a gift

@) (2 by, —%a, a) a ift

formlarinin herhangi birine denk ise 3. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur.
(¢) Eger C’nin determinanti D = dD,? seklinde ise parabolik elemanlar
bulundurur. Burada d, kare olmayan bir sayidir ve p = 3 mod 4 asal garpani yoktur
(Harding 1985). O
Simdi t € P eliptik bir eleman olsun. |A| = 1 olmak tizere t’nin PSL(2,

C)de z — Azdoniigimiine eslenik oldugunu biliyoruz. Fakat Picard grubu ile
ilgili caligmalarda (6zellikle Fuchsian alt gruplarin incelenmesinde) eliptik
elemanlarin P’deki egleniklik simiflarinin bilinmesi 6nem tagimaktadir. Fine
(1976), P’nin genellestirilmis serbest ¢arpim oldugunu gostererek bunu Fuchsian
alt gruplan karakterize etmek i¢in kullanmugtir. Bunun igin de eliptik elemanlarin
P’deki esleniklik simiflarint bulmustur. Fine (1976), 2. mertebeden eliptik
elemanlarin 5 ve 3. mertebeden eliptik elemanlarin 2 esleniklik sinifin
bulmustur, Harding (1985), 2. mertebeden eliptik elemanlarin esleniklik
siniflarinin  4’e  indirgenebilecegini belirterek bu sonuglari P’nin maksimal
Fuchsian alt gruplarinin incelenmesinde kullanmigtir.

Burada o6nce 3. mertebeden eliptik elemanlarin egleniklik simiflarinin
sayisinin 1’e indirgenebilecegini belirterek Harding’in (1985) elde etmis oldugu
sonuglara bagli olarak yeni sonuglar elde edecegiz. Esleniklik simiflarinin azalmas:
nedeniyle hem Fine’da (1976) hem de Harding’de (1985) elde edilen sonuglar
daha sade bir hale geldigi gibi ayni1 zamanda islem kisalig1 da saglanmaktadir.

Picard grubunun modiiler grup ile birlestirilmis serbest garpim yapisi
nedeniyle sonlu mertebeli bir eliptik eleman ya 2. mertebeden ya da 3. mertebeden
olacaktir. Ayni1 zamanda P stireksiz bir grup oldugundan sonsuz mertebeli eliptik

eleman bulundurmayacaktir (Lehner 1964). Bu ifadeler basit iglemler yardimiyla
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da kolayca goriilebilir. Fine (1976), 2. mertebeden eliptik elemanlarin esleniklik

simflarinin temsilcilerini

1 , .
Z—>-2,Z—>—,2—> -2+, z>-z+iz—>-z+1+i
z

olarak bulmustur. Harding (1985), ispatsiz olarak bunlarin

z>-2,z2—>-z+l,z>-z+i,z—>-z+1+i

1 0
ye indirgenebilecegini belirtmigtir. Gergekten (1 1) matrisine karsilik gelen

doniigim yardimiyla z—>l ve z—>-z+1 temsilcileri eslenik olmaktadir.
z

Boylece 2. mertebeden eliptik elemanlarin P’de tam olarak 4 esleniklik sinifi
vardrr.
Diger yandan Fine (1976), 3. mertebeden eliptik elemanlarin egleniklik

siniflarinin temsilcilerini

olarak bulmustur. Fakat ( ! v, ) matrisine kargilik gelen doniigiim yardimiyla
-i 1-i

z—> —Z—JII ve z —)ZLH temsilcileri eslenik olmaktadirlar. O halde 3.
mertebeden eliptik elemanlarin P’de tam olarak 1 egleniklik sinifi vardir. Boylece
Fine’daki (1976) Teorem 2’yi agagidaki sekilde yeniden ifade edebiliriz:

2.2.8. Teorem. P’de eliptik elemanlarn, 2. mertebeden dort ve 3.
mertebeden bir olmak tizere sadece bes esleniklik siufi vardir. Ozellikle 2.
mertebeden herhangi bir eliptik eleman

z2—>-2,z2->-2+Lz—->-z+i,z>-z+1+i

dontsimlerinden birine esleniktir. 3. mertebeden herhangi bir eliptik eleman

1 o
z - ——— dOnligimiine esleniktir. []
z+1

Ilk olarak 3. mertebeden eliptik elemanlarin esleniklik sintflarinin sayisi
1’e indigi i¢in Teorem 2.2.7’nin (b) kismini1 asagidaki gibi yeniden ifade edecegiz
ve Teorem 2.2.7’yi ¢ift yonlii olarak yeniden ispatlayacagiz.

2.2.9. Teorem. C bir ilkel form olsun.
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(a) ®(C) form grubu sirastylau; :z—> -z, uz:z—>-z+l,uz3:z—>-z+i
veus .z —>-z+ 1 +i’ye eslenik olan 2. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur
ancak ve ancak C, sirasiyla agagidaki formlardan birine denktir:

(v) (a0,0,c)

i) (a - —;— a,0,c)acift
. 1 ]
(vii) (a, 0, 5 a, ¢) acift

(viii)  (a, —%a, —;—a, c) a cift.
(b) ®(C) 3. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur ancak ve ancak C, (a,
%a, by, a) (a ¢ift) seklinde bir forma denktir.

(¢) ®(C) parabolik elemanlar bulundurur ancak ve ancak C’nin
determinant: D = dDy’ seklinde ise. Burada d, kare olmayan bir sayidir ve p = 3
mod 4 asal garpani yoktur.

Ispat. (a) P’de 2. mertebeden herhangi bir eliptik elemanin asagidaki
donagiimlerden birine eglenik oldugunu biliyoruz:

U .z—>-z,wh:z—>-ztlLw:z>-z+tivew:z—>-z+1+]

C’, azZ +bz +bZ +c formu olsun. u; : z — - z déniigiimis C’yii

a(-z)(-Z) +b(-z) +b(-Z) +c=azz-bz-bz +c
formuna resmeder. Eger b = - b ise bu resim formu C’’niin kendisidir. Boylece
bir a, cigin C' =(a, 0, 0, c)’ye denk olan bir formun grubunda en az bir tane u; : z
— - Z’ye eslenik olan 2. mertebeden eleman bulunacaktir. Gergekten, eger C ilkel
formu C’’ye denk ise tanim geregince g(C) = C’ olacak sekilde bir g € P vardir.
Simdi g'u;g elemanini g6z oniine alahm. g'u;g(C) = C oldugundan g'u;g €
®(C) elde ederiz. g'u;g elemammin 2. mertebeden oldugu agiktir. Bu nedenle
®(C), u; : z — - Z’ye eslenik olan 2. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur.
u;:z—>-z+ 1 donisimi C'’yi
Ca(-z+D)(-Z+D+b(=z+ D) +b(-Z+ 1) +¢

=azz+(-a—-b)z+(-a—b)Z+a+b+b+c

TCYingy:
D%Xiyzm; - TTIM KRy
'WMAN]AsYON MERIg 7§
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formuna resmeder. Eger b=-a-bvea+b+b+c=c ise bu resim formu

C’ ’niin kendisidir. Buradan, b = b; + ib, olmak ilizere 2b; = - a ve b, = 0 elde
ederiz. Béylece bir a (gift) ve bir ¢ i¢in C' = (a, —-%a, 0, c)’ye denk olan bir

formun grubunda en az bir tane uz : z — - z + 1’e eslenik olan 2. mertebeden
eleman bulunacaktir. Bu form, ¢’nin tek ya da ¢ift oluguna gore 1. ya da III. tipten

olacaktr.
Benzer sekilde, bir a (¢ift) ve bir ¢ igin C' =(a, 0, % a, ¢)’ye denk olan bir

formun grubunda en az bir tane u; : z = - z + i’ye eslenik olan 2. mertebeden
eleman bulunacaktir. Bu form, c’nin tek ya da gift olusuna gore I. ya da IV. tipten
olacaktir.

Benzer sekilde, bir a (gift) ve bir ¢ igin C' = (a, —%a , —;— a, ¢)’ye denk

olan bir formun grubunda en az bir tane us : z = - z + 1 + i’ye eslenik olan 2.
mertebeden eleman bulunacaktir. Bu form, c’nin tek ya da ¢ift olusuna gore 1. ya
da II. tipten olacaktir.

Tersine, ®(C)’nin u; : z — - z + 1’e eslenik olan 2. mertebeden bir eliptik
eleman (buna a diyelim) bulundurdugunu varsayalim. a, P’de u;’ye eglenik
oldugundan tanim geregince bab™ = u, olacak sekilde bir b € P vardir. Simdi C’
= b(C) gemberini goz Gniine alalm. uy(C') = bab™ (C’') = C’ oldugundan u; €
®(C') elde ederiz. Bu nedenle, az 6nce goérdiik ki eger u; € ®(C') ise C', (a,

——%a, 0, ¢) (a ¢ift) seklindedir. b(C) = C’ oldugundan tanim geregince C, C' =

(a, - —;—a , 0, ¢)’ye denktir.

Digerleri benzer sekilde gorilir.

(b) C', azzZ+bz+bz+c formu olsun. P’de 3. mertebeden herhangi bir

eliptik elemanm v : z —» ;1—]- doniigimine eglenik oldugunu séylemistik. z —
zZ+

-1
—— donasumii C’vi
z+1 ; y
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a(—l—z)(~l_—2J+b~l—z+E—1_—z+c
zZ VA Z z

= a(l+z)(1+Z)-b(1+2z)z - b(1+Z)z +czZ
=(a-b-b+c)zz+(a-b)z+(a-b)z+a
formuna resmeder. Bu resim formunun C’’niin kendisine esit olabilmesi i¢in a = ¢
ve b=-a-b olmaldur. Buradan, b = b; + /b, olmak tizere a = ¢ ve 2b; = a elde

edilir. Boylece v € ®(C') olabilmesi igin C’, bir a (gift) ve bir b igin C' = (a,
%a, bs, a) seklinde olmalidir. Bu form, a, —;—a ve by’nin tek ya da ¢ift olusuna

gore IL, III. ya da IV. tipten olacaktir. O halde bir a (gift) ve bir b i¢in C' = (a,

%a, bz, a)’ya denk olan bir formun grubunda en az bir tane v : z > ——+11 ‘e
z

eslenik olan 3. mertebeden eleman bulunacaktir. Gergekten, eger C ilkel formu
C’’ye denk ise tanim geregince g(C) = C’ olacak sekilde bir g € P vardir. Simdi
g vg elemanini goz 6niine alalim. g'vg(C) = C oldugundan g'vg e ®(C) dir.
g'vg elemaminin 3. mertebeden oldugu agiktir. Bu nedenle ®(C), 3. mertebeden
eliptik elemanlar bulundurur.

Tersine, ®(C)’nin 3. mertebeden bir eliptik eleman (buna a diyelim)

bulundurdugunu varsayalim. P’de 3. mertebeden herhangi bir eliptik eleman v : z

- —_+11 ‘e eslenik oldugundan a v’ye esleniktir. Bu durumda tanim geregince
z

bab" = v olacak sekilde bir b € P vardr. Simdi C' = b(C) ¢emberini géz 6niine

alahm. v(C') =bab™ (C') = C’ oldugundan v € ®(C'") elde ederiz. Bu nedenle,

az once gordik ki eger v € ®(C') ise C’, (a, %a, b,, a) (a ¢ift) seklindedir. b(C)

= C’ oldugundan tanim geregince C, C' = (a, %a , b2, a)’ya (a ¢ift) denktir.

(c) Benzer sekilde goriiliir. O

O zaman Harding’de de (1985) belirtildigi gibi asagidaki sonucu elde
ederiz:

2.2.10. Sonug¢. (i) I. tipten herhangi bir ilkel formun grubunda 3.

mertebeden eliptik elemanlar bulunmaz.
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(ii) Herhangi bir ilkel formun grubu 2. mertebeden eliptik elemanlar
bulundurur.
ispat. Bir D determinant: verilmig olsun.

(i) I. tipten determinant1 D olan ilkel formlar i¢in bir temsilci olarak

C=(,0,0,-D)

temel formunu alabiliriz. Bu nedenle Teorem 2.2.9(b) geregince bdyle bir formun
grubu 3. mertebeden eliptik elemanlar bulunduramaz.

(ii) Her D igin L. tipten bir simf daima vardir ve bu sinifin temsilcisi olarak
Ci= (1, 0, 0, - D)’yi alabiliriz. Bu nedenle Teorem 2.2.9(a)(i) geregince tiim L.
tipten formlarin gruplant 2. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur.

D =0, 3 mod 4 i¢in sadece 1. tipten bir simf vardir.

D = 1 mod 4 iken IIL tipten determinant1 D olan formlar i¢in
Cs: 222—z+—2—(—1—)2;1)=0
temsilcisini ve IV. tipten determinant1 D olan formlar i¢in
Cq: 22z +iz —z"z'—(-l-)z;l) =0
temsilcisini alabiliriz. Bu nedenle Teorem 2.2.9(a)(ii) ve (iii) geregince tiim III. ve

IV. tipten formlarin gruplan 2. mertebeden eliptik elemanlar bulundurur.

D =2 mod 4 iken II. tipten determinant: D olan formlar i¢in
Cy: 23 +(~1+i)z+ (-1 -i)z-(%‘ﬁ) 0

temsilcisini alabiliriz. Bu durumda da Teorem 2.2.9(a)(iv) geregince tiim ikinci
tipten formlarin gruplart 2. mertebeden eliptik elemanlar bulunduracaktir. [

Teorem 2.2.7(b)’deki bu kisaltmanin bir sonucu olarak agagidaki sonucu
ifade edebiliriz:

2.2.11. Sonug.
1 . . .
@) (a, —%a, 0, ¢) ve (a, —2-a, b, a) (a ¢ift)’ya denk olan III tipten bir

formun grubunda z — —z+1’e eslenik olan en az bir tane 2. mertebeden eliptik

eleman ve 3. mertebeden en az bir eliptik eleman bulunacaktir.
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(ii) (a, O, -%a, c) ve (a, %a, b2, a) (a cift)’ya denk olan IV. tipten bir

formun grubunda z — -z +i’ye eslenik olan en az bir tane 2. mertebeden eliptik

eleman ve en az bir tane 3. mertebeden eliptik eleman bulunacaktir.
(iii) (a, —%a, %a, c) ve (a, %a, b2, a) (a ¢ift)’ya denk olan II. tipten bir

formun grubunda z— -z+1+i’ye eslenik olan en az bir tane 2. mertebeden
eliptik eleman ve en az bir tane 3. mertebeden eliptik eleman bulunacaktir. [J

Sonug olarak, L. tipten bir formun grubu 3. mertebeden eliptik elemanlar
bulundurmayacaktir. O halde hangi D’ler i¢in I, III. ve IV. tipten formlarin
gruplarinda 3. mertebeden eliptik eleman bulunacagi sorusu kargimiza g¢ikar.
Asagidaki teoremlerle bu sorunun cevabini vermeye galisacagiz.

2.2.12. Teorem. Sabit bir D determinant1 verilmis olsun. Determinant1 D
olan II, IIl. ya da IV. tipten ilkel bir formun grubu 3. mertebeden eliptik
elemanlar bulunduruyorsa D + 3n® tam kare olacak sekilde bir n € Z vardur.

Ispat. C, IL, Il ya da IV. tipten determinant1 D olan herhangi bir ilkel form
olsun. ®(C) 3. mertebeden eliptik elemanlar bulunduruyorsa C, (a, %a, bz, a) (a

¢ift) seklinde bir forma denktir. Denk formlarin determinantlart aynt oldugundan

2 2
D = 514—+b,2—a2 yazabiliriz ve buradan b22:D+3E4— buluruz. a gift

&

oldugundan a = 2n, n € Z yazabiliriz. O halde b,” =D +3n? ve b, =D +3n?
bulunur. b, € Z oldugundan D + 3n? tam kare olmalidir. O

Eger D + 3n® = x? ise (2n, n, x, 2n) formu, n ve x’in tek ya da ¢ift olmasina
baglh olarak I1., I1l. ya da IV. tipten determinant1 D olan bir formdur. Eger (n, x) =
1 ise (2n, n, x, 2n) formu ilkel olacaktir.

Bu teoremin tersi her zaman dogru olmayabilir. Ornegin D = 9 igin 9 +
3.(3)* =36 olup buna kargilik elde edilen (6, 3, 6, 6) formu ilkel degildir. Ancak
asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

2.2.13. Teorem. Determinant1 D olan ilkel bir C formu verilmis olsun.

(1) D =1 mod 4 olsun.
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(i) C, IIL tipten olsun. D + 3 bir tam kare ise ®(C), hem z - -z+1’e
eslenik olan 2. mertebeden eliptik bir eleman hem de 3. mertebeden bir eliptik
eleman bulundurur.

(ii) C, IV. tipten olsun. D + 3 bir tam kare ise ®(C), hem z — -z +i’ye
eslenik olan 2. mertebeden eliptik bir eleman hem de 3. mertebeden bir eliptik
eleman bulundurur.

(2) D =2 mod 4 olsun.

C, IL tipten olsun. D + 3 bir tam kare ise ®(C) hem z— —z+1+i’ye
eslenik olan 2. mertebeden bir eliptik eleman hem de 3. mertebeden bir eliptik
eleman bulundurur.

Ispat. (1) D = 1 mod 4 olsun.

(i) C, IIL tipten ve D + 3 tam kare olsun. IIL tipten determinant: D olan
formlar i¢in C; : 222—2—2—(—13—2——1) =0 temsilcisini alabilecegimizi ve
®(C)’nin 2. mertebeden z— —z+1’e eslenik olan bir eleman bulundurdugunu
biliyoruz. $imdi

Ci': 222+ (1+ VD +3ik+(1-vD+3if+2 =0
formunu g6z 6niine alalim. D = 1 mod 4 oldugundan D + 3 = 0 mod 4 olup D + 3

ve dolayistyla vD +3 gifttir. O halde C3, IIL tipten determinant: 1 + D + 3 — 4 =

D olan bir bagka ilkel formdur. h:z—>z-1+ 3i déniigimii Cs’ii C3’ne

JvD+3
2

resmeder. vVD+3 ¢ift oldugundan €Z dir ve dolayisiyla heP dir.

Boylece C; ve C; P’de denk olurlar. O zaman Teorem 2.2.9(b) geregince O(C3)
3. mertebeden bir eliptik eleman bulunduracaktr,

Sonug olarak C, hem Cs’e hem de C;’ne denk olacagindan ®(C) hem
z — -z +1 e eslenik olan 2. mertebeden bir eliptik eleman hem de 3. mertebeden
bir eliptik eleman bulunduracaktir.

(ii) C, IV. tipten ve D + 3 tam kare olsun. Yine IV. tipten determinanti D

.. - . - ,D-1 .
olan formlar igin Cy: Zzz+lz—tz—(—2—-—):0 temsilcisini alabilecegimizi ve
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®(C)’nin 2. mertebeden z — —z+i’ye eslenik olan bir eleman bulundurdugunu
biliyoruz. Simdi

Cs: (4-2/D+3,2-VD+3,2/D+3-3,4-2JD+3)

formunu g6z oniine alalim. Yine D = 1 mod 4 oldugundan D + 3 = 0 mod 4 ve

dolayisiyla ¥D+3 ¢ift olur. Yani C,, IV. tipten determinant: D olan bir bagka

l_i_4_04ND+3

ilkel formdur. 2 matrisine karsilik gelen h doénisimi
JD+3, e s

i 1+7-

Cs'i C4’ne resmeder. Yine heP oldugu agiktir. Boylece Cq4 ve Cq P’de
denktirler. Teorem 2.2.9(b) geregince ®(C4) 3. mertebeden bir eliptik eleman
bulunduracaktir.

Sonug olarak C, hem C4’e hem de C,’ne denk olacagindan ®(C) hem
z—>-z+i’ye eslenik olan 2. mertebeden bir eliptik eleman hem de 3.
mertebeden bir eliptik eleman bulunduracaktir.

(2) D =2 mod 4 olsun.

C, I tipten ve D + 3 tam kare olsun. II. tipten determinant1 D olan
formlar igin C; : 222+(—1+i)z+(—1—i)2—(—D2;2)=O temsilcisini alabiliriz.

Yine
Cr: 222+(1+vD+3ifp+(1-VD+3iE+2=0
formunu goz 6niine alirsak D = 2 mod 4 oldugundan D + 3 = 1 mod 4 olup D + 3

tektir. Dolayistyla YD +3 de tek olup C;, I. tipten determinant1 D olan bir bagka

D+3-1)
2

ilkel formdur. h:z—>z-1+ i donisimi C2’yi C;’ne resmeder.

vD+3 -1
2

vD +3 tek oldugundan vD +3 -1 gift ve €Z dir. Yani hePve C; ile

C, P’de denktirler. Yine Teorem 2.2.9(b) geregince ®©(C;) 3. mertebeden bir

eliptik eleman bulunduracaktir.
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Sonug olarak C, hem Cy’ye hem de C,’ne denk olacagindan ®(C) hem
z—>—-z+1+i’ye eslenik olan 2. mertebeden bir eliptik eleman hem de 3.
mertebeden bir eliptik eleman bulunduracaktir. (1

Simdi D + 3 tam kare olacak sekildeki D’leri belirlemeye ¢aligalim.

(1) D=1mod 4 ve D + 3 =x? olsun. D = 4k + 1, ke Z seklinde yazilabilir.

x> =D+3=4k+1+3=4k+4
olup x? ¢ift say1 ve dolayisiyla x ¢ift sayrdir. Simdi x = 2n, neZ olsun.
¥ =4n’=4n’> -3+3
olup D = 4n% - 3 alabiliriz. D = 4(n® - 1) + 1 = 1 mod 4 olduguna dikkat ediniz.
Boylece, D > 0 oldugundan D + 3 = x” 6zelligindeki D = 1 mod 4 sayilan
D=4n’>-3;n2>1
seklindedir. Asagida Tablo 2.1°de bu &zellikteki baz1 D sayilar1 ve karsilik gelen

III. ve IV. tipten temsilci formlar verilmigtir.

D=1mod 4 | IIL Tipten Temsilci Form | IV. Tipten Temsilci Form

1 (2,1,2,2) (2,2,-1,2)

13 (2,1,4,2) 2,4,-1,2)

33 (2,1,6,2) (2,6,-1,2)

61 (2,1,8,2) (2,8,-1,2)

97 (2,1,10,2) (2,10,-1,2)

141 (2,1,12,2) (2,12,-1,2)

193 2,1, 14,2) (2,14,-1,2)

253 (2,1,16,2) (2,16,-1,2)

321 (2,1,18,2) (2,18,-1,2)

Tablo 2.1
(2) D=2mod 4 ve D +3 =x*olsun. D = 4k + 2, k € Z seklinde

yazilabilir.
¥ =D+3=4k+2+3=4k+5=4(k+1)+1

olup x* tek say1 ve dolayisiyla x tek sayidir. Simdi x =2n + 1, n € Z alahm.
*=02n+1=4n*+4n+1=4n*+4n-2+3

olupD = 4n®+ 4n - 2 alabiliriz. Yine D= 4(n?+n-1)+2=2 mod 4 olduguna

dikkat ediniz. Béylece D > 0 oldugundan D +3 = x* 6zelligindeki D =2 mod 4

sayilar
D=4n’+4n-2;n>1
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seklindedir. Asagida Tablo 2.2°de bu 6zellikteki baz1 D sayilan ve kargihik gelen

I1. tipten temsilci formlar verilmistir.

D=2 mod 4 II. Tipten Temsilci Form
6 2,1,3,2)
22 2,1,5,2)
46 2,1,7,2)
78 (2,1,9,2)
118 2,1,11,2)
166 (2,1,13,2)
222 (2,1,15,2)
286 (2,1,17,2)
358 (2,1,19,2)
Tablo 2.2

Boylece asagidaki teoremi ispatlamis olduk:
2.2.12. Teorem. (i) D + 3 = x* 6zelligindeki D = 1 mod 4 sayilari
D=4n*-3;n 2 1

seklindedir.

@ii)D+3= x* 6zelligindeki D = 2 mod 4 sayilan

D=4n’+4n-2n 2 1

seklindedir. O

Son olarak Np(M)’nin Fuchsian olup olmadig: sorusunun cevabini veren
asagidaki teoremle bu bslimil bitirelim:

2.2.13. Teorem. Np(M), P’nin Fuchsian bir alt grubu degildir.

Ispat. Np(M)’nin Fuchsian oldugunu varsayalim ve sabit gemberi C olsun. a, ¢ €
Z.b e Z(i) ve bb—ac >0 olmak iizere C,

azz+bz+bz+c=0
) 0 -—i
¢emberi olsun. v=uyr=| = |e Np(M) elemanini géz oniine alalim. v
—i =i

donistimii C’yi
—iz+i iz-i —iz+i —iz-i
a——— ——+b——+b——+c=0
iz -iZ iz —iz

cemberine resmeder. Buradan v(C)’yi
(a-b~b+ckz+(-a+bl+(-a+bE+a=0
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buluruz. v(C) = C oldugundan, a-b ~b+c=a,—a+b=b,a=c elde ederiz. Bu
nedenle b =0, a=c = 0 olur. Bu da v’nin sabit ¢gemberinin olmadiini gosterir. Bu
ise bir geligkidir. O halde Np(M) Fuchsian degildir. O

Bu sonucu aym zamanda v’nin loksodromik bir eleman olmasi nedeniyle
de elde edebilirdik. Ciinkii Fuchsian bir grupta loksodromik elemanlarin

bulunmadigini biliyoruz.



3. H(A) HECKE GRUPLARI

Bu bolimde A=22 degerlerine karsilk gelen H(A) gruplarim
inceleyecegiz. H(A) gruplarinin

R(z) = —-i— veT(z)=z+A

kesirli dogrusal doniigiimleri ile iiretilen sonlu iiretegli Fuchs gruplari oldugunu

biliyoruz. Erich Hecke,
F,= {zeU: |Rezl<2£—, ’z|>1}

kiimesinin bu gruplar igin bir temel bélge oldugunu ispatlamigtir ( Hecke 1936 ).
A > 2 iken standart temel bolgenin alam sonsuzdur ve sinin iizerinde iki reel aralik

vardir (Sekil 3.1). Boliim uzay1, z — z+ A kaymasi kullanilarak iki diisey kenarin
Ozdeglenmesiyle ve z — 1 eliptik eleman: kullanilarak yan dairesel kenarin iki
z

yansinin 6zdeslenmesiyle elde edilir. Sonugta bir nokta (sonsuz) ve bir disk
¢ikarilmig ve i eliptik sabit noktasinda mertebesi 2 olan bir koni noktast olan bir

kiire elde edilir. A = 2 iken bu temel bélgenin alam sonludur, iki reel aralik

Yy
\

-A/2 -1 0 L a2

Sekil 3.1. H(A), A > 2 Gruplarimin Temel Bolgesi

tek noktalara (-1 ve 1) biiziilmiislerdir ve gikartilmig disk bir noktaya biiziilmiigtiir
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-— . amn — ——— -
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Sl

—> x
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[N -
<
[

Sekil 3.2. H(2)’nin Temel Bolgesi
(Sekil 3.2). A 2 2 iken H(L), mertebeleri 2 ve sonsuz olan iki devirli grubun bir
serbest garpimidir. Bu nedenle A 2 2 igin tiim H(A) gruplan aym cebirsel yapiya
sahiptirler. A € Z iken H(A) min iiretegleri tamsay: katsayili olacaktir. Dolayistyla
H(A)Y'min her elemam tamsay: katsayilr olacaktir. Bu nedenle H(A), modiiler
grubun ve boylece Picard grubunun alt grubu olacaktir. Modiiler grup ve alt

gruplan genis 6lglide incelendiginden bu hal pek ilging olmayacaktir. Biz bu
béliimde H(«/g ) grubunu ve alt gruplarini genig 6lglide inceleyecegiz. Temel
denklik alt gruplan ve denklik alt gruplari haricinde H(\/—S- ) icin elde edilen

sonuglar izomorfizm farkiyla diger titm H(A) gruplan i¢in de gegerli olacaktir.

Daha sonra H(«/’_f ) grubunun temel denklik alt gruplarim ve denklik alt grupfanm

da inceleyecegiz.
3.1, H( /3) Hecke Grubu

H( g ) Hecke grubu,
R(2) = - veT(2) =245
zZ
kesirli dogrusal doniigtimleri ile iiretilen gruptur. Bu boliimde H(/5 ) grubunun

elemanlarini  belirleyecegiz ve temel bolgesi yardimiyla H(+5 y =C,*Z

oldugunu ispatlayacagiz. H(V/5 ) grubu, simgesi (0; 2,0,00) olan bir liggen
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grubudur. H(Jg )'in elemanlarini, bir matris ve negatifi ayni donigimi

gostermek lizere matrisler yardimiyla da belirtebiliriz. Buna gore H(+/5 Yin

elemanlar agagidaki iki sinifa ayrilirlar:

a bvs
a . ad—5bc=1a,b,c,deZ
(@) (c\/_S_ d J

ve

a5

(a) tipinde olan elemanlara ¢ift elemanlar, (b) tipinde olanlara tek elemanlar

(b) (a 5 b J; 5ad—bc=1ab,c,deZ.
C

diyecegiz.
Simdi H(+/5)’in tim elemanlarinin tek ya da ¢ift elemanlar oldugunu
ispatlayalim. Dikkat edilirse H(\/g )’in Uretegleri olan
R - (o -1J o, (o —1}
1 0 1 V5
:nin her ikisi de tek elemanlardir. Tek elemanlarin kiimesi kapali degildir. Ciinkii

iki tek elemanin ¢arpimi daima ¢ifttir. Gergekten

a,J5 b, }ve a,v5 b,
c leg c, dzﬁ

gibi herhangi iki tek elemanin ¢arpimi

5a,a, +b,c, (a,b, +b,d,)W5
(c,a, +d,c,)W5  b,c, +5d,d,

seklinde olup bir ¢ift elemandir. Benzer sekilde

tek.cift = tek
¢ift.tek = tek
cift.¢ift = ¢ift

oldugu kolayca gorilebilir. Boylece H(w/g )’ in elemanlarinin bir pargalanigin: elde

ettik. H(Jg )’in her bir V eleman, iireteglerin bir ¢arpimi oldugundan V’nin ya

tek ya da ¢ift oldugu sonucunu elde ederiz.
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H(\/—S_ )’in tim ¢ift elemanlarinin kiimesinin, indeksi 2 olan bir normal alt

grup olugturdugu kolayca goriilebilir. Bu normal alt gruba ¢ift alt grup diyecegiz
ve H( NG ) ile g6sterecegiz. Yani

_ | a b\/g‘ e
1':1‘;(\5)_{1\4_[0\/g d].M H(\/E)}

olur. H¢(\/§ ), H(+/5 y’in 6nemli bir normal alt grubu olup, oncelikle bu grubun
grup yapisint inceleyelim.
3.1.1. Teorem. H(\/g)’in

Hy(/5)= {M - Lj? be:M e H(JE)}

seklinde tanimlanan ¢ift alt grubu H( NG ), H(\/g )’in indeksi 2 olan bir normal alt
grubudur. Aym1 zamanda
H(+/5)=Hy(+/5) URH(+/5),
H(V/5) = (T)*(U)
dir ve bu nedenle Hc(\/g ), T ve U ile iiretilen iki sonsuz devirli grubun serbest
carpimidr.
Ispat. Hq(\/g )’in indeksi 2 oldugundan H(Jg )’in bir normal alt grubudur.

H( NS ) i¢in bir Schreier sistemi olarak {I, R}’yi secelim. O zaman Reidemeister-

Schreier yontemi uygulanirsa agagidaki ¢carpimlar elde edilir:

IRR' =1,
ISR = SR,
RRI=1,
RSI=RS.

Boylece HQ(\/g )’in uretegleri olarak T = RS ve U = SR bulunur. R ¢
H(+/5) oldugundan
H(~/5) = Hy(+5) UR Hy(¥/5)

oldugu agiktir. R ve S’nin her ikisi de tek elemanlar oldugundan R ve S

H(V/5) = H(/5)VH(V5)=C,
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homomorfizmi altinda 2-devirlere resmedilirler, yani
R—=>(12)
S—>(12)
T—=(1X2) g

olup permiitasyon metodu ile HQ(\/g )in simgesi (g; 00(3)) olur. Riemann-

Hurwitz formili ile g = 0 bulunur. O halde HQ(\/E )’in simgesi (0; 00(3)) olup,
Teorem 1.6.2 geregince F,=Z * Z’ye izomorftur. []

HQ(\/g ), H(+/5 )’in normal alt gruplan arasinda 6nemli bir yere sahiptir.
Bu grubu daha sonra temel denklik alt gruplari v.b. normal alt gruplarin grup
yapilarinin belirlenmesinde ve simflandiriimasinda kullanacagiz.

Simdi Macbeath’in bir sonucunu kullanarak H(+/5 )’in, mertebeleri 2 ve
sonsuz olan iki devirli grubun serbest ¢arpimina izomorfik oldugunu
ispatlayacagtz. Once temel bolge tanimini hatirlayalim.

3.1.2. Tamm. F iist yant diizlem U’nun agik bir alt kiimesi olsun. Eger
asagidaki iki kosul saglamiyorsa F, G grubu i¢in bir temel bolgedir:

(i) Her bir z € U igin G(z) yoriingesi F’nin kapanisi olan F ile en az
bir noktada kesigir.

(ii)  Her bir ze U igin G(z) yoriingesi F ile en ¢ok bir noktada kesigir.

(1) ve (ii)’den

U=Je(F)
g€G
ve
gF)NF=;12ge G
oldugu agiktir.

H( V5 ) i¢in bir temel bolgenin

Fj= {z € U:[ReZ| < —‘/Z—g,lzl > 1}
oldugunu hatirlayalim. Yine bir grup igin temel bolgenin bir tek olmadigim da
biliyoruz. $ekil 3.3’de gorilen F; =F, UF, nin H(+/5) igin bir temel bolge

oldugunu belirtmistik. Bununla birlikte uygunluk agisindan
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’

Fﬁ ={zeU:—iz§—<Rez<0, I

z+—=

J5

1

5

}:Fl UREF,

yi temel bolge olarak alacagiz (Sekil 3.4).
3.1.2. Tanmm. [G, X] bir topolojik dontisim grubu ve P ¢ X olsun. Eger

y
4\
i i
{ [
: E F, :
[ |
l //_ \\\ I
| / |
L/ A
a1 1 1 ﬁ\ x
52 - 0 1.5

Sekil 3.3. H(+/5 ) I¢in Bir Temel Bolge

y

| T

|

|

{ F, URF,

l

' —_—

11/ F \x

0 4

512 -1/45

!
Sekil 3.4. F - Bolgesi
NH

g1, &2 € G, g1 # g i¢in g1P M g2P = J ise 0 zaman P’ye bir G-paketleme denir.
Denk olarak, eger 1 # g € G igin gP N P = & ise o zaman P bir G-
paketlemedir. Eger P bir G-paketleme ise her bir yoriingeden en fazla bir eleman
bulundurur (Baskan 1980).
3.1.3. Yardimc: Teorem. H ve K, bir [G, X] topolojik déniisiim grubunun
iki alt grubu olsun. Eger P bir H-paketleme, Q bir K-paketleme, A = (H, K) (H ve
K’min tiretegleri ile iiretilen grup), PO Q =X, P~ Q # J ise 0 zaman

A=H*K
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dir. Ayni zamanda P m Q bir A-paketlemedir.
Ispat. Macbeath’e (1963) bakiniz. O

Cangiil’de (1993) bu yardimc1 teorem kullanilarak H(A., ) Hecke grubunun
yapist C; * Cq olarak elde edilmistir. $imdi yine bu yardimci teoremi kullanarak
H( V5 ) Hecke grubunun yapisini C; * Z olarak bulacagiz.

3.1.4. Teorem. H( V5 ) Hecke grubu, mertebesi 2 olan bir devirli grup ile
ranki 1 olan bir serbest grubun serbest ¢arpimina izomorfiktir, yani

H(/5)=C*Z

dir.
ispat. H=(@R)=C; ve K =(S) = Z alalim. H ve K, H(Jg )’in alt gruplandir.
Simdi Yardimci Teorem 3.1.3%Un kosullar1 saglanacak sekilde H ve K igin

sirastyla P ve Q paketlemelerini bulmaya galigalim.

R(z) = - 3 —2)(_+1_}2'_
z x’+y
oldugundan
Isaret(ReR(z)) = - Isaret(Rez)
oldugu ve

P ={zeU:Rez<0}
kiimesinin bir H-paketleme oldugu agiktir.

Q:{zeU:Rez>—§,

1 1
34

/>x

Sekil 3.5. Q Bolgesi
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kiimesini goz ontine alalim (Sekil 3.5). S(z) =— L doniisiimiini
z++5

(i) Ti(2) = ﬁ = é (birim gemberde yansima)

Z z
(ii) Tx(z)= -2 (Rez = 0 dogrusunda yansima)
(i) T() = z+/5 (+/5 birim kayma)

donistimlerinin birlesimi olarak yazabiliriz. Gergekten
1 1

Y S

S(z) = T'T2T(z) = T\ T2z + \/—5—) =Ty (-Z- Jg) =

N

olur. Q’nun koseleri 5 __J?’ Ove o dur. T’yi Q’ya uygularsak Q’nun,

A5

koseleri - %,Jg veoo olan bir kaymasim elde ederiz (Sekil 3.6). T,'yi

NCE

T(Q)’ya uygularsak T(Q)'nun, koseleri - ol —E, —5vewolan bir

“yansimasint elde ederiz (Sekil 3.6). Son olarak Tyi T,T(Q)’ya uygularsak

5o

T>T(Q)’nun bir yansimasim elde ederiz. Yani sonugta . L] ——=ve0

V5T 37 s
koseleri ile Q’nun bir donmiis hali olan S(Q)’yu elde ederiz (Sekil 3.7). S’yi tekrar

5 35 45

S(Q)’ya uygularsak $*(Q)’nun késelerini T3 T T4 Ve T8 olarak

100" 4 V5

y
T N [—
—_— |
T,T | B
2T(Q) [ Il T(Q)
l
-
- = | I ~ T~
‘// \\“1 I—7 N
Al , | \. N
0 ~2 X

Sekil 3.6. T(Q) ve T,T(Q) Bolgeleri
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Wi 25 a5\

, , —— olur. Dikkat
10 7 15 4

edilirse her defasinda $™! altinda S"(Q)’nun distaki gemberini belirleyen koseleri,

elde ederiz. S’(Q)’nun koseleri -

icteki cemberi belirleyen koselere resmedilmektedir. Igteki gemberi belirleyen
koseleri ise bu gemberin iginde bir bagka gember belirlemektedirler. Yani bu
sekilde devam edilirse birbiriyle ¢akigmayan sonsuz tane S(Q), S%(Q), .., SYQ), ...
bolgeleri elde edilir. Bunu ispatlamak i¢in 6nce tiimevarimla

n bn-l _dn—l
S =
dn—l V 5dn—l +bn—-l

y
A

17/ N
17/
QU

.

Sekil 3.7. S(Q) Bolgesi
g = 0 -1) (a b
1 V5) ¢, d,

§2=| 1 - \/g _ bl B dl
J5 4 d, +/5d, +b,
olup n =2 igin 6nerme dogrudur. Simdi
Sn — bn—l - dn—l — an bn
dn—l "/_S_dn—l +bn—l cn dn

b -d
oldugunu kabul edelim ve S™' = ( " J5d :—b ) oldugunu gosterelim.

oldugunu gorelim.

olsun.

d

n

Gergekten
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gml = 0 -1)(ba, ~d,,
1 \/g dn—l ‘/-S-dn—l +bn—l
- —dn—l _‘\/gdn-l —bn—l = bn —dn
bn-—l +J—5—dn—l 4dn—l +‘\/§bn—l dn JS_dﬂ +bn

olur. Simdi bu sonu¢ yardimiyla

n _n+loo n__g_ =n+l_£
$(0) =S ()veS( Jg) S ( 2J

oldugu kolayca goriilir. O halde agagidaki yardime: teoremi elde ederiz.

3.1.5. Yardimci Teorem. S"(Q)’nun koseleri

Sn(_ ﬁj , Sn+l [_ [5__] , Sn+l( o0 )’ Sn( w)

2 2

dur. [

$™1(0) = §(0) ve S™! [— g] = S"(— 72_5-) oldugu da g6z 6niine alinirsa,

" Yardimct Teorem 3.1.5 geregince S"(Q) resimleri iist iiste gakigmaz. O halde Q bir
K-paketlemedir. Burada [—7, 0] < R alt kiimesinin kompaktlhig1 géz 6niine

alinmalidir.

Boylece Yardimc: Teorem 3.1.3’tin kosullarini saglayan bir H-paketleme

ve bir K-paketleme elde ettik. Simdi Yardimci Teorem 3.1.3’i uygulayabiliriz. O
zaman H(\/E ) = (H, K) grubu, H ve K alt gruplarimin serbest ¢arpimina
izomorfiktir. Yani

H(V5)2C*Z

dir. Ayn1 zamanda

PmQ={zeU:——\/ZE<Rez<O,

z+L > i F ,
N M
kiimesi bir H(~/5 )-paketlemedir. O
Boylece H(+/5 Y’in grup yapisim elde etmis olduk. Simdi H(+/5)’in bazt

alt gruplarini incelemeye baglamadan 6nce son olarak H(Jg )’in parabolik nokta

kiimesini belirleyerek bu bolimii bitirelim. Parabolik noktalar, basitge grubun
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elemanlar: altinda sonsuzun resimlerdir. T’nin sabit noktasi oldugundan « bir
parabolik noktadir. H(\/g )in parabolik nokta kiimesi co’un R u {0} tizerindeki

yoriingesidir ve
afa b
S = {;{c d)eﬂ(ﬁ)}u{w}

seklindedir. H( NG )’in elemanlarinin ya

(a) ays b
¢ dvs

]; S5ad-bc =1,a,b,c,d € Z seklinde tek elemanlar

ya da

(b) a_ bVs , ad—Sbc =1a,b,¢c,d € Z seklinde ¢ift elemanlar
c«/g d

oldugunu biliyoruz. t, (a) tipinde bir tek eleman ise

t(eo )=—£eQ<f)

olur. t, (b) tipinde bir ¢ift eleman ise

_L=i
t(oo)—c‘/g € Q(/5)

Sy :{Enﬁzm,neZ}u{oo}

olup S Q(\/g) oldugunu gostermis olduk.

olur. Boylece

3.2. H(+/5 y’in H"(+/5 ) Kuvvet Alt Gruplan

m bir pozitif tamsay1 olsun. H(\/g )’in tim elemanlarinin m. kuvvetleri ile
uretilen alt gruba H(\/g )’in m. kuvvet alt grubu denir ve H”'(\/g ) ile gosterilir.
Bunlar tam invaryant alt gruplar olduklarmdan H(+/5 )’de normaldirler. Tantmdan

H"(//5)>H™(V5) (3.1)

ve
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H"(V/5))">H™(5) (3.2)
oldugu kolayca elde edilir. Buradan
H"(5) H'(//5) = H™"(J/5 ) (3.3)

elde edilir. (m, n) ile m ve n’nin en biyiik ortak bélenini gosteriyoruz. Bu son
esitligi gorelim. Hemen belirtelim ki kuvvet alt gruplari normal alt gruplar

oldugundan bu garpim iyi tanimlidir. (3.1)’den

H™ (/5 > H"(/5) (3.4)
ve )
H™"(/5) 2 HY(Y/5) 3.5
ve buradan
H™"(J/5) 2 B"(J/5) H'(+/5) (3.6)
elde edilir.

Simdi z, H(+/5)in herhangi bir elemam: olsun. m; ve n; tamsayilarim

mm + mn = (m, n) olacak sekilde segelim. O zaman

z™™ e H"({/5), z"" € H'(:f5) (3.7
ve buradan
Z™™ e H (/S) B (/5) 3.8)
elde edilir. Yani
™ ¢ H"(+/5) H"(+/5) (3.9)
dir ve bu nedenle
H™ " (/5) < H” (+/5) H'(V/5) (3.10)
olur. Béylece
H™"(/5) = B" (5) B () (3.11)

elde ederiz. Ozellikle tek s’ler igin

H(V/5) = H(J/$ )H'(+5)
olur. Ozel olarak modiiler gruba benzer olarak

H(V/5) = H¥+/5 )H(+/5)
yazabiliriz.

Simdi H(~/5 )’in kuvvet alt gruplarinn grup yapilarini inceleyelim.



67

3.2.1. Teorem. Hz(\/g) normal alt grubu Z * Z * Z serbest garpimina

izomorfiktir. Ayni zamanda
H(/5)/H*(/5)=C, xC,,
H(v5)=H’(/5) U R B (¥5) S H*(J5) URSH* (V5)
ve
H?(V/5)= ($?)*(RS’R)*(RSRS™).

olur. H*(+/5)’in elemanlari R ve S’nin her ikisinin de ayr1 ayri usleri toplaminin
¢ift olmastyla belirlenebilir.
ispat. H? (\/g )’in temsilini bulmak ig¢in Reidemeister-Schreier y6ntemini
kullanacagiz. Oncelikle H(+/5)in temsiline her X e H( V5) igin X%=1
bagintisim ekleyelim. Bu bize H(V/5 )/Hz(\/g Y’in bir temsilini verir ki bu grubun
mertebesi de indeksi verecektir.

H(J5)/H*(/5)= (R,S;R* =X’ =1)

(R,$;R?* =8’ =(RS)’ =1)=C, xC,

olup | H(\/g ): Hz(«/g)l = 4 diir. Simdi {I, R, S, RS} Schreier sistemini segelim.

O zaman miimkin olan tiim ¢arpimlar

S, =IRR™ =1
S, =ISS™ =1
S ,=RRI=1

R
Sqes =RS(RS)' =1
Sz =SR(RS)™" =SRS™'R

S, =SSI=§?
Susx = RSR(S™) =RSRS™
S, =RSR

dir. (RSRS ') = SRS™'R oldugundan Hz(\/g)’in iretegleri olarak x; = §% x; =
RSR ve x, =RSRS"' bulunur. Dikkat edilirse H2(+/5)’in elemanlarnin

teoremdeki kosulu sagladigr agiktir. Yani her bir eleman icin R ve S’nin usleri

toplaminin her ikisi de ¢ifttir. Reidemeister yeniden yazma yontemi kullamlarak
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(IRRI) = 7(RR) = S S, =1
WRRRR) =Sy S, S S, =1

HSRRS™) = Ss Sep Spex Sy = ISRS'RRSRS™ =1
YRSRRS™R) =S S5 Spsx Ssz-Sgs -Sgz = IRSRS'SRS™RII =1

bagintilan elde edilir. Buradan Hz(\/g) ’in Uretegleri arasinda agikar olmayan

bagintilarin olmadig gorilir. O halde H2(+/5), x,,Xx, ve x; tarafindan iretilen
li¢ sonsuz devirli grubun serbest ¢arpimidir.

R, S ve T’nin her biri mertebesi 2 olan elemanlara resmedildiinden
agagidaki permitasyon gosterimine sahiptirler:

R—>(12)(34)

S—>(13)24)

T—>(14)23).

Bu nedenle H 2(\/3 ) ’in simgesi permiitasyon metodu ile (g; o, o, o, ) =
(g, ) bulunur. Riemann-Hurwitz formiili ile g = 0 elde ederiz. Boylece
H?(+/5)’in simgesi (0;0 ®) olur. Bu nedenle Teorem 1.6.2 geregince H2(+/5),
Z * Z * Z garpimina izomorftur. []

3.2.2. Teorem. H’® (\/g ) normal alt grubu, mertebesi 2 olan ti¢ devirli grup
ve bir sonsuz devirli grubun serbest ¢arpimidir. Ayni1 zamanda

H(J5)/H*(f5)=C,,
H(+/5) = H3(//5) US H*(V/5) US? H}(V5)
ve
H*(V/5)= (R)* (S’ (SRS™' )+ (S’RS )
dir.
Ispat. H(\/g ) ’in temsiline her X eH(\/g ) igin X* =1 bagintisim ekleyelim.
H(/5)/ B (/5)=(R,S;R* =1,X* =1)
= (R,S;R* =R’ =8’ = (RS)’ = 1)

=(s;8’=1)=C,
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elde ederiz. Boylece | H(Jg): H’ (Jg) | = 3 bulunur. B3 (Jg) igin bir Schreier

sistemi olarak {I, S, Sz} alalim. O zaman miimkiin olan tiim ¢arpimlar

Sk =IRI=R
S =ISS" =1
Siz =SRS™
S, =S8887 =1
S =S’RS™
S, =8’I=§

olur. Bu nedenle H’(v5), x, =R,x, =5 x, =SRS™ ve x, =S*RS? ile
tretilmigtir. Reidemeister yeniden yazma yontemi kullanilarak asafidaki
bagntilar elde edilir:

7(IRRI) = t(RR) =S S =R* =1

YSRRS™) =8, S, Sz S =ISRSTSRS'I=1

ASSRRS™'S™) =88, 8., S, S Sy =IIS’RSS?RS =1

s’R "VsR Vs?
" Bu nedenle H*(+/5)’in uretegleri arasinda agikar olmayan bagintilar yoktur ve
§ (\/g) . Xy, X,, X3 vex, ile tretilen devirli gruplarin serbest carpimidir. R, S ve
T’nin permiitasyon gosterimleri
H(5) - H(5)/H}(V5)=C;

homomorfizmi altinda

R—>(1)(2)(3)

S—>(123)

T—>(123)
olup permiitasyon metodu ile H’(v/5)’in simgesi (g;2®,0®)seklinde elde
edilir. Riemann-Hurwitz formiilii ile g = 0 bulunur. Bu nedenle Teorem 1.6.2
geregince H’(\/g), Fage1.1 % C2* Cy * Cy garpimina yani Z * C, * Cy * C,
¢arpimina izomorftur. [J

3.2.3. Teorem. m pozitif bir tek tamsay1 olsun. O zaman

H"(W5)=Z* C,*..C,
—_——

m tane

olur.
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ispat. H(v/5)/ H"‘(\/§)=<S;S”‘ =I>5Cm olup R, S ve T’nin permiitasyon

gosterimleri
R>(1)(2)(3)..(m)
S—>(12..m)
To>(12..m)

dir. Permiitasyon metodu ile H " (+/5) ’in simgesini (g; 2™, ®) olarak buluruz
ve Riemann - Hurwitz formiliiile g = 0 elde ederiz. Yani H"(+/5) ’in simgesi
(g; 2,0®) olur. Bdylece H"(v/5), 2. mertebeden m tane devirli grup ile bir
sonsuz devirli grubun serbest garpimina izomorfiktir. O

Simdi m pozitif bir ¢ift tamsay1 olsun. O zaman

H(V5)/H"(/5)=(R,§;R* =R" =" = (RS)" =1)
=(R,S;R? =S" = (RS)" =1)

elde edilir. Yani boliim grubu, simgesi (2, m, m) seklinde olan bir gruptur. Eger m

=2 ise Hz(\/g) =Z * Z * Z oldugunu gordiik ki bu, cinsi 0 olan bir normal alt

gruptur. O zaman H (+/5)/ H?(¥/5), kiirenin otomorfizmlerinin bir grubudur. Eger

m = 4 ise tor iizerinde hareket eden bir normal alt grup elde ederiz. Ciinkii bu

durumda (2, 4, 4) boliim grubu sonsuz mertebeli bir gruptur ve %+% =% dir.

m 2 6 ise (2, m, m) boliim grubu sonsuz mertebelidir ve 1 + 1.2 < 1 dir. Bu
m m m 2

durumda da hiperbolik 2-uzay (yani iist yart diizlem) iizerinde hareket eden

sonsuz indeksli bir normal alt grup elde ederiz.

3.3. H(w/g )’in Cinsi 0 Olan Normal Alt Gruplan

Eger N, cinsi 0 olan bir normal alt grup ise o zaman H(\/g )N kiirenin
otomorfizmlerinin bir grubudur. H(+/5 YN, SO@)tn sonlu bir alt grubuna
izomorfik olup bu nedenle de sonlu iiggen gruplarindan birine izomorfiktir. Her

neN igin H(\/g Yin D, dihedral grubu ve C, devirli grubu izerine bir

LC YUk sk 5 m:

N MERichzj
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homomorfizmi daima bulunabileceginden H(«/g Y’in sonsuz ¢oklukta cinsi O olan
normal alt grubu vardir.

Eger H(«/g )’i Cp = (1, n, n) devirli grubu wizerine resmedersek bir N = (0;
2™ ®) normal alt grubu elde ederiz. Bu normal alt grubu Ny(+/5 ) ile gosterirsek

Nu(V/5)=Z* C,*..*C,
| S

olur.
Ikinci olarak H(w/g )’i Dn = (2, 2, n) dihedral grubu lizerine resmedersek
N = (0; 0™?) seklinde bir normal alt grup elde ederiz. Bu durumda elde ettigimiz
normal alt grubu Yy( V5 ) ile gosterirsek
Yo(V5)=Z%. *Z
———

(n+1) tane
olur. Benzer sekilde H(\/g )i (2, n, 2) grubu tzerine resmedersek yine simgesi
(0; ™) olan bir normal alt grup elde ederiz.

H(\/g Yi As = (2, 3, 3) uizerine resmedersek simgesi (0; ©®) olan bir
normal alt grup elde ederiz.

H(\/_S_‘ Y'i S4= (2, 4, 3) uizerine resmedersek simgesi (0; ') ve benzer
sekilde (2, 3, 4) iizerine resmedersek yine simgesi (0; ©'*) olan bir normal alt
grup elde ederiz.

Son olarak H( \/_5_ ViAs= (2,3, 5) ve (2, 5, 3) uzerine resmedersek simgesi
(0; ©®") olan bir normal alt grup elde ederiz.

Boylece agagidaki teoremi elde etmis olduk:

3.3.1. Teorem. H( V5 )’in cinsi 0 olan normal alt gruplari, Nn(\/g ) = (0;
2 @) | Yy(V/5) = (0; 0™P), (0; o®), (0; ") ve (0; @) gruplarindan
birine izomorftur. [J

3.3.2. Sonug. H(\/g )’in sonsuz ¢oklukta cinsi O olan normal alt grubu
vardir. [J

3.3.2. Uyan. (i) n = 6 igin (0; ™?) ve (0; o®), n = 12 igin (0; 0™?) ve

(0; o), n = 25 igin (0; ™) ve (0; ") gruplarimin ¢akistig: agiktir.
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(ii) Hemen belirtelim ki HQ(\/g ), HX(+/5) ve m pozitif tek tamsay1 iken
H"(+/5) alt gruplan otomatik olarak Teorem 3.3.1’deki gruplarin listesinde yer
alirlar. Cinki, H(+/5) = Yi(~/5), BA(5) = Yo(+/5) ve m pozitif tek tamsay:
iken H"(+/5) = Nu(+/5) dir.

3.4. H(Jg )’in Serbest Normal Alt Gruplan

H(+/5), 2. mertebeden sonlu bir devirli grup ve bir sonsuz devirli grubun

serbest ¢arpimi oldugundan Kurosh alt grup teoremi geregince iki gesit normal alt
grubu vardir: Serbest olanlar ve mertebesi 2 olan bazi devirli gruplar ile baz:

sonsuz devirli gruplarin serbest ¢arpimi olanlar. Bu nedenle serbest normal alt
gruplarin galigilmasi 6nemlidir.

3.4.1. Yardimc1 Teorem. N, H(\/S— )’in agikar olmayan bir normal alt
grubu olsun. O zaman N serbesttir ancak ve ancak N, sonlu mertebeli eleman

_ bulundurmaz.

Ispat. Varsayalim ki N sonlu mertebeli eleman bulundurmasin. Kurosh alt grup

teoremi geregince
N=F*[]B,

olur. Burada F ya serbesttir ya da {I} dir ve her bir BB’ {R}’ye esleniktir. N sonlu

mertebeli eleman bulundurmadigindan HB p sarpimi yoktur ve N asikar

olmadigindan serbest olmalidir.

Tersine N serbest ise sonlu mertebeli eleman bulundurmaz. (]

3.4.2. Yardimer Teorem. H(+/5 )’in sonlu mertebeli eleman bulunduran
normal alt gruplart H(+/5) ve m e N igin Nu(+/5) = (0; 2, o®) seklindeki
gruplardur.

Ispat. N, H(+/5 )’in sonlu mertebeli bir eleman bulunduran bir normal alt grubu
olsun. O zaman N, mertebesi 2 olan bir eleman bulunduracaktir. Ikinci

mertebeden bir eleman R’ye eslenik oldugundan ve N normal oldugundan N, R’yi

bulunduracaktir. Bu durumda kargimiza iki hal ¢ikar:
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() Eger N, S’yi de bulunduruyorsa N = H( V5 ) oldugu agiktir.
@ii)) Eger N, S’yvi bulundurmuyorsa, H(«/g )’den H(«/g )/N’ye olan
homomorfizm altinda R 6zdeslik doniigiimiine resmedilirken, S de herhangi bir m

€ N igin, m|p olmak tizere m-devirlere resmedilebilir. Bu durumda T de m-
devirlere resmedilecektir.

R—>(1X2)..(n)

S—>(12..m)..(u-mtl ...u), Wmtane m-devir

T—>(12..m). (u-mtl.. p), Wmtane m-devir.

Permiitasyon metodu ile N’nin simgesini (g; 2%, ©®™) seklinde elde
ederiz. Riemann-Hurwitz formiili ile g = 1 - w/m bulunur. u = m iken g = 0
bulunur ki bu durumda H(+/5 /N bélim grubu C,’e izomorftur ve N = (0; 20,
oo®) olur. g > 0 oldugundan bagka bir hal s6z konusu degildir. (]

Dikkat edilirse H(+/5)in, sonlu mertebeli eleman bulunduran sonsuz
coklukta normal alt grubu vardir. i

3.4.3. Sonug. N, H(.\/_S_ )’in cinsi g > 0 olan bir normal alt grubu olsun. O
zaman N biikiimsuizdiir (torsion-free). [J

Bu sonucun tersi dogru degildir. Ornegin 3.3’de elde ettigimiz Y,,(\[S— ) alt
gruplar bukiimsiizdiirler ve bu alt gruplar i¢in g = 0 dur.

Simdi H(J§ )’in bir normal alt grubunun serbest olup olmadigim
belirleyebiliriz:

3.4.4. Teorem. N, H(Jg )Yin, Nm(\/g )’den (m € N) farkli agikar olmayan
bir normal alt grubu olsun. O zaman N serbesttir.

Ispat. 3.4.1 ve 3.4.2 Yardimc teoremlerinden goriiliir. 0
3.4.5. Teorem. G, H(+/5 )’in sonlu p indeksli bir serbest normal alt grubu

olsun. O zaman G’nin simgesi

(I+%—%; oo(t))

seklindedir.
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Ispat. G serbest oldugundan simgesi (g; ©®) seklinde olacaktir. Riemann-Hurwitz
formila ile g = 1+ %—% bulunur.

Simdi H(Jg )’in hangi normal alt gruplarimin serbest oldugunu biliyoruz.

Bu alt gruplarin rankini ve indeksini bilmek de 6nemlidir. Eger N, H(\/g )in cinsi
g olan bir serbest alt grubu ise N’nin ranki1

r=2g+t-1
dir. Hemen belirtelim ki g=0ikenr=t-1veg=1ikenr=t+ 1 dir.

N, H(Jg )’in indeksi p olan bir serbest normal alt grubu olsun. Teorem

3.4.5°de N’nin cinsini g = 1+ %—% bulmustuk. Dikkat edilirse g = 0 igin
%=%-1 elde ederiz ki sonsuz g¢oklukta serbest normal alt grup bulmak

1

muimkiindar (gergekten, u = 2m ig¢in t = m + 2 bulunur). g = 1 igin i ve

N | =+

buradan p = 2t bulunur. Yine bu denklemin sonsuz goklukta ¢oziimii oldugundan

H(Jg )’in cinsi 1 olan sonsuz ¢oklukta serbest normal alt grubu vardir.

3.5. H(«/S— )’in Cinsi 1 Olan Normal Alt Gruplan

Hatirlanacag gibi {m, n} tipindeki bir diizgiin figiiriin ng kdsesi, n; kenari
ve ny yuzii varsa ve bu figiir cinsi g olan yonlendirilebilir, kenarsiz, kompakt ve
baglantil1 bir ylizey tizerinde ise {m, n} nin Euler karakteristigi

X=np—n +n=2-2g
esitligi ile verilir ve ek olarak
nng = 2n; = mn,

bagntist saglanir. Bu iki esitligin ortak ¢oziimiinden
n
x=—-(4-(m-2)n-2))
-mn

elde edilir.
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Bu boliimde cinsi 1 olan yani tor tizerinde hareket eden normal alt gruplari
ve dolayisiyla tor iizerindeki diizgiin figlirleri bulmak istiyoruz. Bunun igin g = 1
yazilarak ¥ = 0 elde edilir ve boylece

(m-2)n-2)=4
bagintist bulunur. Bu esitligin dogal say1 ¢oziimleri ise
{3, 6}, {4, 4} ve {6, 3}

seklindedir. Bunlar ise kompleks diizlemin tiim diizgiin 6rtiileridir. Torun evrensel
ortiisii, kompleks diizleme konform olarak denktir. Tor Uzerindeki bu g tip

duzgiin figiir Jones ve Singerman (1987) ve Coxeter ve Moser’de (1957)

B. 6}.. 10, 4}, ve 6.3},

olarak siniflandirilmiglardir. Burada b, ¢ negatif olmayan tamsayilardir ve her ikisi
de aym anda sifir olamaz. Jones ve Singerman (1987) diizgiin figiirler ile bazi
iiggen gruplarmin normal alt gruplan arasinda 1-1 bir déniigiim oldugunu
ispatlamiglardir. H(\@ ) = (2, o, w)dan (2, m, n) (m, n € N) iiggen grubunun
sonlu bir boliimii {izerine bir 6 homomorfizmi vardir. 2. mertebeden olan R iireteci
(2, m, n)’de 2. mertebeden r iiretecine, mertebesi o olan S treteci mertebesi m
olan s tretecine ve T = RS carpimi da rs’ye resmedilmigtir. Bu homomorfizm
(2, m, n)’nin bir normal alt grubunu verir. N, (2, m, n)’nin bu gekilde elde edilen
indeksi 11 olan bir normal alt grubu olsun. O zaman 67'(N), H(+/5 Y’in indeksi u
olan bir normal alt grubudur. (2, m, n)’nin her bir normal alt grubuna karsilik
gelen {m, n} tipinde bir diizgiin figir vardir. 1 sayisinin ayn1 zamanda {m, n}’nin
otomorfizm grubunun mertebesi oldugu bilinir. Benzer sekilde {m, n} tipinde her
diizgin figiir i¢in H(+/5 )’in bir normal alt grubu mevcuttur.

H(Jg )in cinsi 1 olan normal alt gruplarimi, bu kargilik gelmeyi
kullanarak inceleyecegiz. H(Jg )'den (2, 4, 4), (2, 3, 6) ve (2, 6, 3) sonsuz iiggen
gruplari iizerine homomorfizmler mevcut oldugundan H(+/5 )’in {4, 4}, {3, 6} ve
{6, 3} tipindeki diizgiin figiirlere karsihik gelen sonsuz sayida cinsi 1 olan normal

alt grubu vardir. Aym zamanda {4, 4},,_c figiiriiniin  otomorfizm grubunun
mertebesi 4(b> + c) ve {3,6},. ya da duali olan {6,3}, figiriniin otomorfizm

grubunun mertebesi 6(b” + be + ¢?) dir.
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Simdi H(\/g )’in tor iizerinde hareket eden normal alt gruplarim bulalim.

Cinsi 1 olan bir normal alt grup bulabilmek igin H(w/g )i(2, 4, 4), (2, 3, 6) ve ya
(2, 6, 3) lizerine bir homomorfizm (epimorfizm ) ile resmetmek gerekir. Once
(2, 6, 3) lizerine resmedelim. (2, 6, 3) sonlu bir grup olmadifindan (2, 6, 3)’lin
sonlu bir béliim grubu iizerine resmedecegiz. Bu bolim grubunu da tamamen b ve

¢ sayilarina bagl olarak belirleyecegiz.
G, (2, 6, 3)’iin bu 6zellikteki bir bolim grubu olsun. O halde G = (2, 6,

3)/M seklinde disiinilebilir. G’yi aym zamanda H(Jg )i [6, 3]1,_c seklinde ele
alirsak bu bolim grubunun indeksi yukarida verildigi gibi 6(b> + bc + c?)
olacaktir. [6, 3],,,c ile belli bir (b, ¢) ¢iftine karsilik gelen (yukaridaki gartlar
saglayan) normal alt grubu, yani
6: H(v/5) - G=H(5)/[6,3]),.

epimorfizminin gekirdegini gosterecegiz. Her (b, c) ¢ifti igin H(\/g )’in indeksi p
= 6(b? + bc + ¢?) olan bir [6, 3],,,c normal alt grubunu elde ederiz. Buradaki
epimorfizm su sekilde verilebilir:

Ro(12)(34)..(p-1p)
S—>(236145)(891271011)...(pn-4 u-3 p pu-5pu-2 p-1)

T—>(135)(246)..(pn-5pu-3 u-1)(pn-4p-2yp)
Boylece permiitasyon metodu ile [6,3], . nin simgesini (1; o007 bere?) ) seklinde
buluruz. Bu da serbest bir grup olup ranki

r=2.l+3(b2+bc+c2)—1=%+1

dir.
Benzer sekilde 6 : H(¥/5) — (2, 4, 4/M = G = H(V/5)[4,4],,
epimorfizmini goz 6niine alalim. w = 4(b” + ¢*) oldugunu hatirlayalim.
R—>(13)(24)..(n-3 p-1)(u-2p)
S'—+(1234)‘..(u-3 p-2 u-1p)
To>(1432)...(pn-3 ppu-1pn-2)
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olup permiitasyon metodu ile [4, 4], . *nin simgesini (1; 00(2“’2“’2))) buluruz bu alt

grubun rank: da
r=1+2(b>+c?)= %+1
dir.
(2, 3, 6), (2, 6, 3)’in duali oldugundan benzer islemler yapilirsa her (b, c)
¢ifti igin H(~/5 )’in indeksi p = 6(b + bc + ¢?) ve simgesi (1; 00(3("2‘“"”“2))) olan

bir [3, 6],,.c normal alt grubunu elde ederiz.

3.6. H(\/g ) ve H(ﬁ )’nin Temel Denklik Alt gruplan

Bu bslimde H(+/5 ) ve H(+/7 ) gruplarinin énemli normal alt gruplar1 olan

temel denklik alt gruplan incelenecektir. Bu boliim boyunca H(Jm)ilem =57
olmak izere H(\/g ) ve H(ﬁ )’yi gOsterecegiz. Her bir durumda H(\/Z )’ nin

| temel denklik alt gruplar ile boliimleri bulunacak ve sonra bu normal alt gruplarin
grup yapilari belirlenecektir. Bunun igin 6zellikle Macbeath’in (1969) elde ettigi

sonuglar1 kullanacagiz. Once Macbeath’in bu calismasindan bazi sonuglar

hatirlatilacak ve bu sonuglar, boliim gruplarinin belirlenmesinde kullanilacaktir.

p asal olmak tizere H(~/m )'in seviyesi p olan temel denklik alt grubu
Hy(vm ) ={Me H(+/m ) : M=+1(mod p) }

seklinde tanimlanir. Bu,

c\/Zz+d '

tanimina denktir. HP(JE ), H(w/—r; )’in bir normal alt grubudur. Tanim geregince

Hp(x/E)= {T(z):aZer‘/E‘asdzil, b=c=0 (modp), ad—mbc:l}

Hy(vm )< Hy(+/m) oldugu agiktir. H(+/m )'in bir Hy(+/m ) temel denklik alt

grubu bulunduran bir alt grubuna, seviyesi p olan bir denklik alt grubu denir.

Genel olarak tiim denklik alt gruplart H(+/m )’de normal olmak zorunda degildir.
Hp(\/; )’i elde etmenin bir diger yontemi, p asal olmak iizere p modiline

gore “indirgeme homomorfizmi” ni g6z 6nine almaktir.
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o, Z(+/m Y’ nin bir ideali olsun. O zaman
Op: ZL(Vm) > Z(\Nm ) g
dogal doniigiimi bir
H(vVm ) - PSL(2, Z(Vm )/ )
dontgiimii indirger ki bu dontisimiin ¢ekirdegi seviyesi & olan temel denklik alt
grubu olarak adlandirilacaktir.

Simdi s, Pm'(\/; ) = x’—m polinomunun GF(p®)’de ¢6ziimii olacak
sekilde bir tamsayt olsun. Boyle bir s’nin mevcut oldugunu ve 1 < s < d = der
P, (v/m ) = 2 oldugunu biliyoruz. u, P, (Jm )’nin GF(p®)’de bir ¢6ziimi olsun.
Z(~/m Y'de u ile iretilen ideali g olarak alalim. Yukaridaki gibi, ¥m — u ile
indirgenmis homomorfizm olarak

Op,u m: H(v/m) > PSL(2, p’)
tamimlayabiliriz.
Kpu(vm ) = Cek(®y; . m)
olsun. Kp,u(\/; ), H(\/; Yin  bir homomorfizminin gekirdegi oldugundan
H(+/m )’de normaldir.

p verildiginde, Kpu( m ) p ve u’ya bagli oldugundan her bir u kokii igin
farklt bir gekirdek elde etme sansimiz vardir. Bununla birlikte bazen bunlar
cakigirlar:

3.6.1. Yardimci Teorem. Eger u ve v GF(p®) iizerinde P,,,‘(\/E )’in ayni
indirgenemeyen f ¢arpanina karsilik geliyorlarsa o zaman

Kpu(v/m ) =Ky (v/m )
dir.
Ispat. Hemen belirtelim ki A € K,,,u(\/z ) olmast igin gerek ve yeter sart
GF(p®)y’de g(u) = h(u) = k(u) = I(u) = 0 olmak lizere
Ao +[1+g(~/5) h(v/m) J

k(Wm) 1+1(vm)

olmasidir. Bu nedenle, findirgenemez oldugundan (g, f)=1yada f dir. Ciinki
polinomlar halkas: Euclid halkasidir. Eger (g, f) = 1 ise o zaman ag + bf = |
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olacak sekilde a ve b polinomlar: vardir. Fakat f{u) = g(u) = 0 dir. Bundan dolay:
(g,f) =fve g, f’nin bir katidir. Benzer sekilde g, k ve /’nin hepsi f ’nin katlaridir.

v, P ( m )’in ayn1 carpamnin bir diger koki oldugundan GF(p®)’de g(v) = A(v) =
k(v) = I(v) = 0 dir, yani A€ Ky «(v/m ) dir. O

u ve v P, "(¥/m Yin farkl carpanlarim1 verdikleri zaman da Kp,u(\/; ) =
Kp,v(s/; ) elde edebiliriz. Bu duruma bir 6rek verelim. Omek 3.6.7°de sirasiyla
Ps'(+/5)in mod 11°deki iki koki igin Kia(+/5) — Hu(v5) ve Kio(4/5) -

113/5 11) =[118J§ 11

H J§ 'de A = ve B tek elemanlarim
n(v>) ( 154 345 429 8\/§J

bulacagiz. Fakat

AB_1=(113J§ 11 J(sﬁ -11 JE_Imod”

154 3J5)(-429 1185
dir yani
AH(Y5)=BHu(+5)
dyle ki
Ki1.4(v/5) = Kip7(V/5)
dir.

»
3.6.2. Teorem. K, ( m ), H(«/Z )’in seviyesi p olan bir normal denklik
alt grubudur, yani
HP(\/;) d Kp,u(\/’;)

dir. Bu nedenle

H(Vm) < (K,.(/m)

tiim u'lar
dir.
Ispat. Ispata baslamadan 6nce, halka homomorfizmlerinden grup
homomorfizmlerini elde etmenin bir yolunu hatirlayalim.
R ve S, 6zdegslikli iki halka olsunlar.
yv:R—>S
bir halka homomorfizmi olsun. O zaman vy bir

v : SL(2, R) - SL(2, S)
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grup homomorfizmi indirger. PSL(2, R), SL(2, R)’den merkezi {i I}’ya
boliinerek elde edildiginden benzer sekilde ayn: w, bir diger
vy : PSL(2, R) —» PSL(2, S)

grup homomorfizmi indirger.

Halka homomorfizmlerinden grup homomorfizmlerini elde etmenin bu
genel yontemi asagidaki sekilde H(~+/m )’e uygulanabilir: Tamsayilarin halkasinin

Jm ile bir genislemesi olan Z(+/m Yi goz onine alalim. Eger asal bir p sayist

i¢in bu halkadaki tiim elemanlar1 p modiiliine gore indirgersek bir
0p: Z(vm) - Zy(Vm )
halka homomorfizmi elde ederiz ki bu homomorfizm, Z(+/m )’in elemanlarin p
modiiliine gore indirger. Simdi, eger varsa P,,,'(\/; )’in her bir u € GF(p) kokii
icin Jm’iu e GF(p)’ye gétiiren bir
% : Ze(Nm ) - L= GF(p)
halka homomorfizmi vardir. Bu iki halka homomorfizmi, iki grup homomorfizmi
indirger:
¢p : H(v/m ) <PSL(2, Z(/m )) - Ty(J/m ) < PSL(2, Zp(m ))
ve

%o : To(¥m ) <PSL(2, Zp(Vm )) - PSL(2, p).

Burada T, p(w/—r; ), H(+/m y’in p modiliine gore Ry ve Sp ile uretilen resmini
gosterir.

P, (¥/m ’in her bir u € GF(p) koki igin Kp.u(v/m ),

1. °®, - H(vm) - PSL(2, p)
bileske homomorfizminin gekirdegidir.

Eger bir u koki GF(p)'de degilse o zaman bir GF(p®) cisim
genislemesindedir. Bu durumda yukandaki disince H(Vm y'den PSL(2, p°)’ye
olan homomorfizme uygulanabilir ve bu homomorfizmin ¢ekirdegi bize
Kpu(/m )i verir,

H( Jm )in bir T elemam
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T=(p‘ pz) (3.12)
P; Py

seklindedir. Burada d = 2, P, (Vm ) polinomunun derecesi olmak iizere her bir p;
Jm nin derecesi d - 1 = 1’den biyiik olmayan bir polinomdur. ¢p altinda T,

I=(? ;’—Zj’ye resmedilir. Burada p;, /m 'nin katsayilan GF(p)'de olan
P3 Pa .

p1(w) Pz(u)J ,
ye

olinomunu gdsterir. Son olarak ile T, PSL(2, p)’de T, =
P 8 ke @ prde Ly (Ps(u) pa(u)

resmedilir. Burada p; (u), p; "nin u € GF(p)’deki degerini gostermektedir.

Simdi Teorem 3.6.2’yi ispatlayabiliriz. T € Hy(+Jm ), (3.12)’deki gibi

olsun. O zaman Hp(\/; )’in tanimi geregince
pi=ps=+tl mod p, p2=p3=0mod p
dir. Bu nedenle T, yukarida tanimlanan K,,,u(\/r; ) cekirdeginin bir elemamdir. Bu

‘nedenle
Hy(Vm ) <Kpu(V/m)

elde edilir. Ustelik Kpu(v/7 ) ve Hy(+/m ), H(~/m )’de normal olduklarindan
Hy(v/m ) 9 Kpu(+/m )

elde edilir.

Teorem 3.6.2 geregince Kp,u(\/; ), H(\/Z )’nin bir denklik alt grubudur.
Hp(\/g )’nin K, ( JJm ydeki indeksinin, birka¢ durum hari¢ 1 ya da 2 oldugunu
gorecegiz.

2

~vm’nin minimal polinomu olan x°-m polinomunun derecesi 2

oldugundan bu tezde sedece GF(p) ve ya GF(p*)’de kalan u’lar icin Kp,u(\/;; )
¢ekirdegini bulmaya galisacagiz.

Hy(vm )'nin K,,(+/m )'deki indeksi 1 degilken yani bunlar farkli iken,
Hp(w/; )’yi bulmak igin Kpu( Jm )’yi kullanacagiz. Gergekte tiim haller igin ilk
olarak H(/m )’nin Kp,u(\/z ) ile bolimiini belirleyecegiz ve sonra bunu

kullanarak H(+/m )'nin Hp(\/;) ile boliminu belirleyecegiz. Bunun igin de
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Macbeath’in baz1 sonuglarin1 kullanacagiz (Macbeath’e (1969) bakiniz). $imdi bu
sonuglari ¢alismalarimiz igin gerektigi kadariyla kisaca 6zetleyelim.
p asal say1 ve n € N olmak iizere k = GF(p"), p" elemanl cisim ve k,

bunun bir tek olan ikinci dereceden genislemesi olsun. G = Go/ {i I} olmak lizere

Go = SL(2, k) ve G = PSL(2, k) olsun. Ayn1 zamanda SL(2, k;)’in, a, b € kq ve
a%!b%! = 1 olmak iizere

a b

b? al

seklindeki matrislerinden olusan G; alt grubunu goz Oniine alacagiz. Macbeath
Go’in elemanlarinin (A, B, C), C = (AB)'1 Go-ugliilerini, bunlarin rettigi alt
gruplarin hangi tipten oldugunu bulmak i¢in simiflandirmigtir. (A, B, C) Ge-
tglistiniin elemanlarinin izlerinin siral Gglasi bir (o, B, y) k-Ugliisi olacaktir.
Ayni zamanda /, mven G’de A, B ve C’ nin mertebeleri olmak iizere her bir
(A, B, C) Go-iigliisiine bir (/, m, n) N-iigliisi karsilik gelir.

) Macbeath ilk olarak Go-iigliilerini géz oniine almig ve @ : Go — G dogal
homomorfizmini kullanarak asagidaki sekilde G-iiglillerine gegmigtir: Eger H,
G’nin ®(A), O(B) ve O(C) ile tretilen alt grubu ise H, (A, B, C) Go-iigliisii ile
uretilen alt gruptur diyecegiz.

Hecke gruplari igin A =r,, B = s, ve C =t,, dir. Burada r,, (sirastyla s, ve t,)
R’nin (sirastyla S ve T’nin), H(+/m )'nin tim elemanlarim p modiiliine goére

indirgeyen ¢, homomorfizmi altindaki resmini gostermektedir. Bu nedenle

karsilik gelen k-iiglii (0, u, 2) dir. Burada u, P,,’(vm ) polinomunun p modiiliine
gore GF(p)’deki ya da uygun bir cisim genislemesindeki bir koékidir. Aym
zamanda karsilik gelen N-iigli (2, /, p) dir. Burada / degeri p’ye bagh olarak
degismektedir.

Macbeath G’nin ii¢ ¢esit alt grubunu elde etmistir: Afin, 6zel ve projektif
gruplar. Simdi bunlarin Hecke gruplari ile iligkilerini ele alalim.

p > 2 olsun. Eger

Qupy( &, L) =E"+1" + L+ ang + BEC +vEn

ikinci dereceden formu singiilerse, yani
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1 y/2 B/2
y/2 1 of/2}=0
B/2 al/2 1

ise (o, B, ¥) k-tigliisiine singiiler denir. Simdi

o)

seklindeki matrislerin kiimesini géz 6nline alalim. Bunlar Go’in bir alt grubunu
olustururlar. ® dogal homomorfizmi ile bunu G’ye resmederek G’nin bir A, alt

grubunu elde ederiz. $imdi k;, kK’mn bir tek olan ikinci dereceden geniglemesi

t 0 .
(0 tq),tekbtql=1

matrislerinin kiimesini goz oniine alalim. Bu kime SL(2, kq)’in bir alt grubuna

olmak iizere G,’de

esleniktir. Ik olarak Gy’den Go’a bir izomorfizm ile ve sonra Go’dan G’ye @
dogal homomorfizmi ile G’nin bir A, alt grubuna resmedilmistir. G’de A, ya da
A;’ye eslenik olan bir grubun herhangi bir alt grubu, G’nin bir afin alt grubu
olarak adlandirilacaktir.

Bir Go-iigliisiine kargilik gelen (ct, B, y) k-ugliisii singiiler ise bu Go-
tiglisiine singiiler denir. Bir singiiler Go-ligliisiine kargilik gelen herhangi bir grup
bir afin gruptur (Macbeath 1969).

Bundan sonra p asal olmak tizere k = GF(p) durumu ile ilgilenecegiz.
Uretecleri R(z) = - 1 ve T(z) = z+ Jm olan H(\/; ) grubu igin
z

yukaridaki determinant

1 1 Jm/

1 1 0 |=-—

Jmi2 0 1

olup bu nedenle sadece m =0 mod p iken yok olur Yani p = m iken singiiler
iigliiler elde ederiz.

Sonlu tiggen gruplarina karsilik gelen N - uglulen olan (2, 2, 1), n € N,
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2, 3,3), (23,4, (2,3, 5) ve (2, 5, 5) (2, 3, 5), (2, 5 5)in bir homomorfik
resmidir) iglilleri 6zel ugliler olarak adlandinlir. Ozel gruplar, sonlu tiggen
gruplarinin izomorfik resimleri olan bu gruplardir.

G’nin alt gruplarinin son smifi, projektif alt gruplarin simifidir. Genel
lineer grup GL(2, k), katsayilar1 k’da olan tiim 2 x 2 singiiler olmayan matrislerin
grubudur. PGL(2, k) grubu, GL(2, k)’nin skaler matrislere boliinmesiyle elde
edilir. PGL(2, k) ve PSL(2, k) gruplant p = 2 iken ¢akigirlar fakat diger
durumlarda ilki, ikincisini indeksi 2 olan bir alt grup olarak kapsar. k;, K’nin
ikinci dereceden geniglemesi olsun. O zaman k’nin her elemam k;’de bir karedir
ve bu nedenle PGL(2, k), PSL(2, ki)’de bulunur, yani agagidaki kapsamalar1 elde
ederiz;

PSL(2, k) < PGL(2, k) < PSL(2, ky).

Eger ks, k’nin bir alt cismi ise o zaman PSL(2, k;) < PSL(2, k) oldugu

agiktir. Eger aym zamanda k; ikinci dereceden genislemesi k’nin bir alt cismi ise

o zaman PGL(2, k,) < PSL(2, k) dir. Kisaca K'nm tim cisimleri igin PSL(2, k)
A gruplan ve mimkiin oldugu zaman PGL(2, k) gruplan, PGL(2, Kk)daki
eslenikleri ile birlikte G’nin projektif alt gruplar: olarak adlandinilacaktir.

Dickson (1901), G’nin her alt grubunun ya afin, ya 6zel ya da projektif
oldugunu ispatlamistir. Alt gruplarin bu aileleri ayrik degildir. Omegin projektif
gruplarin agagidaki 6rnekleri tanima gore 6zeldirler:

PSL(2, 5) = PSL(2, 2%) = As

PSL(2,2)=(2,2,3),PSL(2,3)= As.

Problem, (rp, sp, tp) Go-tglisu ile alt gruplarn bu ii¢ gesidinden hangisinin
uretildigini belirlemektir. Bunun igin Macbeath tarafindan ispatlanan asagidaki
sonuglan kullanacagiz (Macbeath 1969):

2.6.3. Teorem. Singiiler ya da 6zel olmayan bir Ge-tigliisi, G’nin bir
projektif alt grubunu iiretir. []

2.6.4. Teorem. Eger bir Go-liglisi G’nin bir projektif alt grubunu
liretiyorsa o zaman ya PSL(2, x)’ya izomorfik bir alt grup ya da PGL(2, ko)’a

izomorfik bir alt grup uretir. Burada k, k’nin o, B ve y’y1 bulunduran en kiigiik alt



85

cismidir ve eger varsa ko, k’nin ikinci dereceden genislemesi oldugu bir alt
cisimdir.

Singtiler ya da 6zel olmayan k-iigliler vardir. Bunlar irregiiler olarak
adlandirilir. Yani bir k-igliisii irregiiler olarak adlandirilir eger bunun elemanlan
ile tretilen alt cisim (buna x diyelim), bir diger xo alt cisminin bir ikinci
dereceden genislemesi ise ve eger bu ucliinin elemanlarindan biri «¢’da
bulunurken digerleri ko’da kare olmayan bir saymnin x’daki karekokleri ise ya da
sifirsa. O zaman asagidaki teoremi verebiliriz:

3.6.5. Teorem. Ozel, singiiler ya da irregiiler olmayan bir Go-iigli G’de
PSL(2, x)’ya izomorfik bir projektif grup duretir. Burada x, bu iiglinin

matrislerinin izleri ile uretilen alt cisimdir. 0

Simdi H(Vm), m = 5, 7 gruplanmin Hp(\/t; ) ve Kp,u(w/; ) gruplan ile
boliimlerini ve sonra bunlarin grup yapilarim bulalim. Once H(v/m )’in Kp,u(\/a )
ile boliiminii bulacagiz. Bu durumda H(\/;; )/HP(JE )i belirlemek kolay

olacaktir. Bunun igin de yukarida 6zetledigimiz sonuglar1 kullanacagiz. ilk olarak
H(+/5) grubunun temel denklik alt gruplan ile bsliimlerini bulalim.
3.6.6. Teorem. H(+/5) Hecke grubunun, Kp,u(\/g ) denklik alt gruplan ve

Hy( \/5) temel denklik alt gruplari ile boliim gruplar: asagidaki gibidir:

(PSL(2,p) p==*Ilmod10ise
PGL(2, p) p=13mod10,p #3ise
H(/5 )Kpu(V/5) =4C, p =5ise
S4 p =3ise
D3 p=2ise
ve
[C,xPSL(2,p)  p=+tlmodI0ise
PGL(2, p) p=13mod10,p #3ise
H(5 VH,(V5)={C,, p=Sise
S, p =3ise
D p =2ise.

Ispat. 1. Hal. p#5 ve 5, p modiiliine gore bir kare olsun. Yani p =+1mod10

olsun. Bu durumda u? = 5 olacak sekilde GF(p)’nin bir elemam vardir. Bu nedenle
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u = +/5, GF(p)’nin bir elemam olarak g6z oniine almabilir. Simdi H(+/5 )'in, tiim
elemanlann p modiiline gére indirgeyen homomorfizmini hatirlayalim. R, S ve
T’nin bu homomorfizm altindaki resimlerini sirastyla rp, sp ve t, ile gostermistik.

O zaman ry, s, ve t’nin PSL(2, p)’de bulundugu agiktir. Simdi

(a\c/g d%)”’(a: ;UJ

AT

9 : H(v/5) > PSL(2, p)

homomorfizmi vardir. Burada kangiklik olmamasi i¢in SL(2, p)’de a, b, ¢, d’nin

ve

ile indirgenen bir

Z, deki a, b,c,d simflart yerine a, b, ¢, d yazdik. Problemimiz, G = PSL(2,
p)’nin rp, sp Ve t, ile tretilen alt grubunu bulmaktir.

k = GF(p) olsun. O zaman k’nin, o = iz(rp) = 0, B = iz(sp) = u ve y = iz(tp)
= 2’yi bulunduran en kiigiik alt cismi olan k, GF(p)’nin kendisidir. Ciinkii V5 e
GF(p) dir. Bu durumda tiim p’ler igin (rp, sp, tp) I'p-iiqlﬁsii singiiler degildir. Ciinkii

bu ugluye karsilik gelen ikinci dereceden formun determinant:

1 1 u/2 s

I 1 0|=——=0
4

u/2 0 1

olup p=+*Imod10 oldugundan modiil p’de sifirdan farklidir. Ayrica bu iiglilye
kargilik gelen N-iiglisti (2, /, p) olup p=11mod10 oldugundan é6zel degildir.
Burada / degeri p’ye bagl olarak degisecektir. Ornegin asagida Tablo 3.1°de baz

p degerlerine karsilik gelen / degerleri verilmistir. p = 29 haricinde / = p-!

oldugu goriilmektedir ancak genel bir ispat verilememistir (S’nin ilk 45 kuvveti
igin Ek-1’e bakimz). O zaman Teorem 3.6.5 geregince (1, Sp, tp), G'nin bir
projektif alt grubunu iiretir ve Teorem 3.6.6 geregince, x = GF(p) herhangi bir
diger cismin ikinci dereceden bir geniglemesi olmadigindan elde ettigimiz alt grup

PSL(2, p)’nin tamamidir, yani
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H(+/5 )/Kpu(+/5) = PSL(2, p)
dir. Simdi bu hal igin H(+/5)’in Hp(\/g ) temel denklik alt grubu ile boliimiini

bulalim. Hp( NG )’in tammi g6z Oniine alinirsa tiim elemanlan ¢ifttir ve Hy( NG )in

p /
11 5
19 9
29 7
31 15
41 20
59 29
61 30
71 35

Tablo 3.1

bir alt grubudur. Bu nedenle Hp(w/g )de tek eleman yoktur. Béylece asagidaki alt
_grup diyagramini elde ederiz:

H(+5)
PSL(2,p) Y
Kpu(V5) H(V/5)
x /%L(z,p)
Hy(V/5)

Sekil 3.8. H(+/5 )’in Denklik Alt Gruplan
Simdi Kpu(v/5)Hy(¥/5) bolim grubunu bulmak istiyoruz. Bélim
grubunun agikar olmadigint gostermek igin K,_u(\/g )'in bir tek eleman
bulundurdugunu gosterecegiz. Cunki Hp(wfg ) <HY V5) dir. Eger A boyle bir tek

eleman ise o zaman
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A=(x‘/§ y );A=5xt-yz=l,x,y,z,teZ

4 t\/g
olup Kpu(¥/5 ) - Hy(+/5 )'in bir elemanidir. Simdi
A2 = [x\/g y J[x\/g y J =[ 5x% +yz \/g(xy+yt)j
z 5 z tf5 \/g(xz+tz) yz+5’t2

dir ve xu = tu = 1 ve y = z = 0 mod p oldugundan

x’u? = 5x* = 1 mod p
ve benzer gekilde

t2u? =5t>= 1 mod p
elde ederiz. Bu nedenle A’ = I mod p dir. O halde | Kp,.,(w/g ) Hy(+/5) |=2 olup,
A ¢ Hy( V5) oldugundan

Kp,u(‘/g) = Hp(‘/g) v A-Hp(‘/g)
yazabiliriz. Boylece bolim grubu C, dir.

Simdi H(+/5 YHy(+/5 y'in herhangi bir [ :
C

a bﬁ elemaninin mod
N

p’de A ile degismeli olduunu gostermek istiyoruz. Gergekten

x5 y [ a bx/_5_\= \/5_(ax+cy) 5bx + yd
z tf5 \c\/g d ) az + Sct \/g(bz+dt) :

[ a bﬁ} (xv/5 y \= (\/S—(ax+bz) ay +5bt ]
W5 d )z t5) | Sxc+dz  VS(oy+di)
vey=z=0, x =t mod p olmas: diyagramin degigmeliligini saglar. Bu nedenle
(/5 )Hy(¥5 ) = Kpu( V5 YH(/5 ) x Hy(+/5 J/H(¥5)
= C, x PSL(2, p)

olur.
Yukarida bahsedilen bu tek elemam bulmak igin bir Diophantine

denklemini ¢6zmeye ihtiyacimiz vardir. Once bunu bir 6rnekle gorelim:

3.6.7. Ornek. (i) p= 11 alalim. O zaman u = /5 =+4 mod 11 olur. u = 4

mod 11 segebiliriz. Ky, 4(+/5 )’in, Hj1(¥/5 )'de bulunmayan bir
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ztw/g

tek elemamni artyoruz. Boyle bir eleman asagidaki kosullan saglamalidir:

o

A=5xt-yz=1
ve
xustu=1l,y=z=0mod 11.
u =4 mod 11 oldugundan
x=t=3mod 11
dir. O zaman a, b, ¢, d negatif olmayan tamsayilar olmak iizere
53 + 11a)(3 + 11b) - 11c.11d =1
elde ederiz. Buradan
4+ 15(a+b)+55ab=11cd (3.13)
bulunur. Bu denklem, 4 + 15(a + b) ifadesi 11’in bir tamsay: kat1 iken bir ¢6ziime
sahiptir. (3.13) Diophantine denkleminin 6zel bir ¢oziimii
a=10,b=0,c=1,d=14
olup

A=(113J§ 11)

154 345

bulunur.

Hemen belirtelim ki u = 4 mod 11 segmistik. Eger u € GF(11)’in diger
degeri olan 7’yi segersek bu defa Kn,-,(«/g )- Hn(\/g )’de bir

B=[118J§ 11]

429 85
tek elemanimi elde ederiz. Gergekte, bu 6zel durumda oldugu gibi (4, 7’nin
negatifidir) u’nun bu iki degerine karsilik gelen iki temel denklik alt grubundan
birinin tretegleri sadece digerinin treteclerinin tersleridir. Bu nedenle de bu iki alt
grup H(\/g )’de egittirler.
(ii) Ikinci olarak p = 19 olsun. u = V5 =+9 mod 19 olur. Yine u = 9 mod

19 secersek benzer sekilde
76 + 85(a + b) + 95ab = 19¢d
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diophantine denklemini elde ederiz. Bu denklemin 6zel bir ¢oziimii
a=b=0,c=1,d=4
olup

(1745 76
Ak( 19 17~/§J

bulunur. 0

x5y
zt\/g

Genel halde p =+ 1 mod 10 olsun. A = ( ] matrisi yukandaki

gibi olsun. u = +/5 mod p olmak iizere
A=5Sxt-yz=1, (3.14)
xu=stu=1,y=z=0mod p (3.15)
kosullart saglanmalidir. v € GF(p) elemam uv = 1 mod p 6zelliginde olsun. O

zaman a, b, ¢, d negatif olmayan tamsayilar olmak tizere

x=v+pat=v+pb,y=pc,z=pd (3.16)
“olur. Bu nedenle (3.14)’den
A=5(v+pa)(v+pb)-p’dc=1 3.17)
ve buradan
5v>— 1 + 5vp(a + b) + 5pZab = p’dc (3.18)
elde ederiz. Bundan dolay:
pl(5v3-1) (3.19)
olur. 5v*- 1= kp, k € N olsun. O zaman (3.18)’den
k + 5v(a + b) + Spab = pdc (3.20)
elde ederiz. Bu denklem,
pl(k+5v(a+b)) (3.21)

iken gozilebilir. k ve v bilindiginden, negatif olmayan a ve b tamsayilarini (3.21)
saglanacak sekilde segebiliriz. Her ne kadar (3.20) denkleminin sonsuz sayida
¢Ozumii olsa da b =0, ¢ = 1 segerek 6zel bir ¢6ziim elde edebiliriz;

A {Wrpa5  p
pd w5 )
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Burada a ve d bir tek sekilde segilmigtir. Yani, p = £ 1 mod 10 iken
Kp.u(\/g Yin Hp(Jg )’de bulunmayan bir tek elemanim1 daima bulmak
mimkundur.

2. Hal. Simdi p’yi, 5 p modiiliine gore bir kare olmayacak gekilde segelim
ve p # 5 olsun. Yani p = = 3 mod 10 olsun. Bu durumda V5, GF(p)’nin bir
elemam olarak goz oniine alinamaz. Bu nedenle bu cismi, GF(p?) ikinci dereceden
genislemesine genigletecegiz. O zamanu = V5, GF(p?)’de goz oniine alinabilir ve
1. haldekine benzer sekilde indirgenen bir

9 : H(+/5) > PSL(2, p)
homomorfizmi vardir.

k= GF(pz) olsun. O zaman K’nin, rp, sp, tp’nin a, B, v izlerini bulunduran
en kiicik alt cismi olan x da GF(p®) dir. p # 3 iken (rp, sp, tp) Go-ugliisi Gzel
degildir. Ciinki bu tgliiye karsilik gelen N-tgli (2, p + 1, p) dir. Yine bu ifadenin
de genel bir ispat1 verilememistir (S’nin ilk 45 kuvveti igin Ek-1’e bakimz). Eger
p = 3 ise karsilik gelen N-igli (2, 4, 3) diir ve bu nedenle iiretilen alt grup S4
simetrik grubuna izomorfiktir.

p > 3 olsun. (rp, sp, tp) singiiler degildir. k, ko = GF(p)’nin ikinci dereceden
genislemesi oldugundan ve y =2 k¢’da ikena =0 ve § = V5, ko’da kare olmayan
5’in x’daki karekokleri oldugundan Teorem 3.6.6 geregince (r,, sp, tp) PGL(2,
p)’yi dretir. Yani '

H(V/5 )/K,u(+/5) = PGL(2, p)
dir.

5, p modiiliine bir kare olmadigindan K,,,u(\/S_ )’de tek elemanlar yoktur.
Bu nedenle

Kpu(V5) = Hy(+/5)
ve bundan dolay:
H(~/5 )/H,(+/5) = PGL(2, p)
olur (Sekil 3.9).
Eger p = 3 ise yine bu iki alt grup gakisacaktir ve
H(~/5 YHy(v/5 ) = H(¥/5 )/Ksu(+/5 ) = S4 = PGL(2, 3)
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olacaktir.
3. Hal. p = 5 olsun. GF(5) = {0, 1, 2, 3, 4}’i g6z 6niine alalim. V5 =0,

GF(5)’in bir elemam olarak diigiiniilebilir. Bu durumda ts = I mod 5 olur. rs*> = 1

H(V/5)
2

Hy(V/5)

p(p-D(p+1)
2

Hp(\/g) = Kpm(‘/g)

Sekil 3.9
- oldugundan rs, ss, ts ile uretilen H(\/g )/Ks,o(\/g ) grubu, mertebesi 2 olan devirli

grubé izomorfiktir, yani

H(+/5 YKso(v/5) = C,
olur.

Simdi (+/5)* = 5 = 0 oldugundan H(+/5 )/Hs(+/5 ) bolim grubunda
s> =ts° =55 =1 85 =rsts

bagintilarin1 elde ederiz. Bu durumda da

H(~/5 /H5(+/5) = Cuo
elde ederiz (Sekil 10’a bakiniz).

4. Hal. p = 2 olsun. (r;, s, t2), (2, 3, 2) 6zel N-ligliisiinii verir ve bu
nedenle mertebesi 6 olan D3 dihedral grubuna izomorfik bir grup iiretir. Simdi
H(\/g )/Hz(Jg ) bélim grubunu goz 6niine alalim. Bu durumda

r=s=f=I
bagintilarini elde ederiz. Burada r, s ve t, H(\/g )/Hz(\/s_ ) bolimiindeki denklik
siiflarini gostermektedir. H(Jg )/Hz(\/g ) bolim grubu, mertebesi 12 olan Ds



dihedral grubuna izomorfiktir. Sekil 3.10’da H(+/5) igin alt grup diyagramlari

verilmigtir. [J

1.5. kesimde

“7, mod p’de ikinci dereceden kalandir <> p=+*1, 3, + 9 mod 28”

oldugunu ispatlamigtik. Dolayisiyla H(Jg ) ve H(ﬁ ) Hecke gruplarinin temel

denklik ve denklik alt gruplan arasinda farkhiliklar olacaktir. $imdi H(ﬁ )

H(V/5)
|2
Hy(V/5) = Kso(+/5)
5

Hs(+/5)

H(+/5)
2
Hy(+/5)

3
Kz,u(\/g )
2

H,(+/5)

Sekil 3.10. H(Jg ) icin Alt Grup Diyagramlan

grubunun, denklik alt gruplar ile bolim gruplarim bulalim. Tim iglemler H( V5 )

i¢in yaptiklarimizin benzeri olacaktir.

3.6.8. Teorem. H(+/7 ) Hecke grubunun, Kp,u(ﬁ ) ve Hp(ﬁ ) denklik alt

gruplari ile bolim gruplan asagidaki gibidir:

PSL(2,p)
PGL(2,p)

H(V7 VKpu(V7) = c

D3

ve

C, xPSL(2,p)

PGL(2,p)
C 14
D6

H(V7 YHy({T) =

dir.

p==1,£3,+9mod 28ise
p=15,%11,£13 mod 28 ise

p=7Tise

p=2ise
p=z1,+3,+9mod 28ise
p=15,+11,£13mod 28ise
p=7ise
p=2ise
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ispat. 1. Hal. p#7 ve 7, p modiline gore bir kare olsun. Yani

p=zl+3,+9mod 28 olsun. Bu durumda u® = 7 olacak sekilde GF(p)’de bir u

elemani vardir. Bu nedenle u = /7, GF(p)’nin bir eleman: olarak g6z éniine
alinabilir. O zaman bir
8’ : H(v7) > PSL(2, p)
homomorfizmi elde ederiz.
k = GF(p) olsun. V7, GF(p)’nin bir eleman: olarak digsiiniilebildiginden x
da GF(p)’dir. (rp, sp, tp) singiiler degildir. Ciinkii

1 1 u/2

1 1 0 =—Z¢0
4

u/2 0 1

dir. (rp, Sp, tp)’ye karsilik gelen N-iigliisii (2, /, p) olup p = 3 haricinde 6zel
degildir. Burada / degeri p’ye baglh olarak degismektedir. Ornegin p = 19
igin/7 = +8 mod 19 olup / = 10; p = 29 i¢in/7 = +6 mod 29 olup/=35; p =31
igin+/7 = +10 mod 31 olup / = 16; p = 37 i¢in+/7 = +9 mod 37 olup / = 9 dur.
Yine bu durumda da genel bir ispat verilememigtir (S’nin ilk 30 kuvveti i¢in Ek-
2’ye bakimz). O zaman Teorem 3.3.6 ve Teorem 3.6.7 geregince (rp, Sp, ty),
PSL(2, p)’yi uretir, yani

H(+/7 )/Kpu(+/7) = PSL(2, p)
olur. p = 3 igin (2, 3, 3) 6zel N-igliisi elde edilir. Bu durumda (rs, s3, t3),
mertebesi 12 olan A4 grubuna izomorfik bir grup iretir.

Simdi diger H(J/7 )/H,,(ﬁ ) bolimini bulahm. H(+/5) durumunda
oldugu gibi, Kpu(v7 ) - Hy(+/7 )’de bir

7
Az(X\/_ YJ;A.—;’]xt-yz:l‘X,y,Z,tGZ

z tﬁ

tek elemanini bulabiliriz. Mod Hp(ﬁ )’de A’nin mertebesi 2 dir ve bu nedenle

Kp,u(\ﬁ)zﬂp(ﬁ)UAHP(\ﬁ)
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. b7
olur. Ayni zamanda A, mod p’de Hc(ﬁ )/H,,(ﬁ )’nin her ( 37 ::_] elemam
c
ile degismeli oldugundan agagidaki degismeli diyagrami elde ederiz (Sekil 3.11°¢

bakiniz) ve bu nedenle

H(7 YBy(V7 ) 2 Kpu(NT YHH(V7 ) x Hy(N7 YHK(VT)

= C; x PSL(2, p)
bulunur.
H(7)
PSL(y \&
Kpu(V7) H(V7)
(\ PSL(2, p)
H,(J/7)

Sekil 3.11. H(+/7 )’nin Denklik Alt Gruplan
3.6.9. Ornek. (i) p = 3 olsun. O zaman u = V7 =+1 mod 3 olur. u = 1
alalim. H(\/S— ) igin yaptigimiza benzer .hesaplamalardan sonra K3 i( J7 )’nin,
H3(+/7 )'de bulunmayan bir

(447 3
A‘(9 ﬁ)

tek matrisini buluruz.
(ii) p= 19 igin u = +/7 =+ 8 mod 19 olur. Yine u = 8 mod 19 alinrsa
Ki9a(v7 ) - Hig(+/7 )’de bir

Ao (20207 19
893 1247

tek elemani buluruz.
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(iii) p = 29 igin u = J7 =46 mod 29 olup u = 6 alinirsa Kzg,e(ﬁ ) -
Hao(+/7 )'de bir

Ao 81747 29
986 5v7

tek elemant bulunur. O

7
2. Hal. Simdi p # 7 olsun ve 7, mod p’de bir kare olmasin, yani ( J= -1
p

olsun. p=+ 5, £ 11, £ 13 mod 28 oldugunu biliyoruz. O zaman V7, GF(p)’nin
bir elemam olarak goz oOniine alinamaz. Eger GF(p)’yi, ikinci dereceden
genislemesi olan GF(p®)’ye genisletirsek o zaman u = V7, GE(p?)'de g0z Oniine
alinabilir ve 1. haldekine benzer gekilde indirgenen bir
§': H(~/5) - PSL(2, p)

homomorfizmi vardir.

k= GF(pz) olsun. O zaman k’nin, r,, sp, tp’nin a, P, v izlerini bulunduran
en kiigiik alt cismi olan x da GF(p®) dir. (tp, Sp, tp) Go-iigliisii 6zel degildir. Ciinkii
bu durumda karsilik gelen N-uglii (2, p-1, p) ya da (2, p+1, p) olmaktadir. Bu
durumda da genel bir ispat verilememistir (S’nin ilk 30 kuvveti igin Ek-2’ye
bakiniz). 1. halde oldugu gibi (rp, sp, tp) bir singiiler tgli degildir. x, ko =
GF(p)’nin ikinci dereceden geniglemesi oldugundan ve y =2 «x¢’da iken oo = 0 ve
B= ﬁ , ko’da kare olmayan 7’nin x’daki karekokleri oldugundan Teorem 3.6.5
geregince (Tp, Sp, tp) PGL(2, p)’yi uretir. Yani

H(+7 )Kpu(¥7) = PGL(2, p)

olur.

7, p modiiliine bir kare olmadigindan Kp,u(ﬁ ) ¢ekirdeginde tek elemanlar
yoktur. Bu nedenle

Kpu(¥7) = Hy(+/7)
ve
H(~/7 Y/Hy(+/7) = PGL(2, p)

olur (Sekil 3.12’ye bakiniz).
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H(/7)

2 )
H(7)

plp-D(p+1)
2

Hy(V7 ) =Kpu(V7)

Sekil 3.12
3. Hal. p = 2 olsun. (rz, 3, t) Go-ligliistine karsilik gelen N-iiglii (2, 3, 2)
olup bu nedenle iiretilen alt grup, mertebesi 6 olan D; dihedral grubuna
izomorfiktir. Yani
H(V7 )K2.u(N'7) = Dy
olur.
Simdi H(«ﬁ YH( J7 ) béliim grubunu g6z 6niine alalim. Bu durumda
r=st=¢=1
bagintilarini elde ederiz. Burada r, s ve t, R, S ve T’nin H( NG )/Hz(ﬁ )
béliimiindeki denklik simflarini ggstermektedir. Boylece H( J7 )/Ha( J7 ) boliim
grubu, mertebesi 12 olan D4 dihedral grubuna izomorfiktir (Sekil 3.13’e bakiniz).
4. Hal. p=7 olsun. V7, GF(7)’nin 0 eleman: olarak diigiiniilebileceginden
t; = I mod 7 olur. Ustelik r;2 = 1 oldugundan
H(V7 YK o(¥7) = G,
olur. H(ﬁ )/Hy(ﬁ ) bdliim grubunda 7 = 0 mod 7 oldugundan
r72 = t77 = s-,M =1 s7=r7t;
bagintilarini elde ederiz. Bu durumda da
H(7 YH:(J7 ) = Ciy
elde ederiz ($ekil 3.13’e bakimz). O
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H(V7) H(J7)
2 2
H(V7 ) =Kro(+/7) Hy(V7)
7 3
HA(7) Kau(+7)
2
Hz(\ﬁ)

Sekil 3.13. H(+/7 ) i¢in Alt Grup Diyagramlar
Boylece m = 5 ya da 7 olmak lizere H(\/Z )’nin, tim p asal sayilar igin
H,(+/m ) temel denklik alt gruplari ve K,u(+m ) denklik alt gruplan ile tiim
boéliimlerini bulmug olduk. Bunlar yardimiyla bu denklik alt gruplan igin indeks

formiillerini verebiliriz.

3.6.10. Sonug. (i) H(+/5)'de Kp,u(\/g ) ve Hp(\/g ) denklik alt gruplarinin

indeksleri
(p(p—1)(p+1)/2 5mod p'de bir kareise ve p = Sise
plp-D(p+1) 5mod p'de bir kare degilse ve p # 3 ise
[B(5)/K,, (5) =12 p=5ise
24 p=3ise
6 p=2ise
ve

p(p—1)}p+1) eger p#2,3,5ise

10 efer p=>Sise
’H(Jg)/ﬂp(ﬁ)’ " 24 eger p =3ise
12 efer p=2ise

seklinde elde edilir.
(i) Kpu( V7 ) ve Hy( V7 ) denklik alt gruplarinin indeksleri



99

p(p—1)}p+1)/2 7mod p'de bir kare ise
-1 1 7 mod p'de bir kare degil 2,p=7i
IH(ﬁ)/Kp.u(ﬁ)lz ;Z)(p Yp+1) mod p'de bir kare degilse vep #2,p # 7ise

p="Tise
6 p=2ise
ve
p(p-1)(p+1) eferp # 2, 7ise
IH(ﬁ)/Hp(ﬁ)l =114 eger p = 7ise
12 eger p = 2ise

seklinde elde edilir. 0
Simdi K,,,u(\/; ) ve H,,(Jr; ), m =5, 7 gruplaninin grup yapilarim
belirleyebiliriz.
Hy(Vm ) 4 Kpu(vm )
ve Hy( Jm y'nin tamim geregince
Hy(Vm ) < Hy(/m )
oldugunu biliyoruz. Ilk olarak H( V5 ) durumunu ele alalim.
i) p = 5 olsun. Bu durumda H(V/5 YKso(+/5) = C; dir. Kso(+/5 )'in tek

elemanlar bulundurmadifini goérmek kolaydir. Gergekten eger Ks,o(s/g ),

(a\/g b
¢ dv5

elemanina resmedilemez. Ks o NG ) ve Hq(s/g ) normal alt gruplarimin her ikisinin

) gibi bir tek eleman bulundurmus olsa bu eleman mod 5’de 6zdeslik

de H(+/5 )’ deki indeksleri 2 oldugundan bunlar izomorf ik olmalidirlar, yani
Kso(+/5) = Hy(¥/5)
olur.
Simdi Hs(\/g)’i g6z Oniine alalim.
H(/5)Hs(V5)=Cio=(a,B,v: o’ =p*=¢"=1I)
oldugunu goérmugtiik. Burada R — o, S — B ve bu nedenle RS — aff olur, yani
R—>(12)(34)(56)(78)(910)
S—>(13579)(246810)



100

ve bu nedenle

T—>(14589236710)
olur. Permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili ile Hs( NG )’in simgesini
(2; ™) olarak buluruz.

ii) p=+£ 1 mod 10 olsun. Bu hal i¢gin bolim gruplarinin sirastyla PSL(2, p)
ve C; x PSL(2, p) oldugunu ispatlamistik. Simdi r, ve s, sirastyla R ve S’nin
PSL(2, p)’deki resimleri, r, ve s, ise C; x PSL(2, p)’deki resimleri olsun. r,> = s,
=1 ve ()’ = (s,)" = 1 bagintilan saglamr. Burada Pnin p’ye bagli olarak
degistifini soylemigtik. S’nin tek kuvvetleri tek, ¢ift kuvvetleri ¢ift elemanlar
oldugundan / tek iken m = 2/ ve [ ¢ift iken m = [ olur. Bu durumda Kp,u(\/g ) ve

Hp(\/g ) gruplarinin her ikisi de serbest gruplardir. rs, ve r,s, parabolik
elemanlarinin mertebeleri p dir. O zaman T, her iki boliim grubunda da mertebesi
p olan bir elemana resmedilecektir. 1, Kpu(+/5 ) denklik alt grubunun H(+/5 )’deki

indeksi olsun. O zaman bu alt grubun simgesi (g; ©*’ * *?) olur. Riemann-

Hurwitz formiili ile
g=1+ —u—(pl—Zp—Zl)
4pl

bulunur. Yine p, Hp(ﬁ ) temel denklik alt grubunun H(Jg )’deki indeksi olmak

(wm

iizere bu alt grubun simgesi (g; ©®™ * *P) bulunur. Riemann- Hurwitz formiilii ile

g=1+ 4 (om=2p-2m)
bulunur. Bunu bir 6rnekle gérelim.
3.6.11. Ornek. p = 11 olsun. /= 5 ve m = 10 dur. O zaman bu iki bslim
grubu sirastyla PSL(2, 11) ve C; x PSL(2, 11) dir. Bu nedenle Kia+/5) =
Ki1.7(~/5 )’in simgesi (70; 0"*®) ve Hy;(+/5 )’in simgesi (205; ©®*?) bulunur. [

ili) p = = 3 mod 10 olsun. Bo6liim gruplarimin her ikisinin de PGL(2, p)’ye

izomorfik oldugunu ispatlamistik. r,”> = s,”*' = I bagintilar1 saglanir. Yine ii)
durumunda oldugu gibi Kp,u(\/g )= Hp(\/g )’in simgesi

(1 +—E—(p? -3p-2); w(#‘;]]

4(p+1p
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bulunur (burada p + 1 gift oldugundan / = m olduguna dikkat ediniz).

3.6.12. Ornek. p = 3 olsun. O zaman H(+/5 ¥K3u(+/5 ) = H(«/5 YH3(/5)
= PGL(2, 3) = S; ve bu nedenle

K3u(+5) = Hy(+/5) = (0; o'¥)

olur. O

iv) p = 2 olsun. Bu durumda H(+/5 /K3,(+/5) = Ds diir. H(+/5)’in D,
tizerine olan homomorfizminin ¢ekirdegini Ya(+/5) ile gostermigtik ve simgesini
(0; 00?) olarak bulmustuk. O halde Kau(+/5), Y3(+/5) dir ve simgesi (0; ©®)
olup, ranki 4 olan serbest bir gruptur. Yani

Kzu(+/5) =Fs
olur. Yine H(+/5 YHx(+/5 ) = Dg bulmugtuk. Bu durumda da Ha(+/5 ), Ye(+/5) dir
ve simgesi (0; ©®) olup, ranki 7 olan serbest bir gruptur. Yani
Hy(V5)=F,

dir.

Simdi benzer hesaplamalan H(+/7 )'nin denklik alt gruplar: igin yapalim.

i) p = 2 olsun. H(~/7 YKyu(V7) = D3 ve H(+/7 )/Hy(+/7 ) = Ds oldugunu
biliyoruz. Bu durumda Kg,u(ﬁ Y'nin simgesi (0; ©®) ve Hy(V7 )’nin simgesi (0;
«o®) olur.

ii) p = 7 olsun. H(7 )/K—,,o(ﬁ ) = C; elde etmistik.lR ve S’nin her ikisi,
C’nin tiretecine resmedildiginden

Kro(+/7) = H(J7)

buluruz. H(ﬁ )/H7(\/7 )=Cuuz=(a,B,7: a?=p" =y"=1) bulmustuk. Yine
H+(+/7 )’in simgesi (3; ©®) olarak bulunur.

iy p=+1,+3, 9 mod 28 olsun. H(v7 YKpu(+/7) = PSL(2, p) ve
H(+/7 YH(//7) = C; x PSL(2, p) oldugunu gostermigtik. Benzer sekilde yine r,
ve s, sirastyla R ve S’nin PSL(2, p)’deki resimleri ise r,> = s,,’ = t,” = [ bagintilari,
r, ve's, sirastyla R ve S$’nin C; x PSL(2, p)’deki resimleri ise (r,)* = ()" = (tp)

= I bagintilani saglanir. Burada da /, p’ye bagh olarak degisir ve S’nin tek
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kuvvetleri tek, ¢ift kuvvetleri ¢ift elemanlar oldugundan / tek iken m = 2/ ve / ¢ift
iken m = [ olur. Bu durumda Kp,u(ﬁ ) ve Hp(ﬁ ) gruplarinin her ikisi de serbest
gruplardir. p, Kp,u(ﬁ ) denklik alt grubunun H(ﬁ )’deki indeksi olmak iizere bu

alt grubun simgesi

(1 + - (pl - 2p — 21); oo+ 1P
4pl

bulunur. Yine p, Hp(ﬁ ) temel denklik alt grubunun H(ﬁ )’deki indeksi olmak

tizere bu alt grubun simgesi
(1+ Z;l;(pm ~2p - 2m); ¥ TP
bulunur.

3.6.13. Ornek. p = 3 olsun. / = 3 ve m = 6 dir. O zaman bu iki bolim
grubu sirastyla PSL(2, 3) ve C; x PSL(2, 3) diir. Bu nedenle K3,1(J_7_ ) =
K32(~/7 )’nin simgesi (0; 0®) ve H3(¥/7 Y'nin simgesi (1; ©*?) bulunur.

Yine p = 19 igin / = m = 10 olur. Kjo8(v/7) = Kio,1:(+/7 )'nin simgesi
(595; o®*) ve ng(ﬁ )'nin simgesi (1189; «'**) bulunur. 01

iv) p == 5, £ 11, 13 mod 28 olsun. Her iki durumda da bolim grubu
PGL(2, p) dir ve p’ye baglt olarak r,” = s, =1 ya da r,2 = s,”"! = I bagintilarinin
saglandigini soylemistik. Birinci durumda Kp,u(ﬁ ) ve Hp(ﬁ ) aym

{1+ H__ (p?-5p+2), oo(i—ﬁ%)]

4(p-Dp

simgesine ve ikinci durumda da ayni

H 2 3o .w(ﬁ)'%)
£1+4(p+l)p(p P-2) ]

simgesine sahiptirler (bu durumda da p — 1 ve p + 1 ¢ift oldugundan m = /
olduguna dikkat ediniz).
3.6.14. Ornek. p = 5 olsun. Bun durumdam =/=p-1=4 olup
H(7)/Ksu(+/7) = B(J/7 YHs(+/7 ) = PGL(2, 5)

dir ve
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Ksu(V7) = Hs(+/7 ) = (4; o)
elde edilir.

p=11olsun. Budurumdadam=17=p+1=12olup
Kiu(V7 ) = Hiy(4/7) = (216; 0%

bulunur, 0
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S(z) = € H(+/5) Déniigiimiiniin Bazi Kuvvetleri

z+\/§
s=(° —1) gz 19 -144y5)
1 45 (14445 521 )
sz_(_l —\BJ g [~1445 -s21)
V54 [ 521 37745
S3=(—«/§ —4) g [ -521 =37745)
4 345 377V5 1364
s“=["4 —3~/§) §15 -37745  -1364)
W5 11 1364 98745

)
o _[-35 —11J gio _ [~1364 —98745)
(11 85 9875 3571

,
o [-11 —sﬁj g7 [-98745  ~3s571
(85 29 3571 258445
S7_(—8J§ —29] gis_ [ -3571 -2584/5
29 21Y5 (258445 9349
¢ (—29 —21\/3) g9 (258445 -9349
215 76 [ 9349 6765V5
89_(-21\/5 —76} 82°=( -9349 - 67655
76 555 (67655 24476
g0 (—76 - 5545 g [~6765V5 - 24476
55v5 199 24476 1771145
511_(“55‘/5 -199J [ -28476 177115
199 144y5 177115 64079
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1771145
64079

=
|
(_
g
g
g

— 64079
4636845

463685
167761

S24 —
G2 =
—167761
12139345

~12139345

439204
— 439204
3178115

(~31781145
L 1149851

S29

(~1149851
83204045

2
|
g
g

S30 -

—8320404/5
3010349

~3010349
21783095

32 _

—2178309+/5
7881196

— 7881196
570288745

— 64079
4636845 )

— 4636845 )
167761 |

|
|
|
|

~1149851)
83204045 )

~167761
12139345

~1213934/5
439204

— 439204
31781145

—3178114/5
1149851

— 83204045 )
3010349

~3010349
217830945

~ 217830945
7881196

|
|
J

~ 7881196
57028875

~ 570288745
20633239
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g8 =

§¥ =

§%=

S4l

S43

44 _

_(-20633239 —1493035245 )

_(-1493035245  —54018521 )

[ -370248451 - 26791429645

_(-57028874/5  -20633239
(20633239  14930352y5

(149303525 54018521
(54018521 390881695

(~54018521 —390881694/5)
(39088169v5 141422324 |

~39088169y5 —141422324
141422324 1023341555

(141422324 -102334155y5 )
(1023341555 370248451

(~102334155¢5 —370248451 )
| 370248451 26791429645 )

(2679142965 969323029

(- 2679142965  -969323029
(969323029 70140873345

—969323029 - 70140873345
701408733v5 2537720636

¢ - [— 701408733v5 - 2537720636j

2537720636 18363119035
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S(z) = € H(+/7 ) Déniisiimiiniin Baz1 Kuvvetleri
z+ 1/7
S=(o —1J i _ [ —3191 -26407
1 7 264047 15289
Sz_(—l —ﬁ] s _ (26407 15289
J1 6 15289 126497
¢ = [-\/7 —6] a_ [ —15289 —1264947
6 5J7 1264947 73254
[ 6 —SJ_] g1 = (1264947 —173254
V7 L 73254 6060547
[ V7 -29 J glo_ [ ~73254  -60605V7
29 2447 (60605v7 350981
( — 2447 ) 17 _ [-6060547 ~350981
247 139 350981 2903767
g7 = [—2 —139] 18 _ [ —350981 —290376v7
139 1157 2903767 1681651
oo (439 —115\/7J o _ [~29037647 ~1681651
115J7 666 1681651  1391275V7
¢ [ 11547 —666] —1681651 —139127547
666  SS17 “l1301275y7 8057274
0 _ [ 666 —5517 J ~1391275\7 —8057274
55147 3191 8057274 66659997
gi_ [— 55147 -3191] ,_ [ -8057274 - 666599947
3191 264047 66659997 38604719




108

66659997
38604719

g2 = ('

gt _ [ ~38604719
3193872047

g% = (‘

~184966321
15302760147

— 886226886
733199285y7

¥~ 4246168109
35129688247

3193872047
184966321

15302760147
886226886

§26 —
§¥ =

73319928547
4246168109

g% =
g =

—-38604719

3193872045)
—31938720J7]

184966321

184966321
15302760147

~1530276017
886226886

~ 886226886 )
7331992857

— 7331992857 )
4246168109

— 4246168109
35129688247

20344613659

—-3512968824\f7J
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