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OZET

Bu doktora tezinde A := A (¢) = A + Ae dual sayilar halkasi ile koordinatlanan M (.4)
Moufang-Klingenberg (MK) diizlem sinifi incelenmistir. M (.A) nin kolinasyonlar grubunun
dortgenler lizerinde gegisken oldugu 6nemli sonucu elde edilmistir. Ayrica, ¢ifte oranin bazi
ozellikleri incelenerek “Bir dogru tizerinde ikiser ikiser aynit komsulukta olmayan dort nok-
tanin harmonik pozisyonda olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu noktalarin harmonik olmasidir.”
onermesi ispat edilmistir.

2000 Matematik Konu Siniflamasi: 51C05, 51A35, 51A10, 17D05

Anahtar Kelimeler: Moufang-Klingenberg diizlemleri, lokal alterne halka, dual sayilar

halkasi, Cayley cebirleri, 4-geciskenlik, projektif kolinasyon, ¢ifte oran
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ABSTRACT

In this doctoral thesis a certain class of Moufang-Klingenberg (MK) planes M (.A) coor-
dinatized by the ring of dual numbers A4 := A (¢) = A + Ac is investigated. The important
result that the group of collineations of M(.A) is transitive on quadrangles is obtained. Be-
sides, by being investigated some properties of cross-ratio it is proven that this lemma: “Any
pairwise non-neighbour four points on a line are in harmonic position if and only if they are
harmonic.”

2000 Mathematical Subject Classification: 51C05, 51A35, 51A10, 17D05

Key Words: Moufang-Klingenberg planes, local alternative ring, ring of dual numbers,

Cayley algebras, 4-transitivity, projective collineation, cross-ratio
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GIRIS

Matematikte, geometri ile cebir arasinda ¢ok yakin iliskiler mevcuttur. Bu iliskiler
sayesinde konular hem daha netlesmekte, hem de problem ¢oziimleri kolaylagmaktadir.

Projektif geometride her diizleme karsilik koordinatlama halkas1 dedigimiz bir cebir sis-
temi bulunmaktadir ki diizlemin geometrik 6zellikleri ile halkanin cebir 6zellikleri arasindaki
iligkileri belirlemek biiyiik 6Gneme haizdir.

Bu tezin amaglarindan biri (Blunck, 1992) de ele aliman A := A (¢) = A + Ae (A bir
alterne halka, e ¢ A ve €2 = 0) lokal alterne halkas1 yardimiyla koordinatlanan ve M(.A) ile
gosterilen 6zel bir MK-diizlem sinifi i¢in yukarida bahsedilen iligkileri aragtirmaktir. Bu se-
beple M(.A) nin kolinasyon grubunun dortgenler tizerinde gecisken oldugunun gosterilmesi
esas hedef olarak belirlenmistir. Bunu gostermek i¢in (Ciftci, 1988) deki yol, baz1 zorunlu
degisiklikler ve ilavelerle birlikte, takip edilmistir. Bu tezin bir baska amaci1 da Dezarg ve
Moufang diizlemlerinde ¢ifte oranin bazi iyi bilinen 6zelliklerinin M(.A) da arastirilmasi ve
bu sayede A nin cebirsel 6zellikleri ile M[(.A) nin geometrik 6zellikleri arasinda bazi iligkiler
elde etmektir.

Bu tez tli¢ boliimden olugsmaktadir.

1. boliimde projektif diizlemler ve PK-diizlemleri ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

2. bolimde ise bu ¢aligmanin temel aldigi M(A) 6zel MK-diizlem sinifi hakkinda ayrin-
til bilgiler verilmistir. Ayrica M(A) da literatiirde bulunmayan bazi doniisiimler tanimlan-
mis ve bunlarin M(A) nin kolinasyonlart oldugu yedi ayr1 6nerme halinde ispatlanmistir.
Sonra bu kolinasyonlar kullanilarak M(.A) nin kolinasyon grubunun dértgenler tizerinde
gecisken oldugu temel teoremine ulasilmstir.

Son boliimde ise projektif degismez olarak biiyiik 6neme sahip olan ¢ifte oran kavramin-
dan bahsedilmistir. Cifte oranin M(.A) da incelenmesi sonucu .4 nin cebirsel ve M(.A)
nin geometrik dzellikleri arasinda bazi iliskiler elde edilmistir. Oncelikle, (Blunck, 1991c)

de ¢ = [1,0,0] dogrusunun noktalar1 i¢in verilen ¢ifte oran tanim1 M(.A) nin tamamina



genisletilmistir. Sonra, M(.A) daki dogru tiplerine gore bu dogrular tizerindeki noktalarin
cifte oraninin hesaplanmasi icin basit bir yol verilmistir. Son olarak, geometrik bir 6zellik
olarak harmonik pozisyonda olma ile cebirsel bir 6zelllik olan harmoniklik arasinda iliski
kurulmus ve g = [1,0, 0] dogrusu iizerinde ikiser ikiser komsu olmayan dort noktanin har-
monik pozisyonda olmasi i¢in gerek ve yeter sartin bu noktalarin harmonik olmasi oldugu

onemli sonucu bulunmustur.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde projektif diizlemlerle ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmektedir. Ko-
nunun daha iyi anlagilmasi agisindan iki alt baslik altinda inceleme yapilacaktir. Bu-
rada verilen bilgiler i¢in (Kaya, 1992), (Stevenson, 1972), (Hughes, 1973), (Keppens, 1988),
(Ciftei, 1984) ve (Celik, 1995) ¢alismalari esas alinmistir.

1.1.  Projektif Diizlemle ilgili Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanim 1.1.1: Asagidaki aksiyomlari ger¢ekleyen bir U = (N, D) lineer uzayina projektif
diizlem denir.

PD1: Herhangi iki dogru kesisir.

PD2: Herhangi {igii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Genellikle; A noktalar kiimesinin elemanlari biiyiik harflerle, D dogrular kiimesinin
elemanlari kii¢iik harflerle gosterilir. A ve B noktalarindan gecen dogru AUB ile veya kisaca
AB ile gosterilir. Benzer sekilde a ve b dogrularinin arakesiti @ N b ile veya kisaca ab ile
gosterilir.

P4 (Dezarg Aksiyomu): Iki {icgenin karsilikli kdselerini birlestiren dogrular noktadas
ise bunlarin karsilikli kenarlarinin arakesit noktalar1 dogrudastir. Bu aksiyomu gercekleyen
bir projektif diizleme Dezarg diizlemi, aksiyomu gerceklemeyen bir projektif diizleme de
Dezargsel olmayan projektif diizlem denir.

Tanmim 1.1.2: A, B, C, D bir projektif diizlemin herhangi {i¢ii dogrudas olmayan farkl
dort noktast olsun. Bu noktalari ikiser ikiser birlestiren dogrularin ¢izilmesi ve bulunan
dogrularin ikiser ikiser kesistirilmesiyle elde edilen alti dogru ve yedi noktadan olusan bir
konfigiirasyona tamdortgen denir. Ayrica, A, B, C, D noktalarina tamdortgenin koseleri; AB
ve C'D, AC' ve BD, BC ve AD dogru ikililerine tamdortgenin karsilikly kenarlart; karsilikli
kenarlarin kesisme noktalarina, yani U = ABNCD,V = ACNBD,W = BCNAD
noktalarina, tamdértgenin késegen noktalar: denir.

Tamm 1.1.3: Igindeki biitiin tamdértgenlerin kdsegen noktalar1 dogrudas olan bir projek-



tif diizleme Fano diizlemi denir.

P6 (Fano Aksiyomu): Kapsanan her bir tamdortgenin kosegen noktalari dogrudas degildir.

Tanim 1.1.4: A, B, C, D Fano Aksiyomunu gercekleyen bir projektif diizlemde dogrudas
dort nokta olsun. Eger A ve B herhangi bir tamdortgenin iki kdsegen noktasi ise ve C' ile
D de tamdortgenin geri kalan karsilikli iki kenari iizerinde bulunuyorsa A, B, C', D sirali
nokta dortliisiine harmonik pozisyondaki noktalar (harmonik nokta dortliisii ya da harmonik
noktalar) denir ve genel olarak bu durum H(AB, C'D) ile gosterilir.

Bu tanim; A, B, C' ve D noktalarmin farkli olmasini gerektirir. Ciinkii, 6rnegin C' = D
olsa C noktas1 da tamdortgenin bir kdsegen noktasi olurdu. Bu ise Fano aksiyomunun
saglanmamas1 demektir. Diger noktalardan herhangi ikisinin esit olmasi da tamdortgen
tanim1 geregince miimkiin degildir. Karsit olarak A, B, C, D noktalar farkli alindiginda
tanimlayici1 tamdortgenin kdsegen noktalar1 dogrudas olamazlar, yani Fano aksiyomu gecerli
olur. Boylece Fano aksiyomu saglanmadik¢a harmonik nokta taniminin anlamli olamayacagi
sonucu ¢ikar. Bu harmoniklik tanimina Fano aksiyomunun dahil edilmesinin nedenidir.

Tamim 1.1.5: ¢ ve d projektif diizlemde herhangi iki dogru ve M de M ¢ cve M ¢
d olacak bi¢imde harhangi bir nokta olsun. Her X € ¢ noktasi i¢in ¢(X) = MX Nd
olacak bigimde belirlenen 1/ doniisiimiine ¢ dogrusunu d dogrusuna doniistiiren M merkezli
bir perspektiflik denir. Bu perspektiflik ¢ : d A/:{ cyada),, (¢, d) ile gosterilir.

Tanim 1.1.6: Bir projektif diizlemde sonlu sayida ayni tip perspektifliklerin bileskesine
izdiisel dontistim ya da kisaca izdiisellik (projectivity) denir.

Tamim 1.1.7: IP bir pojektif diizlem, M ve e de bu diizlemin sirasiyla belli bir nokta
ve belli bir dogrusu olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeye (M, e)—Dezarg Teoremi ve bu
teoremi gergekleyen IP projektif diizlemine (M, e)-Dezargsel diizlem denir: 1P diizleminde
M noktasindan perspektif herhangi { A, B, C'} ve {A’, B, C"} tiggenleri igin eger P = ABN
A'B' ve Q = AC N A’C’ noktalar1 e dogrusu iizerinde ise R = BC N B'C’'noktasi da e
izerindedir.

Tamim 1.1.8: IP ve IP’ herhangi iki projektif diizlem olsun. IP den IP’ ye IP nin nok-

talarin1 IP’ niin noktalarina, IP nin dogrularin1 TP’ niin dogrularina doniistiiren ve tizerinde



bulunma bagintisini koruyan birebir ve orten bir fonksiyon varsa bu projektif diizlemler
izomorftur denir, bu fonksiyona da bir izomorfizm denir. Bir projektif diizlemi kendisine
dontistiiren izomorfizme kolinasyon veya otomorfizm denir.

Teorem 1.1.9:

1) Bir projektif diizlemin biitlin kolinasyonlarinin kiimesi fonksiyon bileske islemine gore
bir grup olusturur (Bu grup G(I P) ile gosterilir).

11) d bir projektif diizlemde herhangi bir dogru olsun. d yi kendisine doniistiiren izdiisel
doniigtimlerin kiimesi fonksiyon bileske islemi altinda bir grup olusturur (bu grup G;(d) ile
gosterilir).

Tamim 1.1.10: IP projektif diizleminin G(IP) kolinasyonlar grubunun peryodu 2 olan
birimden farkli her elemanina bir involusyonlu kolinasyon ya da kisaca involusyon denir.

Tamim 1.1.11: f, bir IP projektif diizleminin bir kolinasyonu olsun. IP nin bir M nok-
tasindan gegen her = dogrusu igin f(z) = x ise M ye f nin bir merkezi denir. Benzer olarak
IP nin bir e dogrusu tizerindeki her X noktasi i¢in f(X) = X ise e ye f nin bir ekseni denir.
Eger f nin bir M merkezi ve bir e ekseni varsa f ye IP nin bir (M, e)-merkezsel koli-
nasyonu ya da (M, e)—perspektifligi denir. Ayrica eger M € e ise f ye Oteleme (translation
ya da elation), M ¢ e ise f ye homoloji denir.

Gosterim: IP nin (M, e)-merkezsel kolinasyonlar grubu G(M, e) ile gosterilir.

Tanim 1.1.12: IP bir projektif diizlem, M ve e de bu diizlemin sirasiyla belli bir nokta
ve belli bir dogrusu olsun. IP de asagidaki 6zelliklerde verilen herhangi X ve Y nokta cifti
icin f(X) = Y olacak bicimde bir f € G(M, e)-merkezsel kolinasyonu varsa IP diizlemi
(M, e)—gegiskendir denir:

)X #MveY # M,

i) X ¢eveY ¢e,

1) M, X, Y dogrudas

Kii¢iik Dezarg Teoremi: IP bir projektif diizlem olsun. X € x 6zelligindeki her X nok-
tast ile her = dogrusu ve X den perspektif olan herhangi { A, B, C'} ve {A’, B’, C"} tiggenleri
icin AB N A'B’ ve AC N A’C" noktalar1 = dogrusu iizerinde ise BC' N B'C'noktas1 da z

uzerindedir.



Tanim 1.1.13: Kiigiik Dezarg Teoremini ger¢ekleyen bir projektif diizleme kiiciik dezargsel
diizlem ya da Moufang diizlemi denir.

Teorem 1.1.14: Herhangi bir IP projektif diizlemi i¢in asagidaki onermeler es anlamlidir:

1) IP diizlemi bir Moufang diizlemidir.

ii) M € e olmak tizere her M noktasi ve her e dogrusu i¢in IP diizlemi (M, e)—geciskendir.

Tamim 1.1.15: IP bir projektif diizlem, e de bu diizlemin bir dogrusu olsun. Eger IP her
X € enoktast igin (X, e)-gecisken ise IP ye (e, e)-gegisken denir.

Teorem 1.1.16: Herhangi bir IP projektif diizleminin Moufang diizlemi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart d ve e gibi farkl iki dogru igin (d, d)—gegisken ve (e, e)—gecisken olmasidir.

1.2. Diizlemsel Sexternary Halkalar ve Projektif Klingenberg Diizlemleri

Bu boliimde diizlemsel sexternary halka olarak isimlendirilen bir cebirsel yap1 yardimiyla
genel bir projektif Klingenberg diizleminin nasil koordinatlandig1 (Keppens, 1988) den
Ozetlenecektir. Bu koordinatlama projektif diizlemler icin verilen koordinatlamanin bir
genellemesidir. Daha fazla bilgi i¢in ayrica (Bacon, 1976) ya bakilabilir.

Tanmim 1.2.1: N noktalar kiimesini, D dogrular kiimesini, € iizerinde olma bagintisini
ve ~ N ve D iizerinde bir denklik (komsuluk) bagintisin1 gostermek iizere asagidaki sartlar
saglayan bir M = (N, D, €, ~) yapisina bir projektif Klingenberg diizlemi denir ve kisaca
PK ile gosterilir.

(PK1) Komsu olmayan herhangi iki A, B € N noktasin1 birlestiren tam olarak bir d € D
dogrusu vardir,

(PK2) Komsu olmayan herhangi iki ¢, d € D dogrusunun tam olarak bir N € N arakesit
noktasi vardir,

(PK3) M den bir M* = (N*, D*, €) projektif diizlemi tizerine her A, B € Nvec,d € D
icin

V(A)=V(B)< A~BveVU(c) =¥(d) < c~d
sartlarini saglayacak bi¢cimde bir ¥ epimorfizmi vardir.
Tanim 1.2.1 geregi bir PK-diizleminin ayn1 komsulukta olan herhangi iki noktasindan hig

dogru gecmeyebilir veya bir tek dogru gegebilir veyahut da pek ¢ok dogru gegebilir.



Tanmim 1.2.2: Eger A ~ B ve B € d olacak sekilde bir B € N noktasi varsa A € N
noktasi d € D dogrusunun yakinindadwr denir ve bu durum A ~ d ile gosterilir.

Teorem 1.2.3: PK-diizleminde bir A noktasinin bir d dogrusuna yakin yani A ~ d olmasi
icin gerek ve yeter sart bazi ¢ ~ d dogrulari i¢in A € ¢ olmasidir (Celik, 1995).

Simdi projektif diizlemlerde bilinen bazi kavramlarin PK-diizlemlerindeki karsiliklar
Ozet olarak verilecektir:

Tanmim 1.2.4: h, k € D, C' € N, C' » h, k olsun. Bu takdirde h lizerindeki noktalardan &
h —k
X —-XCnNk
C' merkezli bir perspektiflik denir ve o (k, h) ile gosterilir.

iizerindeki noktalara tanimli, 1.1 ve Grten bir o : dontistimiine /~ dan k ya

Tanim 1.2.5: M nin kendisi lizerine 1-1, 6rten, komguluk bagintisini ve iizerinde olmay1
koruyan bir doniisiimiine M nin bir kolinasyonu denir.

Bir kolinasyonun merkez ve ekseni projektif diizlemlerdeki gibi tanimlanir.

Tanim 1.2.6: "Her A, B € Ni¢cin A =~ M, B »~ M, A » e, B = e 0zelligindeki M
noktast i¢in A, B, M dogrudas ise A y1 B ye doniistiiren bir (M, e)-merkezsel kolinasyonu
vardir." sart1 saglaniyorsa M (M, e)-geciskendir denir.

Bir M PK-diizlemi i¢in asagida verilen koordinatlama baz1 kii¢lik diizenlemelerle
(Keppens, 1988) den alinmustir.

Tanim 1.2.7: M = (N, D, €, ~) bir PK-diizlem olsun ve (O, X,Y, E) M nin bir baz1
(yani (U(0),¥(X),¥(Y), ¥(E) kanonik goriintiisii M* projektif diizleminde bir tamdort-
gen) olsun. OY := dy, OX = dy, XY = do, XENdy == E;, YENdy := FEy,
E1Es Ndy := E4 biciminde gosterilsin (Bkz. Sekil 1.2.1).

H, : ={NeN | Nedy,N~Y}
I, : ={NeH, | N~O}
ve H; kiimesinin kardinalitesi & olsun (burada k sonsuz olabilir). Ozel olarak 0 ve 1 i bulun-
duran ama oo semboliinii herhangi bir eleman olarak kapsamayan kardinalitesi £ olan bir R
kiimesi alinsin. 1:1 ve 6rten bir ¢ : H; — R fonksiyonu tanimlansin ve 6zel olarak 6 (O) = 0
ve 0 (E;) = 1 olsun. Ayrica 0 (I;) = Ry denilsin (Burada Ry C R oldugu agiktir.). Boylece
H; kiimesinin elemanlar1 ile R kiimesi arasinda 6 yardimiyla bir esleme kurulmustir. Bu

esleme yardimiyla M nin nokta ve dogrular1 koordinatlacaktir.



M nin noktalarinin koordinatlanmasi:

Sekil 1.2.1

i) A € dy — [Y] (Burada [Y] ile Y nin komsugundaki noktalarin kiimesini gosterilmekte-
dir.) ve # (A) = z ise A = (0, z) alinsin.

ii) B € dy — [X] olsun. E,, ~ B oldugundan E. B dogrusu ve dolayisiyla B’ =
E.. B N d; noktast iyi tanimlidir. B » X oldugundan B’ ~ Y dir. B’ = (0, x) koordinatina
sahip ise B = (z,0) alinsin.

iii) C' » d, ise bu takdirde XC ve YC dogrulariile C' = XC Ndy, C”" = YC Ndy
noktalar1 iyi tanimlidit. C' » d, oldugundan C" = Y ve C” » X dir. C" = (0,y),
C" = (z,0) ise C' = (z,y) alnsin.

iv) S € dow N [Y] igin S » E; oldugundan SE; dogrusu ve dolayisiyla S' = SE; N dy
noktast iyi tanimlidir. S ~ Y oldugundan SE; ~ d; ve 8" ~ O dur. §' = (w,0) iken
S = (00y), olarak alinsin. Burada w € R, dur.

v) T € dy N [Y] i¢in TE, dogrusu ve 7" = T'Ey N dy noktast iyi tammhidir. 7' ~ Y
oldugundan 7" ~ Y dir. 7" = (00,), iken T" = (00p), almsin. Burada z € R, dir.

vi) U € [Y] iken OU ve XU dogrulari ile U' = OU N dy, ve U” = XU N dy noktalart
iyi tammlidir. U ~ Y oldugundan U’ ~ Y ve U” ~ Y dir. U’ = (00,), ve U" = (00y), ise
U = (00y), almsin. Burada w, z € R, dur.

vii) F' € dy — [Y] olsun. Bu takdirde F'Ey dogrusu ve F' = FE,; N d; noktast iyi
tammlidir. F' Y oldugundan F’ ~ Y dir. F' = (0,y) ise ' = (y), alnsin.



viii) G € dy N [X] iken GE,, dogrusu ve G’ = G E, N d; noktast iyi tanimhidir. G ~ X
oldugundan G’ ~ Y dir. G’ = (00p), ise G = (0), alinsin.

ixX) H ~ dy ve H » Y olsun. Bu takdirde OH ve Y H dogrulariile H' = OH Nd,
ve H” = Y H N dy noktalar1 iyi tanimhdir. H ~ d., oldugundan H” ~ X dirve H ~ Y
oldugundan H' ~ Y dir. H' = (y), ve H" = (0), ise H = (y), alinsin. Burada z € R, dir.

Bu koordinatlamaya gore; O = (0,0), X = (0),, Y = (000),, £1 = (0,1), E5 = (1,0),
Ew=(1)yve £ =(1,1) dir.

M nin dogrularinin koordinatlanmasz:

1) Y ~ d 6zelligindeki bir d dogrusu ise A = dNd., ve B = dNd; noktalari iyi tanimlidir.
Y » doldugundan A, B ~ Y dir. A = (m), ve B = (0,k) ise d = [m, k] alinsin.

i) Y ~ dved ~ d 6zelliginde bir d dogrusu ise A = d N d,, ve B = d N d; noktalar1
iyi tammlidir. Y ~ d ve d ~ d, oldugundan sirastyla A ~ Y ve B ~ X dir. A = (00,), Ve
B = (p,0) ise d = [p|,, alnsin. Burada n € R, dir.

iii) d ~ ds Ozelligindeki bir d dogrusu ise A = d N d; ve B = d N dy noktalari iyi
tammlidir. A = (00p),, ve B = (0), ise d = [00,], alnsin. Burada ¢,n € R, dir.

Bu koordinatlamaya goére d; = [0],, d2 = [0, 0], de = [00¢],, XE = [0,1], YE = [1],,
E\Ey =[1,1], E,,O = [1,0] dir.

Tanim 1.2.8: Bos olmayan bir R kiimesi tizerinde tanimh Gglii islemler 73, 15, ... , T,
olmak tizere (R, 11, T, ..., T,) (n + 1)-lisine n-ii¢li yapt denir.

Tamm 1.2.9: 0, 1 € R ve 0 # 1 olmak tizere bir (R, 11, 15, ... , T,,) n-ugli yapisinda
asagidaki sartlar saglaniyorsa yapiya n-ti¢lii halka denir:

TR1) 71, R X R x Riizerinde iyi tanimlidr,

TR2) Her a, b, ¢ € Rigin T1(a,0,c) = T1(0,b, c) = cdir,

TR3) Her a € Ri¢in Ti(a,1,0) = T1(1,a,0) = a d,

TR4) Verilen her a, b, ¢ € R igin T} (a, b, x) = ¢ olacak bigimde bir tek = € R vardir.

n-ii¢lii halkasinda 0 ve 1 elemanlar1 tek tiirlii bellidir.

M Tanim 1.2.7 deki gibi bir R kiimesi yardimiyla koordinatlanmis bir PK-diizlemi olsun.

M deki iizerinde olma bagintis1 kullanilarak R iizerinde alt1 {i¢lii islem asagidaki bicimde
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tanimlansin:
Ty (z,y,2) = ke V(r,y,2) € Rx Rx Rigin (y,z) € [z, k]
Th(z,y,2) = ke V(r,y,2) € Ry x Rx Rigin (2,y) € [k],
T3 (v,y,2) = ke V(z,y,2) € Rx Ry x Rigin (2), € [k, z]
Ty(x,y,2) = ke V(r,y,2) € Ry x Rx Ryigin (y), € [ook],
T5(v,y,2) = ke V(r,y,2) € Rx Ry x Ry igin (00,), € [,
Ts (x,y,2) = ke V(x,y,2) € Ry x Ry x Ryigin (00,), € [00,],

Ty iyi tanimhidir. Ciinkii ,y, 2 € R i¢in (v, 2) ile (x), noktalarindan gegen dogru d; e
komsu degildir ve dolayisiyla d; ile arakesit noktas: bir tektir. Bu arakesit noktasi, (cog), a
komsu olmadigindan (0, k) koordinatina sahiptir, yani k tek tiirli belirlidir. Ayni1 zamanda
T: (R x R x R) C R dir.

T, iyi tanimhidir. Clinkli © € Ry, y,2 € R igin (2,y) ile (0c0,), noktalarindan gegen
dogru d, ye komsu degildir ve dolayisiyla ds ile arakesit noktasi bir tektir. Bu arakesit nok-
tas1 (0), a komsu olmadigindan (%, 0) koordinata sahiptir. O halde & tek tiirlii belirlidir ve
Ty (Ryp x R x R) C R dir.

T3 iyi tammhdir. Ciinkii y € Rg, 2,z € R igin (2) , ile (0, z) noktalarindan gegen dogru
ile ds un arakesit noktas1 bir tek olarak belirlidir. Bu arakesit noktas (0og), a komsu ol-
madigindan (k), koordinatina sahiptir. Bundan dolay1 & tek tiirlii belirlidir ve 75 (R x Ry X R)
C R dir.

Ty iyi tanimhidir. Cinkii z, z € Ry, y € R i¢in (y), ile (c0g),, noktalarindan gegen dogru
ile d, nin arakesit noktasi tek olarak belirli olup (0), ile komsu oldugundan (0), koordinatina
sahiptir. Bu yiizden & bir tek belirli olup 7 (Ry X R X Ry) C Ry dur.

Ts iyi tanimlidir. Clinkii y, 2 € Ry, x € Rigin (00,) , ile (x, 0) noktalarindan gegen dogru
ds a komsu degildir. Bu yiizden d, ile bu dogrunun arakesit noktas1 bir tek olarak belirlidir.
Bu arakesit noktas1 (cog), ile komsu oldugundan (oo ), koordinata sahiptir. Bundan dolay1
k tek tiirlii belirlir ve T (R X Ry X Ry) C Ry dir.

Ts iyi tammhidir. x,y,2 € Ry igin (0o,)_ ile (0), noktalarmndan gecen dogru ile d; in

arakesit noktasi bir tektir ve bu arakesit noktas: Y ile komsu oldugundan (oog), koordinata
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sahiptir. Bu yiizden k bir tek olarak belirlidir ve T4 (Ry X Ro X Ry) C Ry dir.

Sonug olarak (R, T}, Ty, T3, Ty, Ts, Tg) 6-tglii yapisidir. Bundan sonra bu yapt i¢in 6zel
olarak sexternary yapt ismi kullanilacaktir. Asagidaki teorem, bir PK-diizlemi verildiginde
ona karsilik gelen (R, Ty, T3, T3, Ty, Ts,Tg) sexternary yapisimin hangi ozelliklere sahip
oldugunu ifade eder.

Teorem 1.2.10: M bir PK-diizlem ve M ye karsilik gelen sexternary yap1

(R, Ty, T, T3, Ty, T5,Tg)
olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
(PSRO) T3, R X R x R iizerinde iyi tanimlidir.
(PSR 1) R de asagidaki 6zelliklere sahip bir = denklik bagintist vardir:
1021,
(i) =, T ile uyumludur; yani a = o', b = ' ve ¢ = ¢ ise bu takdirde 77 (a, b, ¢) =
Ty (o', b, ¢) diir,
(iii) Sayet T3 (a, b, x) = 11 (a, b, y) ise bu takdirde = = y dir,
(iv) Sayet a 2 c iken T} (z,a,b) = T (x,c,d) ve T} (y,a,b) = T; (y, ¢, d) ise bu
takdirde x = y dir,
(v) Sayet a 2 ciken Ty (a, z,y) = Ty (a,2’,y') ve T1 (¢, x,y) = T1 (¢, 2’,y') ise bu
takdirde © = 2’ ve y = o/ diir,

Ry={z| z € Rvex =0} olsun.

(PSR 2) Ty, T3, Ty, Ts ve T islemlerinin tanim kiimeleri sirasiyla Rgx Rx R, Rx Ro X R,
Rox Rx Ry, Rx Ryx Ry ve Ryx Ryx Ry olup Ty (Ry X R x Ry) C Ry, Ts (R X Ry x Ry) C
Ry ve Ts (Ry X Ro X Ry) C Ry dir.

(PSR 3) Va,b,c € Rigin T} (a,0,c¢) =T (0,0, ¢) = ¢ dir.

(PSR 4) Vb, c € Rigin Ty (0,b,¢) = c dir.

(PSR5)Va € Ri¢in T} (1,a,0) =T (a,1,0) = a dir.

(PSR 6) Sayet T3 (a,b,c) = k yada T3 (a,b, c) = k ise bu takdirde k = ¢ dir.

(PSR7) a 2 ¢ olmak tizere Va,b,c,d € R i¢in T} (x,a,b) = T} (x, ¢, d) denkleminin R
de bir tek ¢6ziimii vardir.

(PSR 8) a 2 ¢ ve b = d olmak iizere Va,b,c,d € R igin Ty (z,a,b) = Ty (x,c,d)
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denkleminin R da bir tek ¢6zlimii vardir.

(PSR9) a 2 c¢ olmak iizere Ya,c € R ve ¥b,d € Ry i¢in Ty (z,a,b) = Ty (x,c,d)
denkleminin R, da bir tek ¢6zlimii vardir.

(PSR 10) Va,b,d € R ve Ve € Ry igin
vardir ve R X R dedir.

(PSR 11) Ya,b € R ve VYe,d € Ry ig:in - z } sisteminin bir tek ¢oziimi

sisteminin bir tek ¢oziimii

|| ||
SN
—

vardir ve Ry X R dedir.

(PSR 12) Va € R ve Vb, c,d € Ry igin sisteminin bir tek ¢oziimi

|| ||
SIS
——

vardir ve Ry x Ry dadr.

(PSR 13) a 2 ¢ olmak tizere Va,b,c,d € R igin ? EZ’?;J)) fz } sisteminin bir tek
1 ) -

¢Ozlimii vardir ve R X R dedir.
~ ) .. Ts(a,x,y)=0b . ..
(PSR 14) a 2 ¢ ve b = d olmak tizere Va, b, c,d € R igin Ty (., y) = d sisteminin
3\&y by -
bir tek ¢6zlimii vardir ve Ry x R dedir.
(PSR 15) a 2 ¢ olmak tizere Va, c € Rve Vb, d € Ry i¢in Is (Z’i’ y)="b } sisteminin
5

bir tek ¢6zlimii vardir ve Ry X R, dadir.

.. Ti(a,z,y) = ) e e
(PSR 16) Va,b,d € R ve V¢ € Ry igin T (c.y,z) = d sisteminin bir tek ¢oziimii
vardir ve R X R dedir.
.. Tsy(a,x,y) = . o .
(PSR 17) Ya,b € R ve ¥c¢,d € Ry igin Ty (e, 7) = d sisteminin bir tek ¢oziimii
4\ Y, -
vardir ve Ry X R dedir.
(PSR 18) Ya € R ve Vb,c,d € Ry igin ;5 EZ’Z’xy)) f d } sisteminin bir tek ¢oziimii
6\ Y -

vardir ve Ry x Ry dadr.

Tanim 1.2.11: 0,1 € R olmak iizere yukaridaki teoremde ifade edilen (PSR 0)-(PSR 18)
ozelliklerine sahip bir (R, T}, T3, T3, Ty, T5, Ts) sexternary yapisina bir diizlemsel sexternary
halka (PSR) denir.

Asagidaki teorem, bir PSR nin bir PK-diizlemin temsilinde kullanilabilecegini goster-
mektedir.

Teorem 1.2.12: (R, Ty, T3, T3, Ty, Ty, Ts) bir PSR olsun. Komsuluk bagintisina sahip bir
M = (N, D, €, ~) tizerinde olma yapis1 agagidaki gibi tanimlansin:

N (noktalar) kiimesi; =, y € R olmak tizere (x,y) ikililerinden, x € Rve y € Ry
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olmak tizere (x) , bi¢imindeki elemanlardan ve z,y € R, olmak lizere (00z) , bi¢imindeki

elemanlardan olugsmaktadir. D (dogrular) kiimesi; m, k € R olmak tizere [m, k| bigimindeki

elemanlar, m € Ry ve k € R olmak iizere [k|  bicimindeki elemanlar ve m, k € R, olmak

tizere [0og),, bigimindeki elemanlardan meydana gelmektedir.

€C N x D tizerinde olma bagintisi

(z,y) €

(z,9)

<
mMm H M H M H M

S

[m, k] < Ty (m,z,y) =k
[k],, & To(m,y,x) =k
[0k

m, k] < T5 (k,y,x) =m
[k,
[00k],,, & Tu(m,z,y) =k
[m, k]

k] o Ts (b 2) = m

[0ok),, € T6 (k,z,y) =m

biciminde, ~ komsuluk bagintis1 noktalar igin;

(,y) ~
(z,y) ~
(z,y) ~
(), ~
(x), ~
(00z), ~
ve dogrular igin;

[m, k]~
[m, k] o
[m, k]
[kl ~

(@) e r2r vey 2y
(z'),

(),

(o), e z=2d

(002

(02
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(Kl > (00K ]

[00k],, ~ (00K ]
biciminde tanimlansin. Bu takdirde M bir projektif Klingenberg diizlemidir.

Teorem 1.2.12 de insaa edilen PK-diizleminde; O = (0,0), X = (0),, ¥ = (000),,
E = (1,1) olarak ve OY dogrusu tizerinde olan fakat Y ye komsu olmayan noktalar1 b € R
olmak tizere (0, b) koordinatl olarak alinir ve de OY nin Y ye komsu olmayan noktalarinin
kiimesi ile R arasinda (0,b) — b seklinde bir doniigiim tanimlanirsa bu koordinatlamadan
ortaya ¢ikan PSR orijinal PSR olur.

Tamm 1.2.13: (R, T}, T», T3, Ty, 15, Tg) ve (R, 11, T35, T3, Ty, T%, T¢) bigiminde iki PSR
verilsin. Sayet a (0) = 0/, a(1) = 1/, Va,y € Rigin a(z) = a(2) & o = 2 ve
i€{0,1,2,3,4,5,6} olmak iizere T; nin tanim bélgesindeki V (a, b, ¢) i¢in « (T (a, b, ¢)) =
T! (a(a), (), (c)) ozelliklerine sahip 1:1 ve orten o : R — R’ doniisimii bulunabilirse
bu iki PSR izomorftur denir.

Teorem 1.2.14: K ve K’ iki PK-diizlem olsun. K nmn (O, X,Y, E) dortgenine gore
koordinatlama PSR si (R, Ty, Tz, T3, T4, T5, Tg) ve K' nin (O', X', Y’  E’) dortgenine gore
koordinatlama PSR si (R', 77, T3, T3, Ty, T%, T¢) olsun. Bu takdirde (R, T}, Ty, T3, Ty, T5, Tt)
ve (R, 11, Ty, T4, T,, T;, T¢) nin izomorf olmast igin gerek ve yeter sart o (O) = O', o (X)) =
X', a(Y) = Y' ve a(F) = E’ olacak bicimde bir & : K — K’ izomorfizminin var

olmasidir.



2. LOKAL ALTERNE HALKALAR VE MOUFANG-KLINGENBERG DUZLEMLERI

Bu bolimdeki amacimiz, ¢aliymamizin temel aldigi ve daha sonra M(.A) ile gosterile-
cek olan 6zel MK-diizlem sinifi hakkinda ayrintili bilgiler vererek M(.A) nin G ile gosterilen
kolinasyon grubunun dortgenler iizerinde gegisken oldugunu gostermektir. MK-diizlemleri
bir lokal alterne halka yardimiyla koordinatlandiklari i¢in 2.1 de lokal alterne halkalara genel
olarak deginilecek ve galisacagimiz cebirsel yapinin bazi 6zellikleri belirlenecektir. 2.2 de
ise bu ¢aligmanin temelini olusturan geometrik yapi olan M(.A) MK-diizlem sinifi tanitila-
caktir. Son olarak, kisim 2.3 de M(.A) MK-diizleminde yedi tane 6zel kolinasyon kurulacak
ve bunlar kullanilarak G nin dortgenler kiimesi iizerinde gegisken oldugu orijinal sonucu is-
patlanacaktir.

Bu kisimda kaynak belirtmeden verecegimiz tanim ve teoremler bir¢ok cebir kitabinda
rahatlikla bulunabilir. Ornek olarak (Fraleigh, 1989), (Jacobson, 1985), (Schafer, 1995),
(Zhevlakov, 1982) ve (Stevenson, 1972) yi verebilecegimiz gibi (Celik, 1995) i de dnerebili-

riz.

2.1. Lokal Alterne Halkalar

Biz bu ¢alisma boyunca verecegimiz cebirsel yapilarin hi¢birinde assosyatiflik 6zelligini
aramadigimizi vurgulamak istiyoruz.

Tamim 2.1.1: (H, +) bir abel grubu ve “.” H iizerinde tanimli bir i¢ islem olsun. Eger her
x,y,2 € Higin,

(x+y)z=xzz+yzvez (v+y) =zx+ 2y

sartlar1 gercekleniyorsa (H, +, .) lglisiine bir halka denir. Eger (‘H, .) sisteminin birim
elemani varsa (H, +, .) ya birimli halka, “” islemi degisimli ise bu halkaya degisimli halka
denir.

Tamim 2.1.2: Bir (H, +, .) halkasinin kendisi tizerine 1-1, 6rten ve her a, b € H igin,

)P(a+b)=(a)+D(b)

i) ® (a.b) = @ (b) . P (a)
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sartlarini saglayan bir ® doniisiimiine H {lizerinde bir anti-otomorfizm denir.

Tamim 2.1.3: Eger (H,+, .) bir birimli halka ve H\ {0} 1n her elemanmnin ¢arpmaya
gore tersi varsa (H,+, .) uglistine boliimlii halka veya aykirt cisim denir. Carpma iglemi

degismeli olan assosyatif bir boliimlii halkaya cisim denir.

T tane

Tamim 2.1.4: B bir boliimlii halka olsun. m = 0 esitligine uyan en kiigiik
n > 2 tamsayisina BB halkasinin karakteristigi denir. Eger boyle (sonlu) bir n tamsayis1 yoksa
B nin karakteristigi sifirdwr denir.

Tamim 2.1.5: (B, +, .) bir bolimlii halka olsun.

Z(B)={ze€B| z.y=uy.x hery € Bigin}

kiimesine B nin merkezi denir.

Herhangi bir halkanin merkezi bir cisimdir (Fraleigh, 1989).

Tamim 2.1.6: B bir boliimli halka olsun. Her 2,y € B igin a (ab) = (aa)b ve (ab) b =
a (bb) sol ve sag alterne sartlar1 saglaniyorsa 3 ye alterne boliimlii halka (ya da alterne cisim)
denir.

Tamm 2.1.7: V, F cismi lizerinde bir vektdr uzay1 olup V {izerinde bir ¢arpma i¢ islemi
tanimlansin. Eger V' bu isleme gore Vo € F, x,y € V i¢in

a(ry) = (ax)y =z (ay)

sartin1 saglayan bir halka ise V' ye JF iizerinde bir cebir denir.

Simdi alterne halkalar ile ilgili dort temel teoremi pespese verebiliriz.

Teorem 2.1.8: Bir alterne halkanin herhangi iki elemani tarafindan iiretilen altcebir
assosyatif cebirdir (Artin, 1957).

Teorem 2.1.9: A bir alterne halka olsun. Bu takdirde her z,y,w € A i¢in asagidaki
esitlikler gecerlidir (Pickert, 1955).

i) y ((zw) z) = ((yz) w) x (Skornyakov, 1953)

ii) (z (wz))y = = (w (zy)) (Hall, 1954)

iii) (zy) (wz) = 2 (yw) =

Bu esitliklere Moufang ozdeslikleri de denilmektedir.
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Teorem 2.1.10: Sonlu bir alterne halka bir cisimdir (Artin, 1957).

Teorem 2.1.11: (Bruck-Kleinfeld) Bir alterne halka ya assosyatiftir ya da kendi merkezi
iizerinde Cayley-Dickson cebiridir (Pickert, 1955) ya da (Stevenson, 1972).

Tanim 2.1.12: F herhangi bir cisim ve

Co = {ao + a1i1 + agis + agiz + agig + asis + agie + aziz | a; € F,i=0,1,2,....7}

olsun. C, daki iki elemanin esitligi ag + a1ty + ... + a7ty = by + bty + ... + bri; &
a; = b;, 1 =0,1,2,...,7 bigiminde, C,, daki @ islemi (toplama), (ag + a1y + ... + aziz) ®
(bo + ayiy + ... + briz) = ag+bo+ (a1 + b1) i1+ ...+ (a7 + b7) iy olarak ve ® ¢arpma iglemi
Cizelge 2.1.1 yardimiyla ve asagidaki dort 6zellikle birlikte tanimlansin:

1) j # kigini; ® 1 = —ip © 1 dir,

i1) Dagilma kurallar gegerlidir.

i) a € Figin aiiy, = a O 1, = 1 @ « dir,

iv) o, 5 € Figin a ® (fix) = (af) ® iy dir. C, nin karakteristiginin #2 olmasi duru-
munda ise (Jacobson, 1985, p. 448) de verilen carpim tablosu ile birlikte C,, nin

(1o = 1,141,149, 13 = 102, 4, i5 = 114, lg = lolq, 17 = (i192) i4)

biciminde bir bazi vardir. ¢y, cy,c3 € F sifirdan farkli skalarlar olmak {izere bu ¢arpim

tablosu asagidaki gibidir:

(O o [ i | i [ i | G5 | i i

’il Clio ig Clig i5 Cli4 -i7 -Cliﬁ
’ig Cgio -622.1 ’iﬁ i7 022.4 Cgi5

’i3 —01C27:0 ’i7 CliG -Cgi5 -0102i4
’i4 C3i0 -Cgil -C3i2 -Cgig
’i5 -Clcgio C32.3 Clcgiz
iﬁ -CQCgiO -CgCgil
’i7 010203i0

Cizelge 2.1.1

C, kiimesinin elemanlarina Cayley sayilar: denir.
Teorem 2.1.13: (C,, ®, ®) bir alterne halkadir (Schafer, 1995).
Tamim 2.1.14: (C,,, &, ®) alterne halkasina (F tizerinde) bir Cayley-Dickson cebiri denir.

Bu ¢alisma boyunca assosyatiflik sarti aranmayan bir cebirsel yap1 ile ¢alisacagimizi
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belirttigimizden Cayley-Dickson cebiri lizerinde ayrintili durmaya devam edecegiz. Bu
sebeple C,, iizerinde tanimli bazi doniistimlerden bahsedilecektir. Bu doniigiimler bu calis-

manin amacina ulasmasinda temel taslar1 olacak dnemde bir rol iistleneceklerdir.

Tanmm 2.1.15: » = z9 + 2101 + ... + z7iy € C, olmak {izere — : C, — C, igin
r — T = xy — 19, — ... — T7iy bigiminde tanimlanan doniisiime eslenik alma déniigiimii
denir.

Teorem 2.1.16: x € C, i¢cin T = z ve 2,y € C, icin 7y = y T dir. Bu nedenle eslenik
alma doniisiimii bir involusyonlu anti otomorfizmdir (Ferrar, 1981) ve (Jacobson, 1958).

Tamim 2.1.17: n : C, — F i¢in x — n (z) = 2T bigiminde tanimlanan déniisiime norm
form, n (z) e de x in normu veya norm formu denir.

Teorem 2.1.18: x € C,, v = x¢ + x1i1 + ... + z7iz ise n(z) = 2T = To = n(T) dir
(Celik, 1995).

Tanim 2.1.19: ¢ : C, — F i¢in z — t (z) = 5 (x + T) bi¢iminde tanimlanan doniisiime
iz form, t (x) e de x in izi veya iz formu denir.

Teorem 2.1.20: =,y € C, igin,

i) n (xy) = n(z)n (y) dir Norm form carpilabilirdir.).

ii) t (z) = t (T) dir (Ferrar, 1981), (Jacobson, 1958), (Schafer, 1995).

Teorem 2.1.21: ¢ iz formu lineerdir (Celik, 1995).

Tamm 2.1.22: C,xC, — Fyeherz,y € C,i¢inn (z,y) = (n(z+y) —n(zx) —n(y))
bi¢iminde tanimlanan doniisiime birlestirilmis form denir.

Teorem 2.1.23: Birlestirilmis form i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

i) n(z,y) = 3t (27) dir.

i1) Birlestirilmis form simetrik ve bilineerdir (Celik, 1995).

Teorem 2.1.24: ¢ iz formu simetriktir ve assosyatiftir. Yani, her z,y € C, i¢in t (zy) =
t (yz) ve her x,y,z € C, i¢in t (z (yz)) = t((xy) z) dir (Blunck, 1991a), (Ferrar, 1981),
(Jacobson, 1958), (Schafer, 1995).

Tanim 2.1.25: H bir halka ve a, b € H olsun. Eger a = xbx~! olacak bigimde bir x € H
elemani varsa a ve b elemanlarina esleniktirler denir.

a~b< dv € H 3a = xzbr~! bigiminde tanimh ~ bagntisina da esleniklik bagintisi
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denir.

Teorem 2.1.26: A bir alterne boliimlii halka, x,y € A olsun. Bu takdirde xy ile yx
esleniktirler (Celik, 1995).

Asagidaki teorem iz ve norm form tanimlariin direkt bir sonucudur:

Teorem 2.1.27: x € Fise t (x) = z, n(z) = x? dir (Celik, 1995).

Teorem 2.1.28: =,y € C, olsun. Bu takdirde, = ve y nin eslenik olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ¢ (x) = t (y) ve n (x) = n (y) olmasidir (Celik, 1995).

Teorem 2.1.29: z,y, z,u € C, iken,

i) (zy) (2u) ~ z (y (zu)) dir.

i) (zy) (za7 ') ~ yz = 2y ~ (yz) (z712) dir (Celik, 1995).

Teorem 2.1.30: Her z, v,y !, 2 € C, i¢in,

t((zy) (y'2)) =t(zz) =t (zx) =t ((y'2) (zy))

dir (Celik, 1995).

Teorem 2.1.31: Eslenik olma C,, iizerinde bir denklik bagintisidir (Celik, 1995).

Gosterim: Eslenik olma bagintisina gore bir © € C,, elemaninin denklik sinifi < x > ile
gosterilir.

<z>={yzy ' |yeC,}={y toy| yeC,}dr

Teorem 2.1.32: z € C, olsun. Bu takdirde,

i) (z71) = (z)~" dir.

i) < x >=< 7T > dir (Celik, 1995).

Teorem 2.1.33: A Cayley boliimlii cebiri olsun. Bu takdirde iz formun asagidaki 6zellik-
leri gecerlidir:

i)Herz,y,z € Algint (x (yz)) =t ((zy) z) =t (2 (zy)) = t ((27) )

ii) Her z,y,2 € Avex # Oigint (z7! ((zy) 2)) = ¢ (yz) dir.

iii) Her z,y,2,b € Aveb# 0igint ((z (y (zb™1))) (b2)) = t ((zyz) 2) dir.

iv)Her z,y,z € Aigint (((zy) ) 2) =t ((yz) (2x)) dir (Celik, 1995).

2.2. M(A) MK-diizlem Sinifi
Bu béliimde (Blunck, 1991c), (Blunck, 1991b) ve (Celik, 1995) deki bilgiler derlenerek
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caligmamiza temel olusturacak bir MK-diizlem sinifi belirlenecektir.

Tanim 2.2.1: M bir PK-diizlem olsun. Eger her (M, e), M € e i¢in M, (M, e)-gecisken
ise M ye Moufang-Klingenberg diizlemi veya kisaca MK-diizlemi denir.

Teorem 2.2.2: M bir MK-diizlem iken M* kanonik goriintiisii bir Moufang diizlemidir
(Blunck, 1991¢).

MK-diizlemleri lokal alterne halkalar yardimiyla koordinatlanirlar. Asagida bir 6zeti
verilecek bu  koordinatlama, projektif diizlemler icin verilen koordinatlamanin
genellestirilmisi olan Dugas’ in verdigi metodun (Dugas, 1978) bir benzeridir. Bu koor-
dinatlamada, literatiirdeki tanimi ile ayni sonucu veren ancak ¢ok daha sade olan, dogrularin
koordinatlanmasi (iv ve v) i¢in kiiciik bir diizenleme yapilmistir.

Tanim 2.2.3: Ozdeslikli bir alterne halkanin birim olmayan elemanlarin I kiimesi bir
ideal ise halkaya lokal alterne halka denir.

Tanim 2.2.4: M = (N, D, €,~) bir MK-dizlem ve (O,U,V,E) M nin bir bazi,
yani (U(0), ¥ (U),¥(V),¥(E) kanonik goriintiisiit M* da bir tamdortgen olsun. OF := d,
dNUV := W ve UV := dbiciminde gosterilsin.

H: ={NeN | Ned,N=~W}
I : ={NeH | N~O}
ve H kiimesinin kardinalitesi k olsun (burada k simirsiz olabilir). Ozel olarak 0 ve 1 i bulun-
duran ama oo semboliinii herhangi bir eleman olarak kapsamayan kardinalitesi k£ olan bir R
kiimesi alinsin. 1:1 ve 6rten bir § : H — R fonksiyonu tanimlansin ve 6zel olarak 6 (O) = 0
ve 0 (E) = 1 olsun. Ayrica § (I) = Ry denilsin (Burada Ry C R oldugu agiktir.). Boylece H
kiimesinin elemanlari ile R kiimesi arasinda ¢ yardimiyla bir esleme kurulmustir. Bu esleme
yardimiyla M nin NV € N noktalar1 ve ¢ € D dogrulari, asagidaki gibi koordinatlanir:

Nedve NxWisef(N)=xise N = (x,z,1) bigiminde; w, z, ¢, n € I olmak iizere

)N = dyise NVNd= (z,z,1), NUNd = (y,y,1) iken N = (z,y,1) (bkz. Sekil
2.2.1),

)N ~dy, N = Vise ONNEV = (1,y,1), ( NVNUE)ONEV = (1,z,1) iken
N = (1,y, ) (bkz. Sekil 2.2.2),

i) N ~Vise ONNEU = (w,1,1), NUNd = (1,1, z) iken N = (w, 1, 2) (bkz. Sekil
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2.2.3),

iv)c o VisecNdy = (1,m,0) =, ¢cNOV = (0,k,1) iken ¢ = [m, 1, k] (bkz. Sekil
22.4),

V)c~V,cwdyise cNdy = (n,1,0),cNOU = (p,0,1) iken ¢ = [1, n, p] (bkz. Sekil
2.2.5),

vi) ¢ ~ do ise cNOU = (1,0,q), cNOV = (0,1,n) iken ¢ = [¢, n, 1] (bkz. Sekil 2.2.6)
bi¢iminde koordinatlanir.

Koordinatlamanin bir sonucu olarak, koordinatlama bazindaki elemanlarinin koordinat-

lart O = (0,0,1), U = (1,0,0), V = (0,1,0), E = (1,1,1) olur.

Sekil 2.2.1

<N=(1y,2)

Sekil 2.2.2



22

d.,
Sekil 2.2.3
Vv
......... d:[m,l,k]
O L @mo
i U
d,
Sekil 2.2.4
%
(n10)
:. (p,0,2)
G : U
d=[1,n,p] Ao

Sekil 2.2.5
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Sekil 2.2.6

(Baker, 1991) de yukaridaki gibi koordinatlanan bir MK-diizlem verildiginde H nin “+”

(132

ve ya gore etkisiz elemanlar: sirasiyla 0 ve 1 olan bir lokal alterne halka oldugu alti

icli islem yardimiyla gosterilmistir. Bu {iglii islemler yardimiyla, diizlemin iizerinde olma

bagintis1 agagidaki bigimde belirlenmistir:
(x,y,1) € [m, k| <= y=am+k
(x,y,1) € [I,n,p] <= x=yn+p
(z,y,1) ¢ [g,n, 1]
(Ly,2) € [m,1,k] < y=m+ zk
(1,y,2) ¢ [L,n,p]
(1,y,2) € [g,n,1] <= z=q+yn
(w,1,2) ¢ [m,1,k]
(w,1,2) € [1,n,p] <= w=n+2zp
(w,1,2) € lg,n, 1] <= z=wqg+n
Buna gore dogrular, lizerindeki nokta tiplerine gore, noktalar kiimesi olarak asagidaki gibi

yazilabilir:
m,1,k] = {(xz,am+k, 1)z e H} U{(1,2zk+ m,z)|z € I},
[Ln,p] = {(yn+py,DyeH}U{(2p+n,1,2)z€l},
[g,n.1] = {(L,y,yn+q)ly e H} U{(w, L, wg+n)|w eI}
(Baker, 1991) de koordinatlama ile ilgili olarak elde edilen genel sonug¢ asagidaki teorem ile

verilmistir.
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Teroem 2.2.5: M yukaridaki gibi koordinatlanmis bir MK-diizlem olsun. Bu takdirde
(H,+, -) lokal alterne halkadir ve I birimden farkli elemanlarin olusturdugu idealdir. M de
komsuluk bagintis1 asagidaki gibi karakterize edilebilir:

(T1,22,23) ~ (y,92,93) @2~y €Li=1,23
[z, 22, 23] ~ [y, 42, 05] S wi -y €Li=1,23

Teorem 2.2.6: Her lokal alterne halkaya karsilik bununla koordinatlanabilen bir MK-
diizlemi vardir ve tersine her MK -diizlemine karsilik bir lokal alterne halka bulunabilir (Baker,
1991).

MK-diizlem i¢in Tanim 2.2.4 de verilen koordinatlama, Tanim 1.2.7 de PK-diizlemler
icin verilen koordinatlamaya izomorftur.

MK-diizlem ve PK-diizlem i¢in verilen koordinatlamalarin ayni oldugu, noktalar i¢in

(,y) — (2,9,1)
®): — (Ly,2)
(00): — (w,1,2)
ve dogrular icin de
[m, k] — [m, 1,k
pl, — [Lnp]
A
bi¢ciminde tanimlanan f izomorfizminden hemen ¢ikarilabilir.
A 6zdegslikli bir alterne boliimlii halka olsun. A := A (e) = A + Ae (e € A, 2 = 0)
izerinde toplama ve carpma
(a1 4+ ase) + (b1 +boe) = (a1 +b1)+ (a2 +b)e
(a1 4 aze) (by + b2e) = aiby + (a1by + asby) e, (a;,b; € A, i=1,2)
seklinde tanimlansin.
Teorem 2.2.7: (A, +,.) bir lokal alterne halkadir ve birim olmayan elemanlarin olustur-

dugu kiime I = Ac¢ bir idealdir (Blunck, 1991b).

A nin birim olmayan elemanlarinin formal terslerinin kiimesi I™! ile gosterilir.
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Tamm 2.2.8: (ag) ' € I'!, t € A, g € A\I olsun. Bu takdirde

(ae) ™'+t : =(ae) " i=t+ (ag)”"
a(ae)™ = (age)”
(ae)tq : = (q_lae)fl

-1

((ae)_l) © =ae
bi¢iminde taniml1 olup I™! iizerinde diger islemler tanimli degildir.

Bu ¢alismada A, reel sayilar iizerinde bilinen D dual sayilar halkasinin (Benz, 1973)
bir genellemesi oldugundan, alterne dual sayilar halkasi olarak da isimlendirilebilir. A
hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Blunck, 1992) e bakilabilir. Biz ¢alismamizda kullacagimiz
baz1 6nermeleri vermekle yetinecegiz.

Teorem 2.2.9: A nin birlesmeli olmasi igin gerek ve yeter sart A nin birlesmeli olmasidir.

A nin merkezi Z ile gosterilsin. Bu durumda,

Z(A):=Z()=Z+Ze
kiimesi A nin merkezi olup A nin degismeli ve birlesmeli bir alt halkasidir (Blunck, 1992).

A daki k : © — T eslenik alma doniisimii A ya K : x1 + 296 — T1 + Toe bigiminde
genisletilir. A {izerinde ¢ ile gosterilen + — % (x + T) iz form ve n ile gosterilen x — xT
norm form doniisiimlerinin A da karsiliklari i¢in sirasiyla 7' ve N sembolleri kullanilacaktir.
t ve n doniistimlerinin sirasiyla 7" ve N nin A ya kisitlanmiglar1 oldugu agiktir. Bundan sonra
A ile Z tizerinde karakteristigi #2 olan bir Cayley boliimlii cebiri kastedilecektir.

Asagidaki teorem A da iz ile norm formun bazi 6zelliklerini belirtir.

Teorem 2.2.10: a,b,c € A, a = a1 + ase olsun. Bu takdirde (i)-(vii) asagidaki ifadeler
saglanir:

(i) A daki K eslenik alma doniigiimii bir involusyonlu Z (¢)-lineer antiotomorfizmidir.

(if) N(a) = N(a1) + f(a1, az)e olacak bigimde f simetrik bilineer form vardir.

(iii) T'(a) = T(ay) + T(ag)e ve T iz formu Z (¢)-lineerdir.

(iv) N(ab) = N(a)N(b) (Bu 6zellige N norm formun ¢arpilabilirligi denir.).

(v) T(ab) = T'(ba) (yani T iz form simetriktir.), 7'(a(bc) = T'((ab)c) (yani T iz form
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birlesmelidir.).

(vi) a* — T'(a)a + N(a) = 0 dir.

(vii)) N(a) = 0 < a € I dir. Eger a € A\ Ae ise a™! = N(a)"'a dir (Celik, 1995).

Teorem 2.2.11: Her a = a; + as€ i¢in,

D) far, a2) =T (a1a),

ii) T (a) =T (a), N (a) = N (a) dir (Celik, 1995).

Tanim 2.1.25 de verilen "=" esleniklik bagintisinin A daki karakterizasyonunu ifade eden
asagidaki teroemi verebiliriz:

Teorem 2.2.12: a.b € A, a = ay + ase ve b = by + bye olsun.

(1)ay € Zisea ~b< a; = by ve as =~ bs.

(i)a; ¢ Zisea =~ b< N(a) = N(b) ve T'(a) = T(b) (Celik, 1995).

Teorem 2.2.13: "=" bagintisi A tizerinde bir denklik bagintisidir (Celik, 1995).

Teorem 2.2.14: Her a, b, ¢ € A igin ab = ba ve a (bc) ~ (ab) ¢ dir (Celik, 1995).

Tamim 2.2.15: © € A elemaninin denklik sinifi < x > ile ve eger z € A ise < x >, ile
gosterilir.

Teorem 2.2.16: < x >p=< x > NA dir (Celik, 1995).

Tanim 2.2.17: n > 3 olmak iizere, ikiser ikiser farkli komsuluklarda olan ve herhangi
iicii komsu dogrular iizerinde olmayan sirali n-nokta kiimesine bir (siral1) n— gen denir. Ozel
olarak 3-gen ve 4-gen sirasiyla iicgen ve dortgen olarak adlandirilir.

Gosterim: A lokal alterne halkasi ile koordinatlanan MK-diizlem simifi M(A) ile gos-

terilecektir.

2.3. M(A) MK-diizleminde Baz1 Ozel Doniisiimler ve 4-geciskenlik
Bu boliimde, Moufang diizlemleri i¢in benzerleri literatiirde verilen bazi kolinasyon-
larin M[(A) daki karsiliklart verilecektir. MK-diizleminde dortgenler iizerinde gegiskenligin
miimkiin olup olmadig1 bu giine kadar tespit edilememistir. Biz esas olarak bu gegiskenligi
gostermeye calistik. Asagida verecegimiz doniisiimlere bu amacla ihtiya¢ duyulmustur.
Moufang diizlemlerinde dortgenler iizerinde geciskenligin varligr (Ciftci, 1988) gos-

terilmistir ki orada kullanilan doniisiimler ile burada kullandigimiz déniisiimler ayni sem-
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boller ile verilmesine ragmen doniisiimlerin elde edilis mantiklarinda ve kapsamlarinda fark-
liliklar bulunmaktadir. Ancak, I yalnizca sifirdan ibaret iken H bir alterne boliimlii halka
ve dolayisiyla M (H) bir Moufang diizlemi olur ki bu durumda verecegimiz kolinasyonlar
oradakiler ile ¢akisir. w, z, ¢, n € A olmak lizere;
a,bec Aigin T, :
(x,y,1) = (x +a,y +b,1), (1,y,2¢6) — (1,y + 2(b— ay)e, z¢),
(we, 1, ze) — ((w+ za)e, 1, ze)
[m,1,k] — [m,1,k+b—am], [1,ne,p] — [1,ne,p+ a— bnel,
[qe, ne, 1] — [ge, ne, 1]
a ¢ Tigin L,:
(z,y,1) — (az,aya, 1), (1,y,z2¢) — (1,ya, (za’l)g) ,
(we, 1,2ze) — ((a 'w)e, 1, (@ za™t)e)
[m, 1, k] — [ma,1,aka], [1,ne,p|] — [1, (a_ln)é,ap} ,
[ge, ne, 1] — [(ga)e, (a'na™ e, 1]
a ¢ Tigin F,:
(z,y,1) — (aza,ay,1), (1,y,z¢) — (1,a’1y, (a’lchl)g) ,
(we, 1, ze) — ((wa)e, 1, (za™")e)
[m, 1, k] — [a_lm, 1,ak:} , [1,ne,p] — [1, (na)e, apal ,
[ge, ne, 1] — [(a " qa™")e, (na™")e, 1]
I1;:
v ¢ Lise (z,y,1) — (27,27 'y, 1), w € Lise (z,y,1) — (1,y,2),
(1,y,ze) — (ze,y,1), (we,1,z2¢e) — (zg,1,we)
m,1,k] — [k,1,m], p € Lise [1,ne,p| — [p,ne, 1],

p¢Lise [1,ne,p] — [1,—(np e, p7 ], lge,ne, 1] — [1,ne, ¢e
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a,0€ Z(A), a,3¢ Tigin S, 5 :
(2,9,1) = (20,9, 1), (1,y,2¢) — (1,7 ye, (67" 2)e) ,
(we, 1,2e) — ((a'wP)e, 1, (o' 2)e)
(m, 1,k] — [8'ma, 1, kal, [1,ne,p] — [1, (e 'nB)e,pb]

[qge, ne, 1] — [(B"q)e, (@ 'n)e, 1]

F:
(x,y,1) — (y,z,1), y € Lise (1,y,ze) — (y,1,z¢e),
y ¢ Tise (1,y,z2¢) — (1,?[1, (y’lz)e) , (we, 1, ze) — (1, we, ze)
m € Lise [m,1,k] — [L,m,k], m ¢ Lise [m,1,k] — [m™", 1, —km™'],
[1,ne,p] — [ne, 1,p], [ge,ne, 1] — [ne, qe, 1]
s € Aigin G, :

(x,y,1) = (x,y —xs,1), (1,y,2¢e) — (1,y — s, 2¢) , (we, 1, ze) — (we, 1, z¢e)
[m, 1, k] — [m —s,1,k], [1,ne,p] — [1,ne,p+ ((ps)n)e],
[qe, ne, 1] — [(q¢ + sn)e, ne, 1]

dontigimlerini tanimliyoruz. Bu doniisiimlerin her birinin M (A) nin bir kolinasyonu oldugu,
asagida pespese verecegimiz yardimer teoremler yardimiyla ispat edilecektir. Her bir
doniisiimiin kolinasyon oldugu gosterilirken bu doniistimlerin 1-1 ve orten oldugunu gérmek
kolay oldugundan biz sadece doniisiimlerin {izerinde olma bagintisini ve komsuluk bagin-
tisin1 korudugunu (yani, 6rnek olarak I; doniistimii i¢in, sirasiyla N € d <=1, (N) €1, (d)
ve M ~N << L(M) ~I;(N)(~d <= IL(c) ~I(d)) 6nermelerinin gegerli
oldugunu) gostermekle yetinecegiz.

Yardimci Teorem 2.3.1: T, ;, doniisiimii M (.A) nin bir kolinasyonudur.

Ispat. T, , déniisiimiiniin iizerinde olmay1 korudugunun ispatini noktanin konumuna gore
iic duruma ayirarak veriyoruz. Ayrica bu durumlarin her birini de dogrunun konumuna gore
ti¢ alt kisma ayiracagiz.

I. DURUM: Alman noktanin koordinatlari (z,y, 1) olsun. Bu durumda T,; (z,y,1) =
(x+a,y+b,1)dir



29

1. (z,y,1) € [m,1,k] olsun. Bu durumda T, ([m,1,k|) = [m,1,k+ b — am] olup,
verilenlerden
y = axm+k <<= y+b=(@+a)m+k+b—am
= Tup(x,y,1) € Top ([m, 1, k])
sonucu bulunur.
2. (z,y,1) € [1,ne,p| olsun. Bu durumda T, ([1,ne,p]) = [1,ne,p + a — bne] olup,
verilenlerden
r = ynhe)+p < z+a=(y+bne+p+a—bne
< Tap(2,y,1) € Tay ([1,ne, pl)
sonucu bulunur.
3. (z,y,1) ¢ [ge, ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. Bu durumda T, 4, ([ge, ne, 1]) =
[qe, ne, 1] olup
Top (2,y,1) ¢ Tay (lge, ne, 1)
oldugu da koordinatlamadan agiktir.
II. DURUM: Alman noktanin koordinatlari (1, y, z¢) olsun. Budurumda T, (1,y, ze) =
(1L,y 4+ 2(b — ay)e, z¢) dir.
1. (1,y, ze) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda
Top ([Mm, 1,k]) = [m, 1,k +b— am]
olup, verilenlerden
y = m+(ze)k <= y+ze(b—ay) =m+ (ze)k+ z(b— ay)e
— y+z(b—ay)e=m+ze(k+b—am)
< Tup (1,9, 2¢) € Top (M, 1,k])
sonucu bulunur.
2. (1,y, ze) ¢ [1,ne, p| oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda
Top ([1,n8,p]) = [1,ne,p + a — bne]
olup
Tap (1,y,28) & Tap ([1,ne, p))

oldugu koordinatlamadan agiktir.
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3. (1,y, 2¢) € [¢e, ne, 1] olsun. Bu durumda T, ([ge, ne, 1]) = [ge, ne, 1] olup, verilen-
lerden
ze =qe+y(ne) <= Tup(1,y,28) € Tap ([ge, ne, 1))
sonucu bulunur.
III. DURUM: Alinan noktanin koordinatlart (we, 1, ze) olsun. Bu durumda
Top (we, 1, ze) = ((w + za)e, 1, z¢)
dir.
1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Burada
Top ([Mm,1,k]) = [m, 1,k +b— am]
olup koordinatlamadan dolay1
Tap (we, 1, ze) & Top ([m, 1, k])
sonucu bulunur.
2. (we, 1, ze) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda
Tup ([1,ne,p]) = [1,ne,p + a — bne]
olur ve
we =  ne+(ze)p <= we+ (z6)a=ne+ (ze)p+ (2¢)a
< (w+za)e =ne+ze(p+a—bne)
< Tup(we, 1, ze) € Top ([1,ne, pl)
sonucu bulunur.
3. (we,1,ze) € [ge,ne, 1] olmast i¢in gerek ve yeter sart ze = ne olmasidir. Diger
taraftan T, ([¢e, ne, 1]) = [ge, ne, 1] olup
Top (we, 1, ze) € Top ([ge, ne, 1))
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin yine ze = ne olmast oldugu asikardir.
Boylece T,; doniisiimiiniin miimkiin biitiin durumlarda {izerinde olmay1 korudugunu
gostermis olduk.
T, » doniisiimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum(i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri

yine nokta tiplerine gore ti¢ alt kisma ayrilacaktir.
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i. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (z,y, 1) olsun. Bu durumda T,; (z,y,1) =
(x+a,y+0b,1)dir

1. Top (u,v,1) = (u+ a,v + b, 1) olup

(,y,1) ~  (uv,1) <= z—ueclAhy—vel
<— (z+a,y+0b1)~(u+av+0b,1)
sonucu bulunur.
2. (z,y,1) = (1, u, ve) oldugu koordinatlamadan agiktir.
Tap (1, u,ve) = (1,u+ v(b— au)e, ve)
olup (x +a,y + b,1) »~ (1,u + v(b — au)e, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.

3. (z,y,1) » (ue,1,ve) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir. T,; (ue,1,ve) =
((u + va)e, 1, ve) olup yine koordinatlamadan dolay1 (x + a,y + b, 1) = ((u + va)e, 1, ve)
dir.

ii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (1, y, z¢) olsun. Bu durumda T, (1,y, ze) =
(L,y 4+ z(b — ay)e, z¢) dir.

1. (1,y,2¢) » (u,v,1) <= Tup (1,y,2e) *Typ (u,v,1) oldugu i. durumun 2. sikkinda
gosterilmistir.

2. Top (1,u,ve) = (1, u + v(b — au)e, ve) olup

(Ly,ze) ~ (Liuyve) <= y—uel
— (Liy+z(b—ay)e, ze) ~ (L, u+ v(b — au)e, ve)
sonucu bulunur.
3. (1,y, ze) = (ue, 1, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.
Top (ue, 1,ve) = ((u+va)e, 1, ve)
olup (1,y + z(b — ay)e, ze) » ((u + va)e, 1, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.
iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (we, 1, z¢) olsun. Bu durumda
Top (we, 1, 2ze) = ((w + za)e, 1, z¢)
dir.
1. (we,1,ze) = (u,v,1) <= Tup(we,1,ze) #Tyy (u,v,1) oldugu i. durumun 3.

sikkinda gosterilmistir.
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2. (we,1,ze) o (1u,ve) <= Tup (we, 1, 2e) #Typ (1, u,ve) oldugu ii. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

3. Tup (ue, 1,ve) = ((u+ va)e, 1,ve) oldugundan bu durum i¢in komsuluk bagintisinin
korundugu asikardir.

T,» doniistimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagintisini korudugunun ispati, dogru tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden {li¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine dogru tiplerine gore li¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagintisinin
korundugu noktalar i¢in yapilan islemlere ¢ok benzeyen islemlerle goriilebilmektedir.

O halde T, doniisiimii M(A) nin bir kolinasyonudur.g

Yardimci Teorem 2.3.2: L, doniisiimii M (.A) nin bir kolinasyonudur.

Ispat. Once Moufang 6zdesliklerini kullanarak L, doniisiimiiniin iizerinde olma bagin-
tisin1 korudugunu gosterecegiz. Bunu alinan noktanin koordinatlarina gore ii¢ durumda ya-
pacagiz.

I. DURUM: Almnan noktanin koordinatlari (z,y,1) olsun. Bu durumda L, (z,y,1) =
(az,aya, 1) dir.

1. (z,y,1) € [m,1,k] olsun. Bu durumda L, ([m, 1, k]) = [ma, 1, aka] olup, verilen-
lerden

y = zazm+k < aya=a(xm)a+aka
< aya = (ax)(ma) + aka <= L, (z,y,1) € L, ([m,1,k])
sonucu bulunur.

2. (z,y,1) € [1,ne,p| olsun. Bu durumda L, ([1,ne,p]) = [1,(a 'n)e,ap] olup,
verilenlerden

r = y(ne)+p <= ar=a(y(ne)) +ap
< ar=a(y(aa'n))e+ap < az = (aya) (a 'n)e +ap
<~ L,(z,y,1) € L,([1,ne,p])
sonucu bulunur.

3. (z,y,1) ¢ [ge, ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. Bu durumda L, ([ge, ne, 1]) =
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[((ga™)e, (a™tna=1)e, 1] olup
La (#,9,1) ¢ La ([ge, ne, 1])
oldugu da koordinatlamadan bilinmektedir.
II. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (1, y, ze) olsun. Bu durumda L, (1, y, ze) =
(1,ya, (za™1)e) dir.
1. (1,y, ze) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda L, ([m, 1, k]) = [ma, 1, aka] olup, verilenler-
den
y = m+(z)k <= y=m+(zk)e
<~ ya=ma+ ((2k)a)e <= ya=ma+ (((za'a)k)a)e
< ya=ma+ (za ') (aka)e <= L,(1,y,z2¢) € L, ([m,1,k])
sonucu bulunur.
2. (1,y,z¢e) ¢ [1,ne, p| oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda L, ([1, ne, p]) =
[1, (a™'n)e, ap] olup
Lo (1,y, 2¢) & La ([1,ne,p])
oldugu koordinatlamadan agiktir.
3. (1,y, ze) € [¢e, ne, 1] olsun. Bu durumda
L, ([ge,ne, 1]) = [(ga™ ), (a'na™ e, 1]

olup, verilenlerden

ze = qe+y(ne)
= (2¢)a ! =(ge)a” + (y(ne))a™' = (ge) a™" + (yaa™ (ne)) a™
< (za He=(qa e+ (ya) (a 'nat)e
< L, (1,y,z2¢) € L, ([ge, ne, 1))

sonucu bulunur.

III. DURUM: Alinan noktanin koordinatlart (we, 1, ze) olsun. Bu durumda
L, (we, 1,ze) = ((a " 'w)e, 1, (@ za™t)e)

dir.
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1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Burada,
L, ([m,1,k]) = [ma, 1, akd]
olup koordinatlamadan dolay1
L, (we,1,z¢e) ¢ L, ([m, 1, k])
oldugu agiktr.
2. (we, 1, 2¢) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda L, ([1, ne, p]) = [1, (a~*n)e, ap] olur ve

we = ne+(26)p
<~ alwe=ane+a’ (zp)e = a 'ne+a! (za’lap) €
— (a'w)e=(a"'n)e+ (e za ) (ap)e
<~ L, (we, 1,z¢e) € L, ([1,ne,p])
sonucu bulunur.

3. (we, 1, ze) € [ge, ne, 1] olsun. Diger taraftan

L, ([ge,ne, 1)) = [(ga™ ), (a 'na e, 1]

olup
(we,1,ze) €  [ge,ne, 1] <= ze =ne
< (a7 'za Ve =(a""na e
< L, (we,1,z2¢) € L, ([ge,ne, 1))
oldugu asikardir.

Boylece L, doniistimiiniin miimkiin biitiin durumlarda {izerinde olmay1 korudugunu goster-
mis olduk.

L, doniisiimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden ii¢ durum(i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine nokta tiplerine gore ti¢ alt kisma ayrilacaktir.

i. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (z,y, 1) olsun. Bu durumda L, (z,y,1) =
(az,aya, 1) dir.
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1.L, (u,v,1) = (au, ava, 1) olup a ¢ I olmak iizere
(x,y,1) (u,v,1) <= z—ueclAy—vel
a(z—u)elNna(ly—v)ael

ar —au € I N aya — ava € 1

[

(az,aya, 1) ~ (au,ava, 1)
sonucu elde edilir.

2. (z,y,1) » (1, u,ve) oldugu koordinatlamadan agiktir. L,, (1, u, ve) = (1, ua, (va™')e)
olup (az,aya, 1) = (1,ua, (va=t)e) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir.

3. (z,y,1) = (ue,1,ve) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir. L, (ue,1,ve) =
((a u)e, 1, (atva™1)e) olup yine koordinatlamadan dolayi

(ax,aya, 1) ~ ((a‘lu)s, 1, (a_lva_l)s)

dir.

ii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (1, y, z¢) olsun. Bu durumda L, (1,y, ze) =
(1,ya, (za™1)e) dir.

1. (1,y,2¢) » (u,v,1) <= L,(1,y,z¢e) =L, (u,v,1) oldugu i. durumun 2. sikkinda
gosterilmistir.

2. L, (1,u,ve) = (1,ua, (va~')e) olup a ¢ I olmak iizere

(Ly,ze) ~ (Liu,ve) <= y—uel
— (y—uwacl
— ya—uacl
<~

(1,ya, (za™")e) ~ (1,ua, (va™')e)
sonucu bulunur.

3. (1,y,2¢e) = (ue,1,ve) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir. L, (ue,1,ve) =
(a7 u)e, 1, (a wva1)e) olup (1,ya, (za1)e) = ((a tu)e, 1, (a tva=t)e) oldugu yine ko-
ordinatlamadan bilinmektedir.

iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, ze) olsun. Bu durumda

L, (we, 1, ze) = ((a " 'w)e, 1, (@ za™t)e)
dir.
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1. (we,1,2e) » (u,v,1) <= L,(we,1,z2¢) »L,(u,v,1) oldugu i. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

2. (we,1,ze) w (Liu,ve) <= L, (we,1,2¢) »L, (1, u,ve) oldugu ii. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

3. L, (ue, 1,ve) = ((a tu)e, 1, (e tva™1)e) olup bu durum igin komguluk bagmtisinin
korundugu asikardr.

L, doniisiimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, dogru tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine dogru tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagintisinin
korundugu noktalar icin yapilan islemlere cok benzeyen islemlerle goriilebilmektedir.

O halde L, doniistimiit M (.4) nin bir kolinasyonudur.g

Yardimci Teorem 2.3.3: F, doniisimii M(.4) nin bir kolinasyonudur.

ispat. Moufang 6zdesliklerini kullanarak F, doniisiimiiniin {izerinde olma bagintisini
korudugunu gosterecegiz. Bunu alinan noktanin koordinatlarina gére ti¢ durumda yapacagiz.

I. DURUM: Alman noktanin koordinatlari (x,y, 1) olsun. Bu durumda F, (z,y,1) =
(aza,ay, 1) dir.

1. (z,y,1) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda F, ([m, 1, k]) = [a~'m, 1, ak] olup

y = am+k < ay=a(zm)+ak=a(z(aa"'m)) + ak
< ay=(aza) (a”'m) +ak < F,(z,y,1) € F,(Im,1,k])
sonucuna ulagilir.

2. (z,y,1) € [1,ne, p] olsun. Bu durumda F, ([1, ne, p]) = [1, (na)e, apa] olup

r = y(ne)+p < axra=a(y(ne))a+ apa
<~ aza = (ay)(na)e + apa <= F,(z,y,1) € F,([1,ne,p])
sonucu bulunur.

3. (x,y,1) ¢ [ge, ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. Bu durumda F, ([ge, ne, 1]) =
[(a™'ga™1)e, (na=t)e, 1] olup

Fo(z,y,1) ¢ Fa (lge, ne, 1))

oldugu koordinatlamadan agiktir.
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II. DURUM: Alinan noktanin koordinatlar (1, %, ze) olsun. Bu durumda F, (1,y, ze) =
(1,a7y, (a™tza t)e) dir.
1. (1,y, ze) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda F, ([m, 1, k]) = [a~'m, 1, ak] olup
y = m+(z)k
— aly=a'm+a(zk)e=a'm+a (z(a"ak))e
— a'y=a'm+(atzat) (ak)e <= F,(1,y,2¢e) € F,(Im,1,k])
sonucu bulunur.
2. (1,y,z¢) ¢ [1, ne, p] oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda F, ([1, ne, p]) =
[1, (na)e, apa) olup
Fo(1,y,ze) ¢ Fo ([1,n¢,p])

oldugu koordinatlamadan agiktir.

3. (1,y, ze) € [ge, ne, 1] olsun. Bu durumda
F, ([gg,ne, 1)) = [(a 'qa™")e, (na™")e, 1]

olup

1 1

ze = qetyne) <= at(ze)at=at(¢ge)a +at (y(ne))a”
— (a'zaN)e=(a""ga e+ (ay) (na)e
< F,(1,y,z2¢) € F,([qge, ne, 1))
sonucu bulunur.
III. DURUM: Alinan noktanin koordinatlart (we, 1, ze) olsun. Bu durumda
F, (we, 1, ze) = ((wa)e, 1, (za™')e)
dir.
1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Burada,
F. (Im,1,k]) = [a~'m, 1, ak]
olup koordinatlamadan dolay1
F, (we, 1, z¢) ¢ F, (Im, 1, k])
dir.
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2. (we, 1, ze) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda F, ([1, ne, p]) = [1, (na)e, apa] olur ve
we = ne+(z2e)p
— (we)a=(ne)a+ ((z¢)p)a=(ne)a+ ((za"'a)p)a
< (wa)e = (na)e + (za™ ') (apa) e <= F, (we,1,z¢) € F, ([1,ne,p])
sonucu bulunur.
3. (we, 1, ze) € [ge, ne, 1] olsun. Diger taraftan
F, ([gg,ne, 1)) = [(a 'qa™")e, (na™")e, 1]
olup
F, (we, 1, ze) € F, ([ge, ne, 1))
olmast igin gerek ve yeter sartin (za~')e = (na™')e <= ze = ne olmasi oldugu asikardur.
Boylece F, doniisiimiiniin miimkiin biitiin durumlarda tizerinde olmay1 korudugunu goster-

mis olduk.

F, doniisiimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum(i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine nokta tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir.

i. DURUM. Alman noktanin koordinatlari (z,y, 1) olsun. Bu durumda F, (z,y,1) =
(aza,ay,1) dir.

1. F, (u,v,1) = (aua, av, 1) olup a ¢ I olmak iizere

(x,y,1) (u,v,1) <= z—ueclAy—vel
a(z—u)ac€lNha(ly—v)el

ara —aua € INay —av € 1

[

(azxa,ay,1) ~ (aua, av, 1)
elde edilir.
2. (z,y,1) = (1, u, ve) oldugu koordinatlamadan agiktir.
F, (1,u,ve) = (1,a  u, (a 'va™t)e)
olup (aza,ay,1) = (1,a  u, (a " va™)e) oldugu koordinatlamadan bellidir.
3. (z,y,1) = (ug, 1, ve) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir.

F, (ue,1,ve) = ((ua)e, 1, (va™')e)
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olup yine koordinatlamadan dolay1 (axa, ay, 1) = ((ua)e, 1, (va=')e) dir.

ii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (1, y, ze) olsun. Bu durumda F, (1,y, ze) =
(1,a7y, (a tza™t)e) dur.

1. (1,y,z2¢e) = (u,v,1) <= F,(1,y,ze) =F, (u,v,1) oldugu i. durumun 2. sikkinda
gosterilmistir.

2. F, (1,u,ve) = (1,a *u, (a " va=t)e) olup a ¢ T olmak iizere

(1,a 7'y, (aza™M)e) (1L,a 'y, (e tva™)e) <= a'y—aluel

at(y—u)el

y—uecl

[

(1,y, ze) ~ (1, u,ve)
sonucu bulunur.
3. (1,y, ze) = (ue, 1,ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.
F, (ue,1,ve) = ((ua)e, 1, (va™')e)
olup (1,a 'y, (a™tza™)e) = ((ua)e, 1, (va=t)e) oldugu koordinatlamadan bellidir.
iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, z¢) olsun. Bu durumda
F, (we, 1, z¢) = ((wa)e, 1, (za™")e)
dur.

1. (we,1,ze) = (u,v,1) <= F,(we,1,z2¢) »F,(u,v,1) oldugu i. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

2. (we,1,ze) » (1,u,ve) <= F,(we,1,ze) =F,(1,u,ve) oldugu ii. durumun 3.
stkkinda gosterilmistir.

3. F, (ue, 1,ve) = ((ua)e, 1, (va=')e) olup bu durum igin komsuluk bagintisinin korun-
dugu asikardir.

F, doniistimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, dogru tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine dogru tiplerine gore li¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagintisinin
korundugu noktalar i¢in yapilan islemlere cok benzeyen iglemlerle goriilebilmektedir.

O halde F, doniisiimii M (A) nin bir kolinasyonudur.g
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Yardimci Teorem 2.3.4: S, 3 doniisimii M (A) nin bir kolinasyonudur.
ispat. Sa, 5 doniisiimiiniin izerinde olma bagintisin1 korudugunu gérmek icin =,y € A,
¢ € Z(A) olmak tizere (cx)y = (zc)y = z(cy) = x (yc) = c(xy) = (xy) c esitliklerini
kullanmak yeterli olacaktur.
I. DURUM: Alman noktanin koordinatlart (x,y, 1) olsun. Bu durumda S, 5 (z,y,1) =
(xB,ya, 1) dir.
1. (z,y,1) € [m,1,k] olsun. Bu durumda S, s ([m, 1, k]) = [8~'ma, 1, ka] olup
y = xm—i—k<:>ya:(xm)a+ka<:>yoz:(x66_1m)oz—|—ka
— ya=(zf) (ﬁflma) +ka <= Sap(z,y,1) € Sap(im,1,k])
sonucu bulunur.
2. (z,y,1) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda S, 5 ([1, ne, p]) = [1, (o 'npB)e, pf] olup
r = y(ne)+p
= 1= (y(ne)B+p8 = 2= (yaa™" (ne)) B +ppB
< 16 =(ya)(anp)e+pB <= Sas(r,y,1) € Sap([1,ne,p])
sonucu bulunur.
3. (z,y,1) ¢ [ge, ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. Budurumda S, 5 ([¢e, ne, 1]) =
[(B~"q), (e 'n)e, 1] olup
Sap (%,y,1) ¢ Sas ([ge, ne, 1))

oldugu yine koordinatlamadan agiktir.

II. DURUM: Alman noktanin koordinatlari (1, y, ze) olsun. Budurumda S, 5 (1, y, ze) =
(1, B ya, (5_1z)5) dir.
1. (1,y, 2g) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda S, 5 ([m, 1, k]) = [8~'ma, 1, k] olup

y = mt(ze)k < fly=6""m+ B ((20) k)
= Blya=p"ma+ (87 ((2)k)) a
— fla=p"tma+ (B712) (ka)e
< Sap(l,y,2¢) € Sap(Im,1,k])
sonucuna varilir.

2. (1,y, ze) ¢ [1, ne, p] oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda S, 5 ([1, ne, p|) =
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[1, (™ 'npB)e, pA] olup
Sa.5 (1,9, 2¢) & Sas ([1,ne,p])

oldugu yine koordinatlamadan agiktir.

3. (1,y, ze) € [ge, ne, 1] olsun. Bu durumda
So.s (lgz.me. 1) = [(3”g)e. (o m)e, 1
olup
e = qety(ne) == 7 (2¢) =87 (ge) + B (y (ne))
= [ (ze) =87 (g) + B (yaa™ (ne))
= (B72)e = (B9 + (67 'ya) (o 'n)e
<= S.p(l,y,z¢) € Sap(ge, ne, 1))
sonucu bulunur.
III. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, ze) olsun. Bu durumda
Sag (we, 1, ze) = ((a 'wh)e, 1, (a '2)e)
dir.
1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Burada,
Sa5 ([m, 1,k]) = [87'ma, 1, ka]
olup koordinatlamadan dolay1
Sap (we, 1,2¢) & Sa 5 (Im, 1, k)
dir.
2. (we, 1, ze) € [1,ne, p] olsun. Bu durumda
Sas ([1,ne,p]) = [1, (o 'np)e, pf]
olur ve
ne+ (z6)p <= o' (we) =a " (ne) +a ' ((2€) p)
o7t (we) = o™ (ne) B+ o~ ((22)p)
(@™ 'wp)e = (a"'nfe + (a”'2) (pB) e
S (we, 1, z¢) € Su 5 ([1, ne, p])

we

Poo

sonucu bulunur.
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3. (we, 1, ze) € [ge, ne, 1] olsun. Diger taraftan

Sa,s (lge. e, 1]) = [(B7 q)e, (" 'n)e, 1]
olup
ze =ne <= (a '2)e = (a 'n)e < S,z (we,1,2¢) € Saz([ge, ne, 1))
oldugu asikardir.

Boylece S, 3 doniisimiiniin miimkiin biitiin durumlarda iizerinde olmay1 korudugunu
gostermis olduk.

Sa, s doniistimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden ii¢ durum(i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine nokta tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir.

i. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (z,y, 1) olsun. Bu durumda S, s (z,y,1) =
(xfB,ya, 1) dir.

1. S4 5 (u,v,1) = (uf,va, 1) olup «, 8 ¢ I olmak tizere

(,y,1) (u,v,1) <= z—uelAny—vel
(x—u)peln(y—v)acl
xf—uf el Nya—va el

(28, ya, 1) ~ (uf, va, 1)

[

elde edilir.
2. (z,y,1) = (1, u, ve) oldugu koordinatlamadan agiktir.
Sas (L,u,ve) = (1,5_11@, (ﬁ_lv)s)
olup (25, ya, 1) » (1, B ua, (ﬁflv)g) oldugu koordinatlamadan bellidir..
3. (z,y,1) = (ue,1,ve) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir. S, g (ue, 1,ve) =
(e tuB)e, 1, (e~ v)e) olup yine koordinatlamadan dolay1
(xB,ya, 1) ((a’luﬁ)e, 1, (oflv)a)
dir.
ii. DURUM. Alman noktanin koordinatlari (1, y, z¢) olsun. Budurumda S, 5 (1, y, 2¢) =
(1,5_13/04, (5_12')6) dur.
1. (1,y,2¢) = (u,v,1) <= S,p5(1l,y,2¢6) =S, 5(u,v,1) oldugu i. durumun 2.
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sikkinda gosterilmistir.
2.Sa5 (1, u,ve) = (1,8 'ua, (B~ 'v)e) olup a, B ¢ T olmak iizere
(Ly,ze) ~ (Luve) <= y—uel
— B lly—uwacl
— B lya—p luael
— (l,ﬁ_lya, (6_12)5) ~ (1, B ua, (ﬁ_lv)g)
sonucu bulunur.
3. (1,y, ze) = (ue, 1, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.
Sa,g (ug, 1,ve) = ((@ 'uB)e, 1, (o 'v)e)
olup (1, 87 'ya, (B7'2)e) = ((a'up)e, 1, (o 'v)e) oldugu koordinatlamadan bellidir.
iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (we, 1, z¢) olsun. Bu durumda
Sap (we, 1, 2¢e) = ((a‘lwﬁ)e, 1, (a_lz)e)
dur.

1. (we,1,ze) » (u,v,1) <= S, p(we,1,2¢) %S, 5 (u,v,1) oldugu i. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

2. (we, 1, ze) = (1,u,ve) <= S, 5(we, 1, ze) »S, 5 (1,u,ve) oldugu ii. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

3. Sap (ue, 1,ve) = ((a tup)e, 1, (™ v)e) olup bu durum igin komsuluk bagintisinin
korundugu asikardir.

Sa,5 doniisiimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagmtisim1 korudugunun ispati, dogru tip-
lerine gore degisiklik arz edeceginden {i¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her
biri yine dogru tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagin-
tisinin korundugu noktalar i¢in yapilan islemlere ¢ok benzeyen islemlerle goriilebilmektedir.

O halde S, 3 doniisimii M(.A) nin bir kolinasyonudur.g

Yardimci Teorem 2.3.5: 1; doniisiimii M(.A) nin bir kolinasyonudur.

Ispat. I; in iizerinde olma bagntisin1 korudugunu gostermek igin ispat1 3 duruma ayira-
biliriz:

I. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (x, y, 1) olsun.
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1. (z,y,1) € [m,1,k] olsun. O zaman y = zm + k olur ve (x,y,1) in I; altindaki

goriintiisii x in I da olup olmadigina bagh olarak degistiginden iki alt durum s6z konusudur.
1.1. z € Lise:
L (z,y,1) = (1,y,z) ve Ly (Im, 1,k]) = [k, 1, m]
olup
(x,y,1) € [ m,1,k] <= y=aom+k <= 1 (z,y,1) € I (Im, 1, k])
sonucu bulunur.
1.2. = ¢ Lise:
L (z,y,1) = (7 27y, 1) vely (Im, 1,k]) = [k, 1,m]
olur ve
y=am+k < v 'y=a"k+m < L (z,y,1) €1, (Im,1,k])
elde edilir.

2. (z,y,1) € [1,ne,p| olsun. O zaman = = y (ne) + p olur. (x,y,1) ve [1,ne, p| nin Iy
altindaki goriintiisii  ve p nin I da olup olmadigina baglh degistiginden dort alt durum soz
konusudur.

21.z €lvepelise:
L (z,y,1) = (1,y,x) ve Iy ([1,ne,p]) = [p, ne, 1]
oldugundan
r=y(ne)+p <= Iy (z,y,1) €I} ([1,ne,p])
sonucu bulunur.
22. z€lvep ¢ lise: (z,y,1) ¢ [1,ne,p| dir. Ciinkii (z,y,1) € [1,ne, p| olsaydi
x = (yn)e+polurduki, p ¢ I oldugundan, bu x ¢ I anlamia gelip kabul ile ¢eliski verirdi.
Ayn1 zamanda
L (xz,y,1) = (1,y,2) vel; ([1,ne,p]) = [1, — (np_l) 5,p_1]
olup Iy (z,y,1) ¢1; ([1, ne, p]) oldugu koordinatlamadan bellidir.
23. x ¢ 1Ivepelise: (z,y,1) ¢ [1,ne,p| dir. Ciinki (z,y,1) € [1, ne, p| olsaydi
x = y(ne) + p olurdu ki, p € I oldugundan, bu = ¢ I kabulii ile bir ¢eliski verirdi. Ayni
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zamanda
L (x,y,1) = (:z:’l,xfly, 1) ve I ([1,ne, p]) = [p, ne, 1]
olup I; (x,y,1) €I, ([1, ne, p]) oldugu koordinatlamadan bellidir.
24. 2 ¢ Ivep ¢ Lise:

I (z,y,1) = (x_l,x_ly, 1) ve I ([1,ne, p]) = [1, — (np_l) e,p_l]
olur. x ¢ Ive p ¢ T oldugundan x = x1 + x2¢, p = p; + poc olacak bigimde A da x; # 0,
p1 # 0 ozelliginde x1, x5, p1, p2 elemanlar1 vardir. Bu durumda 27 = 27 — 27 twea] e,
p~t = p;t — p;'pep; te olur. Hesaplamalar yaparak,
(z7h a7y, 1) € [1,— (np ') e,p ']
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin (n = n; + nec € I oldugundan n ara islemlerde nsye olarak

belirtilecektir.)

1

- -1
Ty —I

zory e = — ((z7'wn) (napr')) e +pi' — i 'papy e
oldugu kolayca bulunur. Esitligin sag tarafindaki ¢ bulunduran ifadeler ¢ parantezinde

toplanirsa 7+ = p; ' ve

wi waxyt = (27 'y1) (napy!) + pypopy 2.1)
esitlikleri bulunur. z;' = p;* esitliginden elde edilen z; = p; sonucu (2.1) esitliginde
kullanildiginda,

xfla}gxfl = (xflyl) (ngazfl) + xflpﬂfl

esitligi elde edilir. Bu esitlikte yer alan tiim degiskenler A Cayley boliimlii cebirinin eleman-

lar1 oldugundan Moufang 6zdeslikleri gegerlidir. Bu durumda,
v wary = ay (ying)ay o+ ay pary
= a1 ((nm2)ay' + pazy )
= 27 ((ne + p2)ay )
esitligi bulunur. Son esitligin sag tarafinda yer alan y;ny + po ifadesi bir tek eleman olarak

g0zoniine alindiginda, iki eleman tarafindan iiretilen cebirin birlesmeli oldugu kullanilarak,
vy twary = 2y (yana + pa)ay

esitligi elde edilir. Buradan, 6nce soldan z; ile sonra sagdan z; ile ¢arpma yapildiginda, yine
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iki eleman tarafindan {iretilen cebirin birlesmeli oldugu kullanilarak

To = Y1N2 + P2

oldugu bulunur. Boylece

(z,y,1) € [1,ne,p] = x1 = p1 ve 12 = y1na + o
elde edilmis olur. Buradan xse = (y1n2) € + poe ve 21 + 226 = o1 + (Y1n2) € + pac olup
x1 = py esitligi kullanilarak © = (y1m2) € + p1 + poc yazilabilir. (y; + yo)n = (y1n2) €
oldugundan x = y (ne) + p <= (z,y,1) € [1, ne, p| dir. Sonug olarak
(z,9,1) € [1,ne,p] <= 71 = p1 Ve Ty = y1na + P2
oldugundan I; incelenen durumda iizerinde olmay1 korur.
3. (z,9,1) ¢ [ge, ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. (z,y, 1) in I; altindaki goriin-

tiisi = in I da olup olmadigina bagl olarak degistiginden iki alt durumséz konusudur.
31.zelise: 1) (z,y,1) = (1,y,2z) ve I ([qe, ne, 1]) = [1, ne, ¢e] olup
L (z,9,1) ¢ L ([m, 1, k])
oldugu yine koordinatlamadan bellidir.
32.z ¢ Lise:
L (z,y,1) = ($_1,x_1y, 1) ve I; ([ge, ne, 1]) = [1, ne, ¢¢|
olup Iy (z,y,1) €l ([ge, ne, 1]) olsaydi 271 = ((z7'y)n + ¢) € bulunurdu ki bu z € I
celigkisini verirdi. O halde I; (x,y, 1) €1, ([1, ne, g¢]) dur.
II. DURUM: Alinan noktanin koordinatlar (1, %, ze) olsun. Bu durumda I; (1,y, z¢e) =
(ze,y,1) dir.
1. (1,y,z¢) € [m, 1, k] olsun. Budurumda Iy ([m, 1, k]) = [k, 1, m] olup
(1,y,2e) € [Im,1,k] <= y=m+ (ze)k <= L, (1,y,2¢) € I (Im, 1,k])
sonucu bulunur.
2. (1,y,z¢e) ¢ [1,ne,p| oldugu koordinatlamadan bellidir. [1, ne, p| nin I; altindaki
goriintiisii p nin I da olup olmadigina bagl olarak degistiginden iki alt durum s6z konusudur.

2.1. p € TLise: I ([1,ne,p]) = [p,ne, 1] oldugundan koordinatlamanin direkt bir
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sonucu olarak
i (1,y,2¢) ¢ L1 ([1,ne, p])
dir.
22.p ¢ lise:
I ([1,ne,p]) = [1, — (np_l) e,p_l] vely (1,y,ze) = (z¢,y,1)
olup (zg,y,1) € [1,— (np~1)e,p ] olsaydi p~! = ze + y (np~!)e € Tolurdukibup € I
celiskisine yol agardi. O halde I; (1, y, z¢) ¢1; ([1, ne, ¢e]) dur.
3. (1,y, ze) € [¢ge,ne, 1] olsun. Bu durumda I; ([¢e, ne, 1]) = [1, ne, ¢e] olup
(1,y,z2¢) € [ge,ne, 1] <= ze =y (ne)+qe < Li(1,y,z2¢) € I ([¢e, ne, 1])
sonucu bulunur.
ITI. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, ze) olsun. Bu durumda
I (we, 1, ze) = (ze, 1, we)
dir.
1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Burada,
L ([m, 1, k]) = [k, 1,m]
olup yine koordinatlamadan dolay1 I; (we, 1, ze) ¢1; (|m, 1, k]) sonucu bulunur.
2. (we, 1,z2¢) € [1,ne,p| <= we = ne+(ze) pdir. [1, ne, p] nin I; altindaki goriintiist
p nin I da olup olmadigina bagli olarak degistiginden iki alt durumda inceleme yapilir.
2.1. p € Tise: Iy ([1,ne,p]) = [p,ne, 1] oldugundan we = ne + (ze)p <
I (we, 1, ze) €l ([1,ne, p]) sonucu elde edilir.
22.p¢lise: 1, ([1,ne,p]) = [1,— (np~1)e,p!] olur ve

1= 1) (we, 1,2¢) € I ([1,ne, p])

we =ne + (28)p <= ze = —(ne)p ' + (we)p
sonucu bulunur.
3. (we,1,ze) € [ge,ne, 1] olmasi i¢in gerek ve yeter sart ze = ne olmasidir. Diger
taraftan I; ([ge, ne, 1]) = [1, ne, ¢g¢] olup
I (we, 1, z¢e) € 1y ([¢e, ne, 1))
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin yine ze = ne oldugu asikardir.

Boylelikle I; doniistimiiniin miimkiin biitlin durumlarda iizerinde olmay1 korudugunu
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gostermis olduk.

I; doniisiimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisini1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum(i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine nokta tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir.

i. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (x,y, 1) olsun.

1. (z,y,1) ~ (u,v,1) <= xz—u €€ IAy—v € ILdi. (z,y,1) ve (u, v, 1) noktalarinin I
altindaki goriintiisii  ve u nun I da olup olmadigina bagli olarak degistiginden ii¢ alt durum
s0z konusudur.

1.1. x ¢ Iveu ¢ Tiken Iy (z,y,1) = (74 27y, 1), 1; (u,v,1) = (vt utw, 1)
olur. x = x1 + T2e Ve y = y; + Y2 olmak lizere
(,y,1) (u,v,1) <= z—uelAy—vel
T1—ur=0Ay; —v1 =0
T1=u Ay ="
et —urt =0Az7 g —utey =0

st —utelnaly—utvel

[

(x’l,afly, 1) ~ (u’l,uflv, 1)
sonucu elde edilir.
1.2. r € Iveu ¢ Liken 1y (z,y,1) = (1,y,2), i (u,v,1) = (v, u"tv,1) olur.
Bu durumda (1,9, x) = (u=!, u~'v, 1) oldugu koordinatlamadan agiktir. (x,y,1) = (u, v, 1)
dir. Ciinkii (x,y,1) ~ (u,v,1) olsayd,, x € I Au ¢ I oldugundan, x — u ¢ I olur ki bu
miimkiin degildir.
13.z€Iveueclikenl (x,y,1) = (1,y,x),1; (u,v,1) = (1,v,u) olur ve
(x,y,1) ~ (u,v,1) <= y—velnrz—uel <= (1,y,x) ~ (1,v,u)
elde edilir.
2. (z,y,1) = (1,u, ve) oldugu koordinatlamadan agiktir. Ty (1, u,ve) = (ve,u, 1) dir ve
(x,y, 1) noktasmn I; altindaki goriintiisti z in I da olup olmadigina bagh olarak degistigin-
den iki alt durum s6z konusudur.

21. = ¢ Tise Iy (z,9,1) = (z7', 27 y,1) dir. Bu durumda (z7!, 271y, 1) =
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(ve,u, 1) dir. Cinkii (z7, 271y, 1) ~ (ve,u, 1) olsaydi z7! — ve € I olmasimi gerektirirdi
ki, z ¢ I oldugundan, bu miimkiin degildir.

22. z €lisel; (z,y,1) = (1,y,x) dir. Bu durumda (1,y,z) ~ (ve,u, 1) oldugu
koordinatlamadan bellidir.

3. (z,y,1) » (ue,1,ve) oldugu koordinatlamadan agiktir. (z,y,1) noktasinin I; al-
tindaki gorlintiisii = in I da olup olmadigina baglh olarak degistiginden iki alt durum soz
konusudur.

31. x ¢ Tise I; (x,y,1) = (2%, 271y, 1) dir. Bu durumda (z7, 271y, 1) ~
(ve, 1, ue) oldugu koordinatlamadan agiktir.

32.zelisely (z,y,1) = (1,y, ) dir. Bu durumda (1,y,z) » (ve, 1, ue) oldugu
yine koordinatlamadan agiktir.

ii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (1, y, z¢) olsun. Bu durumda I; (1,y, ze) =
(ze,y,1) dir.

1. (1,y,2¢) = (u,v,1) <= 11 (1,y,ze) »I; (u,v,1) oldugu i. durumun 2. sikkinda
gosterilmistir.

2.1, (1,u,ve) = (ve,u, 1) olup

(Ly,ze) ~ (Lu,ve) <= y—uecl <= (z2¢,y,1) ~ (ve,u, 1)
sonucu bulunur.

3. I (ue, 1,ve) = (ve,1,ue) olup (ze,y,1) = (ve,1,ue) ve (1,y,2e) = (ue,1,ve)
oldugu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, z¢) olsun. Bu durumda

I (we, 1, ze) = (ze, 1, we)
dur.

1. (we, 1, ze) w (u,v,1) <1 (we, 1, ze) =1 (u,v,1) oldugu i. durumun 3. sikkinda
gosterilmistir.

2. (we,1,ze) » (Liu,ve) <= I (we, 1,2¢e) =1y (1,u,ve) oldugu ii. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

3. I; (ue, 1,ve) = (ve, 1, ue) olup

(we, 1, ze) ~ (ue, 1,ve) <= (ze,1,we) ~ (ve, 1, ue)
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elde edilir.

I; doniisiimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, dogru tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine dogru tiplerine gore li¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagintisinin
korundugu noktalar i¢in yapilan islemlere cok benzeyen islemlerle goriilebilmektedir.

O halde I; doniisimii M(.A) nin bir kolinasyonudur.g

Yardimer Teorem 2.3.6: F doniisimii M (.A) nin bir kolinasyonudur.

ispat. F doniisiimiiniin {izerinde olma bagimntisini korudugunu gérmek kolaydur.

I. DURUM: Alman noktanin koordinatlari (x,y,1) olsun. Bu durumda F(z,y,1) =
(y,x,1) dir.

1. (z,y,1) € [m,1, k] olsun. O zaman y = xm + k olur. Bu durumda m nin I da olup
olmadigina bagli olarak iki alt durum s6z konusudur.

1.1. m € Lise: F(|m, 1, k]) = [1, m, k] olup
y=xzm+k < F(z,y,1) € F(m,1,k])
sonucu bulunur.
1.2. m ¢ Lise: F([m, 1,k]) = [m~, 1, —km™!] olup
y = am+k <= sm=y—k <= z=ym ' —km™*
<= F(z,y,1) € F([m,1,k])
dir.

2. (z,y,1) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda F([1, ne, p]) = [ne, 1, p] olup

r=y(ne)+p < F(x,y,1) € F([1,ne,p])
sonucu bulunur.

3. (z,y,1) ¢ [ge,ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. Bu durumda F([¢e, ne, 1]) =

[(ne, ge, 1] olup
F(z,y,1) ¢ F([ge, ne, 1))
oldugu yine koordinatlamadan agiktir.

II. DURUM: Alinan noktanin koordinatlar1 (1, y, ze) olsun.

1. (1,y, ze) € [m, 1, k] olsun. O zaman y = m + (z¢) k olur. Bu durumda y ve m nin I
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da olup olmadigina bagli olarak dort alt durum s6z konusudur.

1.1.y e Ivem € Lise:

F(1,y,2¢) = (y,1,z¢e) ve F([m,1,k]) = [1,m, k]|
olup

y=m+ (ze)k < F(l,y,z2¢) € F([m,1,k])
sonucu bulunur.

12. y e Ivem ¢ Lise: (1,y,z2¢) ¢ [m,1,k] dir. Cinkii (1,y,z¢) € [m,1,k]
olsaydi y = m + (z¢) k olurdu ki, m ¢ I oldugundan, bu y € I kabulii ile bir ¢eligki verirdi.
Ayn1 zamanda

F(1,y,2z¢) = (y,1,ze) ve F([m, 1,k]) = [m_l, 1, —l{:m_l]
olup F(1,vy, ze) ¢F([m, 1, k]) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir.

13. y ¢ Ivem € Lise: (1,y,z2¢) ¢ [m,1,k] dir. Ciinkii (1,y,z¢) € [m, 1, k]
olsaydi y = m + (z¢) k olurdu ki, m € I oldugundan, bu y ¢ I kabulii ile bir ¢eliski verirdi.
Ayni zamanda

F(lL,y,ze) = (Ly ' (y '2)e) veF([m,1,k]) = [1,m, k]
olup F(1,y, ze) ¢F([m, 1, k]) oldugu koordinatlamadan agiktir.

14. y ¢ Ivem ¢ Lise:

F(L,y,2¢) = (Ly ' (y'2)e) veF(fm, 1K) = [m™, 1, —km™]

olup
y = m+(e)k = yl=m—m T (zk)m e
= yl=mt'- (m_lz) (k:m_l) €
elde edilir ki
y t=mt— (m’lz) (km’l) £ = ylze=m 1tz
oldugu dikkate alinarak

1

y t=m!

—(m™'2) (km™) e <= yt=m = (y'2) (km )¢
bulunur. Bu durumda
F(l,y,z2¢) € F([m,1,k])

sonucu elde edilir.
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2. (1,y,ze) ¢ [1,ne, p| oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda y nin I da olup
olmadigina bagl olarak iki alt durum s6z konusudur.
2.1. y € Lise:
F(1,y,z2¢) = (y,1,z¢e) ve F([1,ne,p|]) = [ne, 1, p]
olup F(1,y, ze) ¢F([1, ne, p]) oldugu koordinatlamadan agiktir.
2.2.y ¢ Lise:
F(l,y,z2¢) = (1,y_1, (y_lz)e) ve F ([1,ne, p|) = [ne, 1, p|
olup F(1,y,ze) €F([1,ne,p]) dir. Cinkii F(1,y,2e) €F([1,ne,p]) olsaydi y~' = ne +
(y~'2)pe olurdu ki bu y ¢ T ile bir geliski verirdi.
3. (1,y, 2e) € [ge,ne, 1] olsun. O zaman ze = ge + yne olur. Bu durumda y nin I da
olup olmadigina bagli olarak iki alt durum s6z konusudur.
3.1.y € Lise:
F(l,y,z¢e) = (y,1, z¢e) ve F([ge, ne, 1]) = [(ne, ge, 1]
olup ze = qe + yne esitligi hem
(1,y, ze) € [ge,ne, 1]
in hem de
F (1,y,z¢e) € F ([ge, ne, 1])
in gerek ve yeter sartidir.

3.2. y ¢ Lise:
F(l,y,z¢e) = (1,y’1, (y’lz)e) ve F ([¢e, ne, 1)) = [(ne, ge, 1]
olup
ze =qe +yne <= y ‘ze =y 'ge +ne < F(1,y,z¢) € F([ge, ne, 1))

sonucu elde edilir.

III. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, ze) olsun. Bu durumda

F (we, 1, ze) = (1, we, ze)

dir.

1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda m nin I da olup

olmadigina bagli olarak iki alt durum s6z konusudur.
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1.1. m € Lise: F([m,1,k]) = [1,m, k| olup F(we, 1, ze) ¢F([m, 1, k]) oldugu yine
koordinatlamadan agiktir.
1.2. m ¢ Lise: F([m, 1,k]) = [m~, 1, —km™!] olup
F (we, 1, z¢e) ¢ F ([m, 1, k])
dir. Ciinkii F(we, 1, ze) €F([m, 1, k]) olsaydi we = m™! — (2¢) (km™!) olurdukibum ¢ I
ile bir celiski verirdi.
2. (we, 1, ze) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda F([1, ne, p]) = [ne, 1, p] olur ve
we =ne + (ze) p <= F(we,1,z¢e) € F([1,ne,pl|)
sonucu bulunur.

3. (we, 1,z¢e) € [ge,ne, 1] olmast igin gerek ve yeter sart ze = ne olmasidir. Diger
taraftan

F ([ge, ne, 1]) = [ne, g, 1]
olup
F (we, 1, ze) € F([ge, ne, 1))
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin ze = ne olmasi oldugu da asikardir.

Boylece F doniistimiiniin miimkiin biitiin durumlarda {izerinde olmay1 korudugunu goster-
mis olduk.

F doniisiimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum(i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine nokta tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir.

i. DURUM. Alinan noktanin koordinatlar1 (z,y,1) olsun. Bu durumda F(z,y,1) =
(y,x, 1) dir.

1. F(u,v,1) = (v, u, 1) olup bu durumda

(z,y,1) ~ (u,v,1) <= z—ueclrhy—vel < (y,z,1) ~ (v,u,1)
elde edilir.

2. (z,y,1) » (1,u,ve) oldugu koordinatlamadan agiktir. (1,u,ve) noktasinin I; al-
tindaki goriintiisii © nun I da olup olmadigina bagh olarak degistiginden iki alt durum s6z
konusudur.

21. u ¢ Tise (z,y,1) = (1,u,ve) ve F(1,u,ve) = (1,u™!, (u " v)e) dur. Bu
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durumda
(y,2,1) » (Lu™, (u ' v)e)
oldugu koordinatlamadan bellidir.

22. u € Iise (x,y,1) » (1,u,ve) ve F(1,u,ve) = (u,1,ve) dur. Bu durumda
(y,x,1) = (u,1,ve) oldugu koordinatlamadan agiktir.

3. (x,y,1) » (ue, 1, ve) oldugu koordinatlamadan agiktir. F(ue, 1, ve) = (1, ue, ve) olup
(y,x,1) o (1, ue, ve) oldugu yine koordinatlamadan bellidir.

ii. DURUM. Alman noktanin koordinatlari (1, y, z€) olsun.

1. (1,y,2ze) » (u,v,1) <= F(1,y,z2e) »F(u,v,1) oldugu i. durumun 2. sikkinda
gosterilmistir.

2. (1,y,2¢) ve (1, u,ve) noktalarmin F altindaki goriintiisii y¥ ve v nun I da olup ol-
madigina bagl olarak degistiginden {i¢ alt durum s6z konusudur.

21.y¢Iveu ¢ Lise F(1,y,2¢e) = (1,y ™!, (y12)e) ve

F (1, u,ve) = (l,u_l, (u‘lv)e)
dur. Bu durumda
(1,y,ze) ~ (L,u,ve) <= (Ly " (y '2)e) ~ (Lu ", (u " v)e)
oldugu I; in I. durumunun 1.1. sikkindaki islemlerden agiktir.

22. yeIveu ¢ TLise F(1,y,ze) = (y,1,2¢) ve F(1,u,ve) = (1,u™t, (u"tv)e)
dur. Bu durumda (y, 1, ze) = (1,u™", (u~'v)e) oldugu koordinatlamadan agiktir. y € I ve
u ¢ T oldugundan, y — u ¢ I dir, dolayisiyla (1,y, ze) » (1, u, ve) dir.

23. yeIveu € lise F(l,y,z2¢) = (y, 1, 2¢) ve F(1,u,ve) = (u, 1,ve) dur. Bu
durumda

(1,y,ze) ~ (Lu,ve) <= (y,1,z¢e) ~ (u,1,ve)
oldugu agiktir.

3. (1,y, ze) = (ue, 1, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir. F(ue, 1, ve) = (1, ue, ve) dir
ve (1,y, ze) nin F altindaki goriintiisii y nin I da olup olmadigina bagli olarak degistiginden
iki alt durum s6z konusudur.

31. y ¢ Tise F(1,y,2¢e) = (1,47, (y *2)e) dur. Bu durumda y=* —ue ¢ I

oldugundan (1,y~ !, (y~12)e) » (1, ue, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.
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32. y € Tise F(1,y,2¢) = (y,1,2¢) dur. Bu durumda (y, 1, ze) » (1,ue,ve)
oldugu koordinatlamadan agiktir.

iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (we, 1, ze) olsun. Budurumda F(we, 1, ze) =
(1, we, ze) dur.

1. (we, 1, z¢e) = (u,v,1) <= F(we, 1, ze) »F(u,v,1) oldugu i. durumun 3. sikkinda
gosterilmistir.

2. (we,1,ze) » (Lu,ve) <= F(we,1,ze) »F(1,u,ve) oldugu ii. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

3. F(ue, 1,ve) = (1, ue, ve) dir ve bu durumda

(we, 1, ze) ~ (ue,1,ve) <= (1,we,ze) ~ (1, ue,ve)
elde edilir.

F doniisiimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, dogru tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden ii¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine dogru tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagintisinin
korundugu noktalar i¢in yapilan islemlere ¢ok benzeyen islemlerle goriilebilmektedir.

O halde F doniisimii M (A) nin bir kolinasyonudur.g

Yardimci Teorem 2.3.7: G doniistimii M(.A) nin bir kolinasyonudur.

Ispat. G, doniisiimiiniin {izerinde olma bagntisini sagladigim yine durumlara ayirarak
direkt hesaplama yontemi ile kolayca gosterebiliriz:

I. DURUM: Alinan noktanin koordinatlart (z,y,1) olsun. Bu durumda G, (z,y,1) =
(x,y — xs,1) dir.

1. (z,y,1) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda

Gs (Im, 1,k]) = [m — s, 1, K]
olup
y=azm+k < y—axs=x(m—s)+k < Gs(z,y,1) € G5 ([m, 1,k])
sonucu bulunur.

2. (z,y,1) € [1,ne, p| olsun. Bu durumda

G ([1,ne,pl) = [1,ne, p + ((ps)n)e]
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olup
r=y(ne)+p < x=y(ne)+p— (rs)ne+ (xs)ne
elde edilir ki z = y (ne) + p oldugunu dikkate alarak
r=y(ne)+p—(rs)ne+ (zs)ne <= x = (y—xs)ne+p+ ((ps)n)e
bulunur. Bu durumda G; (x,y, 1) €G; ([1, ne, p]) sonucu elde edilir.
3. (z,y,1) ¢ [ge, ne, 1] oldugu koordinatlamadan agiktir. Bu durumda
G; ([ge, ne, 1)) = [(q + sn)e, ne, 1]
olup
G (2, y,1) ¢ G (e, ne, 1))
oldugu yine koordinatlamadan agiktir.
II. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (1, y, ze) olsun. Bu durumda G; (1, y, ze) =
(1,y — s, ze) dir.
1. (1,y, ze) € [m, 1, k] olsun. Bu durumda
Gs (Im, 1,k]) = [m — s, 1, K]
olup
y=m+ (ze)k <= y—s=m—s+ (ze) k < G;(1,y,z2¢) € G ([m, 1,k])
sonucu bulunur.

2. (1,y, ze) ¢ [1,ne, p] oldugu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda

G, ([1, ne, p]) = [1,ne, p+ ((ps)n)e]
olup
G, (1,y,2¢) ¢ Gs ([1,ne,p])

oldugu yine koordinatlamadan agiktir.

3. (1,y, ze) € [¢e, ne, 1] olsun. Bu durumda
G; ([ge, ne, 1)) = [(q + sn)e, ne, 1]
olup
ze = qg+4yne) < ze=(q+sn)e+(y—s)ne
<~ G;(1,y,2¢) € Gs ([ge, ne, 1])

sonucu bulunur.
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ITI. DURUM: Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, ze) olsun. Bu durumda
G, (we, 1, ze) = (we, 1, ze)
dir.
1. (we, 1, ze) ¢ [m, 1, k] oldugu koordinatlamadan bellidir. Burada,
G ([m, 1,k]) = [m — s, 1, K]
olup koordinatlamadan dolay1
G, (we, 1, 2¢) ¢ Gy ([m, 1, k])
sonucu bulunur.

2. (we, 1, ze) € [1,ne, p|] olsun. Bu durumda

G, ([1,ne,p]) = [1,ne, p + ((ps)n)e]
olur ve
we = ne+(z6)p < we=ne+ (2¢) (p+ ((ps)n)e)
< G, (we, 1,z2¢) € Gg ([1,ne,p])
sonucu bulunur.
3. (we,1,ze) € [ge,ne, 1] olmasi i¢in gerek ve yeter sart ze = ne olmasidir. Diger
taraftan
G; ([ge, ne, 1)) = [(¢ + sn)e, ne, 1]
olup ayni esitlik
G (we, 1, ze) € Gs ([ge, ne, 1))
olmasinin da gerek ve yeter sartidir.

Boylece G, doniisiimiiniin miimkiin biitiin durumlarda tizerinde olmay1 korudugunu goster-
mis olduk.

G, doniisiimiiniin noktalar i¢in komsuluk bagintisin1 korudugunun ispati, nokta tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden ili¢ durum (i-iii) s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her
biri yine nokta tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir.

i. DURUM. Alinan noktanin koordinatlart (z,y, 1) olsun. Bu durumda Gy (z,y,1) =
(x,y —xs,1) dir.
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1. G5 (u,v,1) = (u,v — us, 1) olur ve bu durumda
(x,y,1) (u,v,1) <= z—ueclAy—vel
r—uelANy—v—(r—u)sel

r—uelANy—xzs—(v—us)el

[

(x,y —xs,1) ~ (u,v —us, 1)
elde edilir.

2. (z,y,1) » (1,u,ve) oldugu koordinatlamadan agiktir. G (1, u,ve) = (1,u — s, ve)
olup (z,y — xs,1) = (1,u — s, ve) oldugu koordinatlamadan asikardir.

3. (z,y,1) = (ue,1,ve) oldugu koordinatlamadan bilinmektedir. Gy (ue, 1,ve) =
(ue, 1, ve) olup yine koordinatlamadan dolay1 (z,y — s, 1) »~ (ue, 1,ve) dir.

ii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (1, y, z&) olsun. Bu durumda G; (1, y, ze) =
(1,y — s, z¢e) dur.

1. (1,y,2¢) =~ (u,v,1) <= G, (1,y, ze) »Gg (u,v,1) oldugu i. durumun 2. sikkinda
gosterilmistir.

2. Gy (1, u,ve) = (1,u — s, ve) olup

(Ly,ze) ~ (Lu,ve) <= y—u€l < (L,y—s,2¢) ~ (1,u — s,ve)

sonucu bulunur.

3. (1,y, ze) » (ue, 1,ve) oldugu koordinatlamadan bellidir. G (ue, 1,ve) = (ue, 1, ve)
olup (1,y — s, ze) = (ue, 1, ve) oldugu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Alinan noktanin koordinatlari (we, 1, ze) olsun. Bu durumda

G; (we, 1, ze) = (we, 1, ze)

dur.

1. (we,1,ze) » (u,v,1) <= Gg(we,1,z2e) »G;(u,v,1) oldugu i. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

2. (we,1,ze) » (1,u,ve) <= G, (we,1,2¢) »Gs (1, u,ve) oldugu ii. durumun 3.
sikkinda gosterilmistir.

3. G, (ue,1,ve) = (ue,1,ve) olup bu durum i¢in komsuluk bagintisinin korundugu

asikardr.
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G, doniistimiiniin dogrular i¢in komsuluk bagintisini korudugunun ispati, dogru tiplerine
gore degisiklik arz edeceginden li¢ durum s6z konusudur. Ayrica bu durumlarin her biri
yine dogru tiplerine gore ii¢ alt kisma ayrilacaktir. Tiim durumlarda komsuluk bagintisinin
korundugu noktalar i¢in yapilan islemlere ¢ok benzeyen islemlerle goriilebilmektedir.

O halde G, doniisiimii M(.A) nin bir kolinasyonudur.g

Simdi bu kolinasyonlar1 kullanarak M(.A) daki asagidaki 6nemli 6nermeleri ispatlaya-
biliriz. Tlk énermede kolinasyonlar grubunun 3-genler iizerinde gegisken oldugu gosterilecek
sonra da koordinatlama bazinin keyfi segimine imkan taniyacak olan G nin 4-genler {izerinde
geciskenligini ispatlayacagiz.

Teorem 2.3.8: M(.A) nin G kolinasyonlar grubu 3-genler iizerinde gegiskendir.

Ispat. (P,Q, R), M(A) da bir 3-gen olsun. P,Q, R yi koordinatlama baziin sirasiyla
O =(0,0,1), U = (1,0,0), V = (0,1,0) elemanlarina doéniistiiren bir kolinasyonun var
oldugunu gosterecegiz. Ise QR dogrusunu UV dogrusuna déniistiiren bir doniisiim bulmakla
baslayacagiz. .J; ile gosterecegimiz bu doniisim ) R dogrusuna bagli olarak asagidaki ii¢
sekilde bulunur:

Eger QR = [a, 1,b] bi¢iminde bir dogru ise, bu takdirde J; :=I;0T_;o0FoG, olarak
almabilir.

Tbo
1,

[a,1,0] 225 [0,1,8] —= [1,0,8] =3 [1,0,0] - [0,0,1] = UV ;

Eger QR = [1,ne,p] ise bu takdirde J; :=I10T_, joFoG,,.oF ve eger QR = [me, ne, 1] ise
bu takdirde J; :=I;0T_,,. goFoG,oFol; kolinasyonu istenilen dzellikteki doniisiim oldugu
kolayca goriilebilir. Bu durumda .J; (R) € UV oldugundan J; (R) ya (1,x,0) yada (x,1,0)
formunda olmak zorundadir. Eger J; (R) = (1,z,0) ise bu takdirde Jo :=FoG, olarak

almirsa J, (J; (R)) = V olur.
(1,2,0) 2 (1,0,0) - (0,1,0) =V
Eger J1(R) = (z,1,0) ise bu takdirde J, :=FoG,oF olarak alimirsa J (J; (R)) = V olur.
Kolinasyonlar komsulugu korudugu i¢in ayn1 komsulukta olmayan () ve R noktalarinin
Jy 0 Jp kolinasyonu altindaki resimleri de ayni komsulukta olamaz. Bu halde (J; 0 J;) (R) =
V' oldugu dikkate almirsa (J5 o Jy) () noktast (1,y,0) formunda olmak zorundadir. Bu
takdirde .J5 :=G,, olarak secilirse (1,y, 0) noktasi .J3 yardimiyla U ya resmedilmis olur.
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(JsoJyoJi)(R) =V ve(Jso0.Jy0.J1)(Q) = U oldugundan (J3 o J; o J;) (P) noktasi
UV = 0,0, 1] dogrusuna yakin degildir ve bu yiizden de (/3 o J5 o J;) (P) noktast (z,y, 1)
formunda bir nokta olmak zorundadir. Bu takdirde J, :=T_, _, olarak alinirsa

(JyoJsoJyolJi)(P)=Jy(x,y,1)=(0,0,1) = O.
elde edilir.

Sonug olarak 7 = Jy0.J30.J50.J; kolinasyonu istenildigi gibi (P, @, R) tiggenini (O, U, V)
ye donlistiirlir. g

T ve N nin tanimlarini kullanarak ispatlanabilen asagidaki yardimei teoremi (Blunck,
1991b) den veriyoruz.

Yardimci Teorem 2.3.9: Eger x € A ve T'(z) = 0 ise bu takdirde 2? = —N(z) dir.

Bu boliimiin ana sonucu olan Teorem 2.3.12 nin ispatindaki bazi hesaplamalar i¢in kul-
lanilacak bir yardimci teorem veriyoruz.

Yardimci Teorem 2.3.10: s € A, s ¢ Z, ¢ € Z olsun. Bu takdirde t(su) = t(us) = c ve
t(u) = 0 ozelliginde sifirdan farkli bir u € A vardir.

Ispat. A nin bir bazi (eo =1, e, ea,..., €7), A nin merkezi Z ve ¢y, co,c3 € Z ise
(Jacobson, 1985, s. 448) da bu baz i¢in verilen carpim tablosundaki (bak. Cizelge 2.1.1)
sifirdan farkli parametreler olsun. s = 37 s;¢; ¢ Z oldugundan enaz bir k € {1,2,3,..,7}
icin s # 0 dir.

Vo = S0, V1 = (€181, V2 = (282, U3 = —C1C283, Vg = C(354,Vs = —C1C355, Vg =
—(9C386, V7 = C1Coc3S7 olarak alinirsa bu takdirde ¢y, co, c3 ve s, skalerleri Z nin sifirdan
farkli elemanlart oldugundan v, # 0 dir. ¢ = 1,2, ...,7 ve i # k i¢in u; € Z lerin en az birini

stfirdan farkli olacak bi¢cimde keyfi secerek (bdylece u # 0 olur)

7
uozo,ukzvk’l c— Z v |,
1=1
i # k

alahm. u = "7 wse; igin ug = 0 oldugundan t(u) = 0 ve
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7 7 7
t(su) = t(us) = Z ViU = Zviui = Z VU + Vgl
=0 i=1

=1
i 4k
7 7
= Z vu; + | ¢ — Z ViU =c
1=1 1=1
i#k ik

elde edilir ki bu istenilen 6zellikte bir » nun varligini ifade ederg

A nin elemanlarinin 7" iz formu, A daki ¢ iz formu cinsinden Vx = x; + 226 € A i¢in
T'(x) =t(x1)+t(x2)e bigiminde tanimlanmisti. Yardimer Teorem 2.3.10 un A ya genisletilmisi
olan asagidaki 6nerme bu tanim kullanilarak kolayca ispatlanabilir.

Yardimci Teorem 2.3.11: s € A, s ¢ Z(A), ¢ € Z(A) olsun. Bu takdirde T'(su) =
T(us) = ¢ ve T'(u) = 0 6zelliginde bir u € A ~\ I vardur.

Moufang diizlemleri i¢in (Ciftci, 1988) de verilen teoremin benzerini bu boliimiin ana
sonucu olarak ifade edebiliriz.

Teorem 2.3.12: G 4-genler lizerinde gegiskendir (Celik, 2007).

ispat. (P, Q, R, S) M(A) dabir4-gen olsun. G nin P, Q, R, S'yismasiylaU, V, (1,1,1),0
ya doniistiiren bir elemanin var oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir. Teorem 2.3.8 den
P, Q, R vyiswasiylaU, V, (0,1,1) e doniistiren bir ¢ doniisiimiin var oldugunu
biliyoruz. QR ve PS dogrularinin arakesit noktasin1 Y ile gosterelim. Bu takdirde o (V)
noktast o (P), o (Q), o (R) noktalarina komsu olamayacagi i¢in bu nokta b — 1 ¢ I ol-
mak tizere (0,b,1) formundadir ve bu yiizdende o (S) noktasi a ¢ I olmak iizere (a,b, 1)
formundadir. Bu nedenle o doniisiimii P, ), R, S yi sirasiyla

(1,0,0), (0,1,0), (0,1,1), (a,b,1)

noktalarina dontstiiriir. Bu noktalara T_, _, uygulanirsa sirastyla

(1,0,0), (0,1,0), (—a,1—5,1), (0,0,1)
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noktalar1 elde edilir. ¢ = a(1 — b)a olmak tizere bu noktalara Lz uygulanirsa sirastyla
(1,0,0), (0,1,0), (=N(a),c, 1), (0,0,1)
noktalar1 bulunur.
Dikkat edilirse @ ¢ I, 1 — b ¢ I oldugundan ¢ ¢ I dir. Bu elde edilen son dort noktaya
Si,—N(a)-1 uygulanirsa sirastyla
(1,0,0), (0,1,0), (1,¢,1), (0,0,1)
elde edilir.
¢ = ¢1 + c9¢ igin iki durum s6z konusudur:
1. Eger T'(c) = t(c1) + t(c2)e € Tise bu takdirde ¢(c¢;) = 0 dir. Burada da iki alt durum
vardir.
1.1. Eger t(c2) = 0 ise bu takdirde 7'(¢) = 0 dir ve Yardimcr Teorem 2.3.9 den
dolay1 da ¢> = —N(c) dir. F.. doniisiimii
(1,0,0), (0,1,0), (1,¢,1), (0,0,1)
noktalarini sirasiyla
(1,0,0), (0,1,0), (=N(c),—N(c),1), (0,0,1)
noktalarina dontistiirtir.
Bu son noktalara S_ y(.)-1 _n(¢)-1 uygulanirsa sirasiyla
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (0,0,1)
noktalar1 elde edilir ki bunlar istenilen 6zellikteki noktalardir.
1.2. Eger t(c2) # 0 ise bu takdirde Yardimecr Teorem 2.3.10 geregi s; # 0 #
S, t(s1) = t(s2) = 0, t(s1c1) = 0, t(c182) = —t(s1c) Ozelliginde sq,s2 € A vardir.
s = s1 + sq¢ alirsak T'(s) = t(s1) + t(s2)e = 0 olur.
(1,0,0), (0,1,0), (1,¢,1), (0,0,1)
noktalarina F; uygulanirsa bu noktalar sirasiyla
(1,0,0), (0,1,0), (s%sc,1), (0,0,1)
noktalarina déniisiir. Yardimei Teorem 2.3.9 den dolay1 da s> = — N (s) dir. Son olarak elde
edilen noktalara S; _ ()1 uygulanirsa sirastyla

(1,0,0), (0,1,0), (1,s¢,1), (0,0,1)
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elde edilir ki burada T'(sc) = 0 dir. Bu durumda ispatin geri kalan kismi i¢in 1.1 i takip
ederiz.

2. Eger T'(c) = t(c1) + t(ca)e ¢ Lise bu takdirde ¢(c;) # 0 dir. Yardimei Teorem 2.3.10
den dolay1 d; # 0, t(c1dy) = 0, t(dy) = t(dy) = 0 dzelliginde bir d = d; + doe € A vardir
ve Yardimci Teorem 2.3.9 den dolay1 da d? = —N(d) dir. Bu durumda F,; déniisiimii

(1,0,0), (0,1,0), (1,¢,1), (0,0,1)
noktalarini sirasiyla
(1,0,0), (0,1,0), (=N(d),dc,1), (0,0,1)
noktalarma doniistiiriir. Bu noktalara son olarak S; _y(g)-1 uygulanirsa T(dc) € I olmak
lizere sirastyla
(1,0,0), (0,1,0), (1,dc, 1), (0,0,1)
elde edilir ki ispatin geri kalan kismi i¢in 1 deki yol takip edilir.g
Son teoremin agik bir sonucu olarak asagidaki sonucu belirtebiliriz.
Sonug¢ 2.3.13: M(A) nin koordinatlanmasi, koordinatlama bazinin se¢iminden bagim-

sizdir.



3. M(A) MOUFANG-KLINGENBERG DUZLEMLERINDE CiFTE ORAN

Cifte oran projektif geometrinin belli dontigiimler altinda degismez kalan tek sayisal
kavrami oldugundan biiyiik 6neme haizdir. ki alt baslik altinda verilecek olan bu boliimiin
ilk kisminda, ele alinan projektif diizlemin cebirsel yapisina bagl olarak ¢ifte oran tanimini
ve ozelliklerini Pappus, Dezarg ve Moufang diizlemlerinde ele alacagiz. Ikinci kisimda ise
M(.A) Moufang-Klingenberg diizlem sinifinda ¢ifte oran tanimini tiim diizleme genisletip,
dogru tiplerine gore verilen dogrudas dort noktanin c¢ifte orani i¢in kolay bir hesaplama
metodu vermeye c¢alisacagiz. Ayrica, bu son kisimda Moufang diizlemlerinde iyi bilinen

bazi sonuglarin M(.A) daki karsiliklarini inceleyecegiz.

3.1. Projektif Diizlemlerde Cifte Oran

Bu kisimda kaynak belirtilmeden verilen bilgiler i¢in (Stevenson, 1972) ve (Kaya, 1992)
den faydalanilmistir.

Cifte oran tamimi1 Oklid geometrisinde metrik kavramlar kullanilarak verilir. Oklid diizle-
minde dogrudas A, B, C, D noktalarinin ¢ifte orani % : % olarak tanimlanir ve (A, B; C, D)
ile gosterilir.

Biz ¢ifte oranm Oklid diizlemindeki bilinen sonuglar1 ile degil, ¢ifte oranin projektif
diizlemlerdeki konumu ile ilgilenecegiz. Cifte oran projektif diizlemlerde ifade edilebilen
tek sayisal ozelliktir, yani projektif dontistimler altinda degismez kalan tek sayisal ifadedir.
Bu onun projektif diizlemlerdeki biiyiik 6nemini agikca gostermektedir.

Burada noktadas dogrular icin ¢ifte oran tanimi, harmoniklik ve bunlarla ilgili bilinen
ozelliklere deginmeden dogrudas noktalarin ¢ifte oraninin bazi 6zelliklerinden kisaca bahsede-
cegiz.

Bir Pappus diizlemi, cebirsel yapist bir F cismi olan ve reel diizleme ¢ok benzer 6zel-

liklere sahip en iyi bilinen projektif diizlemdir. Cifte oran kavrami Pappus diizlemlerinde

A= ((11, (12) y B = (bl, bg) y C = (Cl, CQ) i D= (dl, dg) olmak iizere

(a102 — a201> (bldg — bgdl)
A, B;C,D) =
( ) (aldg — CZle) (b102 — bgCl)

(3.1)
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bigiminde verilmistir (Fishback, 1962). Sayet A = (a1, az2), B = (b1,b2), C = (c1,¢a),

b1
by ?

ai

D = (di,dp) yerine sirastylaa = 22,0 = 2, c = £,d = j—; alinirsa (3.1) deki ¢ifte oran

tanimi

_ ~(a—c)(b—d)
(4,50, D) = (a—d)(b—c)

olarak da ifade edilebilir (Horadam, 1970).

= (a,b;c,d)

Cifte oranin Oklid diizlemindeki 6zellikleri hemen hemen tamamiyla Pappus diizlem-
lerinde gecerlidir.

Dezarg diizlemlerinde durum biraz farklidir. Ciinkii bir Dezarg diizlemine karsilik ge-
len cebir yapis1 bir boliimlii halkadir. Dolayisiyla degisme 6zelligi var kabul edilemez. Bu
yiizden de bazi1 kisitlamalar s6z konusudur.

Biz bir Dezarg diizleminde ¢ifte oran kavraminin tanimini ve bazi 6zelliklerini (Steven-
son, 1972) den alip homogen koordinatlar1 kullanarak veriyoruz. Bunun i¢in verecegimiz
tiim 6zellikler, her cisim bir bolimlii halka oldugundan, Pappus diizlemlerinde de gecerlidir.

B bir bolimli halka, IP2B onun iizerine kurulan projektif diizlem ve A, B, C' de IP,5
nin koordinatlar1 a;, b;, ¢;; ¢ = 1,2, 3 olan farkli ve dogrudas ii¢ noktasi olsun. Bu durumda
¢; = a; + b;iken d; = a; s + b; t, r = st~! sartiyla tammlanan D noktasma C' igin A ve B
ye gore [r] oraninda nokta denir. [r], {k~'rk | k € B} ile belirlenir ve [r] ye D nin C igin
A ve B ye gore ¢ifte oram denir, (A, B; C, D) ile gosterilir. Bu tanima gore [r|, B iizerinde
"r = 1" & 1’ = k~rk olacak sekilde 3k € B vardir." tanim ile verilen denklik bagintist
ile tiretilmis bir denklik sinifi olur. Dolayistyla her ' € [r] i¢in [r/] = [r] dir. Boyle bir
denklik sinifinin tek elemandan ibaret olmasi i¢in gerek ve yeter sart r nin B nin merkezinde
olmasidir. Sayet B bir cisim ise [r] ¢ifte oram tek elemanl {r} kiimesidir. Buradan bir
Pappus diizleminde [r] nin tek elemanli kiime oldugu ¢ikar. Cifte oran kiimesi i¢in 7 temsilci
olarak alinir.

Yukarida verilen c¢ifte oran kavraminin iyi tanimli oldugunu kolayca gdsterebiliriz:
Farzedelim ki a, V), ¢}; d} de sirastyla A, B, C, D nin ¢; = a + b} sartin1 saglayan koordinat-
lart olsun. ¢, = a’ + b oldugundan a;k = a, b;k = b., c;k = ¢, olacak bigimde k € B vardir.

d. = dn = (a; s+b;t)n = (alk™ s+ bk~ t)n ve buradan oram [k~'snn 't k] =
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[k~ (st™1) k] = [k~'rk] = [r] olarak hesaplanir. Dolayisiyla ¢ifte oran koordinat se¢imin-
den bagimsizdir.

D noktasi ve A noktasi ayni olabilir. Bu durumda ¢ = 0 olup usulen r = oo yazilir. Bu
semboliin asagidaki 6zellikleri kabul edilir:

1=0,0"=00, —00=00, 00.00=00
00+ c=c+00=00, ¢c# 0igin 0o.c = .00 = 00
dur ve
o0 — 00, 0.0, 0.00, &
00
sembollerine hi¢bir anlam verilmez.

Buradan r = oo ise [r] smifi bir tek elemandan ibaret sayilabilecegi gorilir. A, B, C
ve r verildiginde (A, B; C, D) = [r] denklemini saglayan D noktasi d; = a; ¢ 'rc + b; ile
verilir ki ¢ # 0 B de keyfi bir sabittir. Bu yiizden D nin bir tek olarak belirtilmesi i¢in gerek
ve yeter sart r nin B nin merkezinde olmasidir.

Sonug 3.1.1: D noktas1 ve r arasindaki eslemenin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B nin komiitatif olmasidir.

Teorem 3.1.2: Eger (A, B;C,D) = [r]ve fde f: A,B,C,D — A", B',C", D’ 6zel-
liginde bir izdisellik ise (A, B', C’, D") = [r] dir (Stevenson, 1972).

Teorem 3.1.3: (A, B;C, D) = [r] iken

(A,B;C,D) = (B,A;D,C)=(C,D;A B)=(D,C;B,A) =[r]
(B,A;C,D) = (A,B;D,C)=(D,C;A,B)=(C,D;B,A)=[r] " == [r!]
(A,C;B,D) = (B,D;A,C)=(C,A;D,B)=(D,B;C,A)=1—[r] :=[1—7]
(B,C;A,D) = (A,D;B,C)=(D,A;C,B)=(C,B;D,A)=[1—(1—r)""]"

= [1=r"]
(C,A;B,D) = (D,B;A,C)=(A,C;D,B)=(B,D;C,A)=[1-7r]"=[1-7r)"]
(C,B;A,D) = (D,A;B,C)=(A,D;C,B)=(B,C;D,A)=[-r(1-7)"]

= [1-(1-7)"]
dir (Stevenson, 1972).
Teorem 3.1.4: A, B,C, D; 1P, nin koordinatlar1 a;, b;, ¢;;d;, i = 1,2, 3 olan farkli ve
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dogrudas dort noktasi olup ¢; = a; + b; ve H(AB, C'D) olsun. Bu durumda (A, B; C, D) =
[—1] dir (Stevenson, 1972).

D noktasinin A, B veya C ile ¢akismasi igin gerek ve yeter sart (A, B; C, D) ¢ifte oraninin
strastyla 0o, 0 veya 1 olmasidir. —1 sayisinin oo ve 0 a esit olmadigr agikti. —1 = 1 ol-
mast i¢in gerek ve yeter sart B nin karakteristiginin 2 olmasidir. Bu sebeple karB #2 ve
H(AB,CD) iken D noktast A, B, C' den farkli dordiincii bir noktadir. Dolayisiyla TIP3 de
Fano aksiyomu gecerlidir. Asagidaki teorem bunun ¢ift yonlii isledigini ifade eder.

Teorem 3.1.5: IP,3 projektif diizleminin P6 Fano aksiyomunu saglamasi icin gerek ve
yeter sart B boliimlii halkasinin karakteristiginin 2 den farkli olmasidir (Kaya, 1992).

Her cisim bir boliimlii halka oldugundan F nin karakteristigi 2 den farkli olma kosulu
altinda her IP,F cisim diizlemi Fano aksiyomunu gergekler. Ozel olarak F =R, Q ve C i¢in
F nin karakteristigi sifir oldugundan Fano aksiyomu saglanir.

Moufang diizleminin cebirsel yapisi bir alterne halka oldugundan asosyatif 6zelligi gecerli
kabul edilemez. Dolayisiyla islemlerde sikintilar ve kisitlamalar Dezarg diizlemlerinden
fazladir. Bu yilizden de ¢ifte oranin Dezarg diizlemlerinde bilinen baz1 6zellikleri Moufang
diizlemlerinde gegerli olmamaktadir.

(Ferrar, 1981) de, Moufang diizleminde |0, 0] dogrusu iizerindeki A = (a,0), B = (b,0),
C = (¢,0), D = (d,0) noktalari i¢in ¢ifte oranin agagidaki cebirsel tanimi verilmistir:

(A,B;C, D) = (a,b;c,d) :==< ((a— d)~ (b — d)) ((b— o) (a— c)) >
Burada < x > ile ¢alisilan Moufang diizleminin H koordinatlama halkasinda x in < = >=
{y~'zy | y € H} eslenik simfi gosterilmektedir. Cifte oranin bu tamminda A, B, C, D
noktalarindan herhangi biri oo ise co u bulunduran ¢arpanlar silinir.

Teorem 3.1.6: Fano aksiyomunu saglayan bir Moufang diizleminde H(AB,CD) ve
H(AB,CD') ise bu takdirde D = D’ diir (Stevenson, 1972).

Teorem 3.1.7: Moufang diizleminde [0, 0] dogrusu tizerinde farkli dort nokta A, B, C,
D olsun. Bu takdirde H(AB, C'D) olmasi igin gerek ve yeter sart (A, B;C, D) =< —1 >
olmasidir (Ferrar, 1981).

Biz bundan sonraki kisimda MK-diizlemlerinin 6zel bir sinifi olan M(.A) MK- diizlem-

lerinde ¢ifte oranin Ozelliklerini incelemeye ¢alisacagiz. Bunu Moufang diizlemlerinde
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gecerli 6zelliklerin hangilerinin M (A) MK-diizlemlerinde gegerli oldugunu bulmaya ¢alisarak
yapacagiz. Dolayisiyla ¢ifte oranin Moufang diizlemlerindeki bazi 6zelliklerini M(.4) MK-

diizlemleri ile paralel ele alacagiz.

3.2. M(.A) Moufang-Klingenberg Diizlemlerinde Cifte Oran

Moufang-Klingenberg diizlemlerinde ¢ifte oran kavramini tanimlayip temel 6zelliklerini
belirlemeye calistigimiz bu kisimda (Blunck, 1991c¢), (Blunck, 1991b), (Ferrar, 1981) ve
(Celik, 1995) faydalanilan baslica kaynaklardir.

M(A) diizleminde ¢ifte oran tanimini vermeden 6nce bu kisimda kullanacagimiz bazi
kavramlari tanimlayip aralarindaki iliskileri belirleyen iki yardimci teorem veriyoruz.

Tanim 3.2.1: A iizerinde tanimli,

ty(x) = z+wue A (3.2)
ro(z) = zu;ue A\1 (3.3)

i(x) = a7 (3.4)
() = uz = (iry1i)(z); ue A\1 (3.5)

dontistimlerine sirasiyla u ile 6teleme (veya kisaca dteleme), u ile sag ¢arpma (veya kisaca
sag ¢arpma), invers alma ve u ile sol ¢carpma (veya kisaca sol ¢arpma) dontistimleri denir.

Yardimci Teorem 3.2.2: (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) tipinden tiim permiitasyonlar bir grup
iiretir.

Gosterim: Yardimci Teorem 3.2.2 de ifade edilen grup A ile gosterilir.

Yardimer Teorem 3.2.3: g := OV = [1, 0, 0] olmak iizere G;(¢g) yani g nin izdisellikler
grubu A ya esittir (Blunck, 1991c).

Simdi M(.A) MK-diizleminde ¢ifte oran kavramin ele alalim.

M(A) diizleminde g dogrusunun ikiger ikiser ayni komsulukta olmayan A = (0,a,1),
B=1(0,b,1),C = (0,¢,1), D = (0,d,1), ve z € I olmak iizere Z = (0, 1, z) noktalar1 igin
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cifte oran asagidaki gibi tanimlanmistir (Blunck, 1992):
(A,B;C,D) : =(a,bje,d) =< ((a— d)~" (b - d)) ((b— ) (a— c)) >
Z.B;C,D z’lbc,d) <(1 ) (b—d))((b—c 1—cz)

(

(a—d)” (1— dz)) ((1 - cz) (a c)) >
(a—d)” d)) ((1—zb) (1—za)>
(

A Z:C,D (
=<
(1—za 1—zb))((b—c (a—c) >

( )+ =(
( ) ¢ =(azed) =<
(A,B;Z,D) : = (a,b;z7",d)

(A,B;C,Z) : = (a,bjc,27") =<

I! kiimesinin elemanlaryla ilgili islemler Tanim 2.2.8 de verilmistir.

Asagidaki yardimci teorem ¢ifte oran taniminin bir bagka ifadesini verir.

Yardimer Teorem 3.2.4: A = (0,a,1), B = (0,b,1), C = (0,¢,1), D = (0,d,1) €
ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan dogrudas dort nokta olsun. Bu takdirde

(A,B;C,D) =< ((a—b) " = (a—d) ) ((a—b) "= (a—c)") " > (Blunck, 1991b).

Tanim 3.2.5: ¢ nin komsulugu ve ¢ifte orani koruyan bir permiitasyonuna ¢ifte orani
koruyan doniisiim denir.

Gosterim: g nin ¢ifte oran1 koruyan tiim dontigiimlerinin kiimesi p ile gosterilir.

Yardimci Teorem 3.2.6: A, p nun bir alt grubudur (Blunck, 1991b).

Sonug 3.2.7: G;(g) grubu ¢ifte orani korur.

Moufang diizlemleri i¢in (Ferrar, 1981) deki Teorem 2 nin benzeri olan asagidaki teorem
M (A) daki ¢ifte oran hakkinda 6nemli bir sonucu belirtir.

Yardimeir Teorem 3.2.8: M (.A) da bir [ dogrusu iizerinde ikiser ikiser ayn1 komsulukta
olmayan A, B, C noktalarive r € A\ ({0,1} + I)i¢in < r >= (A, B; C, D) olacak bi¢gimde
bir D » A, B, C noktasi vardir ve eger r € Z (¢) ise D tektir (Blunck, 1991b).

Yardimer Teorem 3.2.9: M(.A) diizleminde A, B, C, D € g ikiser ikiser ayn1 komsu-
lukta olmayan noktalar olmak tizere (A, B; C, D) = (B, A; D, C) dir (Blunck, 1991b).

Yardimer Teorem 3.2.10: M(.A) dizleminde A, B, C, D € g ikiser ikiger ayn1 komsu-
lukta olmayan noktalar olsun ve herhangi bir z € A igin<x>"li=<a2"!>ve
1— <z >:=< 1 — x > olarak tanimlansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler gegerlidir:

i) (A,B;C,D)"" = (B, A;C, D) dir.

i)l —(A,B;C,D)=(A,C; B, D) dir.
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iii) (A, B;C,D) = (B, A; D,C) = (C,D; A, B) = (D, C; B, A) dir (Blunck, 1991b).
M(A) diizleminde; Yardimci Teorem 3.2.9 ve 3.2.10 daki sonuglardan daha genel olarak,
(Celik, 1995) den asagidaki sonuclari ifade edebiliriz (Bu sonuglar ilk olarak Mobius tarafin-

dan reel projektif diizlemler i¢in bulunmustur (Horadam, 1970, p. 152).):
€ (A, B;C, D) olmak tizere;

(A,B;C,D) = (B,A;D,C)=(C,D;A,B)=(D,C;B,A) =<w > (3.6)
(B,A;C,D) = (A,B;D,C)=(D,C;A,B)=(C,D;B,A) =< w >""
(A,C;B,D) = (B,D;A,C)=(C,A;D,B)=(D,B;C,A) =1- <w>
(B,C;A,D) = (A,D;B,C)=(D,A;C,B)=(C,B;D,A) =1- <w>""
(C,A;B,D) = (D,B;A,C)=(A,C;D,B)=(B,D;C,A)=<1—w>""
(C,B;A,D) = (D,A;B,C)=(A,D;C,B)=(B,C;D,A) =<1—w ! >""

dir. Dolayisiyla bir ¢ifte oran, noktalarin sirasina bagli olarak, en ¢ok 6 farkli deger alabilir.

Simdi ¢ dogrusunun noktalar: igin verilen ¢ifte oran tanimin1 M(.A) MK-diizlemin
tamamina genisletebiliriz. Bu genisletme, M(.A) verilen herhangi bir [ dogrusu tizerindeki
noktalarin ¢ifte oranini uygun perspektiflikler yardimiyla ¢ dogrusu iizerindeki eslendikleri
noktalarin ¢ifte oran1 olarak tanimlamaktan ibarettir. Bu genisletmeyi (Celik, 1995) den
kiigiik bir diizenleme ile asagidaki bicimde veriyoruz.

Genisletme 3.2.11: (O,U,V, E), M(.A) nin bir bazi olsun.

1.1 =[m,1,p] ve A, B, C, D € [ ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan noktalar olsun.
Iki durum s6z konusudur:

1.1. [ = U olsun. m € I iken [m,1,p] dogrusu U ya komsu oldugundan [ ~
Uiginm ¢ I dir. Budurumda o = oy (g,1) perspektifligi yardimiyla (A, B; C, D) =
(cd(A),0(B);0(C),o (D)) dir

1.2. | ~ U olsun. [ nin U ya komsu tiim noktalar1 (1, zp + m, z) tipinde oldugundan
[ ~ Uigin (1,zp+m,z) ~ U olur. O halde zp +m € I olup m € I dir. Bu durumda
o = 0@, (g,0) perspektifligi yardimiyla (A, B; C, D) := (0 (A),0(B);0(C),0(D))
dir.

2. | = [1,n,p] ise, bu takdirde o (g,1) perspektifligi yardimiyla (A, B;C, D) :=
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(cd(A),0(B);0(C),o (D)) dir

3. | = [g,n,1] ise, bu takdirde o(1,01) (¢,!) perspektifligi yardimiyla (A4, B; C, D) :=
(0 (A),0(B);0(C),o (D)) dir

Yukaridaki tanimdan asagidaki teoremi elde ederiz. Bu teoremin sonuglar1 bir sonraki
teoremin ispatindaki bazi hesaplamalar1 kolaylastiracaktir.

Teorem 3.2.12: Yukaridaki genisletmede kullanilan o doniisiimii altinda ! dogrusunun
noktalarinin goriintiileri asagidaki gibi olur.

1.l =|m,1,p| ve [ dogrusunun A = (a,am +p,1) » UV, K = (1,m+ kp, k) ~ UV
ozelligindeki noktalari igin,

1.1. Eger m ¢ I ise bu takdirde o (A) = (0,am + p,1) ve 0 (K) = (0,1, m k)
dir.
1.2. Eger m € I ise bu takdirde
c(A)=(0,a(m—1)+p,1) veo (K) = (0,1, (m — 1)_12)

dir.

2. [ = [1,n,p] ve [ dogrusunun A = (an +p,a,1) » Vve K = (zp+n,1,2) ~ V
ozelligindeki noktalar1 i¢in o (A) = (0,a,1) ve o (K) = (0,1, 2) dir.

3.1=g,n,1] veldogrusunun A = (1,a,q + an) » Vve K = (k,1,kq+n) ~ V ozel-
ligindeki noktalari igin o (4) = (0, — [1 — (¢ + an)] "' a, 1)veo (K)=(0,1,k(qg—1)+n)
dir.

Ispat. Teoremin dogrulugu her durumda kolay ancak biraz sikic1 hesaplamalarla gos-

terilebilir ki biz 6rnek olarak 1.1 sikkinin ispatini veriyoruz. Acik olarak,
c(A) = AUnNyg
= (a,am+p,1)(1,0,0)N[1,0,0]
= [0,1,am +p]N[1,0,0]

= (0,am +p,1)
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\
o(K) = KUngyg
= (1,m+kp,k)(1,0,0) N [1,0,0]
= [0,m 'k, 1] N [1,0,0]
= (0,1,m k)
dir.g

Asagida ispatlayacagimiz teorem, M (A) da verilen herhangi bir dogru tizerindeki nokta-
larin ¢ifte oraninin hesaplanmasi igin basit bir yontem verir.

Teorem 3.2.13: M(.A) da bir dogru iizerindeki noktalarin ¢ifte orani, dogru tiplerine
gore, asagidaki bigimde hesaplanabilir:

Eger A, B,C, D ve S

1.l = [m,1,p] dogrusunun A = (a,am +p,1), B = (b,bm +p,1), C = (¢,em + p, 1),
D= (d,dm+p,1) » UV ve S = (1,m+ sp,s) ~ UV ozelliginde,

2. 1 = [1,n,p| dogrusunun A = (an +p,a,1), B = (bn+p,b,1), C = (en+p,c, 1),
D= (dn+p,d, 1) = VveS=(n+sp1,s)~V ozelliginde,

3. 1 = [g,n,1] dogrusunun A = (1,a,q+an), B = (1,b,q+bn), C = (1,¢,q + cn),
D= (1,d,qg+dn) »VveS = (s,1,sq+n)~V ozelliginde ikiser ikiser komsu olmayan
noktalari ise bu takdirde

(A,B;C,D) = (a,b;c,d)
(S,B;C, D) (
(A,5;C,D) = (a,s ';¢,d)
(A, B; S, D) (
(A,B;C.5) = (
dir.

Ispat. Ispati, teoremin ifadesinde verildigi gibi, 3 duruma ayirararak veriyoruz.

1. Durum. m € I ve m ¢ I olmak iizere 2 durum s6z konusudur:

1.1. Eger m ¢ 1 ise, bu durumda oy (g,() perspektifligi altinda A, B,C, D, S
noktalar1 sirastyla A’ = (0,am +p,1), B' = (0,bm + p,1), C' = (0,em +p,1), D' =
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(0,dm +p, 1), 8" = (0,1, m™'s) noktalarina resmedilir. v := r,,-1 ot_, € A olarak alinirsa
(A,B;C,D) = (A",B;C",D") = (am + p,bm + p;cm + p,dm + p)
= (v(am +p), v (bm +p) ;7 (em + p) v (dm + p))
= (a,b;c,d)
ve
(S,B;C,D) = (9',B";,C",D'") = (s"'m,bm + p;cm + p,dm + p)
= (v (s7'm) ,y (bm +p) ;7 (em +p) 7 (dm + p))
= (571, b;¢,d)

elde edilir. Benzer bi¢cimde basit hesaplamalarla

(A,8;0,D) = (a,s % ¢,d)

(A,B;S,D) = (a,b;s',d)

(A,B;C,S) = (a,b;c,s ")
oldugu goriiliir.

1.2. Eger m € Iise, bu durumda 01,1 ) (g, 1) perspektifligi altinda A, B,C, D, S
noktalar1 sirasiyla
A" = (0,a(m—1)+p,1),B =(0,b(m—1)+p,1),C"=(0,c(m—1)+p,1),
D' = (0,d(m—1)+p,1),5 = (0,1,(m—1)""s)

noktalarina resmedilir.  := 7, -1 0t_, € A olarak alinirsa

(A,B;C,D) = (A",B;C", D"

=(a(m—-1)+pb(m—1)+p;c(m—1)+p,d(m—1)+p)
=(v(a(m—=1)+p),y(b(m—=1)+p);y(c(m—=1)+p),y(d(m—1)+p)
= (a,b;c,d)

ve

(S,B;C,D) = (5" B;C", D

= tm—1),b(m—1)+pjc(m—1)+p,d(m—1)+p)
=(y (s (m=1)) 7 (b(m—1)+p);7(c(m—1)+p),y(d(m—1)+p))
= (571, b;c,d)
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elde edilir. Benzer bi¢cimde basit hesaplamalarla
(A,8;0,D) = (a,s % ¢c,d)
(A,B;S,D) = (a,b;s',d)
(A,B;C,S) = (a,b;c,s ")
oldugu goriiliir.
2) A, B,C, D, S noktalar1 o; (g, ) perspektifligi altinda sirasiyla
A"'=(0,a,1),B =(0,b,1),C" = (0,¢,1),D" = (0,d,1),5 = (1,0, s)
noktalarina resmedilir. v € A 6zdeslik doniigiimii olarak alinirsa
(A,B;C,D) = (A,B;C'",D") = (a,b;c,d)
(S,B;C,D) = (S8 B;C",D)=(s"bcd)
ve benzer bicimde
(A,8;0,D) = (a,s % ¢, d)
(A,B;S,D) = (a,b;s',d)
(A,B;C,S) = (a,b;c,s ")
bulunur.

3) A, B,C, D, S noktalart 0(1,01) (g, ) perspektifligi altinda sirastyla
A= (0,—(1—(g+an) "a,1),B =(0,—(1—(¢g+bn))"b,1),
¢ = (0,—(1—(¢+ an)) e, 1),D" = (0,—(1— (¢ + dn)) " d, 1),
S = (0,1,s(g—1)+n)
noktalarina resmedilir. v := i o T(1—g)~1 © t,oiol_; € A olarak alinirsa
(A,B;C,D) = (A, B;C' D
= (—(1—=(qg+an)) " a,— (1= (g+bn))""b;
—(L=(g+en) e, = (1= (g+dn))""d)
= (3(= (1= (g+an)) " a), (= (1= (g+bn))""b);
Y= (1= (g+en) " e), (= (1= (g +dn)) " d))
= (a,b;c,d)
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ve
(S,B;C,D) = (5, B;C" D"
= ((sg=1+n)"" = (1= (g+bn)) " b
—(L=(g+en) e, = (L= (g+dn) " d)
= (W((s(g=1) +n) "), v(= (L= (g +bn)) " b);
V(=1 = (g+en) " e), (= (1= (g +dn))"" d))
= (574 bc,d)
sonuclarina varilir. Yine basit hesaplamalarla
(A,8;C,D)) = (a,s 'cd)
(A,B;S,D) = (a,b;57',d)
(A,B;C,S) = (a,b;c,s ")
elde edilir.g

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, ikiser ikiser komsu olmayan dogrudas herhangi
dort noktanin ¢ifte oraninin nasil hesaplanabilecegini kolayca belirtebiliriz:

1.1 ve 1.2 nin ortak bir sonucu olarak; [m, 1, p]| lizerindeki noktalarin ¢ifte oraninin
hesaplanmasinda, UV dogrusuna yakin olmayan noktalarin ilk koordinati ve UV dogrusuna
yakin noktanin son koordinatinin tersi kullanilir.

2 nin bir sonucu olarak; [1,n, p| dogrusu tizerindeki noktalarin ¢ifte oraninin hesaplan-
masinda, V' ye yakin olmayan noktalarin ikinci koordinati ve V' ye yakin noktanin son koor-
dinatinin tersi kullanilir.

3 iin bir sonucu olarak; [g,n, 1] dogrusu tizerindeki noktalarmn ¢ifte oraninin hesaplan-
masinda, V' ye yakin olmayan noktalarin ikinci koordinati ve V' ye yakin noktalarin ilk koor-
dinatinin tersi kullanilir.

Teorem 3.2.14: M(.A) da, perspektiflikler ¢ifte oranlart korur.

Ispat. A, B, C, D; M(.A) da bir [ dogrusunun ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan nok-
talari olsun. o (g, () ile Genisletme 3.2.11 deki perspektifligi gosterelim, yani (A, B; C, D) =
(op (A) o0 (B) ;00 (C), 00 (D)) olsun. N M, N o [, N » g 6zelliginde oy (g,1)

perspektifligini alalim. oy (g,[) nin ¢ifte oran1 korudugunu goéstermek ispati tamamlar.
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o=0 Ma;,l, ¢ nin bir izdiiselligidir. ¢ nin izdiisellikleri de ¢ifte oran1 korudugu icin agik
olarak
(on (A),on (B);on (C),on (D)) = (om (A) 00 (B);0m (C),0m (D))

dir. Dolayisiylada (on (A),,on (B);0n (C),on (D)) = (A, B; C, D) oldugu elde edilir.g

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, izdiisellikler altinda da ¢ifte oranin korundugunu
belirtebiliriz. Clinkd, bir izdiisellik sonlu sayida ayni tip perspektifligin bileskesidir.

Bir [ dogrusunun ikiser ikiser ayni komsulukta olmayan noktalart A, B, C, D olmak
tizere eger (A, B; C, D) =< —1 > ise bu noktalara harmoniktir denir. A, B, C, D harmonik
ise bu durum h (A, B, C, D) ile gosterilir.

R
PZ
F
A c B D
Sekil 3.2.1

(Ferrar, 1981) de Moufang diizlemleri i¢in iyi bilinen bir tanim1 M(.A) da veriyoruz:

Tamim 3.2.15: A, B, C, D; bir [ dogrusunun ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan
noktalari olsun. Eger A = PP P,NEF,B = BLENP,F,C € EP,, D € P,F olacak bigimde
koseleri [ ye yakin olmayan bir (P, P, F, F') 4-geni bulunabiliyorsa A, B, C, D € I
noktalarina harmonik pozisyondadir denir. Bu durumda C'ile D, A ve B ye gore harmonik
esleniktir denir ve bu durum H(A, B, C, D) ile gosterilir.

Yardimci Teorem 3.2.16. A, B, C; g dogrusunun ikiser ikiser ayni1 komsulukta olmayan
noktalart olsun. Bu takdirde C' nin A ve B ye gore harmonik eslenegi bir tektir. Yani D
noktast P; ve P, noktalarinin se¢iminden bagimsizdir (Akpinar, 2007).

Bu gergegi asagidaki teoremin ispatinda kullanacagiz. Bu teorem Moufang diizlemleri
icin (Ferrar, 1981) de verilen Teorem 6 nin bir benzeridir.

Teorem 3.2.17: g dogrusu iizerinde ikiser ikiser komsu olmayan dort noktanin harmonik

pozisyonda olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu noktalarin harmonik olmasidir.
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ispat. A, B,C, D € ¢ noktalari harmonik pozisyonda olsun. Ilk olarak da bu noktalarin
hig¢birinin V' ye yakin olmadigini kabul edelim. Bu noktalart A = (0,a,1), B = (0,b,1),
C = (0,¢,1), D = (0,d,1) koordinatlarina sahip kabul edebiliriz. Genelligi bozmadan,
Yardimei1 Teorem 3.2.16 yardimiyla, P, = U = (1,0,0) ve P» = (1, a, 1) oldugunu varsaya-
biliriz. Bu takdirde
BPy=[a—b,1,b,BP,NCPi=E=((c=b)(a—b)"",c1)ve
BPNAE = F=((b—a)((c—a) ' [(c=b)(a—b)""]),b1)
= ((b—a)((c— a)”! [(c—a+a—b)(a— b)fl}) ,b,1)
= (-1+(b-a) (c—a)_l,b,l)
olur. P,D = [a —d,1,d] ve F' € P,D oldugundan
b= (—1+(b—a)(c—a)_1) (a—d)+d
dir. Buradan

b—d = (-1+(b—a)(c—a)” )(a—d)

)
b—d)(a—d)™ = —1+(b—-a)(c—a)™
(b-ata—d)(a—d) " = —1+(b—a)(c—a)"’
(b—a)(a—d) ' +1 = —1+(b—a)(c—a)"
elde edilir. Son esitligin her iki tarafin1 (b — a) " ile carparsak
(a—d) " +(b—a)==0b-—a)"+(c—a)"
buluruz. Buradan da
(a—d) ' +0b—a) " =(a=b)""+(c—a)"
ve dolayisiyla
(a=b) ' =(a=d)) ((a=b) " —(a—0)")  =—1
elde edilir ki son esitlik Yardimei Teorem 3.2.4 geregi (A, B;C, D) =< —1 > oldugunu
ifade eder.
A, B, C; | iizerinde V' ye yakin olmayan noktalar olarak verildiginde 4. harmonik nok-
tanin V' ye yakin olmasi i¢in D := (0,1, z) = P,F' N OV ve dolayisiyla P»F' dogrusunun
[1,u,v] tipinde bir dogru olmasi gerekir. Buradan z = (—2(a — by — (c— a)_l) el
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olmak tizere
PF =[1,—2,1+ az]
bulunur. Bu durumda (A, B; C, D) ¢ifte oranini
(A,B;C,D) = (a,bjc,27")
C () A=) (- a—0) >
= <((Q1+za)(1—20)((b—c) ' (a—rc)) >
= <(1+2(a-0b)(b-c) " (a—c) >

=< (1+2z(a—1b))((b— o) (a— c)) >
olarak buluruz. Son esitlikte z yi yerine yazarsak
=< (1+(-2(a— b)) = (c— a)fl) (a—1b)) ((b— o) a— c)) >
—<—(14(c—a) @a=b) ((b—) " (a—0) >
=< —(1+(c— a) " ((a—c)+ (c— b)) ((b— o) (a— c)) >
=< —((c— a) (c— b)) ((b— o) (a— c)) >
=<—((c=a) " (b=0) ((b—0)" (c—a)) >
=< -1>
elde ederiz ki bu D ~ V iken bile i (A, B, C, D) oldugu anlamina gelir.

Simdi A, B, C' noktalarmin herhangi birinin V' ye yakin olmasi durumunu gdzoniine
alalim. Bu ii¢ durum iginde h (A, B, C, D) oldugunu gostermeliyiz. Sayet D ~ V' iken
h (A, B,C, D) oldugunu ve (3.6) deki sonuglari birarada diisiinecek olursak

(A,B;C,D) = (B,A;D,C)=(C,D;A,B)=(D,C;B,A) =< —1>
(B,A;C,D) = (A,B;D,0C)=(D,C;A,B)=(C,D;B,A) =< —1>"'=< -1 >
bulunur. $imdi bu ii¢ durumu asagidaki gibi ele alabiliriz:

Sayet A ~ V ise bu takdirde z € I olmak tizere A = (0,1,2) dir. B = (0,b,1),
C =(0,¢,1) D = (0,d,1) olsun. Bu durumda (A, B; C, D) gifte orani; D, C, A ve B nin
yerine sirastyla A, B, C' ve D alarak, (D, C; A, B) ¢ifte oran1 yardimiyla hesaplanabilir. Bu
yizden A ~ V igin (A, B; C, D) =< —1 > oldugu agiktir.
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Sayet B ~ V ise bu takdirde z € I olmak iizere B = (0,1,2) dir. A = (0,a,1),
C = (0,¢,1) ve D = (0,d, 1) olsun. Bu durumda (A, B; C, D) ¢ifte orani; C, D, A ve B
nin yerine sirastyla A, B, C' ve D alarak, (C, D; A, B) ¢ifte oran1 yardimiyla hesaplanabilir.
Bu yiizden B ~ V igin (A, B; C, D) =< —1 > olacag asikardir.

Son olarak sayet C' ~ V ise bu takdirde z € I olmak lizere C' = (0,1,2) dir. A =
(0,a,1), B = (0,b,1) ve D = (0,d,1) olsun. Bu durumda (A, B; C, D) g¢ifte orani; B,
A, D ve C nin yerine sirastyla A, B, C' ve D alarak, (B, A; D, C) gifte oran1 yardimiyla
hesaplanabilir. Bu yiizden de C' ~ V igin (A, B; C, D) =< —1 > olacaktir.

Boylece tiim durumlarda ¢ nin harmonik pozisyondaki A, B, C', D noktalar1 igin
h(A, B, C, D) oldugunu gostermis olduk.

Tersine ispat i¢in, direkt hesaplamanin hatirina ispati tiim miimkiin durumlar i¢in Sekil
3.2.1 in bir konfiglirasyonuna doniistiirebilen 6zel dortgenler vererek yapacagiz. Dort durum
s0z konusudur:

h(A, B,C, D) kabuliimiizden dolay1 A, B, C, D € g noktalarindan herhangi ¢t
verildiginde dordiincii noktanin bir tek olarak belli oldugunu Yardimci Teorem 3.2.8 den
biliyoruz. Simdi ilgili durumlara gecebiliriz.

l. Durum: A = (0,a,1), B = (0,b,1), C' = (0, ¢, 1) noktalarinin higbiri V' ye yakin
olmasin. Bu durumda D ~ V ise h(A, B, C, D) olacak ozellikteki D noktast D = (0,a +
(=2(a=b) " =(c—a)™) 1) veD ~ Vise D = (0,1, (~-2(a—b)"" — (c—a)"}))
bi¢iminde oldugu gerekli islemler yapilarak kolayca goriilebilir. Bu durumda

P = U=(1,0,0),P=(l,a,1),E=((c=b)(a—b)"",c1) ve
F = (—1+(b—a)(c—a)_1,b,1)
olarak segilirse H(A, B, C, D) oldugu goriilir.

2. Durum: A = (0,1,z) ~V, B = (0,b,1) ve C = (0,¢,1) » V olsun. Bu durumda
h(A, B, C, D) olacak ozellikteki D noktast D = (0,2b — ¢ — 2 (¢ —b) z(c — b), 1) olarak
bulunur. Bu durumda

P

UP,=(1,1,2),E=((c—=0b) (1 + 2b),c,1) ve
F = ((c=b)(1+zc),b,1)

olarak segilirse H(A, B, C, D) oldugu goriilir.
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3. Durum: B = (0,1,z) ~ V, A = (0,a,1) ve C' = (0,¢,1) » V olsun. Bu durumda
h(A, B, C, D) olacak 6zellikteki D noktasi D = (0,2a — ¢ — 2 (¢ —a) z (¢ — a), 1) olarak
bulunur. Bu durumda

P = UP=»1al1),E=(a—c)z+1,¢1) ve
F = (1,(1+(c—a)z)(c—a)+ ((c—a)2)a,(c—a)z)
olarak segilirse H(A, B, C, D) oldugu goriiliir.

4. Durum: C' = (0,1,z) ~ V, A = (0,a,1) ve B = (0,b,1) » V olsun. Bu durumda
h(A, B, C, D) olacak ozellikteki D noktasi D = (0,a+ (3 — % (a — b) z) (b — a) , 1) olarak
bulunur. Bu durumda

P = UP,=(1,a,1),E=(1,(a—b)+ ((a—>b)2)b,(a—b)z) ve
F = (-1—(a—"0)zb1)
olarak segilirse H(A, B, C, D) oldugu goriilir.

Bu yiizden g nin harmonik dort noktas1 harmonik pozisyondadir.g
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