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Damisman: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

Bu ¢alismanin amaci, bazi graf tiirlerinde omega invaryant1 yardimiyla graf enerjisi ile
ilgili yeni sonuclar elde etmektir. Ayn1 zamanda bir grafin n X n boyutlu komsuluk
matrisinden yararlanarak elde edilen karakteristik polinomuyla ilgili yeni bulgulara ve
lineer cebir yontemleri kullanilarak bulunan karakteristik polinom araciligiyla grafin
O0zdegerlerine ulagsmaktir.

Bu tez 5 boliimden olugmaktadir. Birinci bdliim giris boliimiidiir. Bu boliimde grafin
tarihgesinden ve kullanim alanlarindan bahsedilmistir. Ikinci béliimde kuramsal temeller
ve graf teoride kullanilan genel tanimlar ve tez icinde sik¢a kullanacagimiz graf
tiirlerinden bahsedilmistir. Ugiincii boliimde tezde kullanilacak materyal ve yontemlerden
bahsedilmistir ve bazi 6zel graflarin omega invaryanti, spektrumu, graf enerjisi ve
karakteristik polinomlart bulunmustur. Dordiincti bolimde dongii(ler), katl kenar(lar)
veya bir sallanan kenar eklenmis graflar {izerinde durulmustur. Bir grafa dongii, katl
kenar veya bir sallanan kenar eklendiginde olusan grafin karakteristik polinomu ile ilk
grafin karakteristik polinomu arasinda bir iligski oldugu saptanmistir. Yeni bir iglem olarak
manyetik ayirma islemi tamimlanmis ve belli graf tiirlerine manyetik ayirma islemi
uygulanarak karakteristik polinomlar incelenmistir. Bir graftan bir kopma kdosesi, bir
koprii veya bir koprii olmayan kenar silindiginde grafin karakteristik polinomunda
gerceklesen degisim incelenmistir. Besinci Ve son boliimde ise buldugumuz sonuglardan
bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: graf, omega invaryant, graf enerjisi, komsuluk matrisi, karakteristik
polinom, 6zdeger, spektrum, dongii, katli kenar, sallanan kenar, kopma kosesi, koprii
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The aim of this study is to obtain new results about graph energy in some graph types by
means of omega invariant. At the same time, it is to reach new findings about the
characteristic polynomial obtained by using the n X n-dimensional adjacency matrix of
a graph and to reach the eigenvalues of the graph through the characteristic polynomial
by means of linear algebra methods.

This thesis consists of 5 chapters. The first part is the introduction part. In this section,
the history of graph and its usage areas are mentioned. In the second chapter, theoretical
foundations and general definitions used in graph theory and graph types that we will be
used frequently in the thesis are mentioned. In the third chapter, the materials and methods
to be used in the thesis are mentioned and omega invariant, spectrum, graph energy and
characteristic polynomials of some special graphs are found. The fourth chapter focused
on graphs with added loop(s), multiple edge(s) or a single pendant edge. It has been found
that when a loop, multiple edges, or a pendant edge is added to a graph, there is a
relationship between the characteristic polynomial of the obtained graph and the
characteristic polynomial of the first graph. Magnetic separation operation is defined as
a new operation and the characteristic polynomials of some known graph types were
investigated using magnetic seperation. The change in the characteristic polynomial of
the graph when a cut vertex, a bridge or a non-bridge is deleted from a graph is examined.
In the fifth and last chapter, our results are mentioned.
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1. GIRIS

Cok daha eski yillarda gesitli bilim insanlarinca farkli isimler verilerek kullanildigi bilinse
de, 1736 yilinda Leonhard Euler tarafindan Konigsberg'in yedi kopriisii problemi modern
graf teorinin baslangic1 olarak kabul edilmistir. Konigsberg kasabasinin i¢inden akan
Pregel nehrinin ortasinda nehrin kiyilarina ve birbirine Sekil 1.1°deki gibi kopriiler ile

bagli kara parcgalar1 bulunmaktadir.

Sekil 1.1. Pregel Nehri

Bu kara pargalarini birbirine ve kiyilara baglayan kopriileri birer kez kullanma kosulu ile,
baslanilan yere geri donebilmeyi amaglayan bir problem ortaya atilmis ve ¢oziimi
yillarca tartisilmistir. Leonhard Euler, ¢6ziimii biraz daha kolaylastirmak ve sekli gereksiz
bilesenlerden arindirmak amaciyla kara pargalarinin noktalar, kdpriilerin ise bu noktalari
birlestiren ¢izgiler olarak gosterildigi Sekil 1.2.”deki gibi ikinci bir sekil yani Konigsberg
grafin1 olusturmustur. 1736'da Euler'in incelemeleri bdyle bir gezintinin miimkiin
olmadigini kanitlamistir. Bu kapsamda Euler'in yayimladig1 makale ise graf teorinin ilk
makalesi olarak kabul edilmis. Ayni1 zamanda Euler teoremi, Euler turu ve Euler grafi

ifadelerini de literatiire kazandirmustir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Graf

Sekil 1.2. Konigsberg grafi

Birgoklart icin graf teorinin baglangici sayilsa da bu tarihten ¢ok onceleri de insanlar
graflar1 kullanmaktaydi. Ozellikle astronomide giiniimiizden 2000-3000 yil dncesinde
g0k cisimlerini birer {i¢ boyutlu matematiksel cisim olarak kullanmis olan bilim insanlari
mevcuttur. Yapilart itibariyla ilk bakista kolay goriilen fakat derine inildikge
karmagiklasan ve yeni faydalar1 ve uygulama alanlar1 ortaya ¢ikan graflarin bu kadar
popliler bir calisma alani haline gelmesinin sebebi, gilindelik hayatta veya bilimin
herhangi bir alanindaki neredeyse tiim olaylar1 graflar yardimiyla ¢alisabilmemizdir. Eger
belli sayida nesnenin arasinda belli bir iligkiler zinciri varsa bu nesneleri birer kose ile
modelleyebiliriz ve bu nesneler arasindaki iligkileri de kenarlar yardimryla gosterebiliriz.
Bu sayede herhangi bir olay: bir grafa doniistiirerek bu grafi matematiksel yontemlerle
calisabilir, cesitli graf parametreleri yardimiyla graf hakkinda matematiksel bilgi elde
edebilir ve bu bilgileri yorumlayarak ger¢ek olay hakkinda arzu edilen bilgileri elde
edebiliriz. Bu nesneler kisiler, firmalar, bayiler, araclar, bir okuldaki siniflar, sehirler,
diinya haritasindaki iilkeler, giines sistem, evrendeki bilinen gok cisimleri, atom ve
molekiiller, sinir sistemimizdeki noéronlar, sosyal medyadaki platformlara iiye olan
kisiler, ayni internet agina veya telekomiinikasyon agina bagli olan kisiler veya firmalar
olabilir. Ornegin kisiler arasinda birbirini tanima, aym cinsiyetten olma, ayn1 semtte
oturma, ayni gelir dlizeyine sahip olma, ayni sehirde dogmus olma, ayn1 meslekten olma,
ayni okulun mezunu olma, aym yasta olma vb. daha bir¢ok iliski kurulabilir. Diger

nesneler icin de benzer 6rnekler verilebilir. Bu sayede bir grafla 6rnekleyebildigimiz



giinliik yasam olaylarin1 yukarida belirttigimiz gibi matematiksel metodlarla c¢alisabilir
ve kimyasal, fiziksel, tibbi, sosyal, ekonomik, vs. 6zelliklerini sadece bu matematiksel

metodlarla elde edilen sayilara bakarak elde edebiliriz (Gross ve Yellen, 2003).



2. KURAMSAL TEMELLER

Graf teori, modelleme yoluyla giinliik hayat problemlerinin zaman ve para gerektiren
laboratuvar deneylerinden ya da uzun siiren anket ve gdzlemlere dayali sosyal
caligmalardan kurtularak sadece matematiksel metotlar ile ¢alisilmasina olanak sagladigi

icin Ozellikle son yiizyi1lda matematigin en hizli gelisen dali olmustur.

Glnliik hayattaki bir olayda mevcut nesneleri birer kdse, bu nesneler arasindaki bilinen
veya arastirilan bir 6zelligin varligini da karsilik gelen koseler arasina ¢izilecek bir
kenarla gostererek bu olay: bir graf ile modellemis oluruz. Ornegin Sekil 2.1.’de CsH;,
Pentan molekiilii ve Sekil 2.2.’de bu molekiile karsilik gelen graf verilmistir. Bu graf
gosteriminde Karbon ve Hidrojen atomu ayrimi kalmadigina ve 17 atomun da ayni

sekilde birbirinden ayirt edilemeyen birer kose ile temsil edildigine dikkat ediniz.

HO 4 @ 4 @ ¢ OH

T O

O O
H H

TO
TO

Sekil 2.1. C5H,, Pentan molekiili

Sekil 2.2. C;H;, Pentan molekiiliinii modelleyen 17 koseli graf



Modelleme sonucunda elde edilen grafin matematiksel yontemlerle galisilmasi ve bazi
degerlerin elde edilmesi, graflarin matematiksel yoniidiir. Bu ¢aligmalar, adina topolojik
graf indeksleri de denilen bazi formiiller yardimiyla yapilabildigi gibi, graf matrisleri,
lineer cebir metodlar1 veya diger graf parametreleri kullanilarak da yapilabilir. Sonugta
matematiksel yontemlerle elde edilen niimerik degerler, daha onceki gozlemler ve
sonuglarla kiyaslanarak yorumlanir ve bu matematiksel degerlere anlamlar yiiklenerek
giinlik hayat probleminin bulundugu alanla ilgili bazi degerlendirmeler yapilabilir.
Boylece oOrnegin bir molekiiliin izomerlerinin kaynama noktalarin1 belirlemek
istedigimizde adina Wiener indeksi denilen (Wiener, 1947) bir formiilden faydalanarak
hangi izomerin daha diisiik, hangisinin daha yiiksek sicaklikta kaynadigini ya da
dondugunu belirlemek miimkiindiir. Bu tiir uygulamalar da bize zaman ve para
kazandirdiklarindan giderek yayginlagsmaktadirlar (Balaban, 1976; Trinajstic, 1992;
Saoub, 2021).

Asagidaki kisimda bu tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlar taniyacagiz. Bu

kavramlarla ilgili daha genis bilgi i¢in bu kaynaklara bakilabilir:

(Deo, 1974), (Chen, 1976), (Capobianco ve Molluzzo, 1978), (Chartrand, 1985), (Biggs
ve digerleri, 1986), (Wilson ve Watkins, 1990), (Trudeau, 1993), (Harary, 1994),
(Wilson, 1998), (West, 2001), (Vasudev, 2007), (Wallis, 2007), (Bondy ve Murty, 2008),
(Diestel, 2010), (Balakrishnan, 2012), (Chartrand ve Zhang, 2012), (Benjamin ve
digerleri, 2015).

2.1. Temel Kavramlar

2.1.1. Tanim. Kdse (vertex) adi verilen noktalar ile kenar (edge) adi verilen ve koselerden

bazilarini birlestiren ¢izgilerden olusan sekle graf (graph) denir.

Bir G grafinda grafin kose kiimesi V' (G), kenar kiimesi ise E'(G) ile gosterilir. Buna gore
bir G grafi, G = (V(G), E(G)) seklinde de gosterilir.



Sekil 2.3. 6 koseli ve 9 kenarli bir graf 6rnegi

Sekil 2.3.”de verilen graf 6rneginin kose kiimesi V(G) = {a, b, ¢, d, e, f } ve kenar kiimesi

ise E(G) = {e, e, e3 €465 €66, eg 6o} seklindedir.

Bir grafin kose ve kenar sayilari, en onemli graf parametreleri arasindadir. Graflarin farkli
ozelliklerine gore siniflandirilmasinda siklikla kullanilirlar. Bunlar disinda da 6zellikle
topolojik graf indekslerinin hesaplanmasinda kdse ve kenarlarla yapilan islemler ¢ok

onemlidir (Todeschini ve Consonni, 2008; Hosoya, 2019).

2.1.2. Tanmmm. Bir G grafinda kose kiimesinin eleman sayisina grafin mertebesi (order)
denir ve n ile gosterilir. Kenar kiimesinin eleman sayisi ise grafin boyutu (size) olarak

adlandirilir ve m ile gosterilir.

Yukarida belirtildigi gibi bir grafin koseleri ve kenarlari, bize grafla ilgili bilgi veren en
onemli parametrelerdir. Adina mertebe ve boyut dedigimiz bu iki sayr ile sikca
karsilasacagiz. Koseler ve kenarlar, sadece sayilariyla degil, aralarindaki iligkilerle de

bize yararli olmaya devam ederler.

2.1.3. Tammm. Bir G grafinda v kosesini u¢ kabul eden tiim kenarlarin sayisina v
késesinin derecesi (degree) denir ve deg(v) veya d(v) ile gosterilir. Ornek olarak Sekil
2.3.’de deg(d) = 4 ve deg(e) = 3’tiir.



2.1.4. Tammm. Bir G grafinda bulunan bir v kosesi i¢in deg(v) = 1 ise bu koseye asuli
veya sallanan koge (pendant vertex); buna bitisik olan kenara da asili veya sallanan

kenar (pendant edge) denir.

Bazen, c¢ok istenmese de calistigimiz grafta bazi 6zel kenarlara da yer vermemiz

gerekebilir. Bunlardan ilk akla gelenleri siradaki iki tanimda hatirlayalim:

2.1.5. Tammm. Baslangi¢ ve bitis koseleri ayn1 olan bir kenara déngii (loop) ad1 verilir.

2.1.6. Tamum. Bir grafta ayn1 koselere sahip iki veya daha fazla kenarin birlesimine katlt
(¢oklu) kenar (multiple edges) denilir.

Belirttigimiz gibi bir grafta dongii veya kath kenarlarin olmasi ¢esitli sorunlara neden
olabilmektedir. Ornegin bir déngiiniin bulundugu kdse derecesine katkisinin 1 mi yoksa
2 mi olacagi, komsuluk matrisinde bu kosenin katkisinin 1 mi yoksa 2 mi olacag,
aralarinda bir kenar olan iki kose ile aralarinda 3 tane katli kenar olan iki kdse arasinda
bir fark olup olmadigi ve bunun graftan elde edilecek ¢esitli matrislere yansimalar
arasinda ne gibi benzerlikler veya farklar olacagi gibi belirsizlikler bulunmaktadir ve
bunlar, yapilan hesaplamalarin farkli yorumlanmasina neden olmaktadir. Bu nedenle bu

iki kenar tiiriinii igermeyen graflar oldukc¢a 6nemlidir ve 6zel bir isimle anilirlar:

2.1.7. Tanim. Dongii igermeyen ve katli kenara sahip olmayan graflara basit (simple)

graf denir.

2.1.8. Tanmim. Bir G grafinda biitiin kose dereceleri esit ise bu grafa diizenli (regular)

graf denir. v € V(G) i¢in deg(v) = r ise bu grafa r-diizenli (r-regular) graf denir.

Sekil 2.4. 2-diizenli graf



Sekil 2.4.’de dort kenar1 ve dort kosesi olan ve kose derecelerinin tlimii 2 oldugu igin 2-

diizenli olarak siniflandirilan bir graf goriilmektedir.

2.1.9. Tamim. Bir G grafinda bir e € E(G) alindiginda bu kenar v € V(G) kosesi ile

birlesiyorsa e kenari ile v kosesi bitisiktir (incident) denir.

2.1.10. Tammm. Bir G grafinda iki kose arasinda bir kenar varsa bu koselere komsu

(adjacent) kogeler, ortak bir koseye sahip olan kenarlara da komsu kenarlar denir.

Ormnegin, Sekil 2.3 ’de aile b, ailee, aile f koseleri komsu koselerdir; e, ile e,, e,

ile ey, e; ile eg kenarlar ise komsu kenarlardir.

Graflarin giinliik hayattaki olaylar1 modelleyerek bize matematiksel bilgiler sundugunu
ve bu bilgilerin yorumlanmasiyla da, 6rnegin bir molekiiliin fiziksel veya kimyasal
Ozelliklerini elde edebilecegimizi belirtmistik. Bu asamada kullanilan matematiksel
metodlardan birisi de graflara karsilik gelen matrislerdir. Glinlimiizde yiizden fazla graf
matrisi bilinmektedir. Bunlardan en ¢ok calisilanlar komsuluk, bitisiklik ve Laplace
matrisleridir. Asagida ilgili kavramlar1 tanimlayacagimiz komsuluk matrisleri,
muhtemelen graflarin en 6nemli uygulamasi olan graf enerjisi kavramini dogurmaktadir.
Graflarin lineer cebir metodlar ile ¢alisilmasiyla elde edilen bazi1 degerler sayesinde graf
teorinin spektral graf teori adi verilen ve olduk¢a 6nemli uygulamalari olan bir alt dali
ortaya ¢ikmistir(Cvetkovic ve digerleri, 1995; Brezin ve Hikami, 2000). Simdi graf

enerjisi ile ilgili kavramlari sirasiyla gorelim:

2.1.11. Tamim. n koseli bir G grafinin késeleri v4, vy, v3, ... , v, Olsun.
1, v; ve v; komsu (adjacent) koseler ise
[Al;; =10, diger durumlarda

olacak sekilde olusturulan n x n boyutlu [A];; kare matrisine G grafinin komsuluk

(adjacency) matrisi denir ve A ile gosterilir. Sekil 2.3.”deki grafin komsuluk matrisi
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seklindedir.

2.1.12. Tamm. Bir G grafina ait komsuluk matrisi A olmak {iizere |A —Al,| = 0
denkleminin kokleri olan A4,2,,25, ... ,A,, sayilarina A matrisinin 6zdegerleri denir.

|A — AlL,| determinant ile elde edilen polinoma G grafinin karakteristik polinomu denir.

2.1.13. Tamim. Bir G grafina ait komsuluk matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesine G

grafimin spektrumu denir.
2.1.14. Tanmm. Ay, Ay, A3, ... , A, bir G grafinin komsuluk matrisinin 6zdegerleri olmak

tizere, bu 6zdegerlerin mutlak degerlerinin toplamina G grafinin enerjisi denir ve E(G)

ile gosterilir (Gutman, 1978; Balakrishnan, 2004; Nikiforov, 2007).

E(G) = Zn:llil
i=1

seklindedir.

2.1.15. Tanim. Higbir kenar1 olmayan, sadece koselerden olusan graflara sifir (null) graf
denir ve n koseli bir sifir graf N,, ile gosterilir. Derecesi 0 olan koselere de izole (isolated)

koseler denir.



Sekil 2.5. N5 sifir grafi

2.1.16. Tamm. Iki kdseyi birlestiren tek bir yoldan olusan grafa patika (path) graf denir

ve n koseli bir patika graf, B, ile gosterilir.

*—o—0—0—0—0

Sekil 2.6. P, patika grafi

2.1.17. Tamim. Bir patika grafinin iki u¢ kdsesini bir kenar ile birlestirerek elde edilen

grafa devir (cycle) grafi denir ve n koseli bir devir graf C,, ile gosterilir.

Sekil 2.7. C3, C4, C5 devir graflar

n=1ve n=2igin C, = B, oldugundan tez boyunca devir graf i¢in n kise sayisi

olmak tizere n = 3 alinacaktir.

Graf teorinin, yukarida bahsi gegen Konigsberg Kopriileri Problemi de dahil birgok
uygulamasinda patika ve devir graflarina ihtiya¢ duyulur. Bu sebeple diger graf
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tiirlerinden farkli olarak patika ve devirlerden hem birer graf olarak, hem de grafin birer

bileseni olarak bahsetmek miimkiindiir.

2.1.18. Tamim. Bir grafta biri harig¢ tiim koseler bu kdseye komsu ise bu grafa yildiz (star)

graf denir ve S,, ile gosterilir.

n koseye sahip bir S, grafinda merkezdeki kosenin derecesi n — 1, diger koselerin

dereceleri 1°dir.

Sekil 2.8. Sg yildiz grafi

n = 1,2,3 i¢in S, = P, oldugundan tez boyunca yildiz graf i¢in n kdse sayisi olmak
lizere n > 4 alinacaktir. Sunu da belirtmeliyiz ki burada S,, ile toplam n kosesi olan bir
yildiz grafi gosterecegiz. Ancak bazi kaynaklarda yildiz grafin isimlendirmesi yapilirken
Sy ile toplam n + 1 kosesi olan bir yildiz graf gosterilmektedir. Yani S, gosterimindeki
n, burada yaptigimiz gibi toplam kdse sayisin1 degil, merkezdeki koseye birlestirilen kose
sayisin1 gostermektedir. Dolayisiyla Sekil 2.8.’deki yildiz grafim1 biz burada S olarak
adlandirsak ta bazi kaynaklarda bu graf S5 olarak da adlandirilmaktadir. Dolayisiyla
herhangi bir kaynakta S,, semboliinii gérdiigiimiizde bunlardan hangisinin kastedildigine
dikkat edilmelidir.

2.1.19. Tammm. Bir G grafinda her iki kose arasinda bir kenar mevcutsa bu grafa

tam(complete) graf denir ve n koseli bir tam graf K,, ile gosterilir.

Asagida Sekil 2.9.°daki baglantili graf orneklerinden G, grafi 5 koseli bir K5 grafina

ornektir.
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n kose sayist olmak lizere n = 1ven = 2i¢in K, = B, ven = 3 i¢in K,, = C,

oldugundan tez igerisinde tam graf i¢in n > 4 alinacaktir.

2.1.20. Tammm. Bir G grafinda iki kose arasinda bir yol bulunuyorsa bu koselere
baglantili koseler denir. G grafinin her kdse ¢ifti baglantili bir kose cifti ise bu grafa
baglantili graf denir. Baglantili olmayan bir grafa da baglantisiz graf denir.

e iy

Gl GZ Gg

Sekil 2.9. Baglantili graf 6rnekleri

> 7X

G G,

Sekil 2.10. Baglantisiz graf 6rnekleri

Graflar da matematikteki kiimeler, uzaylar veya cebirsel yapilar gibidir. Alt kiimeleri, alt
uzaylar1 veya alt yapilar1 tanimlanabilir, birlesimleri, kesisimleri, farklari, tiimleyenleri
alinabilir, kisaca matematikteki diger yapilar ile yapilan birgok islem, graflarla da

yapilabilir. Siradaki {i¢ tamimda bu islemlerden oldukca faydali olan {i¢ tanesini, kdse
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silme, kenar silme ve kenar ekleme islemlerini hatirlayacagiz. Tabii akla gelebilecek ilk
soru neden dordiincii bir islem olarak kose ekleme isleminin yapilmadigi sorusudur. Bu
islem ¢ok farkli ihtimaller bulundurdugundan bir standart kabule sahip degildir ve biz

caligmamizda bu isleme yer vermeyecegiz.

Bu ii¢ islemin calisilmasinin amaci, bu islemleri uygulayarak verilen ve ¢alisilmasi zor
olan bir grafin istenen bir 6zelligini bulmak yerine bu graftan daha basit ya da daha
karmasgik olsa da iyi bilinen bir graf sinifina dahil olan bir grafin ayn1 6zelligini elde etmek
ve bu bilgiden hareketle daha 6nceden verilmis olan formiiller yardimiyla aranan grafin

ozelligine ulagmak miimkiin olmaktadir.

2.1.21. Tamm. Bir G grafinda v herhangi bir kose ise v kdsesini ve bu koseye komsu tiim

kenarlar silme islemine kdse silme islemi denir ve elde edilen yeni graf G — v ile

™~

gosterilir.

G G—v
Sekil 2.11. G grafi ve G grafinda v kosesi silindiginde olusan G — v grafi
2.1.22. Tamim. G bir graf ve e € E(G), G grafinin herhangi bir kenari olsun. G grafindan

e kenarmnin silinmesi islemine kenar silme islemi denir. Burada elde edilen yeni graf da

G — e ile gosterilir.
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G G—€1 G_ez

Sekil 2.12. G grafi, G grafindan sirasiyla e; ve e, kenarlarinin silinmesiyle olusan
G — e, ve G — e, graflan

2.1.23. Tanmim. Bir G grafinin mevcut iki kdsesine ya da grafa ait olmayan bir kdseden
grafin bir kosesine bir kenar eklenmesi; grafa ait olmayan iki kosenin birlesmesiyle
olusan bir kenar (K,) eklenmesi ya da dongii veya katli kenar eklenmesi islemlerinin her
birisine kenar ekleme islemi denir. e eklenen yeni kenar olmak iizere elde edilen yeni

graf G + e ile gosterilir.

ez’

G G+e G+e,

Sekil 2.13. G grafi ve G grafina sirasiyla e; ve e, kenarlarinin eklenmesiyle olusan
G + eq ve G + e, graflan

Verilen bir derece dizisine ait bir graf ¢izilebildiginde derece dizisini de kullanarak grafin
tizerinde farkli islemler uygulayabiliriz(Tyshkevich ve digerleri, 1987; Kim ve digerleri,
2009). Bu tezin i¢inde sik¢a kullanacagimiz omega invaryantindan bahsedebilmemiz i¢in
oncelikle derece dizisini tanimlayacagiz. Ardindan bir G grafinin omega invaryantini ve

bolge(yiiz) sayisini tanimlayacagiz(Delen (2019)).
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2.1.24. Tamm. Bir G grafinin kdse derecelerinden olusan kiimeye grafin derece dizisi

(degree sequence) denir.

0 < i £Aigina; = 0 olmak lizere genel olarak bir G grafinin derece dizisi
D(G) = {0(‘10), 1(a1) 2(a2) 3(as) ’A(aA)}

seklindedir.

2.1.25. Tamm. G grafi, D = {0(%),1(41),2(a2) 3(a3) _ A@2)} derece dizisine sahip bir

graf olsun. G grafinin omega invaryanti £2(G) ile gosterilir ve

QG) = az + 2a, + 3as + -+ + (A —2)a, — a4

= %:1 (i-2q
seklinde tanimlanir.

2.1.26. Tamim. c bilesenli G grafinin kapalt bolge (yiiz veya devir) sayist 1 ile gosterilir

ve G grafinin kapali blge sayis1 omega invaryantindan yararlanarak

_2A6)
T

seklinde tanimlanir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Matematigin 6nemli ¢alisma alanlarindan biri olan Lineer cebir probleme dogrusal bir
acidan bakip, matris ile ifade ettikten sonra onu matris islemleriyle ¢ozer. Graf teoride de
komsuluk matrisleri kullanilarak lineer cebirde bulunan determinantin 6zellikleri, satir-
stitun islemleriyle grafin karakteristik polinomuna ve bu karakteristik polinomun
koklerine yani 6zdegerlerine ulasilir (Mowshowitz, 1972). Bu 6zdegerler kullanilarak da
Ozdegerlerin mutlak degerlerinin toplam1 olan ve graf enerjisi adi verilen kavram agiga

cikmustir.

Ayni1 zamanda graf enerjisi ile ilgili elde edilen sonuglarda graf teori ve kombinatorik

teori yontemlerinden de yararlanilmistir (Zverovich, 1992; Vasudev, 2007).

Derece dizilerinin gizilebilirlik durumuyla ilgili en bilinen Havel-Hakimi olmak iizere
pek cok yontem bulunmaktadir. Burada derece dizisi yardimiyla omega invaryanti
bulunarak bir grafin ¢izilip ¢izilemedigi anlasilabilir (Havel, 1955; Hakimi,1962). Yine
bir grafin kapali bolge sayisina, grafin baglantililifina omega invaryant1 sayesinde

ulasilabilir.

Graf teoride, verilen bir graftan yeni graflar elde etmenin bir¢ok yolu vardir. Bunlardan
tez i¢cinde kullanacagimiz kose silme, kenar silme, kenar ekleme yontemleridir. Bunlari
bir grafa ayr1 ayr1 uyguladigimizda ve her birinde farkli ek islemler daha yapildiginda
olusan graflarin karakteristik polinomlar ile ilk grafin karakteristik polinomu arasinda

iliski oldugu goriiliir.

Yurttas Glines ve digerleri (2020) calismasinda graflarla ilgili kombinatorik 6zelliklerin
hesaplanmasinda kullanilan bazi yeni graf tiirleri tanimladilar. Asagida bu graflardan
bazilarim1 hatirlayip karakteristik polinomlarini, spektrumlarim1 ve 6zdegerlerini elde
edecegiz. Bu 0Ozdegerlerden faydalanarak bu graf tiirlerinin graf enerjileri kolayca

hesaplanabilir (Walikar ve digerleri, 1999).
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3.1. Ly Grafimn Spektrumu

[k olarak 6zel bir graf ile baslayacagiz. Bu graf tiiriinde tiim kenarlar sadece dongii
seklindedir. Simdi bu grafin tanimin1 hatirlayalim. Tek bir kdsede q dongiiye sahip olan
bir graf L, ile gosterilir. Baz1 L, graflar1 Sekil 3.1°deki gibidir.

- YGBD

L L L

3 3 4

Sekil 3.1. Baz1 L, graflari

L, grafinin derece dizisi D(L,) = {2q™} seklindedir. Burada bu grafin omega

invaryanti Q(Lq) = 2q — 2 olarak elde edilir. Buradan da L, grafinin bdlge sayismin

r(Lg) = 22+ 1= g oldugu gorilli.

Teorem 3.1.1. Bir L, grafimin spektrumu S(Lq) = {2q} seklindedir.

Ispat. L, grafinin komsuluk matrisi 1 X 1 boyutlu olup 4 = A(Lq) = [2q] seklinde bir

tek elemandan olugmaktadir. Dolayisiyla bu grafin karakteristik polinomu

1A —All = |2q — Al

= 2q—A

seklindedir ve buradan da tek 6z degerinin A = 2q oldugu goriiliir.
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Teorem 3.1.2. L, grafinin enerjisi

E (Lq) =2q
seklindedir.

Ispat. Bir L, grafi tek bir 6zdegere sahip olacagindan enerjisinin de o 6zdegere esit

olacagi kolayca goriiliir.
3.2. B, ¢ Grafimin Spektrumu
fkinci olarak L, grafina oldukga benzeyen ve farkli olarak her iki ucuna belli sayilarda

dongiiler eklenmis bir kenardan olusan bir graf tiiriinii hatirlayalim. 7, s € N olsun. iki

kosesi farkli olan bir kenarin bir ucuna r dongii, diger ucuna s dongii eklenerek elde

TTIT

: (v Wt I 0,2 1,2 2,2 0,3

edilen graf B, ; ile gosterilir.

Sekil 3.2. Bazi1 B, ¢ graflar

Sekil 3.2.°de baz1 B, graflar1 grafi Ornekleri verilmistir. Sekil 3.3.’de iizerinde

calisabilecegimiz genel bir B, ¢ grafi 6rnegi verilmistir.
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r tane dongii

s tane dongii

Sekil 3.3. Genel bir B, 5 grafi
Bir B, ¢ grafinda iki kése ve r + s + 1 kenar bulunmaktadir. Bu grafin bir kdsesinin

derecesi d,, = 2r + 1, diger kosesinin derecesi ise d,, = 2s + 1°dir. Dolayisiyla bu

grafin derece dizisi de
D(By;) = {2r + 1M, 25 + 1V}
olur. Bu grafin omega invaryanti ise

OB g)=2r+1—-2+25+1-2

=2(r+s—1)
olur ve bolge sayisinin da

)
r(Br,s) = 5+ 1

2r+s—-1
_2ts-1)

=r+s

yani dongli sayisina esit oldugu goriiliir.
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Teorem 3.2.1. Bir B, ¢ grafinin spektrumu

S={r+s+ -5+, r+s—(r—s)+1}

seklindedir.

Ispat. B, ¢ grafinin komsuluk matrisi 2 X 2 boyutludur ve 4 = A(B,s) = [er 215]

seklindedir. Buna gore

_12r—2A 1 _
|A—AIl = 1 25—/1_0

denklemi elde edilir ve buradan
Qr—-21)Q2s—-1)-1=0
ve boylece de B, s grafinin karakteristik polinomu
A —Q2r+2s)A+4rs—1=0

olarak elde edilir. Polinomu kullanarak diskriminant yardimiyla da oOzdegerleri

bulabiliriz.

A=Q2r+2s)>—4-1-(4rs—1)
= 4r? + 4s%> + 8rs — 16rs + 4

= 4((r—s)*+1)
olur ve buradan B, ; grafinin 6zdegerleri

2r+2s+2/(r—s)?-1
1 = 2
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=r+s+(r—5)2+1
ve
2r+2s—2(r—s)?-1

2

=r+s—y(r—-s)?+1

olarak bulunur.
Sonug 3.2.2. Ozel olarak B, grafinda r = s ise bu grafin 6zdegerleri

M =r+s+1

= 2r+1

ve

Ay =r+s-1

= 2r—1

olur.

Ispat. Teorem 3.2.1.”den kolayca goriiliir.

Teorem 3.2.3. Bir B, ; grafinin enerjisi

E(B,s)=2r+2s

seklindedir.
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Ispat. Bir B, ; grafinin iki kdsesi oldugundan iki 6zdegere sahiptir. Bu dzdegerlerin
Teorem 3.2.1.°de

M=r+s+@r—-s5)+1
Ah=r+s—y(r—s)?+1

oldugu gosterildi. Buradan B, ; grafinin enerjisini bulmak i¢in bu iki 6zdegerin mutlak

degerini topladigimizda
E(B,s)=2r+2s
oldugu kolayca goriiliir.
3.3. F,. ¢ Grafimin Spektrumu
Tamm 3.3.1. Bir kosesinde r tane dongii bulunan ve yine ayni kdseye birlesen s tane

sallanan kenar1 ve s + 1 kdsesi bulunan bir graf ¢igek grafi adini1 alir ve F, g ile gosterilir.

Asagidaki Sekil 3.4.’de genel bir F, g grafi 6rnegi verilmistir.

Sekil 3.4. Genel bir F, ¢ grafi

Bir F, s grafinin s tane kdsesinin derecesi bire esittir. Dongii bulunan kdsesinin derecesi

ise 2r + s’dir. Buradan F; ; grafinin derece dizisi de

22



D(F.) = {19, 2r + sMW}

olur. Omega invaryanti ise

NFE)=s1-2)+2r+s-2

=2r—2

olup, bdlge sayisinin da dongii sayisina yani r’ye esit oldugu goriiliir.

Teorem 3.3.2. Bir F, ¢ grafinin karakteristik polinomu

P(F.s)=2"1(22 — 2r1 —s)

seklindedir.

Ispat. Bir F, ; grafinin komsuluk matrisi (s + 1) X (s + 1) boyutludur ve

[Zr +s 1 1 1]
| 1 0 0 0]
A= A(F.s) =| 1 0 0 oi
l 1 0 0 0J
seklindedir. Buna gore bu matrisin determinanti
2r+s—2 1 1 1
1 0-1 0 0
|A—All = 1 0 0—4 - 0
1 0 0 e 0—21

seklindedir. Buradan satir-siitun islemleri ve determinant 6zellikleri kullanilarak sonug

elde edilir.
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Teorem 3.3.3. Bir F, ¢ grafinin spektrumu ise

S = {r+\/r2 + 55,17 —A+12 +s,0(5—1)}

seklindedir.
Ispat. Bir F, ; grafinim polinomu
P(F.s) =2"1(22 —2rd —s)
olarak elde edilmisti. Buradan F, ¢ grafinin 6zdegerlerine ulasabilmek i¢in ilk olarak
A=2r2—s5s =0
yazildiginda polinomun diskriminanti

A= (=2r) — 4(~s)
= 4r? 4 4s

= 4(r? +5s)

olarak bulunur. Diskriminant yardimiyla da F, ¢ grafinin 6zdegerleri

2r + 2Vr2 + s
/11 =
2
A =r+Vri+s
ve
2r —2Vr2 +s
2:
2
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seklinde bulunur. Ikinci olarak da
A371=0
yazildiginda F, ¢ grafinin diger 6zdegerlerinin de
Aa=Ay==2A41=0
seklinde oldugu goriiliir.
Teorem 3.3.4. Bir F,. ¢ grafinin enerjisi
E(Fs)=2Jr2+s
seklindedir.

Ispat. Teorem 3.3.3.’de bir F, ¢ grafinin 6zdegerlerinin

M=r+r2+s

Ay =1—1r2+s

A3 =g =" =2441=0

oldugu gosterildi. Buradan F, ; grafinin enerjisini bulmak i¢in bu 6zdegerlerin mutlak

degerlerini topladigimizda
E(Fs)=2Jr2+s

oldugu kolayca gortiliir.
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3.4. C3(rry Grafimn Karakteristik Polinomu

Tanim 3.4.1. Bir iiggenin koselerinden birine k, birine r, birine de t tane dongii

eklenmesiyle elde edilen graf C 1) ile gosterilir ve dongiilii liggensel graf adini alir.

t tane

Sekil 3.5. C5 (. ¢y dongiilii tiggensel grafi

Bir C5 (i,r,t) grafinin bir kdsesinin derecesi 2k + 2, ikincinin derecesi 2r + 2 ve sonuncu

kosenin derecesi de 2t + 2’dir. Derece dizisi de
D(Csrey) = {2k +2W,2r + 20, 2¢ + 20}
olur. Omega invaryant1 ise

QCaryy) =Rk+2-2)+Qr+2-2)+ @2t +2-2)

=2(k+71+10)

olarak bulunur ve bdlge sayisinin ise k + r + t + 1 oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.4.2. Bir C3 (4 1+ grafimin karakteristik polinomu
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3 2 3
P(Capirpy) = B +2(k +r+ )12 — 4 kt+ kr + tr — ) A+ 8krt

—2(k+r+t—-1)
seklindedir.
Ispat. Bir C3,(k,rt) grafinin komsuluk matrisi 3 X 3 boyutludur ve

2k 1 1]

A=A(Csperp) = [1 2r 1
1 1 2t

seklindedir.

2k — 2 1 1
1 2r—27A 1
1 1 2t— A

|A =2l =

= Rk =DA% =2 +t)A + 4rt — 1]
—2t—-2-1D+A=-2r+41)

= —234+2(r +t)A?2 — (4rt — 1)1 + 8krt
—4(rk + tk)A +2kA? =2k —2r+A+1+1

—2t+ A
- —,13+2(k+r+t),12—4(kt+kr+tr—§),1

+8krt —2(k+r+t—1)

saglanir.

Asagida C3 i r ) grafinin iki kosesine ait dongii sayisi esit, diger kosenin dongl sayisinin

onlardan farkli oldugu durumu inceleyecegiz:
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Teorem 3.4.3. C3 (x k k+a) grafinm karakteristik polinomu

3
P(Csipnray) = =22 + 23k + )% — 4 <3k2 + 2kd — Z) A+ 8k%(k+d)

—2(3Bk+d-1)

seklindedir.

Ispat. Teorem 3.4.2°de k, k, k + d degerleri yerine yerlestirilirse yukaridakilere benzer

islemler sonucunda C5 ( x k+q) grafinin Karakteristik polinomu elde edilir.

Teorem 3.4.4. P(d) = 4d* — 4d + 9 olmak iizere C3 (j  x+q) grafinin spektrumu

VP(@)+2QRk+d)+1 —/P(d)+2Q2k+d)+1

S=12k-1,
2 2

seklindedir.
Ispat. Bir C3,(k k k+a) grafinin komsuluk matrisi 3 X 3 boyutludur ve

2k 1 1

A = A(C3,(k,k,k+d)) = [ 1 Zk 1
1 1 2k+2d

seklindedir. Bu matris yardimiyla Wolfram alpha kullanilarak asagidaki 6zdegerler elde

edilmistir.

){1=2k—1
1
Azzz(\/4d2—4d+9+2d+4k+1)
1
/13=§(—\/4d2—4d+9+2d+4k+1)
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Burada C5 (x x k+a) grafinda d sayisinin alabilecegi degerlerin pozitif, negatif veya sifir

olabilecegine dikkat ediniz.

Teorem 3.4.5. Bir C3 (x k k+q) grafinin enerjisi

E(C3,(k,k,k+d) ) =2k—1++4d?>—-4d+9
seklindedir.

Ispat. Teorem 3.4.4.°de C3 (kk k+a) grafinin verilen Ozdegerlerinin mutlak degerlerini

toplarsak bu grafin enerjisine kolayca ulasiriz.

Ornek 3.4.6.

Sekil 3.6. C3 (33 2) dongiilii liggensel grafi

Sekil 3.6.’daki C3 33 ,) grafinda k = 3 ve d = —1’dir. Bu degerleri kullanarak C5 (3 3 2)

grafinin karakteristik polinomunu, spektrumunu ve enerjisini bulalim:

C3,(3,3,2) grafinin karakteristik polinomu Teorem 3.4.3’ten
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3
P(Cs,(3,3,2)) = -2 +23E-3-1)A —4(3'32+2'3'(—1)—Z>l+8-32(3—1)

-2(3:3-1-1)
=-23+16A* -811+ 130

olarak bulunur.

C3,(3,3,2) grafinin 6zdegerleri Teorem 3.4.4. yardimiyla

A =2-3-1=5

V17 + 11

Az =%(\/4(—1)2 —4(-1)+9+2(-1)+4-3+ 1) =—

—17 + 11

A3 =%(—\/4(—1)2—4(—1)+9+2(—1)+4-3+1)= >

seklinde bulunur. Buradan C5 (3 3 5) grafinin spektrumu

V17 + 11 —/17 + 11
S: 5, T' #

seklindedir.

C3,(3,3,2) grafinin enerjisi ise Teorem 3.4.5.’ten

E(Cs,(3,3,2)) =2-3-1 +\/4(—1)2 —4(-1D)+9=5++17

olarak bulunur. Ya da yukarida buldugumuz 6zdegerlerin mutlak degerlerini toplayarak

da C3 (3,3 2) grafinin enerjisini bulabiliriz.
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3.5. 3™ Grafinin Karakteristik Polinomu

Tanim 3.5.1. Bir liggenin kenarlarindan birine k, birine r, birine de t tane katli kenar

(k,1t)

eklenmesiyle elde edilen graf C; ile gosterilir ve kath ticgensel graf adini alir.

k tane r tane
katl1 kenar katli kenar

=

t tane
katli kenar

Sekil 3.7. C3 (kT Kath iicgensel grafi

Burada C; %™ grafinin kenar sayisi k 4 r + t + 3; bir késesinin derecesi k + r + 2, bir

kosesinin derecesi k + t + 2 ve digerinin kdse derecesi ise r + t + 2°dir. Derece dizisi
D(C;*™D) = {k+7r+2MW k+t +2M, r + ¢t + 20}
olur. Omega invaryanti ise

Q(CH D) = (k+r+2-2)+(k+t+2-2)+(k+t+2—2)

=2(k+7+t)

olarak bulunur ve bolge sayisinin ise k + r + t + 1 oldugu kolayca goriiliir.
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Teorem 3.5.2. Bir C3 (k.rt) grafinin karakteristik polinomu
P(C%™D) = =B+ (k+ D2+ (r+ 12+ (t+ DDA+ 2k + D+ D(t+ 1)
seklindedir.

ispat. Bir C;"9 grafinin komsuluk matrisi 3 x 3 boyutludur ve

0 k+1 r+1
k+1 0 t+1
r+1 t+1 0

A=A(c*D) =

seklindedir. Bu matrisin determinanti ise

-1 k+1 r+1
k+1 -4 t+1
r+1 t+1 -1

|A—AIl =

=0

seklindedir. Buradan satir-siitun islemleri ve determinant 6zellikleri kullanilarak sonug

elde edilir.
Burada 6zel olarak C; (k.ke,0) grafini inceyelim:
Teorem 3.5.3. C3 (k.k,0) grafinin karakteristik polinomu
P(Cs®R0) = —23 + (2(k + 1)% + DA + 2(k + 1)?
seklindedir.

ispat. Verilen ifadeler Teorem 3.5.2.de yerine yazildiginda C3%*%  grafinin

karakteristik polinomuna ulagilir.
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Teorem 3.5.4. C;%%% grafinin spektrumu P(k) = 8(k + 1)% + 1 olmak iizere

4 JPR)+1 —/P(k)+1

’ 2 ' 2
seklindedir.

ispat. Bir ;%% grafimin komsuluk matrisi 3 x 3 boyutludur ve

0 k+1 k+1
A=AC%*Y) = [k+1 0 1
k+1 1 0

seklindedir. Bu matris yardimiyla Wolfram alpha kullanilarak 6zdegerler elde edilmistir.

Teorem 3.5.5. Bir C;* grafinin enerjisi

E(GH M) =1+ /8(k+1)2+1
seklindedir.

Ispat. Teorem 3.5.4.de C; (kek,0) grafinin 6zdegerlerinin mutlak degerlerini toplarsak bu

grafin enerjisine kolayca ulasiriz.
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4. BULGULAR

Bir graf verildiginde bu graftan yeni graflarin elde edilmesi, siklikla kullanilan bir
yontemdir. Bu anlamda en sik kullanilan yollardan birisi baslangictaki graftan bir kose
veya kenar silinmesidir. Benzer sekilde kose ve kenar ekleme, kenar biizme veya daha
birgok tiirde yontemler uygulanmaktadir. Tabii bu ekleme veya ¢ikarma yontemleri
disinda da daha birgok benzer ydntemler mevcuttur. Ornek verecek olunursa verilen
baslangi¢ grafinin dogru grafi, tam grafi, alt bolme grafi, orta grafi, Mycielskian grafi, r-
alt bolme grafi ilk akla gelenler arasindadir. Bu sekilde bir graftan elde edilen yeni

graflara tiiretilmig graflar denilir.

Tiretilmis graflar1 calismanin dogal bazi avantajlar1 vardir. Aynen kiimelerle, alt
uzaylarla, gruplarla, halkalarla, vb. diger matematiksel yapilarla yapilan islemlerde
oldugu gibi, calisilmakta olan grafi calisilmasi daha kolay olan yeni bir grafa ya da

graflara doniistiirdiigiimiizde islemlerin boyutu kii¢iiliir ve kolaylasir.

Kose ve kenar eklemenin veya silmenin de benzer avantajlari bulunmaktadir. Silme
isleminde elde edilen yeni graf daha kiigiik bir graf olacaktir ve silinen kdse veya kenarin
uygun bir sekilde secilmesiyle elde edilecek olan bu tiiretilmis grafin bilinen bir grafa
dontistiiriilmesi ve bu graf tiirii i¢in var olan formiil veya yontemlerden faydalanilabilecek
olmasi bir avantajdir. Ya da ayni tiiretme islemi ard arda uygulanarak birden fazla adimda
arzu edilen bir grafa ulasilabilir ve bu ara islemleri etkileri hesaplanarak ¢aligilmasi zor

olan baglangi¢ grafinin 6zellikleri belirlenebilir (Chartrand ve Zhang, 2012).

Bu bolimde bir G grafina farkli sekillerde dongii(ler), katli kenar(lar) ve bir sallanan
kenar ekleyecegiz ve her bir durumda olusan yeni grafi yerine gore G’ veya G + e ile
gosterecegiz. Bu graflarin baz1 kose ve kenarlarinin silinmesiyle olusan G, (G + e)’,
(G + e)" graflarinin nasil tanimlandigini alt bélimlerde agiklayacagiz. Daha sonra da
her alt bolimde G grafinin karakteristik polinomunun bu graflarin karakteristik

polinomuna bagli olan degisimini inceleyecegiz (Fulkerson ve digerleri, 1963; Delen ve

Cangul, 2019).
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4.1. Tiim Koselere Esit Sayida Dongii Ekleme
Burada bir G grafininin her bir kdsesine dongii ekleyip grafin omega invaryanti,
karakterististik polinomu ve 6zdegerlerindeki degisimi inceleyecegiz (Parlett, 1980). Bir

G grafinda her bir koseye esit sayida dongli eklendiginde yeni olusan graf G' olsun.

Ornek olarak,

G G’

Sekil 4.1. G grafi ve G grafinin her bir kosesine dongii eklenmesiyle olusan G' grafi
graflar1 verilebilir.

Delen (2019) calismasinda D(G) = {1(‘11),2(“2), 3(as), ---,A(aﬂ)} derece dizisine sahip

bir G grafinin omega invaryantini

XG)= a3 + 2a, + 3as + -+ (A —2)ap, — 4

= ?:1(1' - 2)a

olarak tanimlamusti.

G grafinin her bir kdsesine s tane dongii eklendiginde olusan G’ grafinin derece dizisi

D(G") = {(1+25)@), (2 + 25)(@), (3 + 25)(@3), .. (A + 25) @)}
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olur. G' grafinin omega invaryanti ise

QAGC)Y=02s—1)a,;+2sa,+ 2s+1az;+ -+ 2s+A—2)a,
= 25((11 +a,+az+ -+ ClA) + Q(G)

= 2sY5, a; + G)

olarak elde edilir. Buradan G ve G’ graflarinin omega invaryantlari arasindaki iligki

AG) = AGC) —25¥5; q

QG) = AG') — 2sn
seklinde olur. Bolge sayilar arasindaki iligkinin ise

r(G) = @ +c
r(G) = —Q(G’z_zsn +c
r(G) = @ +c—sn

r(G) = r(G') —sn

oldugu goriiliir. Ayn1 zamanda G’ grafinin bolge sayisinin G grafinin bolge sayisindan

eklenen dongii sayisi kadar fazla oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 4.1.1. Sekil 4.1.deki G grafinin derece dizisi D(G) = {1(1),2(2),3(1)}

seklindedir. Buradan G grafinin omega invaryanti
2A6)=11-2)+2(2-2)+133-2)=0

ve bolge sayisi da graf baglantili oldugundan
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rm)=g+1=1

olarak bulunur. Sekil 4.1.’deki G’ grafina birer dongii eklendiginden derece dizisi

D(G") = {3W, 4 5} seklindedir. Buradan G’ grafinin omega invaryanti
2AG)=1B83-2)+24-2)+1(5-2)=8
ve bolge sayisi da
r(6)=2+1=5

olarak bulunur. G grafinin kose sayisi da n = 4 olmak iizere bulunan degerler yerine

yerlestirildiginde

XG) = AG') - 2n

ve

r(G)=r(G")—n
esitliklerinin saglandig: goriiliir.
Teorem 4.1.2. Bir G grafinda her bir koseye s tane dongii eklendiginde elde edilen G’
grafinin her bir 6zdegeri, G grafinin karsilik gelen 6zdegerinin 2s fazlasina esit olur.
Yani A;’ler G grafinin 6zdegerleri ve A; ’ler G’ grafinin 6zdegerleri olmak lizere
/1; = /11' + 2s

seklindedir.

Ispat. Herhangi bir G grafinin komsuluk matrisi
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ai a2 ass a1(n-1) Ain
/ az1 azz a3 Az2(n-1) Azn \
| Q31 as; ass az(n-1) Azn |
A= : : : . : : (1)
An-1)1 Am-12 Am-1)3 " Am-1D)(n-1) An-Dn
an1 an2 Qns e An(n-1) ann

olsun. Buna goére bu matrisin karakteristik polinomu

a;; —A4 a2 a3 a1(n-1) A1n
azy Ay — A Qs az(n-1) arn
deta—an=| @1 G2 GsTA Gew G )
Am-11 Am-1)2 A@m-1)3 ° Am-Dm-1) — 4 Am-1n
an1 Ap2 ans Ap(n-1) Apn — A
=0

seklindedir. G grafinin her bir kdsesine s tane dongii ekledigimizde olusan G’ grafinin

komsuluk matrisi de

/‘111 +2s Qa2 a3 a1(n-1) \
az1 Az, + 2s az3 az(n-1)
= I aszq as; azz +2s - az(n-1) a3n I
\ An-1)1  Am-12 A@m-13 ° Am—D@m-1)T 25  Am-1n /
an1 Qn2 Qan3 An(n-1) Ann + 2s

seklinde elde edilir ve bu matrisin karakteristik polinomu da

det(4’' —A'1) =

11— (A" —2s) a2 a3 A1(n-1) Ain
az1 Az, — (A" = 2s) az3 Az(n-1) Qzn
aszi asz az; — (A —2s) - a3(n-1) Q3zn
A(n-1)1 A(n-1)2 A(n-1)3 “ Aenn-ny — (A — 25) A(n-1)n
An1 An2 Qn3 An(n-1) Ann — (A’ —25)
=0
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seklindedir. Bu da A" komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin A’ parametresinin bir polinomu
olarak elde edilebilecegini gosterir. G grafinin her bir A 6zdegerine G’ grafinin bir A’

0zdegeri karsilik geleceginden

/1; — 25 = /11'
ise
/12 = /11' +25

esitligi saglanir.

Ornek 4.1.3. Sekil 4.1.’deki G grafinin 6zdegerleri Matrix calculator ¢evrimigi programi
yardimiyla

A=-1 A, ~-1481, A;~0311, A, =~ 2170

olarak bulunur. G grafinin her bir kosesine bir dongii eklendiginde olusan Sekil 4.1.”deki

G' grafinin 6zdegerleri Matrix calculator yardimiyla

X=1 A~0519, A ~2311, A, ~4170

olarak bulunur. Burada 6zdegerler incelendiginde G grafinin her bir kdsesine bir dongii
eklendiginde olusan G’ grafinin her bir 6zdegerinin, G grafinin karsilik gelen 6zdegerinin

2 fazlasina esit oldugu goriiliir.

4.2. Tiim Kenarlara Esit Sayida (Katl) Kenar Ekleme

Bir G grafinda her bir kenara s tane kenar ekleyelim ve olusan yeni grafi da G'ile
gosterelim. Burada G grafi herhangi bir graf olabilir. Burada dikkat edilecek husus, G
grafinda katli kenar mevcutsa bu kenar grubundaki kenarlardan her birisi igin s tane yeni
kenar ekleyip katlilig1 s katina ¢ikarmamiz gerektigidir. Benzer sekilde eger G grafinda

dongiiler varsa o koselere var olan dongii sayist kadar yeni dongii eklenmelidir.
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Ornek olarak,

G G’

Sekil 4.2. G grafi ve her bir kenara yeni bir kath kenar eklenerek elde edilen G’ grafi
graflar1 verilebilir.
G grafinda her bir kenara s tane kenar eklendiginde olusan G' grafinin derece dizisi
D(G") = {(1+s)@), (2 +25)2), (3 + 35)(@3), -, (A + As) (@)}
seklindedir. G’ grafinin omega invaryanti ise

AGC)=A+s—-2)a;+(2+2s—2)sa, + (3+3s—2)az + -
+(A + As — 2)a,

=sYy4%  ia; + 2G)

olarak elde edilir. Buradan G ve G' graflarinin omega invaryantlar arasindaki iligskinin

QGC) =GN —sy%, ia;

QG) =2G") —2sm

oldugu goriiliir. Bolge sayilar1 arasindaki iliski ise
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r(G) = @+c

r(G) = —Q(Gll_zsm +c

r(G) = @+c—sm

r(G) =7r(G") —sm

seklinde bulunur. Bu da her bir kenara s tane katli kenar eklememizin sonucu olarak artan

bolge sayisinin kenar sayisinin s kati kadar oldugunu belirtir.

Ornek 4.2.1. Sekil 4.2°deki G grafinin derece dizisi D(G) = {11,2®,3W}

seklindedir. Buradan G grafinin omega invaryanti
2AG)=11-2)+2(2-2)+13-2)=0
ve bolge sayisi da
r(@)=3+1=1
olarak bulunur. G grafinin her bir kenarina yeni bir katli kenar eklenerek elde edilen Sekil

4.2.°deki G' grafinin derece dizisi D(G') = {2M,4®), 6} seklindedir. Buradan G’

grafinin omega invaryanti
AGC)=12-2)+24-2)+1(6—-2)=38
ve bolge sayisi da

NGO=§+1=5

olarak bulunur. G grafinin kenar sayist da m = 4 olmak iizere bulunan degerler yerine

yerlestirildiginde
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QG)=G")—-2m
ve
r(G)=r(G)—m
esitliklerinin saglandig1 goriiliir.
Teorem 4.2.2. G grafinda her bir kenara s tane kenar daha eklendiginde olusan graf

G'; G grafinin 6z degerleri A4,1,, ++,A,, Ve G' grafinin 6z degerleri A,’, 1,/, -, 4,

olsun. G’ grafinin 6z degerleri G grafinin 6z degerlerinin s + 1 katina esittir. Yani,
M= G+HDA, A = (s+DAy, -, A = (s+ DA,
seklindedir.

Ispat. Herhangi bir G grafinin komsuluk matrisi (1) ifadesinde verildigi gibidir. G
grafinda her bir kenara s tane kenar daha eklendiginde olusan G’ grafinin komsuluk

matrisi ise eklemenin yapisi nedeniyle her bir a;; s + 1 katina ¢ikacagindan

/ (s + Dayy (s + Day, (s+Days (s + Daym-1 (s+ Dayq \
(s + Day (s +Day, (s +Days o (s+ Dazm-n (s + Day,
po| G+Das  (s+Da  (s+Dag - (+Dasery  (+Dag, |
| ; ; ; : : |
\(5 + 1)a(n—1)1 (s+ 1)a(n—1)2 (s+ 1)a(n—1)3 (s + 1)a(n—1)(n—1) (s+ 1)a(n—1)n/
(S + 1)anl (S + 1)anz (5 + 1)an3 (S + 1)an(n—l) (S + 1)ann

seklinde elde edilir. Buradan A’ = (s + 1)A esitligi kolayca gorilir. G’ grafinin
karakteristik polinomu

|A" =21 =0

seklindedir. Burada A’ yerine (s + 1)A yazilirsa
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s+ 1)A—-XI|=0

olur. Her iki taraf ikiye boliindiiglinde

A,
(s+1)

|A— 1|=0

elde edilir. Bu esitlik ayn1 zamanda G grafinin karakteristik polinomuna esit oldugundan
A-al=|a-21|=0
s+1
olur. Buradan da

A= A
T s+1
AM=(G+11

elde edilir.

Ornek 4.2.3. Sekil 4.2.°deki G grafinin 6zdegerleri Matrix calculator yardimiyla

L=-1 A, ~-1481, A;~0311, A, ~2170

olarak hesaplanir. G grafinda her bir kenara birer kenar daha eklendiginde olusan Sekil

4.2.°deki G' grafinin 6zdegerleri Matrix calculator yardimiyla

A =-2, !~ —2,962, L ~0622, A, ~ 4340

olarak hesaplanir. Burada ozdegerler incelendiginde G’ grafinin 6zdegerlerinin G

grafinin 6zdegerlerinin 2 katina esit oldugu gortiliir.

Teorem 4.2.4. Bir G grafinin karakteristik polinomu
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P(G) ="+ ap A" T +a, A" 2+ + a1+ q

olsun. G grafinda her bir kenara s tane kenar eklendiginde olusan G’ grafinin

karakteristik polinomu

P(G)=A"+(s+ 1)an_1/1"‘1 + (s + 1)2an_22n_2 + -+ (s+ 1)n—1a1/1
+(s + 1)"a,

seklindedir.
Ispat. Herhangi bir G grafinin komsuluk matrisi (1)’deki gibidir. Buna gére bu matrisin

karakteristik polinomu (2) denklemindeki gibidir. Her bir kenara s tane katli kenar daha

eklendiginde olusan G’ grafinin komsuluk matrisi de

/ (s +Dayy (s + Day, (s+Days o (s+ Daym-n (s+Day, \
(s+ Day (s + Day, (s +Days (s + Dazm-1 (s + Day,
yo| G+Dan  G+Dap  (+Da 0 +Dageen S+ Dag |
\(5 +Dam-11 +Dap-12 (+Dap-ns - +Dan-n@m-1y (+ 1)a(n—1)n)
(5 + 1)anl (S + 1)anz (5 + 1)an3 (S + 1)an(n—l) (S + 1)ann

seklindedir. G’ grafinin karakteristik polinomu ise

det(4’" — 2'1)
(s+Day; — A (s+ Day, (s+ Days (s + Daym-1 (s+Day,
(s + Day, (s+1Day, =2 (s + Days (s + Dazp-1) (s + Day,
_| (s+Das (s +Das; (s+Dag; —4" - (s + Dazm-1) (s + Das,
+Dap-11 G+Dap-1, +Dap-1y3 - +Dap-1m-—4 (+1Dam-nn
(s +Day (s + Day,, (s + Days (s + Dapm-1) (s+Day, — A
=0
seklindedir.
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P(G) ="+ ap A" T +a, A" 2+ + a1+ q

polinomunda A yerine Si—l yazildiginda G’ grafinin karakteristik polinomu

P(G") = ﬁ [ + (s + Dap_ (A" T+ (s + 1)2a,_,(A)2 + -

+ (s + D" ta; A + (s + 1)"ay]

olarak bulunur. Ozdegerleri bulmak i¢in bu ifade sifira esitleneceginden polinomun ortak
1
(s+1)"

grafinin karakteristik polinomu teoremdeki gibi elde edilir.

carpani olan sabit degeri sadelestirildiginde ve A’ yerine A konuldugunda, G’

Ornek 4.2.5. Sekil 4.2.’deki G grafimin karakteristik polinomu Matrix calculator
yardimiyla

P(G)=2*—42>-22+1

olarak bulunur. G grafinda her bir kenara birer kenar daha eklendiginde olusan Sekil

4.2.°deki G' grafinin karakteristik polinomu Matrix calculator yardimiyla

P(G") =2*—16A*> — 161+ 16
olarak bulunur. Burada G’ grafinin karakteristik polinomunun G grafinin karakteristik
polinomunun her bir teriminin sirastyla 2°, 21,22, 23, 24 sayilariin kat1 oldugu kolayca
goriilebilir.
4.3. G Grafina Bir Dongii Eklemenin Karakteristik Polinoma Etkisi

Bir G grafindaki herhangi bir koseye bir dongii eklendiginde elde edilen graf G + e olsun.

Ornek olarak,
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G G+e

Sekil 4.3. G grafi ve G grafina bir dongii eklenmesiyle olusan G + e grafi
graflar verilebilir.
G grafinin derece dizisi
D(G) = {1((11)’ 2(@2) 3@a3) ... klax) ... A(aA)}

olsun. G grafinda dongii eklenen kosenin derecesi k olsun. k derecesine sahip baska
koseler de olabileceginden bu koselerin sayisini da ay, ile gosterelim. G grafinda herhangi
bir kdseye bir dongii eklendiginde dongii eklenen kdsenin derecesi 2 artar ve k + 2 olur
ve k + 2 kose derecesine sahip kose sayisi 1 artar. Ayn1 zamanda k kdse derecesine
sahip kose sayist 1 azalir. Bu durumda G grafindaki herhangi bir koseye bir dongii

eklendiginde olusan G + e grafinin derece dizisi
D(G +e) = {1(‘11)’ 2(az) 3(as) ... plax=1) (k + 1)(ak+1), (k + 2)(ak+2+1), . A(aA)}
seklinde olur. G + e grafinin omega invaryanti ise

QAG+e)=—a,+ az + 2a4 + 3as+ -+ (k—2)(a,— 1)+ (k— Dagsq
+k(agiz + 1)+ - + (A =2)ap

=—a;+ az + 2a, + 3as+ -+ (k= 2)ay + (k —2)(—1)
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+(k — Dagy1 +kagey +k+- + (A =2)ax

seklinde bulunur. G + e grafinin omega invaryanti incelendiginde G grafinin omega

invaryantindan (k — 2)(—1) + k kadar fazla oldugu goriiliir. Burada islem yapildiginda
QGC)=2AG+e)—2

sonucuna ulagilir. Bolge sayilari arasindaki iliskinin ise
r(G) = Q(TG) +c

r(G) = —Q(Gze)_z +c

r(G) = —Q(G;e) +c—-1

r(G)=r(G+e)—1

oldugu gortiliir.
Bir G grafindaki herhangi bir koseye bir dongii eklendiginde elde edilen graf G + e olsun.
Bu dongiiyii, eklendigi koseyi ve koseye bitisik kenarlar sildigimizde elde edilen grafi
(G +e) ile gosterelim. Bu ii¢ graf arasinda asagidaki ilging ve faydali baglanti
bulunmaktadir:
Teorem 4.3.1. G, G + e, (G + e)'graflarinin karakteristik polinomlar1 arasinda

P(G) = P(G +e)—2P((G+e))

bagintis1 saglanir.

Ispat. Herhangi bir G grafinin komsuluk matrisi
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A(n-1)1
ani

A(n-1)2
Qan2

olsun. Buna goére bu matrisin karakteristik polinomu

det(4A —AI) =

A(n-1)1
an1

A(n-1)2

QAn2

ais a1(n-1) Ain

azs az(n-1) QAzn \

ass az(n-1) azn |
A(n-1)3 An-1(n-1) An-Dn

Qan3 An(n-1) Ann

Qi3 a1(n-1) QAin

azs az(n-1) Qazn
azz — A as(m-1) Qszn
An-1)3 " Amm-1)(n-1) — A Am-n

n3 An(n-1) A — A

seklinde elde edilir. {1k olarak bu determinant1 birinci satira gore acarsak

—aq2

+(_1)n+1. aln

denklemi elde edilir. Ikinci olarak birinci satir ve siituna karsilik gelen v; kdsesine bir

az(n-1) aon
az(n-1) azn
An-1(n-1) —4  Am-1)n
ap(n-1) Ann — A
A2(n-1) QAan
az(m-1) Qszn
. . + ..
An-1)(n-1) — A A(n-1)n
An(n-1) ann — A
azs az(n-1)
ass — A az(n-1)
. E — O
A(n-1)3 A(n-1)(n-1) — 4
Qan3 an(n—l)

dongii ekledigimizde olusan G + e grafinin komsuluk matrisi de
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a1 +2 ai» ais a1(n-1) Ain
az1 az2 az3 A2(n-1) Qon
2= | as1 as; assz az(n-1) Azn |
An-1)1 An-12 QAn-1)3 An-1(n-1) An-1)n
an1 an2 an3 An(n-1) Ann
seklindedir. Bu matristen elde edilecek karakteristik polinom ise
a1 +2-2 ) ais a1(n-1)
az, Ay — A ass az(n-1)
det(4' — AI) = afl a:32 a33:— A a3(7:l‘1)
A(n-1)1 An-1)2  An-1)3 An-1n-1) — 4  Am-1)n
any an2 an3 An(n-1) a
=0
seklinde olup bu determinant birinci satira gére acildiginda
Ay — A azs az(n-1) aon
asz azs — 4 as(n-1) Qszn
(a1 +2—-24) : : :
An-1)2  An-1)3 An-1)(n-1) —4  Am-Dn
(%) aps3 Ap(n-1) Ann — A
az1 a3 Az(n-1) Azn
as; azz — 4 asz(n-1) Qszn
An-1)1  An-1)3 a(n—l)(n—l) -4 A(n—-1Dn
ani ans An(n-1) Ann — A
az, Ay, — A azs az(n-1)
asi azz azz3 — A az(n-1)
+(—D" 1 ay, : : : =0
An-1)1 Am-1)2 An-1)3 An-1)(n-1) — A
Ani an2 ans An(n-1)
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denklemi elde edilir. Buradan elde edilecek olan karakteristik polinom G grafinin
karakteristik polinomuna olduk¢a benzemektedir. Bu polinomu diizenledigimizde G, G +

e ve (G + e)' graflarinin karakteristik polinomlar arasinda

P(G) =P(G+e)—2P((G+e))

bagintisinin bulundugu sonucuna ulasiriz. Burada

Ay — A azs az(n-1) Aon
as; azz —A - az(n-1) Qszn
An-1)2 Am-13 = Am-Dm-1)—4 Qmn-1n

(%) aps3 ap(n-1) Ann — A

determinantina dikkatle bakildiginda bu determinantin aslinda G grafindan v, kosesini ve
bagli oldugu tiim kenarlar silerek elde edilen (G + e)’ grafinin determinanti oldugunu
goriirliz. Bu determinantin G + e grafinda dongii sayisindan dolay: iki kat fazla oldugu

goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Burada iki detaya dikkat etmek gereklidir. ilk olarak ddngiiniin eklendigi kdsenin sonuca
hicbir etkisi yoktur. v; kosesi yerine herhangi bir kdse se¢ip bu kdseye bir dongii
ekledigimizde de basit determinant islemleriyle ayn1 bagintinin saglandig: goriiliir. ikinci
olarak da G + e grafinin kose sayisi G ile ayni olup karakteristik polinomlarinin
derecelerinin esit olacagina; (G + e)’ grafinin kose sayisinin ise G grafindan bir eksik
olmasi nedeniyle karakteristik polinomunun derecesinin G grafinin karakteristik

polinomunun derecesinden bir diisiik olacagina dikkat edilmelidir.
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Ornek 4.3.2.

G G+e (G+e)

Sekil 4.4. G grafi, G grafina bir dongii eklenmesiyle olusan G + e grafi ve bu dongiiyt,
eklendigi koseyi ve koseye bitisik kenarlar sildigimizde elde edilen (G + €)' grafi

Buradan Matrix calculator yardimiyla

P(G)=2*—422-22+1
PG+e)=2"—22—42*+22+1

P((G+e))=-2+22

polinomlar1 bulunur. Teorem 4.3.1.’den

P(G) =P(G+e)—2P((G+e))

oldugundan,

P(G) = A*=223 — 422 + 22+ 1 —2(=23 + 22)
=223 — 422 + 21+ 1+ 223 — 42

=" -412-21+1

polinomunun dogru oldugu goriiliir.
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4.4. G Grafina Bir Kath Kenar Eklemenin Karakteristik Polinoma Etkisi

Bu boliimde bir grafa bir katli kenar olusacak sekilde yeni bir kenar eklemenin
karakteristik polinoma etkisini ele alacagiz. Burada iki durum s6z konusudur. Yeni kenar1
herhangi bir grafta bulunan koprii kenarlardan birine ayn1 ug koselere sahip iki katli kenar
olusacak sekilde eklemek veya devir igeren bir grafta devir iizerinde bulunan bir kenara
ayni u¢ koselere sahip iki kathi kenar olusacak sekilde eklemek. Her iki durumda da
karakteristik polinomlar arasinda farkli bagmntilar elde edilmektedir. Bu bagintilar

asagidaki iki teoremde ifade edilmistir.

[k olarak bir G grafindaki koprii kenarlardan birine ikinci bir kenar ekleyip katli kenar
olusturularak elde edilen graf G + e olsun. Bu katli kenar, koselerini ve koselerine
bitisik kenarlar1 birlikte sildigimizde elde edilen grafi da (G + €)' ile gosterelim. Ornek

olarak,

. 4

F

G G+e (G+e)

Sekil 4.5. G grafi, G grafina bir katli kenar eklenmesiyle olusan G + e grafi ve bu kath
kenar1, koselerini ve koselerine bitisik kenarlari birlikte sildigimizde elde edilen (G + e)’
grafi

graflar verilsin. G grafinin derece dizisi

D(G) = {1(@), 2@, 3(@), ... k@0 ... ¢(@) ... Alan)
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olsun. G grafinda u ve v koseleri birbirine komsu koseler ve bu koselerin derecesi
sirasiyla k ve t olsun. k ve t derecelerine sahip baska koseler de olabileceginden bu
koselerin sayisin1 da a; ve a; ile gosterelim. u ve v komsu koselerini birbirine baglayan
bir kenar daha eklendiginde kdselerin derecesi bir artar. Ayni zamanda k ve t kose

derecesine sahip kose sayisi 1 azalir. Bu durumda olusan G + e grafinin derece dizisi

DG +e) = {1(611)‘ Z(az)' 3((13), e k(ak—l), (k + 1)(ak+1+1)’ . t(at—l)’
(t + 1)@t ... A(ULA)}

seklinde olur. G + e grafinin omega invaryanti ise

AG+e)=—a;+ a3 + 2a4 + 3as+ -+ (k—=2)(ap—1) + (k—1)(ags+1 + 1)
+o+(t-2)(a—-D+(E-D(ag1+ 1D+ -+ (A —2)ax
= —a;+ as + 2a, + 3as + -+ (k — Dag + (k — 2)(=1)
+(k — Dagey + (k= 1)+ + (t — 2)a, + (t — 2)(=1)

+(t—Dag+ =1+ + (A =2)anp

seklinde bulunur. G + e grafinin omega invaryant: incelendiginde G grafinin omega
invaryantindan (k —2)(—=1) + (k—1) + (t — 2)(—1) + (t — 1) kadar fazla oldugu
goriillir. Burada islem yapildiginda

QAGC)=2AG+e)—2
sonucuna ulagilir. Yine ayn1 sekilde bolge sayilar1 arasindaki iligskinin

r(G)=r(G+e)—1

oldugu kolayca gortiliir.
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Teorem4.4.1.G, G +e, (G +e)' graflarinin karakteristik polinomlar1 arasinda

P(G)=P(G+e)+3P((G+e))

bagintisi saglanir.

Ispat. Yukaridakilere benzer sekilde yapilir.

Ornek 4.4.2. Sekil 4.5°deki G, G + e ve (G + e)’ graflarinin karakteristik polinomlari

Matrix calculator yardimiyla

P(G) = 2° — 62A* + 622
P(G +e) = 2° —92* + 1812

P((G +e)) = 1% — 472

seklinde bulunur. Bu ifadeleri Teorem 4.4.1.”de yerine yerlestirirsek

P(G) = 2° —9A* + 1822 + 3(1* — 42?)
= 1% —92* + 1812 + 31* — 1222

= 1% — 61* + 642

seklinde G grafinin karakteristik polinomu elde edilir.

Ikinci olarak, devir igeren bir G grafindaki herhangi bir devir iizerinde olan bir kenara
ikinci bir kenar ekleyip katli kenar yaparak elde edilen graf G + e ile gosterilsin. Bu katl
kenarlari, koselerini ve koselerine bitisik kenarlar birlikte sildigimizde elde edilen grafi
(G + e)' ile ve kath kenarin bulundugu deviri ve bu devire bitisik olan tiim kenarlari
silerek elde edilen grafi da (G + e)” ile gosterelim. Ayrica katli kenarin bulundugu devir
de C, olsun. Ornek olarak, Sekil 4.6’da gériilen G, G+ e, (G +e) ve (G +e)’

graflarini verebiliriz.
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°
P

—o-
—o-

o—@

G G+e (G +e) (G+e)"
Sekil 4.6. G grafi, G grafindaki devire bir katli kenar eklenmesiyle olusan G + e grafi ve
bu katli kenari, kdselerini ve koselerine bitisik kenarlar birlikte sildigimizde elde edilen

(G + e)' grafi ve katli kenarin bulundugu deviri ve bu devire bitisik olan tiim kenarlari
silerek elde edilen (G + e)" grafi

Teorem 4.43. n, kath kenarin eklendigi devirin kose sayist olmak iizere,

G,G+e, (G+e),(G+e)' graflarinin karakteristik polinomlar1 arasindaki baginti

P(G)=P(G+e)+3P((G+e))+ (—1)"2P((G +e)")

seklindedir.

Ispat. Burada da ilk olarak G,G + e, (G + €)', (G + e)" graflarinin komsuluk matrisleri
olusturulur ve bunlardan faydalanarak karakteristik polinomlar1 elde edilir. Daha sonra

Teorem 4.4.2.”de verilen iddianin dogrulugu bu polinomlar yerine yazilarak goriilebilir.

Ornek 4.4.4. Sekil 4.6.’daki G, G +e, (G +e)', (G +e)" graflarmin karakteristik

polinomlar1 Matrix calculator yardimiyla

P(G) = 2% —61* + 612
P(G+e)=2°—92*+1012 -1
P((G+e))=2*-22%+1

P((G+e)) =21
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seklinde bulunur. Yine G grafinin polinomunun diger graflarin polinomlarini kullanarak

elde etmek i¢in Teorem 4.4.3.”de yerine yerlestirirsek

P(G) = 28— +102%2 —1 + 3(&4 —21% + 1)+ (—1)42@2 -1
=1°—92* 4+ 1012 —1+31*—61°+3+212 -2

= 25 — 62* + 612

seklinde G grafinin karakteristik polinomu elde edilir.
4.5. ¢ Grafina Bir Sallanan Kenar Eklemenin Karakteristik Polinoma Etkisi

Bir G grafina bir sallanan kenar eklendiginde olusan grafi G + e ile gosterelim. Ornek

olarak,

G G+e

Sekil 4.7. G grafi ve G grafina bir sallanan kenar eklendiginde olusan G + e grafi
graflarin1 verebiliriz. G grafinin derece dizisi

D(G) = {1((11)’ 2(a2) 3(as) ... glaw) ... A(aA)}
olsun. G grafinin herhangi bir v kdsesinin derecesi k olsun. k derecesine sahip baska
koseler de olabileceginden bu koselerin sayisini da a; ile gosterelim. v kdsesine bir

sallanan kenar eklendiginde olusan G + e grafinin derece dizisi

D(G +e) = {1(a1+1), 20a2) 3(a3) ... k(a=1) (k4 1)@k+1tD) ... ,A(aA)}
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seklinde olur. G + e grafinin omega invaryanti ise

QAG+e)=—(a;+1)+ a3 + 2a, + 3as+ -+ (k—2)(a,—1)
+(k— D(ager + D+ = + (A —2)an
=—a;—1+ a3 + 2a4 + 3as+ -+ (k—2)a, + (k—2)(-1)

+k—Dagy + k=1 + - + (A =2)ax

seklinde bulunur. Burada islem yapildiginda G + e grafinin omega invaryant1 ile G

grafinin omega invaryantinin esit oldugu gortlir. Yani
OG) =G +e)

olur. Omega invaryanti degismedigi i¢in bdlge sayis1 da ayn1 kalir.
Ornek 4.5.1. Sekil 4.7.°deki G grafinin derece dizisi

D = {11,22,3%}
seklindedir. G grafi bir tek dongii i¢erdiginden omega invaryanti £X(G) = 0 (Delen ve
Cangiil, 2018 ve 2019) olur. G grafina bir sallanan kenar eklendiginde olusan Sekil
4.7.’deki G + e grafinin derece dizisi ise

D = {12,224}
seklinde olur. Yine dongii sayisi degismediginden G + e grafinin omega invaryanti
G +e)=0dir. G ve G + e graflarmin dongii sayisi1 da aymi oldugundan bolge
sayilaryla ilgili de

r(G)=r(G+e)=1

yazariz.
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Asagidaki teoremde de bir G grafinin karakteristik polinomunu, G grafinin herhangi bir
kosesine bir sallanan kenar ekledigimizde olusan G + e grafi ve eklenen kenara ait
kosenin ve bu koseye bitisik olan tiim kenarlarin silinmesiyle olusan (G + e)’ graflari

yardimziyla elde edildigini gorecegiz.

Teorem 4.5.2. Bir G grafina bir sallanan kenar eklendiginde G, G + e ve (G +¢e)’

graflarinin karakteristik polinomlar1 arasindaki iliski

(=D)P(G)=P(G+e)+P((G+e))

seklindedir.

ispat. Herhangi bir G grafinin komsuluk matrisi

a1 ai» ais a1(n-1) Ain

azq Qz2 az3 az(n-1) Qzn
A= i asi asz ass as(m-1) Q3zn i
\a(n—l)l An-1)2 Amn-13 " Am-1)(n-1) a(n—l)n/

an1 Qn2 Qan3 An(n-1) Ann

olsun. Buna gére bu matrisin karakteristik polinomu

a;; — A ai» a3 a1(n-1) A1n
azy ayy — A ass az(n-1) aon
det(4—an=| B Wz GuTAd v Gy an
Am-11 Am-1)2 A@m-13 ° Am-Dm-1) — 4 Am-Dn
anq ano ap3 Ap(n-1) Ann — A
=0

seklindedir. G grafina bir sallanan kenar eklendiginde kenar eklenen koseyi 1. kose ve
eklenen sallanan kenarin kosesini de (n+1). kose olarak numaralandirip

olusturdugumuz G + e grafinin komsuluk matrisi ise
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( aii a;; — 1 ais a1(n-1) Ain 1

a; — 1 azz azs az(n-1) QAzn 0\
asq asz ass asz(n-1) Qszn 0
An-1)1  An-12 An-1)3 ° An-1)n-1) An-1n 0
an1 QAn2 an3 e An(n-1) Ann 0
0 0 0 0 0 0 0
seklinde olur. Bu matrisin karakteristik polinomu da
a;;—A4 a;;—1 a3 a1(n-1) Ain 1
a1 —1 az—A4 a3 az(n-1) Arn 0
asi as; asz —A - az(n-1) azpn 0
det(4 — Al = : : : . : : 0
An-11 An-12 An-13  An-D@-1) — 4 Am-vn O
an1 an2 an3 An(n-1) appn—A4 0
0 0 0 0 0 0 0

seklindedir. Burada gerekli satir ve siitun iglemleri uygulanarak teorem ispatlanir.

Ornek 4.5.3. Sekil 4.7.’deki G + e grafinin karakteristik polinomu Matrix calculator

yardimiyla

P(G+e)=—-25+52%+21%-22

seklinde bulunur. Sekil 4.7.’deki G grafina eklenen kenara ait kdseyi ve bu koseye bitigik
olan tiim kenarlarin sildigimizde olusan (G + e)’ grafi Sekil 4.8.”deki gibidir:
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[
(G+e)

Sekil 4.8. Sekil 4.7.’deki G grafina eklenen kenara ait kdseyi ve bu kdseye bitisik olan
tiim kenarlarin sildigimizde olusan (G + e)’ grafi

Bu grafin karakteristik polinomu ise

P(G+e))=-23+2

olarak bulunur. Buldugumuz karakteristik polinomlar1 Teorem 4.5.2.’de yerlestirirsek

G grafinin karakteristik polinomunu

(=DPG) = -2 +5283+222-22—-23+21
(=V)P(G) = 2>+ 423 +22%2 — 1

P(G)=2*—422-21+1

olarak buluruz.

4.6. Graflarda Manyetik Ayirma

Graflarda farkli amaglarla kose ve kenarlarla yapilan islemler mevcuttur. Bunlardan
baslicalar1 kdse silme, kenar silme, kose ekleme, kenar ekleme, kenar biizme seklindedir.
Ornegin bir grafin renklendirme polinomunu ve bundan faydalanarak renklendirme
sayisini hesaplamada kullanilan en pratik yontemlerden biri olan Birkhoff-Lewis
Teoremi’nde verilen grafin renklendirme polinomunu ve sayisin1 hesaplamak i¢in kenar
silme ve kenar blizme operasyonlar1 uygulanir ve bunlara karsilik gelen polinomlarin

farki bize baslangigta verilen grafin renklendirme polinomunu verir. Tabii ki bu islemi
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her seferinde daha kiigiilen graflar i¢in defalarca tekrarlayabiliriz ve renklendirme
polinomunu kolayca sdyleyebilecegimiz kiigiik kiigiik graflar yardimiyla sonuca

ulasabiliriz (Maritz ve Mouton, 2012).

Kose ve kenar silme ya da ekleme islemlerinden daha birgok alanda faydalanilir. Ornegin
graflarin topolojik graf indekslerinin hesaplanmasinda biiyiik bir grafin indekslerini
hesaplamak istedigimizde kdse veya kenar silerek elde edecegimiz daha kiiciik graflarin
indekslerinden faydalanabiliriz. Bu mantik yiiriitmeyle hareket edildiginde herhangi bir
graf 6zelligini calismak ya da herhangi bir graf parametresini hesaplamak istedigimizde
verilen grafa bu operasyonlar1 uygulayarak daha kiigiik graflara doniistiirir ve bu
graflardan faydalanarak da istenilen sonucu elde ederiz (Hosoya, 2019; Mahalank ve
digerleri, 2022; Wiener, 1947).

Bu boliimde literatiirde yer almayan yeni bir graf operasyonu tanimlayacagiz ve bu
operasyon yardimiyla graflarin karakteristik polinomlarin1 bulacagiz. Manyetik ayirma
adin1 verdigimiz bu operasyonda bir kdsede bitisen tiim kenarlar1 birer miknatis ¢cubugu
gibi diisiiniip bu kdsede bulusan uglarina ayni elektrik yiikiinii vererek birbirinden ayirmis

olacagiz. Simdi manyetik ayirma operasyonunu tanimlayabiliriz:

Tamm 4.6.1. Bir G grafi ve bu grafa ait bir v kdsesi verilsin. G grafini, v kdsesinde
bulusan tiim kenarlar1 v kosesi ayrilan her bir parcada kalmak ve kdseye bagli her kenar
birbirinden ayrilmak iizere pargalara ayirma islemine manyetik ayirma denir. G grafina
manyetik ayirma uygulandiginda ayrilan kdse v olmak tizere elde edilen graf MS(G, v)

ile gosterilir.

Ornek 4.6.2. Sekil 4.9.°daki G grafinda v kosesine manyetik ayirma islemi
uygulandiginda v késesinde birlesen dort kenarin, birbirini iterek v kosesi uzaklasan her
bir kenarda kalacak sekilde ayrilmasiyla Sekil 4.9.’daki MS(G, v) grafinin elde edildigi
goriliir. Graflar incelendiginde MS(G,v) grafinin kose sayisinin G grafinin kose
sayisindan 3 fazla yani kose sayisinda v kdsesinin derecesinin 1 eksigi kadar artis oldugu

sonucuna ulasilir. Kenar sayisinda ise bir degisiklik olmaz.
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G MS(G,v)

Sekil 4.9. G ve v kosesine manyetik ayirma uygulandiginda olusan MS(G, v) grafi

Ornekteki grafa bakildiginda derecesi dort olan v kdsesinde manyetik ayirma yaptigimiz
igin bu kose artik birbirinden ayrilan dort kenarin her birisinde kalacaktir. G grafinda v
kosesine komsu olan bu dort kenardan iki tanesi bir devir iizerinde bulunduklarindan
manyetik ayirma sonrasinda bu iki kenar yine ayni bilesende kalacaktir. Ancak diger iki
kenar sallanan kenarlar olduklarindan bu kenarlar birbirlerinden uzaklasinca bagimsiz

birer kenar haline doniigsmiistiir. Yani grafin bilesen sayisi iki artarak birden lice ¢ikmuistir.

Tabii ki bu durum bu graf i¢in gegerlidir. Eger G grafinda v kdsesine komsu olan koseler
baska kenarlar ile de birbirlerine bagli olsalardi bu durumda v kosesinde manyetik ayirma

yaptigimizda bilesen sayist artmayabilirdi.

Sonu¢ 4.6.3. Bir G grafinin kdse sayist n olsun. G grafina v kosesinde manyetik ayirma
islemi uygulandiginda olusan graf MS(G, v) olsun. Bu kosenin derecesi d ise MS(G, v)

grafinin kose sayisi dan + d — 1 olur.

Ispat. Manyetik ayirma islemi uygulandiginda G grafinin v késesine ait biitiin kenarlar

birbirinden ayrilacagindan ispat kolayca gortiliir.
Ayrica sik karsilasacagimiz iki durum da izole ve sallanan koselerde manyetik ayirma

yapilmasi durumlaridir. Bir G grafinda derecesi 0 olan izole bir kdsede manyetik ayirma

yapildiginda grafa sadece graftan bagimsiz yeni bir izole kose eklenecektir. Benzer
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sekilde bir G grafinda derecesi 1 olan bir (sallanan) koseye manyetik ayirma
uygulandiginda MS(G, v) grafinin G grafindan ve bir sifir grafindan olustugu goriliir.

Sekil 4.10.’da bu duruma bir 6rnek verilmistir:

Ornek 4.6.4.

G MS(G,v)

Sekil 4.10. G grafi ve v kosesine manyetik ayirma uygulandiginda olusan MS(G, v) grafi

Baglantisiz graflarin karakteristik polinomunun bilesenlerin karakteristik polinomlarinin
carpimindan elde edildigi iyi bilinmektedir. Bu durumdan yola ¢ikarak asagidaki teoremi

verebiliriz:

Teorem 4.6.5. Bir G grafinda derecesi 0 veya 1 olan bir kdseye manyetik ayirma

uygulandiginda G grafi ile MS(G, v) grafinin karakteristik polinomlari arasindaki iliski
P(MS(G,v)) = (—DP(G)

seklindedir. Yani her iki durumda da grafin karakteristik polinomu - A ile ¢arpilir.

Ispat. Her iki durumda da MS(G,v) grafinin bilesenlerinden biri tek koseli bir sifir

grafidir. Sifir grafinin karakteristik polinomu P(N;) = —A ve diger bilesen de G grafi

oldugundan teorem saglanir.
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Asagida sik kullanilan bazi 6zel graflarin herhangi bir kdsesine manyetik ayirma

uygulandiginda graflarin karakteristik polinomlar arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.

4.7. P, Grafinda Manyetik Ayirmanin Karakteristik Polinoma Etkisi

P, grafinin koselerini bir uctan baslayarak digerine kadar v4, v,, v3, ..., V,,_1, Uy, seklinde
adlandiralm. 1 < k < n olmak iizere B, grafina herhangi bir v, kosesinden manyetik
ayirma uygulandiginda grafin iki parcaya ayrildigi olusan grafin kdse sayisinin da B,
grafinin kdse sayisindan bir fazla oldugu goriiliir. Ayrica bastan k-inc1 kose olan vy
kosesini ayirma ile sondan v,,,1_; kOsesini ayirma islemleri ayn1 sonucu vereceginden

asagidaki teoremler uygulanirken her zaman kiigiik olan koseyi baz alacagz.

Ornek 4.7.1. Manyetik ayirma uygulamak icin P, grafini alalim.

VU3

Sekil 4.11. P, patika grafi

P, grafina v3 kdsesinden manyetik ayirma uygulandiginda

VU3 V3

—o—0 *—o *——0

Sekil 4.12. P, patika grafina v; kdsesinden manyetik ayirma uygulandiginda olusan
MS(P;,v3) grafi

seklinde MS(P,,v3) grafi olusur. Bu grafin ayn1 zamanda MS(P;, vs) grafi ile izomorfik
olduguna dikkat ediniz.

Teorem 4.7.2. n > 4 ve k > 2 veya k < n — 2 olmak iizere P, grafina v, kosesinden

manyetik ayirma uygulandiginda olusan MS(B,, v;) grafinin karakteristik polinomu B,

grafinin karakteristik polinomundan yararlanarak
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P(MS(Po,vi)) = (=P (By) + P(MS(Py—s, Vi—2))
seklinde elde edilir.
Ispat. Burada n = 2, k = 1 veya k = n alirsak Teorem 4.6.5’deki duruma doneriz.
Ayrica n = 3 alindiginda da formiilin P(MS(P,,_4, Vk—)) kisminin bire esit oldugu
goriiliir.
Ornek 4.7.3. P, grafinin karakteristik polinomu Matrix calculator yardimiyla

P(P;) = =27 + 61°> — 1013 + 42

olarak bulunur. P, grafina v; kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda olusan
MS(P,,v5) grafinin karakteristik polinomunu bulmak i¢in asagidaki islemler uygulanir.
MS(P;_,, v5_,) grafinin P; grafina v, kosesinden manyetik ayirma uygulandigini ifade

ettigini yani

e O06—o—9°

Sekil 4.13. P; patika grafina v; kdsesinden manyetik ayirma uygulandiginda olusan
MS(P;,v,) grafi

seklinde gosterebiliriz. Buradan MS(P;, v;) grafinin karakteristik polinomu
P(MS(Ps,vy)) = A* — 242
olarak bulunur. Ayn1 zamanda
(=D)P(P;) =28 — 61° + 101* — 472

olduguna gore aranan P (MS (P, v3)) polinomu
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P(MS(P;,v3)) = A% — 6% + 10A* — 422 + 2* — 222

=28 —62° +112* — 622

olarak elde edilir.

Teorem 4.7.2°de verilen formiilii alternatif olarak tiim n ve k degerleri i¢in su sekilde de

verebiliriz:
Teorem 4.7.4. MS(B,, vi) grafinin karakteristik polinomu
P(MS(Po,vi)) = P(Py) - P(Prsa-k)
seklinde de elde edilir.
Ispat. MS(P,, v;) grafi P, ve P,.1_ seklinde iki ayr1 yol grafi olarak ayrilir. O halde
MS(PB,, v;) grafinin karakteristik polinomu bu iki bilesenin karakteristik polinomlarinin
carpimindan elde edilebilir. Boylece teorem saglanir.
Ornek 4.7.5. P, grafina v; kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda bir P; bir tane

de Ps grafi olusur. MS(P;, v5) grafinin karakteristik polinomunu bulmak i¢in teoremden

yararlanirsak

P(MS(P;,v,)) = P(Ps) - P(Ps)
= (=22 +20)(-2° + 423 - 32)

=218 —61° + 112* — 642

sonucunu elde ederiz. MS(B,,v,) grafimin spektrumunu P, ve P,,q_, graflarinin

spektrumlarini kullanarak yazabiliriz.
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Teorem 4.7.6. MS(P,, vi) grafinin spektrumu

S(MS(Py, vy)) = S(Px) U S(Ppy1-1)

i ]
—,L=
n+2-—k

= {li : A; = 2cos veya A; = 2 cos 1,2,3, ,n}

il
k+1
seklindedir.

ispat. P, polinomunun koklerii = 1,2,3,... ,nigin

i
n+1

A; = 2cos

seklindedir (Brouwer ve Haemers, 2012; Li ve digerleri, 2012). Dolayisiyla Py, Ve P, 41—k

polinomlarinin kokleri yazilarak MS(P,, v)) grafinin spektrumuna kolayca ulagilir.

Ornek 4.7.7. MS(P,, v3) grafinin bir P; bir tane de Ps grafindan olustugunu sdylemistik.

Burada P; grafinin spektrumu

S(p3) ={0,v2,—V2}

seklindedir. P5 grafinin spektrumu ise

S(Ps) = {0,1,—1,v3, -3}

seklindedir. O halde MS(P,, v3) grafinin spektrumu

S(MS(P;,v3)) = {0%,1,-1,v2,—V2,V3,—V3}

seklinde olur.
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Teorem 4.7.8. MS(P,, vi) grafinin enerjisi

n+l-k

coS—————
= n+2—-k
i=

i
k+1

cos

k
E(MS(B,,vy)) = 2 Z
i=1

seklindedir.

Ispat. MS(P,, v;) grafinin Teorem 4.7.6.’da elde edilen 6zdegerlerini enerji formiiliinde

yerine yazdigimizda teorem saglanir.
4.8. C,, Grafinda Manyetik Ayirmanin Karakteristik Polinoma Etkisi

C, grafinda v kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda olusan graf MS(C,,v) ile
gosterilsin. Burada MS(C,,, v) grafinin P, grafina esit oldugu goriiliir.

Ornek 4.8.1.

CS MS(Cs, 17)

Sekil 4.14. C; devir grafi ve Cs; devir grafina v kosesinden manyetik ayirma
uygulandiginda olusan MS(Cs,v) grafi

Sekil 4.14.’teki Cs grafina v kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda Sekil
4.14.’teki MS(Cs, v) grafinin elde edildigi aym1 zamanda bu grafin da Pg grafina esit
oldugu gortiliir.
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Teorem 4.8.2. n > 4 olmak tizere MS(C,, v) grafinin karakteristik polinomu
P(MS(C,,v)) = (=1)P(C,) + P(Pn_3) + (—1)™1224
seklindedir

Ispat. Burada MS(C,,v) ile P,,; graflar1 esit oldugundan patika graflarla ilgili

sonuglardan faydalanarak aranan formiili
P(MS(Cp,v)) = P(Pni1) = (=DP(Cy) + P(Pn3) + (-1)"*'22
seklinde elde ederiz.
Ornek 4.8.3. Sekil 4.14.’teki Cs grafina v; kosesinden manyetik ayirma uygulayalim. Cs
grafinin karakteristik polinomu
P(Cs) = =A%+ 523 —51+2
olarak bulunur. P, grafinin karakteristik polinomu ise
P(P) =2*-1

olur. Teorem 4.8.2.”deki manyetik ayirma formiiliinii uygularsak

P(MS(Cs,v)) = (—)(=2% + 523 =51+ 2) + 22 — 1 + (-1)5+122
=2° =52 +52 -2+ 22 —1+22

=2 —51*+64> -1

esitligin saglandig: goriiliir.

Dolayistyla MS(C,,, v) grafinin spektrumu yerine P, ; grafinin spektrumunu alabiliriz.
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Sonug 4.8.4. MS(C,,, v) grafinin spektrumu
S(MS(Cp,v)) = S(Pryq)
= {Ai A= ZCOS% , 1=1,2,3, ...,n}
seklindedir.

Ispat. P, grafinin karakteristik polinomunun kokleri
A =2 cosl i=1273,..,n
n+1

oldugundan P,,; grafinin karakteristik polinomunun kokleri buradan yazilabilir.

Buradan MS(C,, v) grafinin spektrumu elde edilir.

Teorem 4.8.5. MS(C,, v) grafinin enerjisi

n+1

E(MS(Cp,v)) = E(Phyq) = 2 Z |cos

7Ti|
n+1

seklindedir.

Ispat. MS(C,,,v) ile P, grafinin spektrumu ayn1 oldugundan bunlari enerji formiiliinde

yerlestirirsek teorem saglanir.
4.9. §,, Grafinda Manyetik Ayirmanin Karakteristik Polinoma Etkisi
S, grafinda vj, kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda olusan graf MS(S,, v,) ile

gosterilir. Burada iki ayr1 durum olusur. Sallanan koselerden herhangi birine ya da

merkezdeki kdseye manyetik ayirma uygulanabilir.
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Ornek 4.9.1.

U, ‘

e

55 MS(Ss, 171) MS(Ss, Uz)
Sekil 4.15. S5 yildiz grafi, S5 yildiz grafina sirasiyla v, ve v, koselerinden manyetik
ayirma uygulanmasiyla olusan MS(Ss, v1) ve MS(Ss, v,) graflar
Sekil 4.15.”deki Sg grafina merkezdeki v; kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda
MS(Ss,v1) grafi, v, sallanan kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda da

MS(Ss, v,) grafi elde edilir.

Teorem 4.9.2. Bir S,, grafinda sallanan koéselerden herhangi birine manyetik ayirma

uygulandiginda olusan MS(S,,, v)) grafinin karakteristik polinomu
P(MS(Sn, vi)) = (=)P(Sn)

seklindedir.

Ispat. Teorem 4.6.5.ten esitligin dogru oldugu goriilir.

Teorem 4.9.3. Bir S,, grafinin merkezi kdsesine manyetik ayirma uygulandiginda olusan

MS(S,, v,) grafinin karakteristik polinomu
n=1m—1 . .
P(MS(S,,v0) = (CDMr2p(s,) + ) () 2oy
i=2

seklindedir.
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Ispat. Teoremde verilen bagintida adi1 gegen polinomlar yerine konuldugunda esitligin

dogru oldugu goriiliir.

Ornek 4.9.4. Sekil 4.15.’deki MS(Ss, v;) grafinin karakteristik polinomunu elde edelim.
Bunun i¢in P(Ss) = —A° + 413 oldugu hatirlanirsa

P(MS(SS, Ul)) — (_1)5)'5—2P(55) n 2.5;21 (5 : 1) 12(5—1)—2i(_1)i

v s (- (o)

=28 —42° + 61* — 44* + 1.
Buradan teorem saglanur.
Bir S,, grafinin merkezi kosesine manyetik ayirma uygulandiginda n — 1 tane P, grafi
olusur. Buna gore bu grafin karakteristik polinomu, alternatif ve daha kisa bir sekilde
asagidaki gibi de verilebilir:

Teorem 4.9.5. MS(S,,, v;) grafinin karakteristik polinomu

P(MS(Sp,v1)) = P(P)™ !

— (/12 _ 1)71—1

seklindedir.

Ispat. MS(S,,, v;) grafinin karakteristik polinomu olusan P, graflarmin ¢arpimi seklinde

yazilabileceginden teorem saglanir.

Ornek 4.9.6. Sekil 4.15.’deki MS(Ss,v;) grafinin karakteristik polinomunu Teorem
4.9.5. yardimiyla elde edelim:
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P(MS(Ss,v1)) = (22 — D*.
Buradan sag taraftaki ifadeyi acarsak
P(MS(Ss5,v,)) =A% — 42° + 64* — 422 + 1
oldugu kolayca gortiliir.

Teorem 4.9.7. Bir S,, grafinin merkezi kdsesine manyetik ayirma uygulandiginda olusan

MS(S,, v;) grafinin spektrumu

S(MS(S,,v1)) = S(P )™t
— {_171—1’ 1n—1}

seklindedir. Burada S(P, )"~ ifadesi S(P, ) spektrumundaki her bir elemandan n — 1

tane alinacagini gostermektedir.
Ispat. MS(S,,v,) grafi n — 1 tane P, grafindan olustugundan bu grafin kokleri P,
grafinin koklerinden olusur. O halde spektrumu da teoremdeki gibi yazilabilir. Teorem
saglanir.
Teorem 4.9.8. MS(S,, v;) grafinin enerjisi
E(MS(Sp,vy)) =2(n—1)
seklindedir.
Ispat. MS(S,,, v;) grafin — 1 tane P, grafindan olusur. Yani P, grafinin 6zdegerlerine

baktigimizdan — 1 tane 1 ve n — 1 tane —1 oldugu goriiliir. Enerji 6zdegerlerin mutlak

degerlerinin toplami oldugundan teorem saglanir.
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Graflar cesitli ozelliklerine gore smiflandirildiginda bunlarin en Snemlilerinden biri
grafin baglantili olup olmamasidir. Bir grafta segilen her iki nokta arasinda bir yol
bulunabiliyorsa graf baglantili bir graftir. Baglantili bir grafta bazi kdselerin veya bazi
kenarlarin silinmesi sonucunda graf baglantisiz hale gelebilir. Bir graftan bir kose
sildigimizde graf baglantisiz hale geliyorsa bu kose grafin kopma kdsesidir. Bir kenar
sildigimizde graf baglantisiz hale geliyorsa da bu kenar bir koprii kenar veya koprii adini

alir (Yurttas Giines ve digerleri, 2019).

Asagidaki boltimlerde bir graftan bir kopma kosesi, bir koprii veya bir koprii olmayan
kenar silindiginde grafin karakteristik polinomunda gerceklesen degisimi inceleyecegiz.

Bunlar1 yaparken manyetik ayirma isleminden de yararlanacagiz.

4.10. Bir Graftan Bir Kopma Kosesini Silmenin Karakteristik Polinoma Etkisi

Bir grafin bir kopma kosesi silindiginde tanim geregi bu koseye bagli kenarlar da silinir
ve graf baglantisiz hale gelir. Bir G grafinda v kopma kosesi silindiginde olusan grafi

G — v ile gosterelim.

Ornek 4.10.1.

G G—v

Sekil 4.16. G grafi ve G grafinda v kosesinin silinmesiyle olusan G — v grafi
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Sekil 4.16.’daki G grafinin v kopma kosesi silindiginde bu kdseye komsu biitiin kenarlar

da silinerek G — v grafi olusur.

Asagidaki islemlerde G grafinda v kopma kosesini silerken iki ayri durum olustugunu
gorecegiz. Burada ilk durumda v kdsesi komsu kenarlariyla birlikte silinir ve G — v grafi
olusur. ikinci durumda ise daha énce tamimladigimiz v kosesinden manyetik ayirma
islemi uygulanir ve MS(G,v) grafi olusur. Bu her iki durumu kullanip G grafinin

karakteristik polinomuna ulasacagiz.

Teorem 4.10.2. Bir G grafinda v kopma kosesi silindiginde olusan grafin bilesen sayisi
n, varsa kopma kosesine ait dongii sayisi ise r ile gosterilsin. G grafinda bir v kopma
kosesi silindiginde olusan G — v grafinin bilesenleri Gy, G,, G3, ..., G, olsun. Yine v
kosesine manyetik ayirma uygulandiginda olusan bilesenler G,', G,', G5, ..., G,’ olsun.

Bu durumda G grafinin karakteristik polinomu

P(G) = P(G,"). P(G,). P(G3) ... P(G,) + P(Gy). P(G,). P(Gs) ... P(Gy)
+P(G). P(Gy). P(G3") ... P(G,) + -+ P(Gy). P(Gy). P(G5) ... P(G,)

+(n = 1). (A= 2r). P(Gy). P(G,). P(G3) ... P(Gy)

seklindedir.

Ispat. Tiimevarim ile goriiliir.

Ornek 4.10.3. Ornek 4.10.1’deki G grafimn karakteristik polinomunu Teorem
4.10.2.°deki formiilii kullanarak asagidaki gibi bulabiliriz:

G — v grafi li¢ bilesenden olustugundan bunlan G4, G,, Gz olarak adlandiralim. O halde

bu graflarin karakteristik polinomlari

P(G)) =—-A3+31+2

P(Gy) = 22 —1
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P(Gs) =22 —1

seklindedir.
G !
G, '
GZ GZI
*—=o o—eo—0
Gg G3,
o
G—v MS(G,v)

Sekil 4.17. Sekil 4.16.’daki G grafinda v kdsesinin silinmesiyle olusan G — v grafi ve v
kosesinden manyetik ayirma uygulandiginda olusan MS(G, v) grafi

MS(G,v) grafi da iic bilesenden olustugundan bu bilesenleri G,’,G,’,G;’ olarak

adlandiralim. Bilesenlerin karakteristik polinomlarini da

P(G) =% —422 — 20 +1
P(Gzl) = —13 + 21

P(G3)=—-22+31+2

seklinde yazariz. Burada G — v grafi ve MS(G,v) grafi li¢ bilesenden olustugundan
Teorem 4.10.2.deki formiilii

P(G) = P(G,").P(Gy).P(G3) + P(G,).P(G;").P(G3) + P(G1).P(Gy).P(G3)

+21. P(Gy). P(G,). P(G5)
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seklinde diizenleyebiliriz. O halde yukarida buldugumuz ifadeleri yerine yazarsak G

grafinin karakteristik polinomunu elde ederiz:

P(G) = A8 — 9% — 425 + 222* + 1823 — 11A%> — 141 — 3.

Bu G grafinin karakteristik polinomu alternatif olarak Matrix calculator yardimiyla da

elde edilebilir ve ayni sonug¢ bulunur.

Eger G grafi baglantisizsa silinen kopma kosesinin bulundugu bilesene Teorem
4.10.2.”deki gibi islemler uygulanip bir formdil elde edilir. Kopma kdsesinin bulunmadigi

bilesenler ise bu formiile ¢arpim olarak eklenir.

4.11. En Fazla Bir Yiuze Ait Bir Kenar Silmenin Karakteristik Polinoma Etkisi

Herhangi bir grafin en fazla bir yiize ait bir kenar1 silindiginde grafin baglantis1 kopabilir
veya kopmayabilir. Bir kenar sildigimizde grafin baglantis1 kopuyorsa graf iki bilesenden
olusur. Bir G grafinda en fazla bir yiize ait bir e kenarini sildigimizde olusan grafi G — e

ile gosterelim.

Ornek 4.11.1.
€y v
€1
G G - 81 G - ez

Sekil 4.18. G grafi, G grafinda sirasiyla e; ve e, kenarlarinin silinmesiyle olusan G — e,
ve G — e, graflan
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Sekil 4.18.’deki G grafindan e; kenar silindiginde G — e; grafi olusur. Burada G grafinin
baglantisinin koptugu ve sonugta G — e; grafinin iki bilesenden olustugu gorilir. Sekil
4.18.°deki G grafinda e, kenar silindiginde ise G — e, grafi olusur. Burada G grafinin
baglantisinin  kopmadigi

goriiliir. Asagida grafin  baglantililiginin - degistigi  ve

degismedigi iki durumu ele alacagiz.

Teorem 4.11.2. Bir G grafindan bir e kenar silindiginde olusan G — e grafi baglantisiz
hale geliyorsa silinen kenara ait koselerin ve bu koselere bitisik olan tiim kenarlarin
silinmesiyle olusan grafi (G — e)’ ile gosterelim. Verilen ifadelerden yola ¢ikarak G
grafinin karakteristik polinomu

P(G) =P(G—e)—P((G—e))

seklinde elde edilir.

ispat. Herhangi bir G grafinin komsuluk matrisi

aiz ai» ais a1(n-1) Ain
{ az1 azz azs az(n-1) QAzn
asq asz ass az(n-1) Qszn
A= : : : : :
An-1)1 Am-1)2 An-1)3 An-1(n-1) An-1n
an1 Qn2 Qan3 an(n—l) Ann
olsun. Buna gore bu matrisin karakteristik polinomu
a;; — A4 ) a3 a1(n-1) A1n
azy Ay — A Qs az(n-1) arn
a a azz3 — A A3(n— a
det(4—aD=| S Ay o
An-11 Am-12 An-1)3 An-1)n-1) — 4 Am-1)n
an1 Ap2 ans Ap(n-1) Apn — A
0

78




seklindedir. Burada G grafinin baglantis1 kopacak sekilde bir kenarinmi sildigimizde
silinen kenarin koselerini daha onceki bdliimlerde de yaptigimiz gibi 1 ve 2 olarak

numaralandirirsak olugan G — e grafinin komsuluk matrisi

aiq a;; —1 a3 A1(n-1) A1n

a; —1 azz azs az(n-1) Qazn
A = H asi as; ass az(m-1) azn H
\a(n—l)l An-1)2 Am-1)3 " Am-1)(n-1) Am-1Dn /

ani Qan2 an3 o An(n-1) Ann

seklinde olur. Bu matrisin karakteristik polinomu da

a;;—1 a;;—1 a3 a1(n-1) Ain
a1 —1 az;—A4 az3 az(n-1) aon
det(a—an=| B % @A dxmen fan
An-11 Am-12 Am-13 ° An-1Dm-1) — 1 Am-1)n
anq Ay ans3 ap(n-1) Apn — A
=0

seklindedir. Burada gerekli satir ve siitun islemleri uygulanarak teorem ispatlanir.

Ornek 4.11.3. Sekil 4.18.°deki G grafinin e; kenarii sildigimizde olusan G — e; ve
(G — eq)' graflart

—o
G - 61 (G - el)’

Sekil 4.19. Sekil 4.18.’deki G — e; grafi ve G grafinda silinen kenara ait kdselerin ve bu
koselere bitisik olan tiim kenarlarin silinmesiyle olusan (G — e;)" grafi

79



seklindedir. G grafinin karakteristik polinomunu bulmak i¢in Oncelikle G —e; ve

(G — e;)' graflarinin karakteristik polinomlarin1 Matrix calculator yardimiyla

P(G —e;) =28 — 8% — 42> + 191* + 1813 — 8% — 141 — 4
P((G—e))=2°=-32*+322-1

seklinde buluruz.

Teorem 4.11.4. Bir G grafindan bir en fazla bir yiize ait e kenar silindiginde olusan
G — e grafi hala baglantil ise silinen kenara ait koselerin ve bu kdselere bitisik olan tim
kenarlarin silinmesiyle olusan grafi (G — e)’ ile; silinen kenara ait koselerin komsu
oldugu diger koselerin ve bu koselere bitisik olan tiim kenarlarin silinmesiyle olusan grafi
da (G —e)" ile gosterelim. Verilen ifadelerden yola ¢ikarak G grafinin karakteristik

polinomu
P(G)=P(G—e)—PU(G—e))+2P((G—-¢e)")
seklinde elde edilir.
Ispat. Teorem 4.11.2°ye benzer sekilde ispatlanur.
Ornek 4.11.5. Sekil 4.19.’daki G grafinin karakteristik polinomunu bulmak igin G — e,
(G—e) ve (G—e)' graflarmin Kkarakteristik polinomlari1 Matrix calculator

yardimiyla

P(G—e) =28 —81° — 22> + 161* + 613 — 91% — 41
P(G—e))=2°—6A*-223+612+21—1

P((G—e)")=—-2+523+21* —41 -2

olarak buluruz. Bu polinomlar1 Teorem 4.11.4.°de yerine yerlestirirsek G grafinin

karakteristik polinomu
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P(G) = 28 — 8% — 22° + 16A* + 643 — 912 — 42
—(A°—62*—223+642+21—-1)
+2(=2° + 513 + 242 — 41 -2)

=218 —91% — 425 +222* + 1843 — 1112 — 141 -3

seklinde bulunur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin ana boliimlerinde omega invaryanti, graf enerjisi ve graflarin karakteristik
polinomlariyla ilgili sonuglar elde edilmistir. Bunlardan bazilarinda var olan sonuglara

yenileri eklenmis; bazilarinda ise tizerinde ilk defa galisilan sonuglar elde edilmistir.

Bazi 6zel graflarin omega invaryanti ve graf enerjisi bulunmus ve dongii eklemenin
ticgensel grafin karakteristik polinomuna etkisi hesaplanmistir. Yine aym sekilde kath
kenar, dongii eklemenin, bir kenar ekleme veya silmenin, bir kdse silmenin grafin

karakteristik polinomuna etkisi arastirilmastir.

Manyetik ayirma adi verilen yeni bir problem tanimlanmistir. Patika, devir, yildiz
graflarina manyetik ayirma uygulandiginda karakteristik polinomlarindaki degisim

incelenmis ve graf enerjileri hesaplanmistir.

Bu tezde elde edilen sonuglar gelistirilebilir. Ornegin, diger graf tiirlerinde de manyetik
ayirma uygulanabilir veya genel sonuglar da elde edilebilir. Dongii, katli kenar iceren
graflarin karakteristik polinomlarina ve spektrumlarina ve enerjilerine bakilabilir. Bir
kenar ekleme veya silme, bir kose silme islemi uygulanan graflarin spektrumlari iizerinde

calisilabilir.
Manyetik ayirma, kenar ekleme, silme, kose silme islemleri baska bilim dallarina da yon

verecek sekilde tanitilip ve de oOzellikle bilgisayar programlar: ile desteklenerek

uygulamalar yapilmasi amaglanabilir.
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