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OLUSUM TiPI DENKLEMLERIN HIROTA BILINEER FORMLARI VE
ETKILESIM COZUMLERI
Melih ZEYNEL

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Dansiman: Prof. Dr. Emrullah Yasar

Bu tez calismasinda bazi olusum tipi denklemlerin Hirota metodu ile tam ¢6ziimlerinin
elde edilmesi arastirilmistir. Bu anlamda Hirota bilineer formuna sahip olan yeni bir (3
+1)-boyutlu olusum tipi modelin ¢esitli fiziksel 6zellikleri haiz olan tam ¢6ziimleri elde
edilmistir. Bu noktada, ndral ag metodu teknigi ile birgok ¢oziim formu Onerilmis (tek
tabaka, 4-3-1, 4-2-3 ve 4-2-2 noronlu ¢oklu tabaka halleri i¢in) ve ¢oziim formlarindaki
parametrelerin degisik halleri i¢in sayisal simiilasyon sunulmustur. Elde edilen ¢6ziim
formlar1 olarak genellestirilmis ve klasik lump, periyodik tip I ve tip II, haydut dalga ve
noral ag tipi ¢oziimleri teskil edilmistir. Bunun yaninda Hirota bilineer formuna sahip
baz1 modeller i¢in lineer terkip prensibi ele alinmistir. Son olarak ise bir analitik sema
yardimiyla (basitlestirilmis Hirota) bazi olusum tipi denklemlerin 1-soliton, 2-soliton ve
3-soliton ¢Oziim formlari tiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hirota Bilineer Denklemi, Sembolik Hesaplama, Bilineer Noral Ag
Metodu.
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ABSTRACT

MSc Thesis

HIROTA BILINEAR FORMS OF EVOLUTION TYPE EQUATIONS AND THEIR
INTERACTION SOLUTIONS

Melih ZEYNEL

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Emrullah Yasar

In this thesis, the Hirota method was investigated to obtain the exact solutions of
some evolution-type equations. In this sense, exact solutions with various physical
characteristics of a new (3+1)-dimensional evolution type model with the Hirota
bilinear form have been obtained. The neural network method technique proposes many
solution forms (for single-layer, multi-layer with 4-3-1, 4-2-3, and 4-2-2 cases).
Numerical simulations are presented for different cases of the parameters in the
solution forms. The obtained solution forms are generalized and classical lump,
periodic type I and type II, rogue wave, and neural network type solutions. In addition,
the linear composition principle is discussed for some models with Hirota bilinear
form. Finally, I-soliton, 2-soliton and 3-soliton solution forms of an evolution
type equation were obtained with the help of simplified Hirota analytical scheme.

Key Words: Hirota Bilinear Equation, Symbolic Computation, Bilinear Neural
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1. GIRIS

Diferensiyel denklem, bir veya daha fazla bilinmeyen fonksiyon (bagimli degisken) ve
bunlarin tiirevlerini iliskilendiren bir denklemdir. Uygulamali bilimlerde, fonksiyonlar
(bagimli degiskenler) genellikle fiziksel nicelikleri, tiirevler ise degisim oranlarini temsil
eder ve diferensiyel denklem bu ikisi arasindaki iligkiyi tanimlar. Bu tiir iliskilerin yaygin
olmas1 nedeniyle diferensiyel denklemler miihendislik, fizik, biyoloji, kimya ve ekonomi
dahil olmak tiizere bircok disiplinde Onemli bir gorev iistlenmektedir.
Temel olarak diferensiyel denklemlerin incelenmesi, ¢6zlimlerinin (her denklemi sagla-
yan fonksiyonlar kiimesi) ve ¢oziimlerinin 6zelliklerinin incelenmesinden olusur. Sadece
bazi basit tipte diferensiyel denklemler agik formiillerle coziilebilir; ancak, belirli bir
diferensiyel denklemin c¢Ozlimlerinin birgok o6zelligi, tam olarak hesaplanmadan
belirlenebilir. Diferensiyel denklemler ilk olarak Newton ve Leibniz tarafindan kalkiiliis
denilen "sonsuz kiicliklerin hesab1" icadiyla ortaya cikti. 1671 tarihli "Methodus
fluxionum et Serierum Infinitarum" adli ¢alismasinin 2. Boliimiinde, 1. Newton {i¢ tiir

diferensiyel denklem sundu:

xl)’xl ‘|‘x2)’x2 - )’

Yukaridaki denklemlerde, y, X’in (veya X; ve X ’nin) bilinmeyen bir fonksiyonudur ve
F, verilen bir fonksiyondur. Sunulan 6rnekleri ve digerlerini sonsuz seriler kullanarak
¢Ozer ve ¢Oziimlerin tek olmadigim tartisir.
Diferensiyel denklemler birka¢ sinifa ayrilabilir. Bu diferensiyel denklem siniflari,
denklemin Ozelliklerini agiklamanin yani sira, bir ¢6ziime ulagsma konusunda bilgi
vermeye yardimci olabilir. Yaygin olarak kullanilan siniflar, denklemin adi veya kismi,

lineer veya lineer olmayan ve homojen veya homojen olmayan olup olmadigini igerir.



Kismi diferensiyel denklem (KDD), bilinmeyen ¢ok degiskenli fonksiyonlar1 ve bunlarin
kismi tiirevlerini iceren bir diferensiyel denklemdir. KDD’ler, birka¢ degiskenli fonksi-
yonlar1 igeren problemleri formiile etmek icin kullanilir. KDD’ler, ses, 1s1, elektrostatik,
optik, elektrodinamik, sivi akisi, elastisite veya kuantum mekanigi gibi dogadaki ¢ok
cesitli olgular1 (fiziksel fenomenleri) tanimlamak icin kullanilabilir.
Lineer olmayan bir diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri i¢in lineer
olmayan bir diferensiyel denklemdir (fonksiyonun bagimsiz degiskenlerindeki lineerlik
veya lineer olmama dikkate alinmaz). Lineer olmayan diferensiyel denklemleri tam ola-
rak ¢6zmenin ¢ok az yontemi mevcuttur (Mesela belirli simetrilere sahip denklem form-
lar1 gibi).
Lineer olmayan diferensiyel denklemler, uzun zaman araliklarinda kaos karakterli ¢ok
karmasik davraniglar sergileyebilir. Lineer olmayan diferensiyel denklemler i¢in ¢6zliim-
lerin varligi, tekligi ve elde edilmesi gibi temel sorular ve lineer olmayan KDD’ler i¢in
baslangi¢ ve siir deger problemlerinin iyi konulmuslugi zor problemlerdir ve 6zel du-
rumlarda bunlarin ¢6ziilmesi matematiksel olarak onemli bir ilerleme olarak kabul edilir.
Icerisinde ¢ zaman bilesenini ihtiva eden lineer olmayan kismi diferensiyel denklemleri
¢ozmek i¢in yukarida da zikredildigi gibi simetri tekniklerinin yaninda, Painlevé analizi,
ters sacilim metodu ve Hirota bilineer metodu gibi yaklasimlar mevcuttur. Matematiksel
fizik, osinografi, miithendislik bilimleri ve digerleri gibi bir dizi alanda lineer olmayan
KDD’lerin soliton (sabit bir hizla yayilirken seklini koruyan, kendi kendini gii¢lendiren
bir dalga paketi) c¢oziimlerini bulmak icin yaygin olarak kullanilan ve saglam bir
matematiksel ara¢ olan Hirota yontemi, lineer olmayan KDD’lerin uygun doniisiimler ile

bilineerlestirilmesini gerektirir.



Hirota yontemi, N-soliton ¢oziimleri elde etmek icin standart ve giiclii bir yaklagim
sunar. Yeni bilineer tiirevler, soliton ¢dzlimlerin yani sira lump ¢ozlimlerin iiretilmesinde
cok onemli bir rol oynar ve Hirota bilineer formlari, bu teori i¢in anahtar hiikmiindedir.
Integrallenebilir denklemlerin bagimli degisken déniisiimleri altinda Hirota bilineer
formlarina donustiiriilebilmesi karakteristik bir 6zelliktir. Bu ayni zamanda, lineer
olmayan bir denklemin ne zaman bir iistel fonksiyon iliskisi yoluyla Hirota bilineer veya
genellestirilmis bilineer olarak bilineer formda ifade edilebilecegini sdyleyen Bell
polinom teorisi tarafindan da yansitilir.

Ele alinan lineer olmayan KDD’lerin Hirota bilineer formu ve ¢esitli metodlari ile belirli
fiziksel ozellikleri haiz olan bir ¢cok ¢oziim metodu gelistirildi. Cok yakin bir zamanda
noral ag metodunu Hirota bilineer teknigi ile bagdastiran bir yaklasim literatiirde yer
edindi.

Bu yaklagimda bilineer noral sinir ag1 adli yeni bir yontem tanitilmis ve lineer olmayan
KDD’lerin tam analitik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in karsilik gelen tensor formiilii 6neril-
mistir. Bu yaklagimin ilgingligi, sinir ag1 modelinin tam analitik ¢6ztimii bulmak i¢in ilk
kez kullanilmasidir. Bu yontem ile, lineer olmayan KDD’leri ¢6zmek i¢in bilineerlestir-
meden sonraki neredeyse tiim yontemlerin kapsandigi ornekler ile sunulmustur. Ayrica,
gosterilmistir ki, s6z konusu metot sayet ele alinan modelin Hirota bilineer formu mevcut
ise lineer olmayan KDD’lerin tam analitik ¢6zlimlerini elde etmek icin genel bir yakla-

simdir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK ARASTIRMASI

Tanim 2.1: Bir veya daha fazla bagimli degiskenin bir veya daha fazla bagimsiz degis-
kene gore tiirevlerini igeren bir denkleme diferensiyel denklem adi verilir. Bir

diferensiyel denklem

) =0, @1

ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim

dy d2y d"y
f(x7y7 -

— ...,—=)=0 2.2
dx’ dx?’ ’dx”) (2:2)

seklinde yazilir. Burada x bagimsiz degisken, y bagimli degisken olup, denklemde tek
degiskenin tiirevleri bulundugunda denklem, adi diferensiyel denklem olarak adlandirilir

(Cagliyan ve ark. 2013, Sezer ve Dascioglu 2016).

Tanim 2.2: Kismi diferensiyel denklemin (KDD) anahtar tanimlayict 6zelligi, birden
fazla bagimsiz degiskeni (x,y,...) olmasidir. Bu degiskenlerin bilinmeyen bir fonksiyonu

olan bagiml bir u(x,y,...) vardir. Tiirevleri genellikle alt simgelerle 0y,/0x = ux vb. sek-

linde gosterilir. Bir KDD, bagimsiz degiskenleri, bagimli degisken u’yu ve u’nun kismi

tiirevlerini iliskilendiren bir 6zdesliktir.

F(xaya u(xay)a uX(xsy)a Uy(xay)) = F(xaya u,ux, uy) =0

seklinde yazilabilir. Bu, birinci dereceden iki bagimsiz degiskenli en genel kismi dife-
rensiyel denklemdir. Bir denklemin mertebesi goriinen en yiiksek tiirevdir. Tki bagimsiz

degiskenli en genel ikinci dereceden KDD,

F(x,p,u, ux, ty, txx, txy, uyy) = 0

dir (Walter A. Strauss Partical Differential Equations,2008, s.1).

Tamim 2.3: / C R araliginda tanimli ve n ’inci mertebeden siirekli tiirevlere sahip bir
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ffonksiyonu ele alinsin. Eger y = f'(x) fonksiyonu ve tiirevleri;

F(x,y/7y//7“.7y(n)) :()7 (23)

diferansiyel denkleminde yerlerine yazildiginda

) = F e, £ ), £60), 0 £ D))

ifadesi x bagimsiz degiskenine gore bir 6zdeslik oluyorsa, f'(x) fonksiyonuna (2.3) denk-

leminin tam ¢6ziimii denir (Cagliyan ve ark. 2013, Sezer ve Dascioglu 2016).

Tamim 2.4: Kismi diferensiyel denklemler lineer ve lineer olmayan olarak siniflandiri-
lir. Asagidaki durumlarda kismi diferensiyel denklem lineer olarak adlandirilir:

1) Denklemde yer alan bagimli degiskenin ve her kismi tiirevinin kuvveti 1°dir.

i1) Bagiml1 degiskenin katsayilar1 ve her kismi tiirevin katsayilar1 sabit veya bagimsiz
degiskenlerdir. Ancak, bu kosullardan herhangi biri karsilanmazsa, denklem lineer olma-
yan olarak adlandirilir (Wazwaz, Partial Differential Equations and Solitary Waves The-
ory,2009, s.6).

Tamim 2.5: 19. yiizyilin sonlarinda integre edilebilen denklemler teorisi ortaya atilmis ve

s1g su dalga denklemleri i¢in gelistirilen

ur + 61/l1/lx TUxxx = 0

Korteweg- de Vries denklemi ilk defa Diederik Korteweg ve Gustav de Vries tarafindan
tanmitilmistir (Korteweg ve de Vries 1895). Bu denklemde de goriilebilecegi gibi lineer
ol-mayan yapinin yaninda bagimsiz degiskenlerden birisi # zaman degiskeni olup digeri

ise x uzaysal degiskenidir. Dolayisiyla

F(t,x,u,uf ,ux,uxx,...) =0



bicimindeki denklemlere olusum tipi denklemler denilmistir. Gegmisten beri lizerinde
yogun bir sekilde ¢alisilmaya baglanmis ve giiniimiizde de devam etmektedir. Mesela,
KdV denklemi i¢in 20. yiizyildan itibaren ¢oziimlerinin elde edilebilmesi adina ters
sacilim yaklagimi, Bécklund doniistimleri, Hirota bilineerlestirme metodu, homojen
dengeleme yaklagimi gibi metotlar gelistirilmistir (Y1ldirim, 2019, s.2).

Integrallenebilir denklemleri ele almak i¢in Hirota yontemi oldukea etkilidir. Bu yontem
ozellikle bir¢ok olusum tipi denklemlerin ¢oklu soliton ¢oziimlerini ele almak igin
yaygin olarak kullanilmaktadir. Hirota yonteminin bilineer operatdrlerinin en geleneksel

tanimi su sekildedir.

Tanim 2.6: Lineer olmayan kismi diferensiyel denklem x,y,z, ...,# bagimsiz degiskenler

olmak tuzere

F(u) = F(u, e, Up Uy, Uz Uz oy Uy, .) =0 (2.4)

sekilde tanimlansm. Tlk olarak
u=T(f(x1,..).g(x1,..)) (2.5)

doniistimii kullanilarak (2.4) denklemi bagimli degiskenlerle kuadratik bir forma doniis-
tiriiliir. Bu yar1 lineer forma (2.4) denkleminin bilineer formu denir. Baz1 denklemler
i¢in bu sekilde uygun doniisiim bulunamayabilir.

S : C" — ( tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzay1 olsun. Hirota D : Sx S — S

operatorii su sekilde tanimlanir:

n yn d_d\"(d _ 9)\" )
Dtlez...{f.g} = |:<§t — a—t/) <a— — E) ...:| f(x7t,...).g(x 7t 7"')|x:x’,t:t’.‘. .
(2.6)

Burada x,z,... bagimsiz degiskenler ve n; (i = 1,2,...) ise pozitif tamsayilardir (Pekcan



2005, 5.6).

Hirota D operatdriiniin bir ¢esit birlesimini kullanarak, (2.4) denkleminin bilineer formu

D operatoriiniin bir polinomu olarak yazilir. Bu polinom ise P(D) olarak isimlendirilir.

Tanim 2.7: (2.4) formundaki denklemler,

Y Pl D)o =0,n=12,.r @2.7)
é,[J,ZI

bi¢ciminde yazilabiliyorsa, (2.4) denklemi Hirota bilineer formundadir denir. Bazi n, r ve

ng p (D) lineer operatorleri i¢in f ! yeni bagimli degiskenlerdir (Pekcan. 2005, s.6).

P(D), exp(6]) ve exp(02) fonksiyonlari iizerinde etki eden bir lineer operatér olsun. Bu

durumda

P(D){exp(@l).exp(ez)} = P(Cl —Cp,ye iy —hp [ — lz) exp(91 + 92) (2.8)

dir. Burada 0; = cix+...+hjy+liz+a; ve cj, hi, li,04,... (i = 1,2,..) keyfi sabitlerdir (Pek-

can 2005, s.7).

Islemlerde kolaylik saglamas1 adina bilineer diferansiyel operatorlerden bazilar1 asagi-

daki gibi ifade edilebilir.

D)%{fg} =f8 — 2fx8x + f &
D\Di{f.g} = Dx(fig — f&) = fug — fi&x — fx& + f&x,

Di'{fg} = fax& —4f3x8x + 6 f1x&ux — 4/x83x + [ 8ax-



Tanmim 2.8: Hirota Pertiirbasyon Coziim Formlari

Bu tanimda Hirota bilineer formu P(D){ /. '} = 0 bi¢ciminde olan (2.4) denkleminin tam
¢Oziimlerini bulmak i¢in Hirota bilineer metodununun gerekli asamalar1 verilmistir. Tam
¢oziimlerin bulunmasinda pertiirbasyon agilimlar1 kullanilir. Bunun igin f=fo + € f; + €2
f> + ... agilim1 kullanilacaktir. Burada f,,, (m = 1,2,...) x,t,... bagimsiz degiskenleri-nin
bir fonksiyonu ve € pertiirbasyon parametresidir. Genelligi bozmadan fy = 1 alinabilir.

Boylece /. fasagidaki gibi elde edilir.

fof=11+4e(fil+1.0) +eX ol +fi i+ L) +E(fHl+ffi+fi ot 1fz) + ..

Yukaridaki ifade P(D){ f. f'} = 0’da yerine yazilir ve P(D) polinomunun lineerligi kulla-

nilarak su elde edilir:

PD){f.f} =PD){1.1} +eP(D){ fi-1 + 1. fi}+

eE2PDY{ ol +fi. fi+ L.} + EPD{ sl + . fi+fi. p+ 1.5} +...=0.

Bu denklemin saglanmasi i¢in €”’nin (m = 1,2, ...) katsayilari sifir olmalidir. £ katsayisi

zaten sifirdir. & ’in katsayisindan

PD){ il +1.fi}=2P(d)fi=0

elde edilir. Yukaridaki denklemin ¢dztimlerinden biri iistel fonksiyondur. Hirota bilineer
yontemi uygulanirken f; fonksiyonu {istel fonksiyon olarak alinir ve diger f; fonksiyonlari
da iistel fonksiyon olarak karsimiza ¢ikar. Hirota bilineer yOnteminin etkinligi bu
noktada ortaya ¢ikar. (2.4) denkleminin I-soliton ¢Oziimiinii arastirdigimizda f
fonksiyonunu {istel fonksiyonlarin polinomu olarak yazacagimiz igin, tiim j > s + 1 igin f/j

fonksiyonlari sifir olacaktir. Bundan sonra bir denklemin soliton ¢6ziimii olusturulurken

tim j > s+1 i¢in /;= 0 oldugu varsayilacaktir (Pekcan 2005, s.10).



Teorem 2.9: Hirota bilineer formu P(D){ f. f } = 0 olarak yazilabilen (2.4) denkleminin
bilineer dontisimti u = T'[ f(x,¢,...,y)] olsun. O halde bu denklemin 1- soliton ¢6ziimii su

sekildedir:

u="T[f(x,1,y,..)] = T[1 +exp(6))].

Burada cy,ry, ..., i sabitler olmak iizere, 01 = cix+rit +hiy+...+a; ve P(cy,r1,h1,...)
= P(p1) = 0 dir. Burada p; dispersiyon bagintisinin kisaca gosterimidir.

Bu denklemin 2- soliton ¢6ziimii su sekildedir:

u=TI[f(x,1,y,..)] =T[l +exp(6;)+exp(6)+B(1,2)exp(6; + 6,)].

Burada c¢;, 7, ..., h; (i = 1,2) sabitler olmak tizere 0;,= cix+rit +...+thy+o;, P(ci,ri,....h;) =

P(pi) =0ve B(1,2) = _;’g:_?;g dir.

(2.4) denklemi i¢in, P(p;) =0 (i=1,2,3) iken

Y. P(pip1+p2p2+p3p3) +P(p1p1 — p2p2) P(p2p2 — p3p3)P(p3p3 — p1p1) =0
p==x1

kosulu saglaniyorsa, denklemin 3-soliton ¢6zlimii su sekildedir:

u = T[f(x,t,..,y)] =T[l +exp(6;)+exp(62)+exp(03) +
B(1,2)exp(6; + 62) +B(1,3)exp(0; + 63) +

B(2,3)exp(6,+ 63) +B(1,2)B(1,3)B(2,3) exp(6; + 6, + 63)].

Burada k;, 7y, ..., h; (i < jvei,j=1,2,3) sabitler olmak tizere 6; = cix+rit +... + hiy+ ;

, P(ciyriy i) = P(pi) = 0 ve B(i, j) = —;’Eﬁlﬁﬁ dir (Pekcan 2005, 5.10.11.15).




3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. KdV Denklemi icin Hirota Metodu

Bu boliimde, Kruskal ve arkadaglart (Gardner C. S., Greene J. M., Kruskal M. D. ve Mi-
ura R. M., 1095-1097) tarafindan integrallenebilir oldugu gosterilen Korteweg de Vries
(KdV) denklemine Hirota bilineer yontemini tatbik edecegiz (Pekcan, A.2005). Bu
denklem ayni zamanda Hirota (Hirota R., 1971) tarafindan da incelenmistir. KdV’nin 1,
2, 3 ve N-soliton ¢oziimleri olusturulmustur. Soliton ¢ozliimleri olusturulacak KdV

denklemi su sekildedir:

Uy + 60Uy + Uy = 0 (3.1)

1.Adim : KdV denkleminin bilineer formunu elde etmek i¢in u(x,#) = —2(In f'), donii-

stiimii kullanilir. Bu doniisiim altinda (3.1) denkleminin elde edilen bilineer formu su se-

kildedir:

S ha=fofi+ oo — 4 ffore + 3 S5 = 0. (3.2)

2.Adim : Hirota D operatoriinii kullanarak (3.1) denkleminin bilineer formu Hirota bi-
lineer formda yazilir. /. f’e uygulanan D,D, operatorii incelenirse asagidaki form elde

edilir.

DALY — Kg _ ai) (aﬁ - ai)} DR S

t

= fuf+ffa—Jifx— faft
= 2(ffu—fuolt)- (3.3)

Bu terimlerin (3.2) denkleminin ilk iki teriminin iki kat1 oldugu agiktir. /. /e uygulanan

D'} operatorii incelenirse asagidaki form elde edilir:
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4 / ) ) 4 1o
DHErY = (55 FOnFE Dy,

=SS — dfxcSx + 6 xxfx — dfx S + f oo
= Z(ffxxxx — 4o fx+ 3fx2x)' (3.4)

Bu terimlerin (3.2) denkleminin son ii¢ teriminin iki kat1 oldugu agiktir. Dolayisiyla

(3.2) denkleminin Hirota bilineer formu
P(D){f.f} = (DxD;+DP{f.f} =0 (3.5)

seklinde elde edilir.

3.Adim: (3.5) denkleminde f= 1 + & f; + €2 f> + ... pertiirbasyon agilim1 yazilirsa

P(D){f.f} = P(D){1.1} + eP(D){fi.1 + L.fi}+ (3.6)

eEP(D){ o1+ fi-fi+ 1L} +EPD){fs1+ fafi+ fiat1.fs}+...=0

elde edilir.

3.1.1. KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimii

Boliim 2’de anlatildig1 gibi KAV denkleminin 1-soliton ¢oz{imiinii olusturmak igin, f= 1
+ ¢ f] pertiirbasyon acilimi ele alinir (Pekcan, A. 2005). Burada f; = exp(01) ve 6; = c1x

+ rit +oy’ dir. Dikkat edilmelidir ki j > 2 i¢in f;= 0 ’dir. £, (3.6) denkleminde yazilir ve
m = 1,2,3 i¢in " nin katsayilari sifira esitlenir. €°’1n katsayis1 P(D){1.1} = 0’dir. ¢’in

katsayist sifira esitlenir ve

PD{fi-1+1.fi} = P(d)exp(61)+P(—9d)exp(6)) (3.7)
= 2P(d)exp(6;) =0

11



elde edilir. | = —c? anlamima gelen P(p;) = 0 pertiirbasyon iliskisi vardir. €2’nin katsa-

yisindan

P(D){f1.fi} = P(D){exp(6y).exp(6;)} (3.8)

= P(p1—p1)exp(20;) =0

elde edilir. Son olarak genelligi bozmadan € = 1 segilebilir ve dolayisiyla f= 1+exp(0;)

pertiirbasyon acilimina gére KdV denkleminin 1-soliton ¢dziimii su sekildedir:

2
]

u(x,t) = ——————.
(1) 2cosh2(%)

(3.9)

Burada 6;=cjx — c?t + o, dir.

3.1.2. KdV denkleminin 2-soliton ¢oziimii

KdV denkleminin 2-soliton ¢oziimiinii elde etmek icin =1 + € f; + €2 f> pertiirbasyon

acilimi alinir (Pekcan, A. 2005). Burada f1 = exp(0) + exp(02) ve i = 1,2 i¢in 0; = cix +
rit +a;’ dir. /’yi daha sonra belirleyecegiz. Dikkat edilmelidir ki j > 3 i¢in f;= 0 ’dur.

Simdi f, (3.6) denkleminde yazilir ve m = 1,2,3,4 i¢in ¢"’nin katsayilar sifira

esitlenir. Bunun sonucunda £°’1n katsayis:

P(D){1.1} = P(0,0){1} =0 (3.10)

ve £!”in katsayis1

P(D){1.fi+ fi-1} = 2P(d){exp(6))+exp(62)} (3.11)
= 2[P(d)exp(6;) +P(d)exp(6,)] =0

olur. Burada ;= —c? vei=1,21icin P(p;) = cf + ewi= 0 dir. €¥’in katsayisi ise:

12



PD){1.fo+ fo-1} + P(D){ f1-f1} = 2P(9) fot (3.12)
P(D){(exp(61) +exp(62)).(exp(61) +exp(62))}
=2[P(9)f2+ P(D){exp(61).exp(62)}]

=2[P(9) f2+P(p1— p2)exp(61 + 6,)] =0

dir. Bu f2’nin f> = B(1,2)exp(0; +6;) bi¢iminde olmasini saglar. Yukaridaki denklemde
f>’yi yerine yazarsak B(1,2) ifadesini

_ _ 2
B(1,2) = —Plei=pa) (e —c) (3.13)

P(pi+p2) (c14c2)?

elde ederiz. f3 = 0 oldugundan &3’iin katsays1

P(D){ fi-foa+fo- 1} = 2B(1,2)[P(D){(exp(61)).(exp(61) + exp(62)) } + (3.14)
P(D){(exp(62)).(exp(61) +exp(62))}
= 2B(1,2)[P(p2) exp(26; + 62) + P(p1) exp(6; +26,)]

ve i = 1,2 i¢in P(p;) = 0, oldugundan bu zaten sifirdir. €*’iin katsayis1 da 6nemsiz bir sekilde
yok olur. Boylece € = 1 alabiliriz. Boylece /= 1+exp(01)+exp(02)+A4(1,2)exp(0; + 67) ve
KdV denkleminin 2-soliton ¢oziimii

{clexp(0)) +c3exp(62) +A(1,2)(c3exp(6y)

+ciexp(62))exp(0) + 62) +2(c1 —c2)*exp(6; + 62)}
(1+exp(61)+exp(62) + B(1,2)exp(6; + 6>))?

u(x,t) =— (3.15)

dir. Burada i = 1,2 igin 6; = cix— 3 + 0y ve B(1,2) = (& ;’;gj dir.
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3.1.3. KdV denkleminin 3-soliton ¢oziimii

KdV denkleminin 3-soliton ¢oziimiinii elde etmek icin f= 1 + € f; + €2 f» + &3 f3 per-
tiirbasyon acilim1 alinir (Pekcan,A. 2005). Burada f; = exp(0;) + exp(0,) + exp(03) ve i =
1,2,3 igin 0, = ¢;x + rit + o; ° dir. Dikkat edilmelidir ki j > 4 i¢in f; = 0 dir. Simdi f,
(3.14) denkleminde yazilir ve m = 1,2,...,6 icin €™ katsayilar1 sifira esitlenir. Bunun

sonucunda €%’ 1n katsayis1 yine sifirdir. & !’in katsayzsi ise

P(D){1.fi+ fi1.1} =2P(d){exp(61) +exp(62) +exp(63)} =0 (3.16)

dirvebui=1,2,3icinr;= —c? olmakla birlikte P(p;) = 0 anlamina gelir. £2’nin katsa-

yisindan ise asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

—Pd)fa = [(c1—c2)(r1—r2)+(c1— 02)4] exp(6; + 62) + (3.17)
[(c1 —c3)(r1 —r3) + (c1 — c3)*] exp(6; + 63) +

[(Cz — 63)(1’2 — 1”3) + (C2 — 63)4] eXp(ez + 93).

Bu f2’nin f> = B(1,2)exp(0; + 0,) + B(1,3)exp(0; + 03) + B(2,3)exp(6, + 03) biciminde
olmas1 gerektigini gosterir. Bu formu (3.17) denklemine ekleyerek i, j = 1,2,3 ve i <j

icin A(i, j)’yi su sekilde elde ederiz:

B(i,j) = —5i— = ] (3.18)

£3’1in katsayis1

—P(2){fzs} = exp(6i+62+63){B(1,2)P(p3—p2—p1) (3.19)

+B(1,3)P(p2— p1 — p3) +B(2,3)P(p1 —p2— p3) }

bicimindedir. Dolayisiyla f3 = C exp(0; + 6, + 03) olmalidir. Yani (3.19) denkleminden

14



¢ikarilacak sonug su sekildedir:

B(1,2)P(p3 — p1 — p2) +B(1,3)P(p2 — p1 — p3) + B(2,3)P(p1 — p2 — p3)

C=—
P(p1+p2+p3)
(3.20)
i=1,2,3icinr= —c? oldugunu kullanarak tiim sadelestirmeler yapilirsa
C = B(1,2)B(1,3)B(2,3) sonucuna ulasilir. f4= 0 oldugundan £*’iin katsays1
PD){fifs+ f3fi+ fofa} =0 (3.21)
olur. Baz1 hesaplamalardan sonra (3.21) denklemi
exp(26) + 62 + 03)[BP(p2 + p3) + B(1,2)B(1,3)P(p2 — p3)|+ (3.22)

exp(61 426, + 63)[BP(p1 + p3) + B(1,2)B(2,3)P(p1 — p3)]+

exp(6) + 6, +263)[BP(p1 + p2) + B(1,3)B(2,3)P(p1 — p2)] =0

bigimindedir. Bu C = B(1,2)4(1,3)4(2,3) tarafindan saglanir. Son olarak &> ve € kat-
sayilar1 da otomatik olarak yok olur. Burada ¢ = 1 alabiliriz. Boylece f= 1 + exp(0;) +
exp(82) + exp(03) + B(1,2)exp(8; + 02)+ B(1,3)exp(0; + 63) + B(2,3)exp(0; + 63) + C

exp(01 + 0, + 03) ve KAV denkleminin 3-soliton ¢6zliimii

M (x,1)
1) = -2 3.23
)2
bigiminde temsil edilir. Burada i = 1,2,3 , i < j icin 6; = cix +rit + 0 , B(i, j) = %
iTCj

ve C = B(1,2)A(1,3)A(2,3) olmak iizere,
M(x,t) = exp(0; + 62)[2(c1 — cz)2 +2(c; — cz)zB(1,3)B(2, 3)exp(263)

+B(1,2)ctexp(6:) +B(1,2)c3exp(6))] +exp(6; + 63)[2(c; — ¢3)?
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+2(c1 —¢3)*B(1,2)B(2,3) exp(26,) + B(1,3)ct exp(63) + B(1,3)c5 exp(61)]

+exp(62+ 63)[2(c2 —k3)* +2(c2 — c3)*B(1,2)B(1,3) exp(26))

+B(2,3)c5exp(63) +B(2,3)c3exp(62)] + T exp(6;) + c5 exp(6:) + 3 exp(65)
+Cexp(6; + 6>+ 63)[B(1,2)c3 exp(6; + 62) + B(1,3)c3 exp(6; + 63)

+B(2,3)c exp(6,+ 63) +exp(6; + 6+ 603)[B(1,2)(c1 4¢3 + 3+ 2¢1¢a — 2¢1¢3 — 2¢5¢3)
+B(1,3)(ct + 5+ 3 +2¢c1c3 — 2c100—)2¢2¢3)

+B(2,3)(c + 5+ 34 2¢2c3 — 2c1¢0 — 2¢1¢3)

+C(cT+c3+c342c1c0+2c1c3+2¢¢3)] (3.24)

veE

N(x,t) = [l1+exp(0;)-+exp(6:)+exp(6) (3.25)
+B(1,2)exp(6; + 6,) + B(1,3)exp(6; + 63)

+B(2,3)exp(6,+ 63) +Cexp(6; + 6, + 93)]2

dir.

3.2. Lineer Terkip Prensibi

(2.7) numarali Hirota bilineer denklemini ele alalim. Burada P belirtilen degiskenlere

karsilik gelen

P(0,0,...,0)=0 (3.26)
polinomudur. Dy, (1 <i < M) ise (2.6) ile tanimlanan operatorlerdir. Matematiksel

fizigin gesitli lineer olmayan denklemleri, bagimli degisken doniistimleri yoluyla Hirota
formlar1 olarak yazilir (Hirota R, 2004, Ma, W. X. ve Fan, E. 2011).

1 <i < N olmak lizere N dalga degiskenleri
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6, = C1,iX1 +C2iX2 + ... +CpmixXm- (3.27)

biciminde ve N iistel dalga fonksiyonlari
fi= eXp(ei) = exp(clvl-xl +cpix2+ ...+ CM7iXM) (3.28)

tanimlanir. Burada c; ;’ler sabitlerdir.

P(Dy,,Dy,,...,Dy,, ) exp(6;).exp(0;) = (3.29)

P(cii—c1,j,€2,i= €2, js-nCi— CM, ;) €XP(0; + 0)),

bilineer 6zdesligine sahip oldugumuzu biliyoruz (Hirota R, 2004, Ma, W. X. 2011)
(3.26) bagintisi tiim f; (1 <i < N) iistel dalga fonksiyonlarinin (2.7) Hirota bilineer

denk-lemini ¢6zdiigiinii ifade eder. Simdi bir N-dalga test fonksiyonunu ele alalim:

f=eafiteafr++enfy=€exp(0;)+&exp(6;)+ -+ evexp(Oy). (3.30)

Burada g;’ler (1 <i < N) keyfi sabitlerdir. Bu, N iistel dalga ¢dziimlerinin genel lineer
bir kombinasyonudur. Dogal olarak, her bir f;’nin (2.7) denkleminin ¢6ziimii olmasi ha-
sebiyle acaba (3.30) fonksiyonu da (2.7) Hirota bilineer denkleminin bir ¢dziimii olarak
diistiniilebilir mi diye sormak miimkiindiir. Cevap miispettir. Bu {istel dalgalarin lineer
bir terkibi ilkesi, listel dalgalar ve olasi P polinomu iizerinde bazi ek kosullar altinda
Hirota bilineer denklemine uygulanir. (3.29) *dan,
N
P(Dy,,Dxy,.... Dy, ) f-f = i;Ieing(Dxl ,Dy,, ..., Dy, ) exp(6;).exp(6;) (3.31)

N
= Z EiEjP(CL,' —C1,j;C2,i —C2jy---,CM,i —CMJ) exp(9,~+ Bj)
ij=1

ifadesini elde ederiz. Bu bilineerlik 6zelligi, exp(0;) ( 1 <i < N) listel dalgalar1 i¢in

lineer terkip ilkesinin olugturulmasinda 6nemli bir rol oynay1ip ayni zamanda yar1
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periyodik dalga ¢oziimlerinin teskilinde de 6nemli bir aragtir.
Simdi (3.31) bagintisindan, N tane exp(;) listel dalga ¢éziimlerinin ( 1 <i < N ) her-

hangi bir lineer terkibinin, sayet

P(CL,'—Cl7j,C27i—6‘27j,...,CM’i—CM,j) =0 1<i#j<N, (3.32)

kosulu saglanirsa (2.7) Hirota bilineer denkleminin ¢6ziimii oldugu ortaya cikar. Bu ko-
sulda, i =j durumu harig¢ tutulur, ¢linkii bu durum (3.26)’nin bir sonucudur. (3.32) kosulu,
P polinomu sabit oldugunda dalga ile ilgili ¢; ; sayilar1 lizerinde lineer olmayan cebirsel
denklemler sistemini iiretir. Daha yiiksek boyutlu durumlarda c; ; sayilari igin ¢oziimlerin
var olma olasiligi daha yiiksektir, ¢linkii ortaya ¢ikan cebirsel denklem sisteminde ¢ozii-

lecek daha fazla degisken vardir. Yukaridaki analizi asagidaki teoremde sonuglandiralim.

Teorem 3.2.1: (Lineer Terkip Prensibi)

P(x1,x2,...,x01), (3.26)’y1 saglayan ¢ok degiskenli bir polinom olsun ve dalga
degiskenleri 0; (1 <i < N), (3.27) ile tanimlansin. Bu takdirde exp(0,) (1 <i < N) listel
dalgalarinin herhangi bir lineer kombinasyonu, (3.32) kosulu saglaniyorsa (2.7) Hirota
bilineer denklemini ¢ozer.

Bu, Hirota bilineer denklemleri i¢in gecerli olan listel dalga ¢ézlimlerinin lineer bir
terkibi ilkesini gosterir ve Hirota bilineer formiilasyonu i¢indeki tistel dalgalarin dogrusal
kombinasyonlarindan N-dalga ¢6zlimleri olusturmanin yolunu agar. (3.32) sistemini
¢ozerek dalga ile ilgili ¢; ; sayilarmin bir ¢oziimii elde edilir. Ele alinan (2.7) lineer
olmayan denkleminin (3.30) bagintisi ile olusturulan N-dalga ¢6ztiimii bulunur.

0; (1 <i<N), dalga degiskenlerinden birini, 6rnegin, 1 <ip< N iken

9,'0 =&, yani Ciig = 0, 1<i<M (3-33)

bir sabit olarak almak, N-dalga ¢6ziim kosulu olan (3.32) bagintisinin dalgayla ilgili

diger tiim sayilarin dispersiyon iligkisini verir:

P(CL,-,CZJ,...,CMJ) =0 1<i<N,i#li. (3.34)
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Bu, Hirota terkip teknigi tarafindan ikinci dereceden pertiirbasyon teriminde kesilmis
0zel bir N-soliton ¢dziim durumuna karsilik gelir. Ancak genel olarak sagilim bagintisini

saglamak i¢in gerekli degildir.

Simdi Teorem 3.2.1°de bahsi gegen lineer terkip ilkesini KP ve BKP denklemlerine

uygulayarak N-dalga ¢6ziimiinii elde edelim.

3.2.1. (3+1)-Boyutlu Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi

Kadomtsev-Petviashvili dalga denklemi ya da kisaca KP denklemi ilk kez 1970 yilinda
tek (solitary) dalgalarin stabilitesini incelemek iizere tiiretilmistir (Kadomtsev ve Petvi-
ashvili, 1970). Bu denklem temelde KdV nin ‘zayif¢a yonlenmis’ hali olarak bilinmekte-
dir (Ma, W. X. ve Fan, E. 2011).

(3+1)-Boyutlu KP denklemi asagidaki sekildedir:

(up — Outty + Uy ) x + 3utyy + 3uz; = 0. (3.35)

(3.35) denklemi u = —2(In f), doniisiimii ile su sekilde yazilabilir:

(DY + DDy +3D3 +3D2)f.f =0, (3.36)

ve buna esdeger olarak

Foeef — feccfi+3f b+ ff — fife+3(fwf — for+ fuf — f2) =0

elde edilir. N-dalga degiskenleri (3.27) bagintisinda su sekilde tanimlanmustir.

6; = cix+ hiy+liz+rit, 1<i#j<N. (3.37)

Bu durumda N-dalga ¢6ziim kosulu olan (3.32) bagintis1 asagidaki gibidir:
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c? —4cl3cj —i—6cl~2c§ —4c,~c§ —i—c“} +ciri—cirj—cjri+c;r;
+3h7 — 6hihj+ 305+ 317 — 611+ 317 =0, 1<i#j<N. (3.38)

Incelemeyle bu denklemin bir ¢oziimii:

ri=—4c), 1<i<N (3.39)

2
h; = ac; i

1

olarak elde edilir. Burada a® + b = 1’dir. Bu nedenle, Teorem 3.2.1°deki lineer terkip

ilkesine gore, (3.35) denkleminin N-dalga ¢6ziimii su sekildedir:

N N
u=—-2(nf)w, f=Y &fi=Y eexp(cix+aciy+bciz—A4ct). (3.40)
i=1

i=1
Burada a® +b% = 1, ve ¢;, & keyfi sabitlerdir. (3.40) ¢oziimiindeki her bir iistel dalga olan

fi, kars1 gelen lineer olmayan sagilim bagmtisini saglar.

3.2.2. (3+1)-Boyutlu B-Tipi Kadomtsev-Petviashvili (BKP) denklemi

(3+1) boyutlu BKP denklemi asagidaki gibidir:

Uz — Unrxy — 3(Uxlty)x + 33U = 0. (3.41)

Eger z = y olarak alinirsa bu (3+1)-boyutlu BKP denklemi, (2+1)-boyutlu BKP denkle-

mine doniisiir.
Uyt — Urxy — 3(txty)x + 3t = 0. (3.42)
(3.41) denklemi u = 2(In /'), doniistimii ile su sekilde yazilabilir:

(DD, — DDy +3D2)f.f =0, (3.43)

veya buna esdeger olarak

(ftz - fxxxy + 3fXX)f - ftfz +fxxxfy + 3fxxyfx - 3fxxfxy - 3fx2 =0
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elde edilir. N dalga degiskenleri (3.27) ve (3.37) denklemleri tarafindan belirlenir.
Ardindan N dalga ¢6ziim kosulu olan (3.38) bagintis1 asagidaki gibidir:

3 3 2 2
r,-l,-—rl-lj—rjl,--l- l"jlj_cl-h,"f‘ Cl-hj‘f' 3C leh,'_ 3C ?jhj

—3cic§h,~—|— 3cic§h]~+ c?hi— c?h + 3c,~2 — 6cicj+ 3c?: 0,1<i#j<N. (3.44)

Benzer sekilde inceleme yoluyla, bu denklemin bir ¢éziimii

1
hi=c', Li=ac!, ri=-c, 1<i<N (3.45)

1 l
olarak elde edilir. Burada a #) olmak iizere keyfi sabittir. Teorem 3.2.1°deki lineer
terkip ilkesinden, (3.41) denkleminin asagidaki N-dalga ¢6zlimiine sahip oldugu
sonucu ¢ikar:

1
2(In f)y, Ze,f,—Ze,expcx—i—c y+ac; z+ac§t) (3.46)
i=1

Burada a, ¢;’ler keyfi sifir olmayan keyfi sabitler ve g; ’ler keyfi sabitlerdir. Bununla
birlikte, f ¢6ziimiindeki N iistel dalga olan f;, 1 <i < N’nin higbiri karsilik gelen lineer
olmayan sa¢ilim bagintisini saglamaz. a = 1 durumu z = )’’yi olusturur ve bu nedenle

(3.42) denklemine asagidaki N-dalga ¢ozlimiinii verir:

N
=2(Inf)y, f=Y eexpleix+c;'y+cit). (3.47)
i=1

3.3. Bilineer Noral Ag Metodu (BNAM)

BNAM, lineer olmayan olusum denklemlerinin soliton dalga ¢oziimlerini elde etmek i¢in
kullanilan bir yaklagimdir. BNAM, c¢ift periyodik, homoklinik, breather, ¢coklu dalga gibi
tek gizli katmanh klasik test fonksiyonlarinin ¢ogunu igerir (Shen, J. L., ve Wu, X. Y.
2021, Zhang, R. F., Li, M. C., Albishari, M., Zheng, F. C., ve Lan, Z. Z., 2021 Zeynel,
M. ve Yasar E. 2022). Aslinda, BNAM nun bariz avantaji, "4-2-2", "4-3-2", "4-2-3" gibi
birden ¢ok gizli katmana uygulanabilmesidir. Burada verilen 4-3-2 ifadesi giris tabakasi
icin 4, gizli tabaka i¢in 3, veri tabakasi i¢in 2 ndron bulundugunu gosterir. Bu 6zellik
modelin haydut dalga, parlak ve karanlik dalga ¢ozliimlerinin elde edilmesinde

gbzlenecektir.
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Modelin adimlarin1 sunmadan dnce asagidaki 3+1 boyutlu denklemi ele alalim (Gao, L.

N., Zhao, X. Y., Z1, Y. Y., Yu, J. ve Lii, X. 2016):

Uyt — Uiy — 3ttty )y — 3ttyy + 3uz; = 0. (3.48)

Hirota bilineer teorisi ve

fx(xayazat>
f(X,y,z,t)

doniisiimii kullanilarak bu denklemin Hirota bilineer formu asagidaki sekilde elde edilir:

u=2[nf(x,yz1)x=2 (3.49)

(D:Dy— DiDy —3D%+3D?)f.f =0. (3.50)

2[(ffty _fzfy) +fxxxfy+3fxxyfx - 3fxxfxy _ffxxxy - 3(ffxx _fo) +3(ffzz _fzz)] =0.

(3.51)
Simdi BNAM nin ayrintili adimlarini ve tensor formiiliinii inceleyelim. Sekil 3.1
ve sekil 3.2. ele alinan denklemin tensor formiilii asagidaki gibidir:
=0, ¥, (8)s Gk = O,y Wiy (Gkyy) + bk, (G=1,2..n) (3.52)

burada wy, ragirlik katsayisi ve f aktivasyon fonksiyonudur. f fonksiyonu herhangi bir
fonksiyon olarak kullanilabilir ancak son gizli katmanda vy, ( ) > 0 olmaldir.
BNAM’nin temel adimlar1 asagida verilmistir:

1. Asama: (3.49) genellestirilmis bilineer doniisiimle, dikkate alinan denklemin bili-
neer denklem veya genellestirilmis bilineer form oldugu tespit edilir.

2. Asama: Noral agi modelinin tensor formiiliinii bilineer denklemde yerine koyarak,
lineer olmayan cebirsel denklem sistemleri elde edilir.

3. Asama: faktivasyon fonksiyonunun yapisina bagl olarak cesitli elementer fonksi-
yonlarin katsayilar1 toparlanir ve 0’a esitlenir.

4. Asama: Elde edilen lineer olmayan cebirsel denklem sistemi Maple yazilimi ile
coziilerek katsay1 ¢oziimleri elde edilir.

5. Asama: Elde edilen katsay1 ¢oziimleri (3.52) denkleminde yazilir. Daha sonra bu
aktivasyon fonksiyonunu (3.49) genellestirilmis bilineer donilisiime baglayarak lineer ol-

mayan olusum denklemleri i¢in analitik ¢oziimler olusturulur.
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Giris Gizli Tabakalar Veri

Tabakasi Tabakasi
/() /1 [2 ]n 7
aj ¢ Comst [ o
ar— % Cmyw2 || S
b
dn Emy Cmo || &n

Sekil 3.1. (3.52) denkleminin ¢ok gizli tabakali noral ag modeli

Giris Gizli Veri
Tabakasi Tabaka Tabakasi
aj V1

ap- l/’,’ > Vn
an/ L\ W

Sekil 3.2. (3.52) denkleminin tek gizli tabakali noral ag modeli

3.4. Basitlestirilmis Hirota Metodu

Hirota’nin yontemi, bilineer olmayan ancak bilineer forma donistiiriilebilen KDD’lerin
tam ¢ozlimlerini bulmak i¢in kullanilabilir. Lineer olmayan KDD’ler i¢in eger varsa
bilineer formlar bulmak, olduk¢a Onemsizdir. Bu zorlugun {iistesinden gelmek icin,
Hirota’nin yonteminin basitlestirilmis bir versiyonu ele alinir (Wazwaz A.M., 2016,
Hereman, W. ve Nuseir, A. 1997). Yalniz gezen ve soliton ¢ézlimler olusturmak i¢in

kullanilir.
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Bilineer formlar olmadan, bilgisayarda bir pertiirbasyon semasini sembolik bir iglem
paketi kullanarak c¢ozerek tam ¢dziimler olusturulabilir. Yontemi gdstermek i¢in, KdV

denklemi ele alinsin:

l/tt + 6I/£I/tx + u_xxx - 0 (3.53)

IIk olarak, bagiml degiskenindeki

_£2
u(x,t) =2(In f(x,1) )xx = ZM (3.54)

f2
doniisiim, (3.53) ’1i f've tiirevlerinde ikinci dereceden bir denkleme doniistiirmemizi sag-

lar. Doniisiim araciligiyla dontstiiriilen denklem su sekildedir:

I (et froe) = fofi= A fufow+ 1= 0. (3.55)
Hirota’nin teknigini bilineer formun bilinmeyebilecegi denklemlere uygulanabilir kilmak

icin, Hirota’nin bilineer operatdrleri kasten dikkate alinmaz ve (3.55) denklemi su sekilde

yazilir:
FL(f)+N(f.f) =0. (3.56)
Burada
9%f d'f
L(f) ==+ :
= Grar T o G50
lineer diferensiyel operatorleri ve
NS == ffi= 4 fafoat 3 fac S (3.58)
ise lineer olmayan operatdrleri ifade etmektedir.
Ikinci olarak su sekilde bir ¢6ziim elde edilmelidir:
f)=1+Y e fW(x,1). (3.59)

n=1
burada € bir parametre iglevi goriir. Hirota’nin yonteminde oldugu gibi devam ederek,
(3.59) ¢oziim formu (3.56) denkleminde yerine koyulur ve €’nun farkli kuvvetleri sifira
esitlenir.

o(e"): L) =0, (3.60)
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0(e?): Lf® = —N(fW, sy, (3.61)

0(e’) : Lf¥ = — UL —N(FW, 1) —N(F@), f D), (3.62)
n—1

o(e" L) = — Z (f(j)Lf(n—j) _|_N(f(j)7f(n—j))> (3.63)
=1

KdV denkleminin N-soliton ¢6ziimii
N
Z exp(6, Z exp(cix — rit + @), (3.64)

li
burada c;, r; ve a, reel sabitlerdir. (3.64) ¢oziim formunun (3.60)’da ikame edilmesi

P(c;,r;) = 0 sonucunu verir. Burada

P(ci,r)) = —rici+c}, i=1,2,...,N. (3.65)

Dispersiyon bagintis1 geregi r; = c? olur. (3.64) ¢cozlimiiniin (3.61)’in sag tarafinda
ikame edilmesi ile
— Z 3c, cj)exp(6i+6;)= Y, 3cic?(ci—cj)exp(9,~+ 0)) (3.66)
i,j=1 1<i<j<N
elde edilir. Soliton ¢6ziimleri kabul eden f ’deki ikinci dereceden denklemler i¢in tipik
olan, exp(26,)’deki terimlerin eksik oldugu gozlemlenir. Ayrica, (3.66), £ ®’nin bi¢imini
su sekilde tayin eder:

fP= Y Bli.j)exp(6i+6;)= Y.B(,j)exp((ci+e;)x—(ri+)i Htite)

1<i<j<N I<i<j<N
(3.67)
(3.57),(3.65) ve (3.67) ifadelerinin (3.61)’in sol tarafinda ikame edilmesi ile
Lf(z) = Z P(c,-—|—cj,r,-+rj)B(i,j)exp(6i+Gj)
1<i<j<N
= Y 3cicj(ci+c))*B(i, j)exp(6;+ 6)). (3.68)
1<i<j<N
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elde edilir. (3.66) ve (3.68) esitlenir. Bu esitlik sonucunda
B(i,j)=—— 1<i<j<N (3.69)

sonucuna ulasilir.
(3.62) ile benzer sekilde ilerlemek, f®)’iin agik bi¢imine ulastirir. Ornegin N = 3
alinirsa £ @) su sekilde elde edilir:

7@ =B(1,2)B(1,3)B(2,3) exp(0; + 0 + 03)
= B(1,2)B(1,3)B(2,3)exp((c1 +c2+c3)x (3.70)

—(r1 2t r3)t+ (o o +a3)).

N =3 icin, semanin geri kalaninin hesaplanmastyla z > 3 i¢in ) = 0 oldugu gosterile-

bilir. Bu nedenle (3.59)’daki agilim burada kesilir ve

f = 1+4exp(6;)+exp(6)+exp(6s)+ (3.71)
B(1,2)exp(6; + 62) +B(1,3)exp(6; + 63) +
B(2,3)exp(6>+ 63)+ B(1,2)B(1,3)B(2,3)exp(0; + 6> + 63)

elde edilir. Burada ¢ = 1 alinir. f’nin exp(201), exp(260;), exp(20; +6,) ve exp(0; +26,)
iceren hi¢ terimi olmadigina dikkat edilir. (3.71)’in (3.54)’¢ ikame edilmesi {iizerine,
KdV denkleminin iyi bilinen ii¢ soliton ¢dziimii bulunur. Herhangi bir N > 3 i¢in N-
soliton ¢6ziimii de benzer sekilde olusturulabilir. Bununla birlikte, hesaplamalar ¢ok uzar

ve matematiksel timevarim yoluyla N-soliton ¢6ziimiiniin seklini bulmak daha sik olur.
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4. BULGULAR

Bu boliimde 3.boliimde tasvir edilen matematiksel metotlarin ¢esitli olusum tipi denk-
lemlere uygulanmasi ayrintili bir sekilde sunulacaktir. Bu minvalde ilk iki alt boliimde
BNAM’nin tek ve ¢ok tabakali halleri i¢in (3+1) boyutlu YHBD incelendi. Son alt bo-
liimde ise basitlestirilmis Hirota bilineer metodu Sadawa-Kotera (SK) denklemine
uyguland1 ve her iki metot i¢in ele alinan modellere karsilik gelen grafik analizi ve
sayisal simiilasyonlar sunulmustur. Boylelikle fiziksel fenomenlerin dinamik analizleri

gozlenmistir.

4.1. Model Denklemin Tek Gizli Tabakah Noral Ag Coziim Formlar

Bu alt boliimde tek gizli katman segilerek iki farkli periyodik (Periyodik tip I, Periyodik
tip II) ¢6ziim formu (Sekil 4.1 ve Sekil 4.2), genellestirilmig lump ¢oziim formu (Sekil
4.3) ve klasik lump ¢6zliim formu (Sekil 4.4) elde edilecektir (Shen, J. L., ve Wu, X. Y.
2021, Zhang, R. F., Li, M. C., Albishari, M., Zheng, F. C., ve Lan, Z. Z., 2021 Zeynel,
M. ve Yasar E. 2022).

Giris Gizli Veri
Tabakasi Tabaka Tabakasi
X\ exp(=¢1)
= “ N0 i
' Y f
2 amen b
t” exp(&1)

Sekil 4.1. (4.1) denkleminin periyodik tip I noral ag modeli
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Giris Gizli Veri

Tabakasi Tabaka Tabakasi
X s exp(=§1)
) sin(&>)
. cos(&3) = f
D e X cosh(Es)
t7 exp(é1)

Sekil 4.2. (4.4) denkleminin periyodik tip II néral ag modeli

X

y @] y
= &) e

t

Sekil 4.3. (4.7) denkleminin genellestirilmis lump noral ag modeli
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Sekil 4.4. (4.10) denkleminin klasik lump ndral ag modeli

4.1.1. Periyodik tip-1 ¢6ziim formu

Bu ¢6zlim formunun giris katmaninda 4, gizli katmaninda 5 néron bulunmaktadir

(Sekil 4.1). Periyodik ¢6ziim-I’in varsayilan aktivasyon fonksiyonu su sekildedir:

f=e""+0;cos(&) + Oy 5in(&3) + O3 tanh (&) + Oge +b, 4.1)
burada
&1 a1x+axy +azz +ayt +as,
52 aegx + a7y +agz + aogt + ayo,
& ajx+apy+aizz+aist+ais,
s ajgX+ap7y+aigz+ ajot +ayo

dir. Burada kullanilan ®; (i =

1,2,3,4) ve a;’ler (i = 1,...,20) gergel sabitlerdir. (4.1)

ifadesi (3.51) denkleminde yerine koyularak ve her bir elementer fonksiyonun katsayi-

lar1 toplanarak lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer olmayan

denklem sisteminin maple yazilimi yardimiyla ¢oziimlesi suretiyle asagidaki katsay1 ¢6-

zimleri elde edilmistir:
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2
3aizars _apay 3aig

ajp = 0,ap=-— a4 = ,a16 =0,a17 = ———,
ao ais aio
2
ai(ajaiz +2ay9)
az = ai, as = ,
ais
2
a6(a18a6 —2(119)
ap = 0,a7=0,a3 =ag,a9 = — P . 4.2)
18

Elde edilen katsay1 ¢oziimleri 6nerilen ¢6ziim formuna yerlestirilerek (3+1) boyutlu
YHBD’nin analitik ¢dziimiine ulasilir. Diger bir deyisle (4.2) katsay1 ¢ozlimleri ve

(4.1) ifadesi, (3.49)’da ikame edilirse asagidaki tam ¢oziim elde edilir:

—201a6%, SiIl(E]) +204a18, —2a
u= = p— p—
O4E; +O1Ec0s(E)) — @8, sin(E3) — O3 tanh(E4)E + bE, + 1

4.3)

burada

(—agt + (x+z)a6 + al())alg + 2agtag

Y

—_
‘:,1:

ais

(a?t+(x+z)a| +ag)ayg+2aytayg

Y a
sy =e 18 R

2 2
- 3alga13y—6119(6113Z—|-6115)6118 —apzajgt
=3 ,

aiedis

2 2
—ajgt + (—aigz— ax)aig + 3ajgy
aio

[x]

4 =

dir. (4.3) ¢6ziim formunda parametreler asagidaki gibi secilirse

aj=ag=ajp=aig=a9=as=a;3=a;5=a0=b=0; =0, =0;=0,=1

YHBD'nin dinamik davranisini ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir.
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Dalga goriintiisiinii daha iy1 gozlemleyebilmek i¢in araliklar1 degistirerek farkli dalga
goriiniimleri elde edebiliriz. Elde edilen sonuglara gore bazi 3 boyutlu grafikler asagida
sunulmustur.

Asagidaki Sekil 4.5°de t =z =—10, Sekil 4.6’dat=z=0ve Sekil 4.7’ de t =z =1
alinarak ¢oztimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil 4.8’de yogunluk grafigi
takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.9 ve Sekil 4.10, (4.3) ¢oziimiiniin esylikselti egrisi

grafiklerini sunar.

Sekil 4.5. (4.3) ¢6ziimii i¢in 3 boyutlu grafik (r =—10, z=—-10)

Sekil 4.6. (4.3) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (1 =0, z=0)
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999999999—

;

1999999998

3999999997

3999999996

3 boyutlu grafik (r =1, z=1)

Oziimii i¢in

Sekil 4.7. (4.3) ¢

(t=0,z=0)

igi

gunluk graf’

0ziimii i¢in yogun

Sekil 4.8. (4.3) ¢
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Sekil 4.9. (4.3) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu esytikselti egrisi grafigi (¢t =0, z = 0)
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Sekil 4.10. (4.3) ¢6ziimii igin 2 boyutlu esyiikselti egrisi grafigi (1= 0, z = 0)

4.1.2. Periyodik tip-2 ¢6ziim formu

Bu ¢6zlim formunun giris katmaninda 4, gizli katmanda 5 noéron bulunmaktadir

(Sekil 4.2). Periyodik ¢oziim II tipinin varsayilan formu su sekildedir:

f= e %1+ 0, sin(&) + O cos(&3) + @4e’! + 0O cosh(&y) + b,

burada

3

W

4.4)



& = ax+axy+azz+ast+as,

& = agx+azy+agz+aot +a,
& = anx+apy+apztat+as,
&4 = aiex+ary+aigz+aiot +an

olup. Burada kullanilan ®; (i = 1,2,3,4) ve ag;’ler (i = 1,...,20) gergel sabitlerdir. (4.4)
ifadesi (3.51) denkleminde yerine yazilarak ve her bir elementer fonksiyonun katsayi-lari
toplanarak lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Asagidaki katsay1
¢Ozlimleri, bu lineer olmayan cebirsel denklem sistemininin Maple yazilimi yardimiyla

cOziilmesiyle elde edilmistir:

aii(at a6 —ai — av)

ap = 0,a12=0,a13 =aj,a14 = — P ,ai7 =0,  (4.5)
6
2 3 3

aie(ajeas +ag +ao) ax(ag +ao)

aig = daie,al9 = b=0,a3=——"—2>——
dae 6a6
az(al+2ajag +a3)

a, = — 5 ,a7:0,ag:a6.

12ag

Elde edilen katsay1r ¢ozliimler Onerilen ¢6ziim formuna yerlestirilerek (3+1) boyutlu
YHBD'nin analitik ¢6ziimii elde edilir. Diger bir deyisle (4.5) katsay1 ¢oziimleri ve (4.4)

ifadesi, (3.49)’da ikame edilirse asagidaki tam ¢oziim elde edilir:

"y 2(@1(111 sin(El) + Orag COS(EQ) + O3a14 sinh(E3))E4 4.6)
(©,in(Ez) + @3 cosh(E3) + O cos(E1)E4) + O4 + E3 '

burada

—alltag —+ (Cl?ll‘ —+ (—x—z)an — a15)a6 —ajitag
1= ;
ae

[x]

Hy = (x+z)a6 +aot + ajo,

_ a16tag + (a%t + (x+2)aie +axo)as + ajgtag

)

—_
=3

ae
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agr+2agz+2aga9t712a%y+2a6a92+agﬂa2442a5a%

2
IZa6

Ep=ce

dir. (4.6) ¢oziim formunda parametreler agagidaki gibi secilirse,

O1=0,=03=04=aj1=ag=ajs5=a9=ajp=daje=ax=as=ay=1

YHBD’nin dinamik davranigin1 ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir. Dalga
profillerini daha 1yi gozlemleyebilmek icin araliklar1 degistirerek farkli dalga
goriiniimleri elde edebiliriz. Elde edilen sonuglara gore agsagida bazi 3 boyutlu grafikler
sunulmustur.

Asagidaki Sekil 4.11’de t=z=—1, Sekil 4.12°’de t =z =0 ve Sekil 4.13’de r =z =1
alinarak ¢éztimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil 4.14’de yogunluk grafigi
takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.15 ve Sekil 4.16, (4.6) ¢oziimiiniin esylikselti egrisi

grafiklerini sunar.

Sekil 4.11. (4.6) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (t=—-1,z=-1)
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=0)

Sekil 4.12. (4.6) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (t =0, z

Sekil 4.13. (4.6) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (=1, z=1)
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Sekil 4.14. (4.6) ¢6zlimii i¢in yogunluk grafigi (#=0,z=0)

v

Sekil 4.15. (4.6) ¢oziimii igin 3 boyutlu esyiikselti egrisi grafigi (=0, z=0)
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Sekil 4.16. (4.6) ¢coziimii i¢in 2 boyutlu esytikselti egrisi grafigi (=0, z = 0)

4.1.3. Genellestirilmis lump ¢6ziim formu

Bu ¢6ziim formunun giris katmaninda 4, gizli katmanda 2 néron bulunmaktadir

(Sekil 4.3). Genellestirilmig lump ¢6ziimiiniin varsayilan formu su sekildedir:

f=ci(te; +xer +ye3 +ze4)2 + ca(tes +xeq + yer +zeg)2 +b. 4.7)

Burada kullanilan ¢y, ¢y, b ve ¢;’ler (i = 1,2,...,8) gercel sabitlerdir. (4.7) ifadesi (3.51)
denkleminde yerine koyularak ve her bir elementer fonksiyonun katsayilar1 toplanarak
lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Asagidaki katsay1 ¢oziimleri, bu
lineer olmayan cebirsel denklem sistemininin Maple yazilimi yardimiyla ¢oziilmesi so-

nucu elde edilmistir:

6e(—eg+eq)\/— 2 - (o2 — o2
er=— Ler=es—egy|——,e3=0,05= =) gy
ev cq e

7
Elde edilen katsay1 ¢oziimleri 6nerilen ¢6ziim formuna yerlestirilerek (3+1) boyutlu

YHBD’nin analitik ¢6ziimii elde edilir. Diger bir deyisle (4.8) ve (4.7) katsay1

¢Oziimleri, (3.49)’da ikame edilirse agsagidaki tam ¢6ziim elde edilir:
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2(—261 (071 )66 —z—? + 2C2e6((i)'2))
c1(@)? + e (@2)> +b

u =

4.9)

burada

e7 C1

3(e2 —e?
0, = % +xeg + ye7 + zeg

_G(_
6eg 4 / 01( eg + ep)t s s
0 =— —eeXy | —— — €634 ——
1

dir. (4.9) ¢coziimiinde parametreler asagidaki gibi segilirse,

c1=0,3,c0=-0,5,e6=2,e7=2,e=3,b=1

YHBD’nin dinamik davranisint ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir. Dalga
profille-rini daha iyi gozlemleyebilmek igin araliklari degistirerek farkli dalga
goriiniimleri elde edebiliriz. Elde edilen sonuglara gore asagida bazi 3 boyutlu grafikler
verilmistir.

Asagidaki Sekil 4.17°de t =z =—10, Sekil 4.18’de t =z =0 ve Sekil 4.19°dat=z=10
alinarak ¢ozlimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil 4.20’de yogunluk grafigi
ve Sekil 4.21°de esylikselti egrileri grafigi takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.22 ve Sekil

4.23, (4.9) ¢Ozlimiiniin y egrileri ve x egrileri grafiklerini sunar.
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3 boyutlu grafik (¢ =-10, z=—10)

O0zimii i¢in

Sekil 4.17. (4.9) ¢

=0, z=0)

icin 3 boyutlu grafik (¢

ozumu

(4.9) ¢

Sekil 4.18.
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Sekil 4.19. (4.9) ¢6ziimii i¢in 3 boyutlu grafik (¢ = 10, z=10)

:O)

Sekil 4.20. (4.9) ¢cozliimii i¢in yogunluk grafigi (=0, z
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2
-5 0T o 0 100 200

Sekil 4.21. (4.9) ¢6ziimii igin 3 boyutlu esyiikselti egrisi grafigi (=0, z=0)

y=3,y=1,v=1,y=3

Sekil 4.22. (4.9) ¢oziimii i¢in y egrileri grafigi (z = 0)
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x=3, x=-1,x=1x=3

Sekil 4.23 (4.9) ¢oziimii i¢in x egrileri grafigi (r = 0)

4.1.4. Klasik lump ¢6ziim formu

Bu ¢6zlim formunun yine giris katmaninda 4, gizli katmanda 2 néron bulunmaktadir

(Sekil 4.4). Klasik lump ¢oziimiiniin varsayilan formu su sekildedir:

f=(tey +xey+yes +Z€4)2 + (tes +xeg +ye7 + Zeg)z + b, (4.10)

Burada kullanilan ¢y, ¢, b ve ¢;’ler (i = 1,2,...,8) gergel sabitlerdir. (4.10) ifadesi (3.51)
denkleminde yerine koyularak ve her bir elementer fonksiyonun katsayilar1 toplanarak
lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Asagidaki katsay1 ¢oziimleri, bu
lineer olmayan cebirsel denklem sistemininin Maple yazilimi yardimiyla ¢oziilmesiyle

elde edilmistir:

_ beg(ereq —eses) (e5+€2)

ey = ,e3=0, “4.11)
b(e3 —e3)
o5 — 3eg(e3 —e3— ez +e3) o= b(e3 —e3) .
b(e3 —e3) ’ 66(6%-1-8%)

Elde edilen katsay1 ¢oziimleri 6nerilen ¢6ziim formuna yerlestirilerek (3+1) boyutlu
YHBD’nin analitik ¢6ziimii elde edilir. Diger bir deyisle (4.11) katsay1 ¢ozlimleri ve
(4.10) ifadesi, (3.49)’da ikame edilirse asagidaki tam ¢6ziim elde edilir:
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. der (@) +4es(m2))
o7 + 05 +b

(4.12)

burada

_ begt(e2e — eses) (e3+¢€2)

o = +xey +zeq
b(e% —eﬁ)
B 3661‘(6’%—6% —e%-l—e%)(e%-l—e%) yb(e%—eﬁ)
2= 2_ 2 Fxes ——— 557 tze8
b(e5—ey) es(e; +eg)

dir. (4.12) ¢ozlimiinde parametreler asagidaki gibi secilirse,

€ = 1,64 =2,€6 = 1,68 =2,b= 1

YHBD’nin dinamik davranigini ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir. Dalga
profille-rini daha iyi gozlemleyebilmek icin araliklar1 degistirerek farkli dalga
goriiniimleri elde edebiliriz. Elde edilen sonuglara gore asagida bazi 3 boyutlu grafikler
verilmistir.

Asagidaki Sekil 4.24°de t =z =—1, Sekil 4.25’de t=z=0ve sekil 4.26’de t=z=1
aliarak ¢oztimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil 4.27°de yogunluk grafigi
takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.28 ve Sekil 4.29, (4.12) ¢6zlimiiniin esyiikselti egrisi

grafiklerini sunar.
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Sekil 4.24. (4.12) ¢6zliimii i¢in 3 boyutlu grafik (f=—-1,z=-1)

Sekil 4.25. (4.12) ¢ozlimii i¢in 3 boyutlu grafik (# =0, z=0)
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Sekil 4.26. (4.12) ¢ozliimi i¢in 3 boyutlu grafik (1 =1, z=1)

Sekil 4.27. (4.12) ¢6zlimii i¢in yogunluk grafigi (=0, z=0)
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Sekil 4.28. (4.12) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu esytikselti egrisi grafigi (1= 0,z =0)

Sekil 4.29. (4.12) ¢6zlimii i¢in 2 boyutlu esylikselti egrisi grafigi (¢ =0, z = 0)
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4.2. Model Denklemin Cok Gizli Tabakali Noral Ag Coziim Formlari

Bu kisimda birden ¢ok gizli tabaka bulunmasi durumu incelenmistir (bkz Sekil 4.30
ve Sekil 4.31).

Lo /1 />
* s SEICEVN §
PICI T L
“-V p = h \\\
Pa(&a). \>rf
z P2(&2)” 7
ps(Es) A
I
Sekil 4.30. (4-2-3) noral ag modeli
lo [ />
X
—f exr(E3) ]
Y cos(E1)| b , \ \
L en(-a ‘—\f
z sin(&L) /,//
(&5)*
l

Sekil 4.31. (4.18) ifadesi i¢in (4-2-3) noral ag modeli
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4.2.1. (4-3-1) Noral ag tipi haydut dalga ¢6ziim formu

Bu ¢6ziim formunda giris katmani /p’da 4 ndron, /; gizli katmaninda 3 néron ve /p gizli
katmaninda 1 ndéron bulunmaktadir (Zhang, R. F., Li, M. C., Gan, J. Y., Li, Q., ve Lan,
Z.7.2022, Zeynel, M. ve Yasar E., 2022). "4-3-1" haydut dalga ¢6zlimiiniin varsayilan

aktivasyon fonksiyonu su sekildedir:

2

f=ba+wiu(E1)* +wau(E) + w3 JacobiCN (&3, 5) (4.13)

burada

i = twiiFxwer +ywyr +aw g
& = twiaFxwer+ywyo +awo
&3 = twiz+axwes+ywy3 w3

dir. Burada kullanilan b4, w;i; (i = x,y,z,t), (j = 1,2,3) ve w;,’ler (i = 1,2,3) gergel
sabitlerdir. (4.13) ifadesi (3.51) denkleminde yerine koyularak ve her bir elementer fonk-
siyonun katsayilar1 toplanarak lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Asagidaki katsay1 ¢oziimleri, bu dogrusal olmayan cebirsel denklem sisteminin Maple

yazilimi yardimiyla ¢oziilmesi ile elde edilir.

Durum 1 :
2
ow, | (Wx,z + Wz,z) 3(Wx,2 —wy 2)
w3, =0,w; 1 =— Wi = Wrl = —wg1,wy1 =0.
wy72 Wy,Z
(4.14)
Durum 2:
2 2
Wi —3wz1 2wy 1wz — wyowz 1) Wz 1Wy3
Wel = — yWr2 = 2 W3 = — D) ’ (415)
Wy71 Wy’l Wy71
Wy 1Wz2 — Wy oW, | Wy 3W, |
Y, Z, Y, Z, y, Z,
wel = O,wyo=— W3 =0,w, 3 = ———.
Wy71 Wy,l
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Durum 3:

3w, 3(wyow, 3 — 2wy 3w, )

Wiy = O,wip= 5 : (4.16)
Wy3
2
3Wz.,3 Wy2Wz 3 — Wy3Wz2
Wiz = — Wy = — swy3 =0.
Wy,3 Wy3

Elde edilen katsay1 ¢oziimleri 6nerilen ¢6ziim formuna yerlestirilerek (3+1) boyutlu
YHBD nin analitik ¢6zlimii elde edilir. Hesaplamalarin benzer olmas1 ve fazla yer
kaplamamasi endisesinden dolay1 sadece durum 1’e karsilik gelen ¢6ziimii sunmay1 tercih
ettik. Yani, (4.13) ifadesi ve (4.14) katsay1 ¢ozlimleri, (3.49)’da ikame edilirse agsagidaki

analitik ¢oziim elde edilir:

w? (x—2)wi 4 W
24wy (( 5 e ’2> Wy2 +[W1,MW§71(Wx,2 +Wz,2))
U= 3 2 2 2 ; @17
YW2,uWy 5 +Mwy, + 12(wy 2 4+ w; 2)Notwy 2 + 36t WLuWs | (We2+w;2)

burada

M= (W1 (x—2) Wi+ wawowe o +wruzwe +ba)
wou(We2 — Wz
M = wii(x—gwi,+ al ) z2)

dir. (4.17) ¢ozlimiinde parametreler agsagidaki gibi segilirse

W2,M = 17WZ,2 = 17Wy,2 :Zuwt,z = 17Wx,2 = 17W1,M = 17WZ,1 = 17b4— =1

YHBD’nin dinamik davranmigini ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir. Dalga
goriintii-stinii daha iyi gostermek i¢in araliklar1 degistirerek farkli dalga goriiniimleri
elde etmek miimkiin olacaktir. Elde edilen sonuglara gore bazi 3 boyutlu grafikler

sunulmustur.
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Asagidaki Sekil 4.32°de t=—5, z=1y, Sekil 4.33’de t =0, z=y ve Sekil 4.34’de
t=15, z =y alinarak ¢6ziimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil
4.35°de yogunluk grafigi takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.36, (4.17)

¢cozlimiiniin egyiikselti egrisi grafigini sunar.

100—]

T

|

<
=]

1
wn

|
=]
ll?llll?lll]

Sekil 4.32. (4.17) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (t=-5,z=y)
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Sekil 4.33. (4.17) ¢ozlimi i¢in 3 boyutlu grafik (t =0, z=y)

Sekil 4.34. (4.17) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (1 =5, z=y)

52



30 -30

Sekil 4.35. (4.17) ¢6zlimii i¢in yogunluk grafigi (= 0,z =y)

-20 -10 0 0 20 30
X

Sekil 4.36. (4.17) ¢oziimii i¢in 2 boyutlu esyiikselti egrisi grafigi (1=0,z =)

4.2.2. (4-2-3) Noral ag tipi ¢6ziim formu

Bu ¢6ziim formunda giris katmani /y’da 4 noéron, /; gizli katmaninda 2 noéron ve /, gizli
katmaninda 3 néron bulunmaktadir (Zhang, R. F., Li, M. C., & Yin, H. M. 2021). ¢1(&)
= cos(&1), ¢2(&2) = sin(&2), ¢3(E3) = exp(&3), da(Ea) = &7, ds(Es) = &3 segerek "4-2-3"
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ag tipinin aktivasyon fonksiyonu soyledir:

S= 01503(83) + 01604(Es) T 01795(E5) (4.18)

burada

&l =it +wux T3y +ogz + by,
& = wst +ogx + w7y + 08z + b,
& = w9d1(&1) +o1002(&2) + b3,

S =ondiEn) tondaé) + bs,
s = w1301(&1) To1apa(8) + bs,

(V)]

dir. Burada kullanilan b; (i = 1,2...5) ve o;’ler (i = 1,2..17) gergel sabitlerdir. (4.18)
ifadesi (3.51) denkleminde yerine koyularak ve her bir elementer fonksiyonun katsay1-
lar1 toplanarak lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer olmayan
cebirsel denklem sistemi maple yazilimi yardimiyla ¢oziimlenerek asagidaki katsay1 ¢o-

ziimleri iiretilmistir.

Durum 1:

7 (1605 + 8w @ + ©F)
1207

by = 0,bs=0,05=— ,09 = 0,011 =0,

w7 (40; + o)

0 = 0,014=0,00 = 04,0 =0, =0,008 = — 600

(4.19)

Durum 2:
30}
b5:07w1:_E7a)l3:07(010:0)0)12:070)2:070)7:0
Durum 3:
307 208 (20307 — 30,
b4 _ 0,(01_——4, s — (1)8((1)3 3 4)7
3 3
W = O,w]3:(),a)]0:0,(1)2:0,(1)6:—0)8,(1)7:0
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(3+1) boyutlu YHBD nin analitik ¢6ziimii, elde edilen katsayili ¢6ziimiin 6nerilen ¢6ziim
formuna eklenmesiyle saglanir. Yani, (4.18) ifadesi ve (4.19) katsay1r c¢oziimleri,

(3.49)’da ikame edilirse asagidaki analitik ¢6ziim elde edilir:

4170 wscos(M1)sin(ny)

u=— , 4.20
) 5eP3+@osin(n2) 4 0)17a)123cos(n1)2 (4.20)
burada
M = (x+2z)0s+ o7+ by,
n (—160%t — 8wt ®; — 820 — 1} — 201 sz + 12y07F )@ + 12b, 037
2 pu—

1207

dir. (4.20) ¢ozlimiinde parametreler asagidaki gibi se¢ilirse

OI7=OR3=04= O] =09= O7=015=b1=b3=by=1

modelin dinamik davramsini ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir. U¢ boyutlu gra-
fikler, kontur grafikleri ve yogunluk grafikleri araciligiyla, (4.20) denkleminin parlak ve
karanlik solitonlarin1 gorebiliriz.

Dalga goriintiislinti daha iyi gozlemleyebilmek i¢in araliklari degistirerek farkli dalga
goriintimleri elde edebiliriz. Elde edilen sonuglara gore asagida bazi 3D grafikler
sunulmustur.

Asagidaki Sekil 14.37°de t =z =—1, Sekil 4.38’de t =z =0 ve Sekil 4.39’dat=z=10
alinarak ¢éztimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil 4.40°da yogunluk grafigi
takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.41 ve Sekil 4.42, (4.20) ¢ozlimiiniin esyiikselti egrisi

grafigini sunar.
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=-1)

-1,z

Sekil 4.37. (4.20) ¢6ziimii i¢in 3 boyutlu grafik (¢

=0)

=0,z

Sekil 4.38. (4.20) ¢6zlimii i¢cin 3 boyutlu grafik (¢
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Sekil 4.39. (4.20) ¢6zlimii i¢in 3 boyutlu grafik (¢ = 10,z = 10)

Sekil 4.40. (4.20) ¢oziimii i¢in yogunluk grafigi (= 0,z = 0)
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Bl
Bl

Sekil 4.42. (4.20) ¢oziimii igin 2 boyutlu esytiikselti egrisi grafigi (= 0,z =0)

4.2.3. (4-2-2) Noral ag tipi ¢6ziim formu

Bu ¢6ziim formunda giris katmani /y’da 4, gizli katman /;’de 2 ve /;’de 2 néron

bulun-maktadir. Varsayilan ¢6ziim profili asagidaki gibidir:
[ =103(P3) + u1204(P4) +b (4.21)

burada
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Py = U3+ xUs+yHs +zle,
D, = rtug+xHo+yUio+ 2z,
O3 = W (Pr)+ ur¢2(P2),

Dy = w3z (Pr) + piada(P2)

dir. ¢;(P1) = D2, ¢o(P2) = P2, ¢3(P3) = "D ve ¢u(Ps) = (P4, secilirse "4-2-2"
1 2

model ¢6ziimii su sekilde elde edilir:

f = ,LLle_“2(t“3+x“4+yﬂ5+zl~‘6)2—ﬂ7(f#8+xug+ymo+zu1 D

—|—u126”13(t“3+x“4+y“5 +2M6 )2+ Mya (tUs+X o +Y 10 +2H11) +b

Burada kullanilan b ve p;’ler (i = 1,2..14) gercel sabitlerdir. (4.21) ifadesi (3.51) denk-
leminde yerine koyularak ve her bir elementer fonksiyonun katsayilari toplanarak lineer
olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer olmayan cebirsel denklem

sistemi maple yazilimi yardimiyla ¢oziilerek agsagidaki katsay1 ¢oztimleri bulunur.

M3 = 0,4 =—p7, 43 =0, =0, (4.22)

2,3 2 2
Wios 1wy —3ui, +3u
Us = O,pg=0,pg = 27 9“10 i 9

Elde edilen katsayr ¢0ziimii Onerilen ¢oziim formuna konularak (3+1) boyutlu
YHBD'nin analitik ¢6ziimii elde edilir. Yani, (4.21) ifadesi ve (4.22) katsay1 ¢oziimleri,

(3.49)’da ikame edilirse asagidaki analitik ¢6ziim elde edilir:

— —2e~ O g o (11 + W12)
(“1 + /.L12)€®1 +b

(4.23)

burada

(yufo + (M7 15t + U112+ Hox) 1o + 315t — 3t UF) ) iy
HUio

0 =
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dir. (4.23) ¢ozlimiinde parametreler asagidaki gibi segilirse

wm=L5p=1Lp=2po=1,p1=1,pp=1,b=-1

denklemin dinamik davranisini ve karakterlerini elde etmek miimkiindiir. Dalga oriintii-
stinli daha iyi gozlemleyebilmek i¢in araliklar1 degistirerek farkli dalga goriiniimleri
elde edebiliriz. Elde edilen sonuglara gore bazi 3 boyutlu grafikler elde edilmektedir.
Asagidaki Sekil 4.43°de t =—-0.05, x = 0, Sekil 4.44°de ¢t =—0.05, x =—3 ve Sekil
4.45°de ¢t = 0.8, x =—0.8 almarak ¢oziimlerin 3 boyutlu grafikleri sunulmaktadir. Sekil
4.46’da yogunluk grafigi takdim edilmistir. Ayrica Sekil 4.47 ve Sekil 4.48, (4.23)

¢Oziimiiniin egylikselti egrisi grafigini sunar.

Sekil 4.43. (4.23) ¢6zlimil i¢in 3 boyutlu grafik (¢ =—0,05,x = 0)
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Sekil 4.44. (4.23) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (z=—0,05,x = —3)

Sekil 4.45. (4.23) ¢oziimii i¢in 3 boyutlu grafik (z = 0,08,x = —0.8)
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NE!

Sekil 4.46. (4.23) ¢oziimii i¢in yogunluk grafigi (¢ = 0,8,x = —0,8)

Sekil 4.47. (4.23) ¢cozlimii i¢in 3 boyutlu esyiikselti egrisi grafigi (¢ = 0,8,x =—0,8)
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N
-10 -9 -8 -7 -6 -3 -4 -3 -2 -1

Sekil 4.48. (4.) ¢oziimii i¢in 2 boyutlu esytikselti egrisi grafigi (¢ = 0,8,x = —0,8)

4.3. Genisletilmis Sadawa-Kotera Denklemi icin Basitlestirilmis Hirota Metodu

Bu alt boliimde, genisletilmis Sadawa-Kotera (SK) denkleminin 1, 2, 3 ve N-
soliton ¢oOziimleri olusturulmustur. (Wazwaz A.M., 2016). Soliton ¢oziimleri

olusturulacak SK denklemi su sekildedir:

U + Uy + ot (6uny + uzy) + Oczﬁ (45u2ux + 1Suyuny + 15uuz, +usy) =0 (4.24)

Sacilim bagintisini belirlemek i¢in denklem (4.24)’iin lineer terimlerinde

u(x,t) =exp(6;), 6; = kix—cjt (4.25)

yazilir. Buradan elde edilen sac¢ilim bagintisi su sekildedir:

ci=ki+oakd+o?Bk i=1,2,3. (4.26)

Sonug olarak elde edilen faz degiskenleri

6; = kix — (ki + ok + o Bk )t (4.27)
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halini alir. Tek soliton ¢ozlimii belirlemek i¢in

u = R(In(f(x))xx (4.28)

cole hopf doniistimii kullanilir. Burada

fx,1) = 1+exp(kix— (ky + ok 4+ a®Bi3)t) (4.29)

formundadir. (4.29) ve (4.28), (4.24)’ de yazilirsa R = 2 doniisiim katsayis1 elde

edilir. Elde edilen doniisiim ile beraber

2k exp(—ki (a2 Bk + ak? + 1)t —x))

u,t) = (1t exp(—k; ((02BK + ak? + 1)t —x)))?

(4.30)

¢ozlim grafigini gézlemlemek amaciyla k; =1, a =1, B = 1 olarak secilirse SK denkle-

minin 1-soliton ¢oziimii su sekildedir:

2exp(—3f+x)

400 = T exp(—3r +0))?

(4.31)

Asagidaki sekil 4.49 elde edilen ¢6ziim i¢in =5 < x <5 ve =5 <t <5 araligindaki grafigi

gostermektedir.
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Sekil 4.49. (4.31) ¢Ozlimii i¢in 1-soliton ¢oziimii

2-soliton ¢6zlimii i¢in yardimci fonksiyon
f(x,1) =14exp(0;) +exp(6,) +A(1,2)exp(6; + 6,) (4.32)
yapisindadir. Burada 6;, (i = 1,2, 3) faz degiskenidir. A(1,2) ise belirlenecek olan

faz kaymasidir. (4.32) ve (4.28), (4.24)’ de yazilirsa elde edilen faz kaymasi

A1,2) = (k3 — aBkiky + k3 + 2) (ki — k2)? 433)
U (aBR A+ afkiky+ afk3 + 2) (ki + k)2 '

olarak elde edilir. Faz kaymasi(afk? + afkik; + a ﬁk? + %) (ki +k;)* # 0 olmas sartiyla

(aBk? — afkik;+ Oﬂﬁk? +3) (ki —k;)?

A(i, ) = ,
(J) (afk} + o fkik;+ otBk? + 2) (ki + k)

1<i<j<3 (4.34)

biciminde genellestirilir. Faz kaymalarinin a ve  parametrelerinden etkilendigi agiktir.
Elde edilen faz kaymalari, standart SK denkleminin faz kaymalarindan farklidir. (4.32)
ve (4.33), (4.24)’ de yerine yazilirsa SK denkleminin 2-soliton ¢éziimii su sekilde elde

edilir:
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_ 2M1M2(k1 - k2)2 + M3 M4 M, (lq —|—k2)2

u(x,1) (4.35)
(M Ms + M Mg)*
Burada
4 2 302 4, 3k
M = afki+ (4aBk; + g)kl +afk; + 5

M = exp (((—Bk? ~BI) & + (k3 — k) e — ki — ko)t + x(ky +k2)> :
2 2 3
Mz = afky + afkiky + oBks + 5

My = k3 exp(—((a? Bk + ak? + 1)t — x)ky) + k3 exp(—((o* B3 + otk + 1)t — x)ka),

Ms = exp (—((062[3/’511 + ok + 1)t —x)ki),

Mo = exp ((—((azﬁk‘z‘+ Gl 4 1)1 — )k + LR (PR Zﬁklkz+aﬁk%+ %))

seklindedir. Coziim grafigini gézlemlemek amaciyla ki =1, k=2, =1, p =1 olarak

secilirse SK denkleminin 2-soliton ¢oziimii su sekildedir:

(800exp(—45t + 3x) + 760exp(—3¢ + x) + 3040 exp(—42t + 2x))
(20exp(—37 +x) + 20exp(—42¢ + 2x) + 19)?

u(x,t) =

(4.36)

Asagidaki sekil 4.50 elde edilen ¢6ziim igin —10 <x < 10 ve —10 < ¢ < 10 araligindaki

grafigi gdstermektedir.
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Sekil 4.50. (4.36) ¢oziimii i¢in 2-soliton ¢éziimii

3-soliton ¢6ziimii i¢in yardime1 fonksiyon

f(x,t)=1+exp(0;) + exp(6:) + exp(63) +A(1,2)exp(0; + 6,) + (4.37)
A(1,3)exp(6) + 83) +A(2,3)exp(62 + 63) +
B(1,2,3)exp(6) + 62+ 63)

bicimindedir. (4.37) ve (4.28), (4.24)’ de yazilirsa B(1,2,3) = A(1,2)A4(1,3)A4(2,3) elde
edilir. Burada A(7, j) ise

(k3 — afkiky + k3 + 2) (ky — k2)?

A(1,2) =
(1,2) (aBk} + aBkiky + k3 + 2) (ki + ko )?
2 2,3 132
(a3 + aBkiks + o + 3) (k) +k3)?
A(2,3) o ((Xﬁk%— aﬁk2k3+aﬁk%+%)(k2_k3)2

(Bl + afkoks + afk} + 3) (ko + k3)?
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seklindedir. Faz kaymalarinin a ve B parametrelerinden etkilendigi agiktir. Elde edilen
faz kaymalari, standart SK denkleminin faz kaymalarindan farklidir. (4.37) ve (4.38),
(4.24)’ de yazilirsa SK denkleminin 3-soliton ¢6ziimii su sekilde elde edilir:

Eip Ei3 Exs 2
wrr) =2 [ BBt Brot Bt Bay Est+ B2+ grior + Gk T Ttk
’ X (x1)?
(4.39)
Burada
E E E E
2 =1+ E;+ 2 1.2 1,3 2.3

+ + +
(ki +ka+k3)>  (ki+ka)? (ki +k3)?  (ko+k3)?

Ey = ki exp(61) + k3 exp(62) + k3 exp(63)

_ P1p2ps3 (ki — ka)? (ki —k3)? (ko — k3)? (k1 + ko + k3)? exp(6) + 62 + 63)

E
2 (ki + k2)2(ky + k3)2 (ko + k3

E3 =exp(0;) +exp(6,) +exp(63)

Ey =kiexp(0;) +kyexp(0;) + k3 exp(65)

Ei>=p1 (k1 —kz)zexp(el +6,)

E13 = pa(ki —k3)*exp(6; + 63)
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Ezz = p3(ka —k3)*exp(62 + 63)

_ SaB(k}—kiky+K3)+3

P1

 SaB (k2 +kiky+K3) +3

_ Sap(kf—kiks+k3)+3
P2 =SB +kiks +K2) + 3
) 50 (k3 —kokz +k3) +3
L=

 SaP(k+koks+k2)+3

01 = kix —t(a*Bk] + otk +ky)

6, = kox —t(a*Bk5 + k3 + ko)

03 = ksx — t(0* Bk + otk + k3)

seklindedir. Coziim grafigini gozlemlemek amaciyla k1 =1, kp = 1.2, ks = 1.4, a =

1, B =1 olarak segilir. =5 <x <5ve —5 <t <5 araliginda SK denkleminin 3-soliton

grafigi elde edilir.
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Sekil 4.51. (4.39) ¢6ziimii icin 3-soliton ¢oziimii
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢caligmasinda, olusum tipi denklemlerin Hirota bilineer metodu ile tam ¢oziimleri
aragtirllmistir.  Bu  arastirma i¢in  (3+1) boyutlu YHBD ele alinmistir.
Tez calismasinin ii¢iincli boliimiinde KdV denklemi i¢in 1-2-3-N soliton ¢oziimleri
tekrar gézden gecirilmistir. Yine iiclincii boliimde lineer terkip prensibinin KP ve BKP
denklemlerine uygulanist sunulmustur. Bunlarin yani sira BNAM ve basitlestirilmis
Hirota metodu takdim edilmistir.
Tez calismasinin dordiincii boliimiinde BNAM, (3+1) boyutlu YHBD’ye uygulanmistir.
Mevcut yontemin literatiirdeki yaklagimlara gore en biiyiik avantaji, siradan test fonksi-
yonlar1 yerine bazi ¢ok katmanli derin aktivasyon fonksiyonlarinin olusturulabilmesidir.
Polinom fonksiyonlarin, exp(§ ), sin(§ ), cos(§ ), tanh(§ ), cosh(§ ), JacobiCN(E ,2/5) ve
karelerini igeren cesitli formlarda aktivasyon fonksiyonlari olusturuldu. Calismada ele
alman bu yeni aktivasyon fonksiyonlarinin diger olusum tipi denklemlere de uygulana-
bilecegi asikar bir gercektir. YHBD’nin tiim ¢6ziim bigimlerinin 3 boyutlu, esytikselti
egrisi, yogunluk ve 2 boyutlu grafikleri ¢izilmis, karakterleri ve dinamik davraniglari su-
nulmustur.

BNAM, Hirota’nin bilineer yaklasimina ve sinir ag1 modeline odaklanan olusum tipi
denklemlerin tam ¢6ziimlerini agiklamaya yonelik en son yaklasimdir. Bu yaklasim, pe-
riyodik ¢oziim, ii¢ dalga ¢oziimii, parlak, karanlik soliton ¢oziimleri, lump ¢6ziimii, lump
ile cift tstel fonksiyon veya hiperbolik tanjant fonksiyonu arasindaki etkilesim ¢oziimii,
Jacobi eliptik fonksiyonlari, breather ¢oziimleri, breather tipi kink soliton ¢oziimii,
yumru tipi ¢éziimler, rasyonel fonksiyon ¢oziimleri gibi ¢esitli tam test fonksiyonlari

yaklagimlarini etkili bir sekilde tasarlayabilir.
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Bu sekilde, osinografi, deniz miihendisligi, dogrusal olmayan optik, hidrodinamik, niik-
leer, fizik gibi dogrusal olmayan bilim alanlarindaki zorlu fiziksel olaylarin temel dalga
yapilarimi tanimlamak icin kullanilabilecek cesitli tam dalga ¢oziimleri iiretilmistir.
Calismada BNAM ile modelin tam ¢6ziim profilleri gozlemlenmistir. Elde edilen ¢6ziim
sekillerinden biri haydut dalgalar seklindedir. Elde edilen ¢6ziim bigimlerinin kisaca fi-
ziksel anlami i¢in ¢ok iyi bilinmesine ragmen asagidaki hususlar dikkate alinmalidir.
Arastirmacilar tarafindan ’en yiiksek firtina dalgalari’ olarak adlandirilan haydut dalga-
lar, ¢evreleyen dalgalarin iki katindan daha biiyiik olan, dngériilemez olan ve genellikle
ikna riizgar ve dalgalar disindaki yonlerden aniden gelen dalgalardir. Elde edilen diger
¢Oziim profilleri parlak soliton ve periyodik ¢6zliim bigimleridir. Parlak soliton, karsilikli
bir dalga genliginde geg¢ici bir artig olusturan bdlgesel bir yiizey solitonudur. Periyodik
soliton ¢Oziimii uzamsal olarak lokalizedir ve N-soliton ¢6zliimii olarak da adlandirilan
zaman periyodik, N farkli solitonun {ist iiste binmesi olarak diigiiniilebilir. Bu tiir dalga
¢cOzlimleri, agik literatiirde olduk¢a kapsamli bir sekilde ¢alisilmistir. BNAM, akiskanlar
dinamigi, dogrusal olmayan optik, malzeme bilimleri, 1s1 transferi, kuantum elektronigi
gibi uygulamali bilimlerdeki pek ¢ok biiyiileyici dogrusal olmayan olay1 izah etmek icin
kullanilabilir. Yine dordiincii boliimiin son kisminda basitlestirilmis Hirota metodu

kullanilarak genisletilmis SK denkleminin 1-2-3 soliton ¢oziimleri elde edilmistir.
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