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OZET

Bu ¢alismanin amac1 E" deki fokal egriler ve ylizeylerin bir siniflandirmasini
vermektir. Bu tez dért boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Tkinci
boliimde temel tanim ve kavramlar tamtilmistir. Ugiincii ve dérdiincii béliim orijinal
sonuclar igermektedir. Ugiincii bolimde E" deki fokal egriler ve bunlarm bir
karakterizasyonu verilmistir. Son boliimde E’ fokal yiizeyler ve bunlarmn bir

karakterizasyonu ele alinmistir.



i

ABSTRACT

The object of this thesis is to give a classification of focal curves and surfaces in

E". This thesis has four chapters.

The chapter I is an introduction. The chapter II consists of some basic definitions

which we will used in other chapters. The chapter III and Chapter IV contain original
work. In chapter III we have considered the focal curves in E". In the final chapter

the focal surfaces has been studied in E°.
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SIMGELER DIZINI

M, M Manifold

9.9 Metrik tensor

7(M) M nin teget vektor alanlarinin uzay1
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E(p,X)

(M) tizerinde i¢ ¢arpim fonksiyonu

Ikinci temel form

Sekil operatorii

M nin normal demeti

p noktasinda teget uzay
p noktasinda normal uzay

Ortalama egrilik
Ortalama egrilik vektorii
Gauss egriligi
Kismi tiirev
Egri
m-boyutlu Oklid uzay
Afin alt uzay

Norm

Egrinin 1.egriligi



SIMGELER DiZiNi (Devam)

T Egrinin 2.egriligi(torsiyonu)
d y egrisinin Darboux vektori
C.(M) M nin degme sayisi

m(s) oskiilator kiirenin merkezi
r(s) oskiilator kiirenin yarigapi
C,(s) y egrisinin fokal egrisi

y® y egrisinin i-yinci tlirevi

Fonksiyon ailesi

Ci Fokal egrinin egrilikleri

S Regiiler yiizey

S S nin paralel yiizeyi

K; Regiiler ylizeyin asli egrilikleri
ki* Paralel yiizeyin asli egrilikleri

Paralel ylizeyin ortalama egriligi

Paralel yiizeyin Gauss egriligi



1. GIRIS

Bu c¢alismanin amact E” deki fokal egriler ve yiizeylerin bir siiflandirmasini
vermektir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris boliimiidiir.

Ikinci béliimde Riemann manifoldu, izometrik immersiyon, ikinci temel form,
ortalama egrilik fonksiyonu ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde E” deki fokal egriler ve bunlarin bir karakterizasyonu verilmistir.
Ik kisimda E" deki egrilerin Darboux vektdrleri ve bunlarla ilgili érnekler verilmistir.

Ikinci kissmda E" deki bir egrinin k-inci mertebeden degmesi tanitilmistir. Ugiincii
kisimda egrilerin genellestirilmis evoliitleri verilmistir. Son olarak bir egrinin fokal
egrisi ele alinmistir. Bu boliimde kismen orijinal sonuglar elde edilmistir.

Dérdiincii béliimde E° deki fokal yiizeyler ve genellestirilmis fokal yiizeyler ele
almmig ve yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmistir. Ayrica Maple
programi yardimiyla 6teleme yiizeylerinin fokal ve genellestirilmis fokal yiizeylerinin
grafikleri ¢izdirilmis ve bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmigtir. Bu

boliimde orijinal sonuclar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan teorem ve tanimlarla bazi

temel kavramlar tanitilmistir.

Tamm 2. 1. M, n-boyutlu diferansiyellenebilir (C* sinifindan) bir manifold olsun. M
tizerindeki C* vektor alanlarinin uzay1 x(M) ve M den IR ye C* fonksiyonlarin
uzay1 C*(M, IR) olmak tizere, M tizerinde

g: xM)xxM) - C*(M, IR)
seklinde bir metrik tanimli ise M ye bir Riemann Manifoldu denir. Burada g ye Riemann
metrigi (veya metrik tensor) adi verilir (Chen 1973).
M manifoldunun herhangi iki p ve q noktasini birlestiren bir o egrisi bulunabilirse M ye

baglantili manifold ad1 verilir.

Tanim 2. 2. M diferansiyellenebilir manifold olsun. M tizerindeki C* vektér alanlarinin
uzay1 (M) lizerinde tanimlanan,
ViyM)x M) »> xM); X,Y)>VXY)=VxY
dontistimii V f, g € C°(M, IR), V X, Y, Z € x(M) igin,
i) Vx(Y +Z2)=VxY + VxZ
ii) Vix+ ovyZ=fVxZ + g VyZ
iii) Vx(fY) =f VxY + X( )Y
lineerlik Ozeliklerini saglarsa, V ya M ilizerinde bir Afin koneksiyon adi verilir

(Hacisalihoglu 1980). Burada Vx operatoriine X e gore kovaryant tiirev denir.

Tanmm 2. 3. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde tanimlanan bir Afin
koneksiyon olsun. O zaman V X, Y e x(M) i¢in, V doniigiimii

1) VxY - Vy X =[X, Y],

i) Xg(Y, Z) = g(VxY, Z) + g(Y, Vx2),



sartlarini sagliyorsa, V ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu (veya M nin
Levi-Civita koneksiyonu) adi verilir (Chen 1973 ve Hacisalihoglu 1980). Bu

koneksiyon kisaca M deki Riemann koneksiyonu olarak adlandirilir.

Tanmm 2.4. (M,g) ve (1\7[ ,g) sirasiyla n ve (nt+d)-boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar olmak iizere f: M — M diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Her p € M
icin dfy,: T,(M)— Tf(p)(M) doniisiimii birebir ise f ye bir immersiyon (daldirma) denir.
Ayrica, f: M — f(M) bir homeomorfizm ise f ye bir imbedding (gomme) denir. Eger M"
< M™ ve f: M — M déniisiimii bir gémme ise M ye M nin n-boyutlu bir immersed
(gbmiilen) alt manifoldu adi1 verilir. Bununla beraber f bir immersiyon olmak {izere V
X,Y e TM igin,

gdf,(X).df, (), =g(X.7),
sartin1 sagliyorsa f ye bir izometrik immersiyon ad1 verilir (Chen 1973).

Tammm 2.5. (M,g) ve (1\7[ ,g) sirasiyla n ve (n+d)-boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar olsun. Ayrica M" < M "¢ bir alt manifold ve V da M de kovaryant tiirevi

belirtsin. Boylece her X, Y € (M) ve her p i¢in (6 xY), tanimhdir. Ayrica (VxY), €
TMvehy(X,Y) e Tpl M olmak iizere,

(VxY), = (VxY)p+ hy(X, Y) 2.1)

biciminde Gauss Denklemi elde edilir. Burada h, M nin ikinci temel formudur. Eger h =

0 ise M ye total (toplam) geodezik denir (Chen 1973).

Tanim 2.6. M" = M ™ bir alt manifold olmak iizere M ye normal bir birim normal
vektor alan1 & olsun. Boylece ﬁxé nin teget bileseni —Ag(X) ve normal bileseni Dx&
olmak iizere;

(ViElp=~AX)pt (DxE)p,  PeM (2.2)

seklinde Weingarten Denklemi elde edilir. Burada A¢ ya sekil operatorti, D ye de M nin

normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir (Chen 1973).



Onerme 2.7. i) A¢(X), & ve X lizerinde 2-lineerdir.
ii) M nin her bir £ normal vektorii ve X, Y tanjant vektorleri i¢in
g(Ag(X), Y) = g (h(X,Y), &) 2.3)
dir (Chen 1973).

Tanmm 2.8. M « M alt manifoldunun bir birim normal vektor alani € olsun. Eger A:
daima 6zdeslik fonksiyonu ile orantili ise yani bir p fonksiyonu i¢in

A=pl, (2.4)
oluyorsa & ya M nin umbilik kesiti (veya M, & ya gore umbiliktir) denir. Eger M alt
manifoldu M deki her birim normale gére umbilik ise M ye fotal(toplam) umbiliktir

denir.

Onerme 2.9. T'M iizerinde indirgenmis metrikle M M nin NM normal demetinde
D:TMxT'M — T'M
(X, &) = D(X, &) =Dx&
biciminde tanimlanan D doniistimii bir metrik koneksiyondur.
Ikinci temel form h nin tiirevi V,h ;
(V,h)(Y,Z2) = Dx(h(Y,Z))- h(VxY,Z)- h(Y, VxZ) (2.5)
seklinde tamimlanir. Burada V ya M nin Van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu adi

verilir. Eger Vh = 0 ise M nin ikinci temel formu paraleldir denir.

Tanim 2.10. M bir Riemann manifoldu ve & bir normal vektor alani olsun. Eger M ye

teget herhangi bir X vektor alani icin Dx& = 0 ise § ya paralel normal vektor alani denir

(Chen 1973).

Tamm 2.11. M, M nin n-boyutlu bir alt manifoldu ve ej,es,.....,en de T,M nin p € M

noktasindaki dik ¢at1 alanlar1 olsun. Boylece
H=1 hee,.e,) 2.6)
n i

bigiminde tanimlanan H € T,"M vektoriine M nin ortalama egrilik vektorii ad verilir.

Eger H = 0 ise M alt manifolduna minimal dir denir. Ayrica ||H|| ya M nin ortalama

egriligi ad1 verilir (Chen 1973).



3. FOKAL EGRILER

3.0. Giris

Bu boliimde E"de egrilerin bir karakterizasyonu ele alinmistir. Bu bolim iig¢
kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda egrilerin Darboux vektorleri, ikinci kisimda
egrilerin k-inci mertebeden degmeleri ve tgilincii kisimda da bir egrinin fokal egrisi

incelenmistir.

3.1. Egrilerin Darboux Vektorleri

Tamm 3.1.1. y cE"" regiiler bir egrinin Frenet catist {T(s),...,Nn (S)} olsun Ayrica
{/c1 (s),...,/cn(s)}; bu catiya karsilik gelen (rasyonel) egrilik fonksiyonlari ile » nin

Frenet formiilleri;

T'(s) = Kk, ()N, (s)
N{(s) ==&, ()T (s) + &, (s)N,

N{(s) ==K, (SIN_ () + K, ()N, (5)
N,(s)==K,()N,(s)
dir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 3.1.2.7 : R —> E" birim hizli egri olsun. Eger y egrisinin yiiksek mertebeden
tiirevleri y'(s),7"(s),...,7" " (s) lineer bagimsiz ise y ya cenerik egri (yada (n-1) -

oskiilator mertebeli egri) denir (Shapiro 1998 ve Vargas 2005).

Tanmm 3.1.3. y: R —> E" Dbirim hizli egri olsun. y egrisinin hiz vektori y'(s) = T yi

E" nin baslangi¢ noktasma &teledigimizde T vektdriiniin bitim noktast S”~' < E” birim



kiiresi lizerinde bir egri tanimlar bu egriye y nin tegetler gostergesi (tangent indicatrix)

denir (Vargas 2001).

Tanmm 3.1.4. y: R — E" birim hizli egri olsun. p =y(s,) noktasinda egrinin yiiksek
mertebeden  tiirevleri  ¥'(54),7"(5¢ ). 7" (5,) lineer  bagimsiz  iken

7'(50),7"(59)s.., 7" (s5,) lineer bagimli ise p noktasina y min diizlestirme noktasi denir

(Vargas 2001).
Asagidaki 6rnekleri verebiliriz (Arnold 1998).

Ornek 3.1.5.. E’de
y(t) = (sin 2t,cos 2t,cos 4t)
parametrelendirilmesi ile verilen egri 8 diizlestirme noktasina sahiptir (Sekil 3.1.1).

Coziim: y(¢) egrisinin diizlestirme noktalarina sahip olmasi i¢in Tanim 3.1.4 geregi

m

7'(50),7"(s0), 7" (s,) vektorleri lineer bagimsiz olmalidir. Bu nedenle det(y', ", 7" )=0

olmalidir. Buradan det(y',y",7") = 384sin(4t) = 0 bulunur. Béylece bu denklemin

¢oziim olan liT” , 1<k <8 degerleri y egrisin diizlestirme noktalaridir.

Ornek 3.1.6. E°de
y(t) = (cos t,sint,cos 3t)

parametrelendirilmesi ile verilen egri 6 diizlestirme noktasina sahiptir (Sekil 3.1.2).

Coziim: y(¢) egrisinin diizlestirme noktalarina sahip olmasi i¢in Tanim 3.1.4 geregi

m

7'(50),7"(s0), 7" (s,) vektorleri lineer bagimsiz olmalidir. Bu nedenle det(y', ", 7" )=0

olmalidir. Buradan det(y',7",7") = 24sin(3t) = 0 bulunur. Béylece bu denklemin

¢oziim olan k?” , 1<k <6 degerleri y egrisin diizlestirme noktalaridir.
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Sekil 3.1.1 Sekil 3.1.2

Tamm 3.1.7. y: R —> E" birim hizl1 egri olsun. Eger y egrisinin tegetler gostergesi
(tanjant indikatriksi) bir p €y noktasinda bir diizlestirmeye sahip ise p noktasina

burulma noktas: denir (Fuster ve Codesal 1999).

Onerme 3.1.8. £°" da y:S' - E*";
a(t) = (cost, sint, cos(2t), sin(2t), ..., cos(nt), sin(nt))

ile tanimlanan kapali egrinin burulma noktasi1 yoktur (Vargas 2004).

Onerme 3.1.9. y:R — E*"'de kapali bir egrinin burulma noktalarimin sayisi en az

diizlestirmelerinin sayis1 kadardir (Vargas 2001).

Tamm 3.1.10. Oskiilatér mertebesi 2n olan yc E*'  egrisinin «,,k,,...,K,,
egrilikleri her yerde pozitif ve x,, egriligi izole edilmis noktalar (diizlestirmeler) harig

stfirdan farkli olsun. Boylece



() = K, (8K, (5)-.. K5, (5)

a,(5)= 1 4 (5). k(5 %0
K, ()
as(9) = 4 (), k()% 0
K, ()
(3.1.1)
Ky (8)
a;(s)=— a,,(s), K,,(s)#0
Ky, ()
an (S) = Man—l (S) = Kl (S)KS (S) . ‘Kn—l (S)’ K2n (S) # 0
K2n (S)
fonksiyonlar1 tanimlandiginda
c?(s) =a,(s)T(s)+a,(s)N,(s)+...+a,(s)N,,(s) (3.1.2)

vektoriine y nin Darboux vektorii adi verilir (Vargas 2004).

2n+1

Onerme 3.1.11. Oskiilatér mertebesi 2 olan y < E egrisinin Darboux vektorii

(3.1.2) ile verilsin. Bu egrinin Frenet egrilik matrisi M(s) olmak iizere

a, 0
0 x 0 0 0
0 0
-5 0 x, -+ 0 0
. a 0
mgd=| 0 T 0 0|=|0 (3.1.3)
. 0 0 . : 1.
: : : 0 x '
2n 0 O
0 0 0 K, 0
a, 0
dir (Vargas 2001).
Onerme 3.1.12. y ¢ E*"*' egrisinin Darboux vektdriiniin tiirevi
d'(s) = ay, ()T (s)+a; ()N, (s)+...+a, (s)N,,(s) (3.1.4)

dir (Vargas 2004).



Ispat. Darboux vektdriiniin tiirevi;

d'(s) = al(s)T(s)+al(s)N,(s)+... (3.15)
+a (s)N,, (s)+(a,()T'(s)+a,(s)N,(s)+...+a,(s)N;,(s))
dir. Bu denklemin sag tarafindaki ikinci terime X diyelim. Boylece X =0 oldugunu
gostermemiz ispat i¢in yeterli olacaktir. Bunun i¢in Frenet denklemlerini kullanalim;
T'(s) = x,(s)N,(s)
N;(s) = =15, ()N, (5) + &5(5) N5 ()

N3 (5) =~k (IN3,4 () + Koy ()N, (5) G190
N;n (8) =—k,,(S)N,,_,(5)
Frenet denklemlerini
X=a,(s)T'(s)+a,(s)Ny(s)+...+a,(s)N;,(s)
de yerine yazilirsa
X =a,(s)(x,(s)N,(s)) + a,(s)(—i, ()N, (5) + K5 ()N, (s)) + -
ta,; (S)(_sz (S)NZj—l (s)+ Ky (S)N2j+1 () +--+a,(s)(—K,, ()N, (5))
elde edilir. Ayrica
0 ()= 22 o iia
! Ky (s) '
yardimiyla
I, = a; (S)(_Kz_/ (S)szq (s)+ Ky (S)N2j+1 ()
=4a; (S)(_sz (S)NZj—l (s))+ a; (S)(K2j+1 (S)N2j+1 ()
) )k (5N (51)  (5)(K (5N (5) (3.1.7)
Ky (s)
Ky ()
=—— a, (), ()N, (s)+a; ()i, ()N, (s)
Ky ()

=74 (S)KZ.H (S)sz‘—l (s)+ a; (S)sz+1 (S)sz+1 (s)

bulunur. Simdi de (3.1.7) denkleminin ardisik terimi olan asagidaki ifadeyi

hesaplayalim.

I, = a;, (S)(_Kz(j+1) (S)Nz(ju)f] (s)+ Ko (jay+1 (S)Nz(j+1)+1 ()
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(s) = Ko j1)-1 (s)

olup burada a
Koy (8)

Ix a,(s) dir. Yerine yazarsak;

Iy =a;, () (Ko (N1 (8) + Koy ()N o1y (5))
=—a;, (S)Kz(_/+1) (S)NZ(jJrl)—l (s)+ a;, (S)Kz(j+1)+1 (S)Nz(_/+1)+1 (s)

Koy (8) (3.1.8)
= _ﬁaj (S)Kz(j+1) (S)NZ(j+1)—1 (s)+ a;n (S)KZ(j+1)+l (S)Nz(j+1)+1 (s)
2(j+1)

=-a, (S)KZ(j+1)—l (S)NZ(j+1)—l (s)+ a;, (S)KZ(j+l)+l (S)NZ(j+l)+1 (s)
dir. Boylece (3.1.7) ve (3.1.8) yardimiyla; X in iki komsuluk teriminin toplamindan;

I +1, = (—aH (S)szq (S)szq (s)+ a; (S)K2j+1 (S)sz+1 (s)
+ (_aj (S)K2(j+1)71 (S)NZ(J'H)—I (s)+ a ;. (9K (S)Nz(j+1)+1 (5))

elde edilir. Buradan X =0 oldugu goriiliir. Boylece
c?'(s) =ay($)T(s)+a;(s)N,(s)+...+a. (s)N,,(s)
dir. O

Tamm 3.1.13. (Darboux Kése) y < E>""' egrisi verilsin. d' nin d ye paralel oldugu

noktalara y egrisinin Darboux kdsesi denir.

Teorem 3.1.14.y c E**' (n>1) tiirevlenebilir bir egri ve x,,x,,...,k,, ise y nn

egrilikleri olsun. Bdylece y nin s =5, da bir Darboux kdseye sahip olmasi i¢in gerek

ve yeter sart s =5, da
Ky
240 20
(,(3] (3.1.9)

olmasidir (Vargas 2001).
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Ornek 3.1.15. E° de
a(x)=(cosx, sinx, cos(2x), sin(2x), x) (3.1.10)

parametrelendirilmesiyle verilen egrinin Darboux vektoriinii hesaplayalim.

Céziim. ilk d6nce a(x) egrisinin Frenet catis1 Ek 1 deki Maple program yardimiyla

hesaplandiginda

Vi :=—

6 [ —sin(x), cos(x), -2 sin(2 x), 2 cos(2x), 1] ﬁ

V2 = 117 [—cos(x), —sin(x), —4 cos(2 x), —4 sin(2 x), 0] /17

1 11 11
V3 :2101{7 sin(x), — cos(x) 7sm(2 x), 7005(2 X), }/606

1 [82 82 532 2
V4 = 8522[17 cos(x) sm(x) cos (2x) sm(2x) 0}/72437

1
VS = 383666
5383 . 5383 6190 . 6190 -6997
[303sm(x), 303 ©° os(x), 303 sin(2 x), 5 303 °OS s(2x), 303 }/116250798

elde edilir. Ayrica a(f) egrisinin Frenet egrilikleri Ek1 deki verilen Maple programi

yardimiyla hesaplanirsa

K]:=Lﬁ
6

o _4[17.4/101

' 102

K3 — 6997 ./101 +/ 72437

43896822

3072377 4/ 72437 /19375133

Re = 8420859054726
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bulunur. Bununla birlikte (3.1.1) denklemleri yardimiyla

a0:=K2*K4;

o 3072377 J17 /101 /72437 /19375133
' 858927623582052

al:=(K1/K2)*a0;

/o 3072377 /17 /72437 ./ 19375133
' 50525154328356

a2:=(K3/K4)*al;

5. 6997./101 /72437 |17

263380932

bulunur.
Boylece a(x)egrisinin Darboux vektorii
d:=a0*V1+al*V3+a2*V5;

oldugundan, yukaridaki deger denklemde yerine yazilirsa

1
d"'303150925970136

—625688738 sin(2 x ), 625688738 cos(2 x), 365940877 ]

/4261 /191833 ./6 [-244542109 sin(x), 244542109 cos(x),

elde edilir. [

3.2. Egrilerin k. inc1 Mertebeden Degmesi

Tamm 3.2.1. E" in d-boyutlu bir alt manifoldu;
M={xeR/g(x)= =g, ,(x)=0}

bi¢iminde verilsin. Eger her bir g, cy,g,07,...,g, ,°y fonksiyonu en az bir k-katl

sifira (cakisik koke) sahipse ve bunlardan en az biri ¢ =¢, da k-kath bir sifira sahipse
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y(t,) ile bir noktanin kesisiminde y ile M nin degme mertebesi & dir denir ya da y ile

M, k-degme noktaya sahiptir denir (Vargas 2001).

Tanmm 3.2.2.y — E" egrisinin s noktasinda {T(S), N,(s)....,N, (S)} bazi ile gerilen
E" nin alt uzayma y nmn y(s) den gegen oskiilator hiperdiizlemi denir. Burada N, (s)
vektorii » nmn s noktasindaki binormal vektoriidiir. Bununla birlikte » nin s

noktasindaki normal hiperdiizlemi {N1 (s),...,N, (s)} ile gerilen bir hiperdiizlemdir

(Fuster ve Codesal 1999).

Tammm 3.2.3. Bir y:R— E"egrisi verildiginde p egrisi ile onun oskiilator

hiperdiizleminin bir p diizlestirme noktasindaki degme mertebesi n+1 dir. Eger bu nokta
bir diizlestirme noktas1 olmayip siradan bir nokta ise bu takdirde degme mertebesi # dir

denir. (Vargas 2004).

Tamim 3.2.4. M bir Riemann manifoldu ve V' da M {izerinde bir Riemann konneksiyonu

olsun. Boylece;

a: I R — M egrisi igin,
Vo' (=0 (3.2.1)
esitligi saglanmiyorsa « ya M de bir geodezik egri denir. Eger VX € y(M) i¢cin a(0) = p
ve a'(0) = X olacak sekilde tamimlanan , & geodezigine X, nin belirledigi geodezik adi

verilir (Chen 1973).

Tamm 3.2.5. M manifoldu(n +d)-boyutlu  E" Oklid uzayinda n-boyutlu baglantili

bir alt manifold M olsun. Boylece Vp € M ve M ye p noktasinda teget olan herhangi bir
birim vektor X i¢in X vektorii ve p noktasinda M nin 7T pl (M) normal uzay1 E"* nin p

den gegen (d+1)-boyutlu bir E(p,X) afin alt uzaymi olusturur. E(p,X) ve M nin arakesiti
p nin komsulugunda bir y egrisi belirler. Bu y egrisine X dogrultusunda p noktasinda
M nin normal kesiti denir. ((Arslan 1993), (Arslan ve West 1996), (Chen 1981) ve
(Ozgiir, 1997)).
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Tamim 3.2.6. M nin her bir y(s) normal kesiti ayn1 zamanda M nin bir geodezigi (veya

denk olarak M nin her bir geodezigi ayn1 zamanda M nin bir normal kesiti) ise M ye

geodezik normal kesitlidir denir (Chen-Verhayen 1984).

Tamm 3.2.7. y(0)=pe M ve u=eU ,(M)birim vektdr M nin y, geodezigi ile S,

normal kesiti i¢in »',(0) = £'.(0) sart1 saglandiginda 1<i<k olmak iizere y, ve S,
egrileri k-inci mertebeden degmeye sahiptir denir.
Boylece VpeM ve u = y'(0)eU, (M) igin y, ve p, egrileri k-inci

mertebeden degmeye sahip ise M ye egrileri k-inci mertebeden degmeye sahip
altmanifold denir.
Eger Vk € N sayisi i¢cin M altmanifoldu k-inci mertebeden degmeye sahip ise

yani

7.(0)=£,(0)

7. (0)=4,(0)
ise M nin degme sayis1 C,(M)=oo ile gosterilir. Aksi halde M alt manifoldu k-inci

mertebeden degmeye sahip fakat (k+7)-inci mertebeden degmeye sahip degil ise
C,(M)=k
ile gosterilir (Chen ve Li 2004).

Ornek 3.28. y,:M —E™ (j=1,...,5) geodezik normal Kkesitlere sahip bir
izometrik immersiyon olsun. Ayrica ¢ +c; ++--+c. =1 sartim saglayan herhangi
€, ,Cy,...,C, reel sayistigin

(Cll/ll,...,csl/ls)ZM — EMTT s p sy (cll//1 (P)s---rC, W, (p))

bi¢iminde tanimlanan kdsegen immersiyonu i¢in C, (M) = oo dir (Chen ve Li 2004).

Teorem 3.2.9. Geodezik normal kesitlere sahip tiim alt manifoldlar i¢in C,(M) = dir

(Chen ve Li 2004).

Teorem 3.2.10. Her M — E"™* alt manifoldu i¢in k&-degme sayis1 en az 2 dir (Chen ve

Li 2004).
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Teorem 3.2.11. y egrisi M nin p noktasindaki geodezik normal kesit egrisi olsun. Bu

taktirde helissel altmanifoldu helisseldir. Yani normal kesit egrisinin tiim Frenet

egrilikleri sabittir (Verheyen 1985).

Onerme 3.2.12. y egrisi M nin p noktasindaki geodezik normal kesit egrisi ise p

noktas1y egrisinin Darboux kdsesidir.

Ispat. » egrisi M nin p noktasindaki geodezik normal kesiti ise Teorem 3.2.11 den M
altmanifoldu helisseldir. Yani y nin Frenet egrilikleri sabittir. Buradan Teorem 3.1.10

yardimziyla p noktasinin bir Darboux kdse oldugu goriiliir. [
3.3 Egrinin Genellestirilmis Evolliitii

Onerme 3.3.1. y:R — E"' yay parametresi ile parametrelendirilmis egri olsun.
d,:RxR"™ —>R

(5,%) = d,,(5,x) :%”y(s)—xnz (3.3.1)

fonksiyon ailesi tanimlayalim.
Ayrica, a € E"" merkezli ve re R* yaricaph bir kiire S(a,r) olmak iizere

S(a,r) kiirest y egrisine s, noktasinda tegettir ancak ve ancak

2
o%d,

s=s, 2
° Os

d,(se.a)=r" ady( )
sg,a)=r" ve —-(s,a
A Os

(s,a)

v, =0 (3.3.2)

dir. Yani
1
d, (s00) = _r(s))=d]" =r*

dir (Fuster ve ark. 1999).
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Onerme 3.3.2. S(a,r) kiiresi y egrisi ile s, noktasinda k-mertebeden degmeye
sahiptir ancak ve ancak
d;/ (SO s a) = rz
od

—(s,0)

Os

ve

0""d
~(s,a)

aSk+l

dir (Fuster ve ark. 1999).

=0

=8¢

5=5

akdy( )
R S,Cl
Os*

#0

5=5

Tamm 3.3.3. y egrisi ile s, noktasinda k-mertebeden degmeye sahip olan E"*' in

hiperkiiresine » nin s, noktasindaki oskiilator hiper kiiresi ad1 verilir.

Tamm 3.3.4. y egrisinin s noktasindaki lifti (fibresi)
N y(s) = y(s)+ Span {N,(s),...,N,,(s)} (3.3.3)

ile tanimlanan bir hiper diizlemdir (E™*' in hiperdiizlemi) (Fuster ve ark. 1999).

Teorem 3.3.5. Yukaridaki tanim 15181nda asagidakiler elde edilir;

a) (s,x) e N,y(s)icin

x=y()+ Y AN, (s); A €R dir (3.3.4)

i=1
b) Her noktasinda 7'(s),7"(s),...,7""V(s) mn lineer bagimsiz oldugu y(s)
egrisinin bir tek S(a,r) oskiilator hiper kiiresi vardir,

¢) y nn oskiilator hiper kiirelerinin merkezleri; tirevlenebilir birC, : R - E el

egrisini olusturur, (Hacisalihoglu 1980) ve (Fuster ve ark. 1999).

Ispat:.a) y egrisinin y(s) noktasindaki lifti N y(s) olsun. Bdylece (s,x) e N, y(s)ise
<(7(s)—x), y'(s)> =0 dir. Buradan x=y(s)+v elde edilir. Bu deger yerine yazilirsa
<}/(s) —7(s)—v, y'(s)> = 0 bulunur. Bu da bize <v, 7/'(s)> =0 oldugunu gosterir. Buradan

V= 2/1,. N, (s) elde edilir. Bu ifade yerine yazilirsa (3.3.4) esitligi elde edilir.

i=l1
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J

o’d . .
b) T 60) = () =207 )+ F (9.7 9)

g/

olup burada F; polinom fonksiyonlaridir. Bdylece, S(a,r); y egrisinin oskiilator hiper

J
4

kiresidir ancak ve ancak d, (s,a) = r? ve (s,a)=0, j=Ln+1 dir. Bunedenle

Os’

bazi a; e R, i=0,...,n icin;

a=y(s)+a,T(s)+ ZaiNl- (s)
i=1
elde edilir. Buradan

a—y(s)= aOT(S)JriaiNi (s) (3.3.5)

i=1

denklemi

denklem sisteminde kullanilirsa (n+1)-lineer denklem elde edilir. Bu denklemlerin

degiskenleri a,,q,,...,a, katsayillar1 olupa=(a,,q,,...,a,) S(ar) Xkiresinin

n
merkezidir. Yukaridaki sistemin ¢6ziimiiniin bir tek olmas1y'(s), 7"(s),..., 7 """ (s) nin

lineer bagimsiz olmasina baghdir. Boylece «,a,,...,a, s ye bagl fonksiyonlari;

n

x,(8),...,x,(s) ve bunlarin s ye gore tlirevlerinden olusmaktadir.

¢) Daha 6nceden tanimlanan

fonksiyonlari; «,(s), j=1,n ve bunlarin s ye gore tirevleri olan rasyonel

fonksiyonlardir. Boylece
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C,(s)=y(s)+ Y mN(s) (3.3.6)
i=l1
E™' de tiirevlenebilir bir egridir (Fuster ve ark. 1999).m

Tamm 3.3.6. (3.3.6) parametrelendirilmesi ile tanmimlananC,(s) egrisine y nmn

genellestirilmis evoliitii ya da y nin kiiresel egrilik merkezlerinin olusturdugu egri adi

verilir (Fuster ve ark. 1999).

Teorem 3.3.7. C,(s) egrisinin hizi C,(s), y mn s noktasinda binormal vektdrii

N, (s) ye paraleldir (Fuster ve ark. 1999).
Ispat. (3.3.1) esitliginden

d,(s,x)= %{ﬂs) —x,7(s) - x) (3.3.7)

elde edilir. Boylece

(n+1)

— od, e 4 _

X = C},(S) = E(S,X) == W(S,X) =0

olmalidir. Bdylece ;
od 0"Vd
_r == 4 —
oG ) == (5,C () =0

dir. Ayrica

0

'd ) .
asfy (5,C,(s) = <7(s) —x,y" (s)> +F; (7'(s),y”(s),- AR (s))

dir. Her iki tarafin tiirevini alirsak;

aid . |
%{67%,@ <s>>}<y<s>—cy 7V @)+(76)-C, (.77 ))
FE (9.7 ()seenr (9)
i+1
= GO (G0 )

dir. Fakat Vi<n icin
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i+l
?ﬂy(&cy (s))=0
oldugundan
(C ()7 (5))=0
bulunur. Buradan oskiilator diizlem

Spanfy'(s),7"(5)s-... 7" ()= Span {T(s), N, (5),..., N, ()}

ye dik oldugundan gértilir. Bu nedenle C, (s) ile N, (s) ayni yondedir. [

Teorem 3.3.8. {m,. }izfn fonksiyonlar1 asagidaki bagintiy1 saglar:

my($)ky (s) = m;(s)

' (3.3.8)
m; ()i, (s) = m;_(s)+m,_,(s)k,_,(s)
(Fuster ve ark. 1999).
Ispat. C,(s) = y(s)+ D mN,(s)
i=1
esitliginde her iki yanin s ye gore tiirevini alirsak
CL(s) = 7'(s)+ Y mi(s)N,(s) + Y m, ()N (s) (3.3.9)
i=l i=1

dir. Frenet formiilleri yardimiyla;
C}(5) = (m(5) = my ()1, ()N, (5)
+ () = m, ()5, ()N, (5)

+ S m )+ m ()8, ()~ (), ()N, (5)

elde edilir. Boylece Teorem 3.3.7 den C;(s) ile N, (s) paralel oldugundan

m](s) — my (), () = 0

m;(s)+m_ (s)K,(s)—m (s)Kk,,, () =0 2<i<n-1

dir. [
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Aciklama 3.3.9 m, fonksiyonuna p(/)egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonlar:t olarak

adlandirilir (Hacisalihoglu 1980). Bu fonksiyonlara bir sonraki boliimde fokal egrilikler

olarak adlandirilacak ve cjile gosterilecektir.

Teorem 3.3.10. C, (s) egrisinin singiiler noktalarinda; y nin oskiilator kiiresi S(a,r); s

noktasinda (n+2)-mertebeden degmeye sahiptir (Fuster ve ark. 1999).
Ispat. Teorem 3.3.7 dan;

C; ()= (m; (s)=m,, (), ()N, (5)
dir. Boylece;
Cl(s)=0 <c7, (s), 7" (s)>, Vi<n+l

elde edilir. Buradan,;

i+1
(5,C,(s)=0 Vi<n+1

__r
8Si+l

olup tersi de dogrudur. [

Teorem 3.3.11. y:R — E"' regiiler egrisi y mn oskiilatér kiiresi S(a,7) ile s¢

noktasinda (n+2)-mertebeden degmeye sahip ise
<a-y(s),N,(s,)>=m;, 1<i<n. (3.3.10)

dir (Hacisalihoglu 1980).
Ornek 3.3.12. Helis egrisi
X(s) = (r cos(ws), r sin(ws), h ws) ;s € R (3.3.11)

ile verilsin. Burada >0, h € R ve o =1/ @("+h’)"? yay sabiti olmak iizere helis

egrisinin oskiilator kiiresin merkez ve yaricapi asagidaki gibidir;

m(s) = (-l’/r cos(ws), -h’/r sin(ws), hos ), (3.3.12)
r(s) = (P +h)r. (3.3.13)

Boylece bir helisin oskiilator kiirelerinin merkezlerinden gegen egri yine bir helis

tizerindedir (Malkowsky ve ark.2001).
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3.4 Bir Egrinin Fokal Egrisi

M c E™  alt manifoldunun normal cizgilerinin bir ailesinin zarfi o alt
manifoldun fokal kiimesi ya da kaustigi olarak adlandirilir.

y egrisine bir noktada dik olan hiper diizlem bu noktada egriye dik olan tiim
dogrularin bir birlesimi olarak goriilebilir.  Bdylece » egrisine dik olan hiper

diizlemlerin bir zarfi fokal kiimenin bir bileseni (esas bileseni) dir, diger bilesen ise

egrinin kendisidir (Vargas 2005).

Tanm 3.4.1. y:R— E"", iyi egri, F:E"' xR — R reel degerli fonksiyonlarmin

(n+1)-parametreli bir ailesi olup
1 2
F(q,0) =§||q—7(6’)|| (3.4.1)

ile verilsin. Boylece F ailesinin kaustigi
lgeR™:36<R:F/(6)=0 ve F'(6)=0}

ile verilir (Vargas 2005).

Onerme 3.4.2. F(q,0) =%||q—7/(0)||2 ailesinin kaustigi y:R —> E""' egrisinin fokal

kiimesine karsilik gelir (Vargas 2005).

Ispat. F ailesinin kaustigi F ,(@)=0 ve F(0)=0 denklem cifti ile tanimlanir. Bdylece

her @ sabit degeri icin (3.4.1) denklemini saglayan ¢ e E"" noktalar kiimesi y
egrisine y(#) noktasinda normal hiper diizlem olusturur:

F(0)=<q-7(0),7'(0)>=0 (3.4.2)
dir. Ayrica her iki denklemi saglayan bir & sabit degeri i¢in g € E""' noktalar
kiimesi y(s) noktasindaki normal hiperdiizlemi duragan (stationary) noktalaridir. Bu

noktalar £”*' in (n-1)-boyutlu afin alt uzaymi olusturur;
F(0)=~<q-7(0),7"(0)>+'(0),7'(0))=0 (3.4.2)*

dir. Bu alt uzay y egrisinin y(6) noktasinda (n-1)- boyutlu fokal diizlem olusturur. [
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Cenerik bir egrinin fokal kiimesi tanimindan, bir noktada » nin oskiilator hiper
kiiresinin merkezi, s6z konusu noktada y ya normal hiper diizlemde bulunur. Bu
nedenle,

C,=y+¢N +¢,N,+--+¢,N, (3.4.3)
dir. Burada c,,c,,...,c,; y egrisinin tiirevlenebilir fonksiyonlar olup ¢, y nmn i-inci

fokal egrilik fonksiyonu olarak adlandirilir. Ayrica ¢, fonksiyonu sifirdan farkli olup

¢, = RS dir (Vargas 2001).

K,

Aciklama 3.4.3. y egrisinin oskiilator kiirelerinin merkezleri y egrisinin C, (s) fokal

egrisinin olusturur ve C (s) ile gosterilir. Bu egriler (Fuster ve ark., 1999) tarafindan

(3.3.6) denklemi ile
C,(s)=y(s)+ D, mN,(s)
i=l

seklinde bir parametrelendirme ile ifade edildi ve bunlara y nin genellestirilmis evolutu
adi1 verildi. Burada m, fonksiyonlari c, lere karsilik gelir ve bunlar y nin i-inci fokal

egrilik fonksiyonlar1 olarak adlandirilir. Bu egriler n = 2 hali i¢in H.H. Hacisalihoglu

tarafindan ele alinmistir (Hacisalihoglu 1980).

Su andan itibaren fokal egri deyince genellestirilmis evoliit anlasilacaktir.

Ornek 3.4.4. E* de

y(x) = (cos X,sin x,cos 2x,sin 2x) (3.4.4)
parametrelendirilmesi ile verilen elipsin fokal egrisini bulalim. Oncelikle y(x) egrisinin
Frenet catis1 Maple programi yardimiyla hesaplayalim. Bunun i¢in EK 1 deki Maple

programi kullanildiginda;

VI = ; [—sin(x), cos(x), =2 sin(2 x), 2 cos(2 x)]+/5

V2 = 117 [—cos(x), —sin(x), —4 cos(2 x), —4 sin(2 x)] /17

17 12 . 12 6 . 6
V3 '_6{ﬁ5 sm(x),?cos(x),gsm(2 x), f5005(2 x)}ﬁ
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1 [82 82 532 532
Vd = = 577 [17 cos(x) sm(x) 17 cos(2x), —= sm(2 x)} 72437

Frennet catis1 elde edilir. Ayrica y(x) egrisinin Frenet egrilikleri Ek1 deki verilen

Maple komutu yardimiyla hesaplanirsa

|17
Kl = = 5
) 8
90./72437
B YT
elde edilir. Boylece sirasi ile y(x) in fokal egrisinin katsayilari;
cl:=1/Kl;

cl :—Sm

17
c2:=diff(cl,x)/K1;

c2:=0
c3:=(diff(c2,x)+cl*K2)/K3;

3.0 72437

255

bulunur.

Boylece y egrisinin fokal egrisi;

1 N 724
C, =y+ 5\1/7_7 N, + 725537 N, (3.4.5)

dir.

Onerme 3.4.5. E""de s-yay parametresi ile parametrelendirilmis » egrisinin fokal

egrilikleri, ¢, # 0 icin asagidaki Frenet denklemlerini saglar:
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1, 0 &k 0 0 0 0 0]
‘i k0 & 0 0 0|ec¢
© 0 -x, 0 ¢,
Sl o 0 -k ,
Cl:_z O Kn—l O Cn—2
Cho
' 4 - Kn— 0 n cn—
. (R) 1 1
c, - 0 0 0 -x, 0fc,
i 2c, | - -

Eger egri kiiresel ise bu taktirde esitligin sol tarafinin son bileseni sadece ¢/ teriminden

ibaret olur (Vargas 2001).

Ispat. y nin fokal egrisi;
C,(s)=(+c¢N, +¢,N, +--+¢,N,)(s)
olsun. y nin yay uzunluguna gére Cy nin tiirevine Frenet denklemleri uygulanarak;

/ !
C, =t+c(-xt+K,N,)+c/N,
—_—
n|
+c,(—&k,N, +K;N;)+ )N, +--
%/—J
ny

1
te (=K N, +KN)+c N

Y
niy

!
+¢, (KN, + K, Niy) +ciN,; +-

i+1

'
n.

'
+ Cn—l (_ Kn—an—Z + KnNn) + cn—l anl

)
Mn—1

+ cn (_ Kn—an—l) + C;Nn
——

1
n,

=(I—cx))t+(c] —K,¢, )N, + (¢ + ik, —c3K55)N, +-+

+(c; +e kK, —Ciyki )N, -+ (c, +¢c,x,)N,

elde edilir. Boylece C) vektorii N, binormal vektoriine paralel oldugundan C nin ilk

n-1 bileseni sifir olur. Bu ise;
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l=xc,
! —
€ =K,C,
" . 34.6
ch =—K,c, + Ky0, ( )
' =— +
cnfl - cn72anl cnKn

olmasi demektir. Boylece C) = (c, +c, x,)N, dir. Oskiilator hiper kiirenin yarigap1

R, olmak iizere R’ = HCV -~ 7/”2 dir. Buradan;

(R} =(C,~7, C,—y) =2(C,—y", C,~7)
=2((c, +¢,,k,)N, —t, ¢,N,+¢,N,+--+¢,N,) (3.4.7)
=2c,(c, +¢,,k,)
elde edilir.
Boylece ¢, # 0 i¢in;

R2 !
c —% =-K,C, (3.4.8)

n

dir. Bu denklemle birlikte (3.4.6) denklemlerinden ispat tamamlanir. []

Tamim 3.4.6. C)(s) =0 i¢in s noktasi y nin kdse noktasidir (Fuster ve ark. 1999).

Teorem 3.4.7. n>1 olmak iizere E""' de yay-parametresi ile parametrelendirilmis
cenerik bir egrinin bir noktasinin bir kose olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart s6z konusu
noktada

¢, +c, k,=0 (3.4.9)
olmasidir (Vargas 2001).

Ispat. Teorem 3.3.7 nin ispatinda
C, =(c, +c,,x,)N, (3.4.10)
oldugunu gordiik. Tanim 3.4.6 yardimiyla y nin bir noktasinin kdse olabilmesi igin

gerek ve yeter sart C) =0 olmasidir. Buradan ¢, +c¢, x, =0 elde edilir (Vargas

2001). [

Sonu¢ 3.4.8. n>1 olmak iizere E"" de yay-parametresi ile parametrelendirilmis

daldirilmus tiirevlenebilir bir egrinin kiiresel olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
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4 —
cn + cn—lKn =0

olmasidir (Vargas 2001).

Sonu¢ 3.4.9. y egrisi M c E" alt manifoldundan p e M noktasinda »'(0)=X

yoniinde normal kesiti ve y bu egrinin fokal egrisi C,olsun. C, nin iz vektori sifira

esit ise bu taktirde » normal kesiti kiiresel egrinin bir parcasi olur.

Ispat: y ni oskiilator hiper kiiresinin yarigapt R, olmak iizere
2
R, :<C7 -7,C, —]/>
dir. Buradan
(R) =2(C; =.C,~7)
= <2(cn_1/(n +c))N,—X, ¢,N, +¢c,N, ++--+ ann>

= 2cn (cn—lKn + cr’z)

elde edilir. Boylece ¢, # 0 oldugundan

(R,
2c

n

=c, kK, +cC (3.4.11)
dir. Bununla birlikte (3.4.10) ve (3.4.11) den

R?)
o =—(2Z) N, (3.4.12)

n

bulunur. Buradan eger C; =0 ise (an)’ sabittir ve y egrisi kiiresel bir egridir. [

Onerme 3.4.10. y egrisi M — E" alt manifoldundan p e M noktasinda »'(0)=X
yoniinde normal kesiti vey bu egrinin fokal egrisi C, olsun. Bu taktirde C, nin hiz

vektorii ¥ nin son Frenet vektorii ile orantilidir.

Ispat. y normal kesitinin genellestirilmis evoliitii
C,(s)=y(s)+(c;N, +¢c,N, +---+¢,N,)(s)
ile tanimlanir.

C, nin s ye gore tiirevi alinirsa ve tiirevine Frenet denklemleri uygulanirsa;
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C, =(-x)t+(c] —K,¢,)N, +--
d-1
+Z(CHK; +C;_ci+1Kf+1)N,‘ e (3.4.13)
i=2
+(c, &k, +c,)N,
elde edilir. Boylece (3.4.6) esitliklerinden;
l-x,c,=0
(¢ —K,¢,)=0
(cak; + c; —Ciukiy) =0

dir. BuradanC) (s) = (¢, ,x, +¢,)N, elde edilir. []

Teorem 3.4.11. y c E"' regiiler egrisinin fokal egrisi C, olsun. Eger C, egrisi 2-
diizlemsel (yaniC},C] ,C} vektorleri lineer bagiml) ise
1) K‘nfl = 0 4

i) k, =0,yada

iii) C), =0 dir. Yani y kiireseldir ve p noktasi da y mn bir kdsesidir.

Ispat. y egrisinin fokal egrisi C , olsun. (3.4.10) esitliginden C,(s)=(c, &, +¢,)N,

dir. Eger 4= (c,x, , +c,) alimdiginda

n-1
C! = AN,

C!=—AKk,N,  + AN,

Cl'=(A"+ Ax,))N, +(-2x,4' =k, AN, —«, k, AN, ,
—

B C D

bulunur. Buradan C,, diizlemsel oldugundan;

4 0 0
A —Ax, 0|=-DA’kx, =k Kk, A =0
B C D

dir. Boylece «,’k,_, (c,k,  +c.)= 0 denkleminden ispat tamamlanmus olur. []
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Tamm 3.4.12. M c E" nin peM noktasinda ve X, €T, (M) dogrultusunda

2

=0 ise p=y(0)

s=0

verilen normal kesitiy olsun. » nin egriligi x olmak {izere P
s

noktasina y egrisinin kosesi ad1 verilir (Chen 1981).

Teorem 3.4.13. M < E" alt manifoldu noktasal 2-diizlemsel normal kesitlere sahip ve
her bir p € M noktast ¥ nin bir kosesidir ancak ve ancak M alt manifoldunun ikinci

temel formu paraleldir (Chen 1981).

Ispat. (=) : M nin ikinci temel formu 4 nin paralel oldugunu kabul edelim. Bu taktirde
tanim geregi M alt manifoldu noktasal 2-diizlemsel normal kesitlere sahiptir.Boylece

7'(s)=T eT,(M) dogrultusunda verilen p noktasinda M nin normal kesiti olsun. y
egrisinin egriligi x(s) = ||;/”(s)|| oldugundan
K2(s)={r"(s),7"(s)) (3.4.14)
dir. Burada T = y'(s)dir. Ayrica (2.1) Gauss denkleminden;
K*(5) = (7"(s),7"(9))
=(V;T+WT,T), V,T+h{T,T))
=(V,;T,V,T)+ (W(T,T),h(T,T)) (3.4.15)

(3.4.15) denkleminin s ye gore tiirevinden;

d"; S) _§ (v, 1.V,7)+ ¥, (h(T.T),h(T.T))

S
=2V, (V,T),V,T)+2(h(V,T),T),V,T)
=24y T, W(T.T))+ 2Dy h(TT), W(T.T))
=2(V,(V,T), V,T)+2D,(W(T,T)). h(T,T))

dir. Ayrica

D, (WT.T))=V+h\T.T)+2(V,T.T)

oldugundan;
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dx’ (s)

S

=2(V(V,T), VTT>+2<(§Th)(T,T), h(T,T)>+2< Wv,T,T), WIT,T)>

dir. p = y(0) noktasinda

V.T=0;y'(s)=T, y'(0)=t
dir. Ayrica ikinci temel form paralel oldugundan
<(§thkT ,1), h(t,t)> = 0 dir. Bu esitlikler yardimiyla

dx’(s)

=0 3.4.16
7 ( )

s=0

dir. Boylece p, 7 (s) normal kesitinin bir kosesidir.

(<) : Tersi benzer sekilde gosterilebilir. [

Noktasal 2-diizlemsel normal kesitlere sahip M < E" alt manifoldunun kiiresel

olmas1 hali yani M nin

2
X—C” =r

S (r) = e R";

kiiresi i¢inde yatmasi hali B.Y. Chen tarafindan incelenmistir.

Teorem 3.4.14. M c S"'(r)c E" Kkiiresel altmanifoldunun noktasal 2-diizlemlere

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin ikinci temel formunun paralel olmasidir

(Chen 1998

Aciklama 3.4.15. Teorem 3.4.14, Teorem 3.4.13 ve Sonu¢ 3.4.9 karsilagtirildiginda

Chen’in kose tanimi ile Vergas’in kose tanimlarinin ortiistiigii anlasilmaktadir.

Onerme 3.4.16. y:I © R — E™' birim hizli cenerik bir egri olmak iizere K; ve C,

sirastyla » nin Frenet ve fokal egriligi olsun. Bu taktirde

! ! !
CCl+C,Ch+teCl, .
K, =———22 L > 2 (3.4.17)

C.C;

1— 1

dir ((Hacisalihoglu 1980) ve (Vargas 2001)).

3

Ispat. Tiimevarim ydntemi ile ispat yapilabilir. Ispat icin Onerme 3.4.5 in * skalar

Frenet denklemleri’ kullanilacaktir.
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K =—), (3.4.18)
G
c  ¢c
K, =11 1’ , (3.4.19)
C, GG
!
C
cl+cek C;JFCI?I c,ch +ecl
K, =245 2 -5 A4 (3.4.20)
&) G C,C
!/ !/ !/
c. .c., +---+c,c, +C,C
K,- _ i 1¥i-1 2v2 1-1 (3421)

Denkleminin dogru oldugunu kabul edelim. Onerme 3.4.5 in Frenet denklemlerinden
CiiKin = € T CiiK, (3.4.22)
dir. Boylece x; degerini yerine yazilirsa

! ! ! ! ! !
CiaCig TG0 +CC _ CC+ o+ 60 66

CinKin

o
=c; +

(3.4.23)
C. C.

1 1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Aciklama 3.4.17. Cenerik bir egri icin, ¢, yada ¢, , fonksiyonlar1 izole edilmis
noktalarda yok edilebilir. Bu noktalarda c,c| +¢,c5 +---+¢, ,c; , fonksiyonlar1 da sifir
olur ve buna karsilik gelen x; fonksiyonunun degeri L’Hospital kural ile elde edilebilir.
[-oskiilator kiirenin yaricapr R, olmak iizere,
R =cl+c+vcl ve R2=|C, — 7| (3.4.24)

dir (Vargas 2001).

Teorem 3.4.18. n>4 ve n-ift olmak {izere y:R—>E"™' bir egri olsun.
{T (s),N,(s)...,N, (s)} y nin Frenet vektor alan sistemi olmak iizere » nin oskiilator

kiirelerinin merkezlerinin koordinatlar1 m, ; 1<i<n+1 olsun. Bu taktirde

i) det(c,c},...,cl., )= 0 < y bir egilim ¢izgisidir (ya da genel helis),

i) det(c},cl,...,c), )= 0 < Zciz = sabittir.

i=1

(Hacisalihoglu 1980).
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Teorem 3.4.19. n>1 olmak iizere E"" Oklid uzayinda yay-parametresi ile

parametrelendirilmis cenerik bir egrinin /-oskiilator kiiresinin R, yar1 ¢apiin sabit
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a) /=1 i¢in ¢, =0;

b) 1</<n i¢inya ¢, =0 yada c,, =0;

¢)/=n i¢in ya ¢, =0 yada ¢, +c¢, k, =0;

olmasidir. Yani, 1</ <n i¢in; R,R/ =¢,c,, k,,, dir(Vargas 2001).

Ispat. R} =¢] +---+¢] alalim. Boylece
R R|=cc; +c,c) +---+cc

dir. Onerme 3.4.16 deki «, degerinin yerine yazilmasi ile

R R/ =cic, Kk,,,, 1=l<n
elde edilir.

E™' de cenerik bir egri i¢in ilk n-1 egrilik hicbir yerde sifir degildir ve m-inci
egrilik izole edilmis noktalarda sifir olabilir ve bu noktalar R _, de kritik noktalarla

cakismaz.

Boylece n>1 olmak iizere E""'de cenerik bir egri i¢in R =0 dir ancak ve
ancak 1</<n olmak lizere ya ¢, =0 yada c¢,,, =0 dir. Daldirilms tiirevlenebilir
bir egri icin R, = ¢, fonksiyonu asla sifir olamaz. Bu a) ve b) siklarini ispatlar.

Onerme 3.4.5’in ispatinda (R}) =2¢,(c! +c, ,x,) =0 olarak elde ettik. Bu da

¢) sikkini ispatlar. [

Sonug¢ 3.4.20. Eger bir noktada /-inci fokal egrilik olan ¢, sifir olursa bu taktirde s6z
konusu noktada R, ve R,,, sabittir (Vargas 2001).

Tamm 3.4.21. n>2 y:R — E" egrisinin tanjant vektori bir v € E" vektorii ile sabit

bir a¢1 yapiyor ise y egrisine genel helis ad1 verilir (Fuster ve ark. 1999).
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Onerme 3.4.22. y:R—>E" egrisi  genel helistir ancak ve ancak

det(;/”(t),y’”(t),...,7/(’””(1‘)):O dir. Burada y” vektérii ¥ min ¢ yay-parametresine

gore i-inci tiirevi ad1 verilir (Fuster ve ark. 1999).

Aciklama 3.4.23.  Bu Onerme her ne kadar Romero-Fuster M.C., Sanabria-Codesal
E. tarafindan orijinal sonug olarak (Fuster ve ark. 1999). calismasinda verilmis ise de

aslinda ayn1 Onermenin ispat1 (Hacisalihoglu 1980) da verilmistir.

Tammm 3.4.24. y egrisinin oskiilatdr hiperdiizlemi ile ¢, da en azindan m-inci

mertebeden degmeye sahip ise ¢, noktasina y nin diizlestirme noktas: denir (Fuster ve

ark. 1999).

Onerme 3.4.25. ¢, € R noktas1 y c E" nin diizlestirme noktasidir ancak ve ancak

det(y(t,),7"(ty)s- 17" (8,))= 0 dir (Fuster ve ark. 1999).

Tamm 3.4.26. Bir egri ¢, € R noktasinda oskiilator kiiresi ile en azindan (n+1)-inci

mertebeden degmeye sahip ise ¢, noktasina konformal diizlestirme ya da kose noktasi

adi verilir (Fuster ve ark. 1999).

Tanim 3.4.27. y: R - E" egrisinin tegetler gostergesi (tanjant indikatriksi)

7p:R—> 8"
ile tamimlanir. y, nin diizlestirme noktalar1 y nin burulma (twisting) noktalaridir. Eger
y egrisi yay-uzunlugu ile verilen bir egri ise #, noktast y nin burulma noktasidir
ancak ve ancak

det(y"(1,). 7" (g )s- 7" (1)) = 0
dir (Fuster ve ark. 1999).

Onerme 3.4.25 ve Tanim 3.4.27 geregi asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.4.28. Bir y egrisi burulma noktasinda bir genel helis ile yiiksek mertebeden bir

degmeye sahiptir (Fuster ve ark. 1999).
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Sonu¢ 3.4.29. E" de yay-parametresi ile verilen bir y(¢) egrisi icin y(z,)=p
noktasinda y, (p) biciminde bir genel helis vardir dyle ki bu egri y ile en azindan m-

inci mertebeden degmeye sahiptir.

Eger p noktas1 y, nin bir diizlestirme noktas1 ise bu taktirde y, genel helis

egrisi y ile en azindan (n+1)-inci mertebeden degmeye sahiptir (Fuster ve ark. 1999).

Diizlestirme noktalart bulunmayan cenerik bir y:s— y(s)e E"" egrisinin
K,,...,k, Frenet egrilikleri ve {T , Nl,...,Nn} Frenet ¢atis1 olsun. y(s) noktasinin kose
noktast olmasm. (¢! +c¢, &,)s) nin isareti &(s) ve 1<k<n  olmak iizere
(=1)*&(s)x,(s) nin isareti S(s) olsun. y egrisinin kdse olmayan y(s) noktasinda

asagidaki ifadeler gegerlidir;

a) C, nin C, (s) noktasindaki {T ,E,...,Nn} Frenet catisi iyi tanimlidir ve

= | +c,_ Kk
_( :1 n—1 n)Nn =€Nn
n

c, +c, K,

=0,N,,; 1<k<n-1

=

=xT

dir.

b) C, nin Oklid egrilikleri K,,...,K, olmak lizere

= ! (3.4.25)

'
C, +cn—lKn

K _K, _ _IK

K,

burada K, ninisareti, =7 de segilen isaretin o, katidir yani ya K,=+¢, yada

K,=-6, dir. Bdylece C, nin C (s) noktasindaki Frenet matrisi
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0 k, 0 0 0 0
-k, 0 k,, 0 0 0

0 -k, O

1 0 0
¢ +c, k, :
0 k, 0
—k, 0 +9,k,
| 0 0 0 =0,k 0 |
dir (Vargas 2005).

Boylece agagidaki sonug elde edilir;

Teorem 3.4.30. y:s — y(s)e E"' diizlestirme noktalar1 olmayan cenerik bir egri

olsun. y egrisi n-inci mertebeden genel helis ise C, egrisi de ayn1 mertebeden genel bir

helistir.

Ispat. y ve C, egrilikleri sirasiyla «,....x, ve K,...,K, olmak lzere (3.4.25)

denklemi yardimiyla

K, |x,| 1

K, x, | +c, K,
&Z K1

K, x,,

K, _K

|Kn K,

. Ky .n . K, :
dir. Ayrica —2-=sbt 1<i<— ise —2L =sbt dir. m
Kyi 2 2i
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4. FOKAL YUZEYLER

4.0. Giris

Bu bolimde E® deki yiizeylerin paralel yiizeyleri, fokal yiizeyleri ve
genellestirilmis fokal yiizeylerin bir karakterizasyonu verilmistir. Ayrica bu yiizeylerin
Maple programi yardimiyla Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmig ve bazi 6rnekler

verilmigtir.

Tanim 4.0.1. U, E* de bir a¢ik alt kiime olmak iizere X :U — E°
X(u,v) = (x,(u,v), x, (u,v), x5 (u,v)), (4.0.1)

bigiminde tanimlanan diferensiyellenebilir doniisiimiine E° de bir yama denir. (Gray

1993).

Sonuc 4.0.2. X :U — E’ regiiler yamasi verilsin Bu taktirde asagidakiler birbirine
denktir;

1) X, (u,,v,) ve X (u,,v,) lineer bagimsizdir.

<X,X, > <X, X >

her (u,,v,) noktasinda sifirdan farkhdir.
<X,X,> <X, X, >

i1) det(
ii1) her (u,,v,) noktasinda J(x) Jakobien matrisinin ranki 2 ye esittir.

(Gray 1993). Burada <> ile E” i¢ carpim anlasilacaktir.

Tamm 4.0.3. V(u,v) € U igin J(x)(u,v) Jakobien matrisinin rank1 2 ise X :U — E’

yamasma regiler yama denir. X(u,,v,)=x(u,,v,) u, =u,v,=v, ise X yamasl

injektifdir (Gray 1993).

Tamm 4.0.4. Bir X :U — E’ injektif yamas1 igin X, x X, sifirdan farkli olacak
bicimde (u,v) € U noktalarinda birim normal vektor alan1 veya yiizeyin normali;

N(u,v) =M(u,v) (4.0.2)

||Xu x X,

esitligi ile tanimlanir (Gray 1993). Burada x vektdrel ¢carpimi belirtmektedir.

X(u,v) regiiler yamasi ile verilen S yiizeyinin I.temel formun katsayilari
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E:<X,AT>
uu
F=<XT,X’> 4.0.3)
u-v
G=(x,.x )
vy
ve II. temel formun katsayilar1
e=(X, Naw). f=(x, Nw) g=(x N (4.04)

dir.

Teorem 4.0.5. X :U — E’ regiiler bir yama olsun. X in Gauss ve ortalama egrilikleri

sirastyla;
2
K=f£—17, (4.0.5)
EG-F
A\~
H:eG_Zﬁ#fE (4.0.6)
2EG - F?)

dir (Gray 1993).

Sonug 4.0.6. X :U — E’ regiiler bir yama olsun. X in asli egrilikleri k, ve k, olmak

luzere

k,=H+vH?>-K ve k,=H-JH’-K (4.0.7)
dir (Hacisalihoglu 1980 ve Gray 1993).

Tanimm 4.0.7. U c E? bir acik ve h:U—R diferensiyallenebilir bir fonksiyon olmak

tizere X : U— E’ Monge yamasi
Xu,v) = (u,v,h(uv)) (4.0.8)
parametrizasyonu ile verilir (Gray 1993).

Teorem 4.0.8. X (u,v)=(u,v,h(u,v)) Monge yamasi i¢in Gauss ve ortalama egrilikleri

sirastyla;
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by~ )
(+ () +(h))

(4.0.9)

_ A+ () hy, =2k b, + A+ (h,) D,

u v uv

(1) +(h))

H , (4.0.10)

4.1 Paralel Yiizeyler

Bu kisimda E” iin paralel yiizeyleri ele alindi. Bir S yiizeyi ile onun S~ paralel
ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri ile ilgili bagintilar elde edilmistir.

Paralel altmanifoldlar ile ilgili daha detayl bilgi i¢in (Gorgiilii ve ark. 1989) ve
paralel hiperyiizeyler i¢in ise bakiniz (Gorgiilii 1989 ve Gorgiilii 1992).

Tamm 4.1.1. S c E° bir regiiler yiizey olsun. M yiizeyine ¢ uzaklikta paralel olan
yuzey
S ={qeE) dg.M)=¢|

biciminde tanimlanir (Gray 1993).

Tanmm 4.1.2. S regiiler yilizeyi (4.0.1) yamasi ile verilsin. S nin birim normal
vektorii N (u,v) olmak tizere S nin paralel yiizeyi S
X (u,v) = X(u,v)+ & N(u,v) (4.1.8)

seklinde bir parametrelendirmeye sahiptir, (Gorgiilii 1989, Gray 1993).

Teorem 4.1.3. S  E’ regiiler yiizeyinin paralel yiizeyi S~ olsun. S nin sekil operatérii
Ave k,k, ve k, ,k, sirastyla S ve S” nin asli egrilikleri olmak tizere det(/ —&4) >0
ise

k=S =12 (4.1.9)

dir (Gray 1993).

Teorem 4.1.4. S~ yiizeyi S nin (4.1.8) esitligi ile tanimlanan paralel yiizeyi olsun.

Eger K, Hve K", H" sirastyla Sve S~ yiizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri ise
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K-— % (4.1.10)

o ek 4.1.11)

I—EH+€2K’
2

dir (Carmo 1983), (Hacisalihoglu 1983) ve (Gorgiili, 1989).

Ornek 4.1.5. (Pseudo-Kiire ve paralel yiizeyin egrilikleri)
X(u,v) =(r(u)cosv,r(u)sinv,h(u)); (u,v) e I x(0,27) I tizerinde r(u) >0

yamast ile verilen donel ylizey denkleminde
ruy=e", hu)=[V1-e du, (u>0)

alindiginda pseudo kiire elde edilir. Boylece pseudo kiire S ve S~ paralel yiizeyinin

egrilikleri sirasiyla

K=-1, H-= : (1-2¢7 )
20 U l—e_zu
Ve
. 1 . H
K = 2 2 H = 2 e 2
r-—2eH —¢ r-—2eH —¢

dir (Malkowsky ve ark. 2001).

Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.1.6. S~ yiizeyi S nin paralel yiizeyi olsun. K, H ve K, H" sirasiyla S ve
S” yiizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri olmak iizere

K'(H-eK)-KH" =0 (4.1.12)
dir.

Ispat. (4.1.10) ve (4.1.11) bagmtilar1 yardimiyla (4.1.12) esitligi elde edilir.[]

Sonu¢ 4.1.7. S~ yiizeyi S nin paralel yiizeyi olsun. Eger S yiizeyi flat olmayan bir

. . . . * . . . - 1 . . . .
minimal yiizey ise S~ yiizeyi nin egrilikleri orani sabittir, yani;
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(4.1.13)
dir.

Ispat. Eger S minimal ise # = 0 dir . Boylece (4.1.12) denklemi yardimiyla
eKK™ + KH" = 0 elde edilir. S yiizeyi flat olmadigindan
eK"+H =0

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [
Ornek 4.1.8. (Donel yiizeyin paralel yiizeyi)

X(u,v) = (r(u)cosv,r(u)sinv,h(u)); (u,v) e lx(0,27) I tizerinde r(u) >0 (4.1.14)

yamast ile verilen bir donel yiizeyin S nin paralel yiizeyi S~

Y(u,v) = (p(u)cosv, p(u)sin v,y (u)) (4.1.15)

parametrelendirmeye sahiptir. Burada

pu)=r(u)- gz(:;) , (4.1.16)
ve

() = h(u) - ‘i;(i”)) (@117
olup

$u) =(r'@) + (@) ve r)gw)> &' ()
dir (Malkowsky ve ark. 2001).

Ornek 4.1.9. (Ketanoid ve paralel yiizeyi)
X (u,v) =(coshucosv,coshusinv,u); Vu,veR (4.1.18)

yamasi ile verilen Ketanoid yiizeyi S ise paralel ylizeyi S~
Y(u,v) = (p(u)cosv, p(u)sin v,y (u)) (4.1.19)

parametrelendirilmesine sahiptir. Burada
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p(u) =coshu — (4.1.20)

9
coshu

Ve

w(u)=u+¢etanhu (4.1.21)

dir (Malkowsky ve ark. 2001).
Ayrica Vu e R ve &<1igin cosh’u>¢g dir. Bununla beraber S ve S° 1

Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

K=- 12 . H=0 (4.1.22)
cosh” u
ve
Kme Voo (4.1.23)
cosh*u—g?’ cosh*u—¢g? o

dir. Boylece son esitliklerden (4.1.13) denkleminin saglandigi goriiliir.

Ornek 4.1.10. ( Helikoid ve paralel yiizeyi)
X(u,v)=(ucosv,usinv,bv); Vu,veR

yamasi ile verilen helikoid ylizeyi S nin paralel ylizeyi
Y(u,v)= X(u,v)+gﬁ(u,v)

olup burada

N(u,v) = (sinv,cosv,u)

1+u’

dir. Boylece S nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasi ile

b2

K=—F—— H=0 (4.1.24)
(b2 +u’ )2
dir. (4.1.10) ve (4.1.11) esitlikleri yardimiyla
72 2
K= b JH' = & (4.1.25)

(b* +u*) - &’ (b* +u? ) - £

dir. Boylece son esitliklerden (4.1.13) denkleminin saglandigi goriiliir.
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Sonug 4.1.11. ™ yiizeyi S nin paralel yiizeyi olsun. Eger S” minimal ise S~ diizdiir

ya da S yiizeyi egrilikleri oran1 sabit olan bir ylizeydir.

Ispat. S paralel yiizeyi minimal ise K" (H — &K ) =0 elde edilir. Boylece ya K" =0
H

yadag =— dir. [
K

Sonug¢ 4.1.12. S” yiizeyi S nin paralel yiizeyi olsun. Eger S” yiizeyi diiz ise asagidaki
durumlardan biri s6z konusudur;
i) S yiizeyi diizdiir, veya

ii) S" paralel yiizeyi minimaldir.

Ispat. S” yiizeyi minimal ise (4.1.12) denkleminden KH " = 0 dir. Buradan ya K=0 dir
yada H =0dir. [

Onerme 4.1.13.
X(u,v) =(rcosucosv,rcosusinv,rsinu); Vu,veR

regiiler yamast ile verilen kiire yiizeyi S ile paralel yiizeyi S* nin Gauss egrilikleri orani
H*
K *

=r—¢ (4.1.27)
dir.

Ispat. Kiire yiizeyinin normal vektérii
N(u,v) = (—cosu cosv,—cosusin v,—sin u) (4.1.28)

dir. Boylece Sve S* 1 Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

k=", m=1 (4.1.29)
Vd r
ve
1 r+¢&
K*=—, H =——"— 4.1.30
rr=2er+¢&’ rr=2er+¢&’ ( )

dir. Son esitliklerden (4.1.27) elde edilir. []
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4.2 Fokal Yiizeyler

Fokal yiizeyler dogrularin kongriiasyonlar1 olarak bilinen yiizeylerdir. Dogru
kongriiasyonlar1 ilk defa Hagen ve Pottman tarafindan 1991 yilinda goriintiileme
alaninda tanimlanmistir (Hagen ve ark. 1991).

E’ de bir yiizeyi X(u,v) olmak iizere vektdr degerli bir fonksiyon olarak
tanimlayalim. Ayrica N(u,v) vektorii de yiizey lizerinde birim normal vektdr olsun.
bununla birlikte E(u,v) birim vektorler kiimesi olmak iizere dogru kongriiansi

C(u,v,z)=X(u,v)+zE(u,v) (4.2.1)
ile tanimlanir. Her bir (%,v) i¢in (4.2.1) denklemi kongriiansin bir dogrusunu belirtir ve
tireteg olarak adlandirilir. Burada z parametresi isaretli uzakliktir. Ayrica C nin iireteg
tizerinde iki Ozel (reel, sanal ya da birim) nokta vardir. Bu noktalar fokal noktalar olarak
adlandirilir. Bu noktalar iiretecli oskiilator noktalaridir. Bu nedenle fokal yiizey fokal
noktalarin bir geometrik yeri olarak tanimlanir. Genel olarak iki adet fokal yiizey vardir.
Eger E(u,v)=N(u,v) ise C=C, birim normal kongriiansidir. Boylece C, fokal
ylizeyinin parametrik gésterimi;

Yo (u,v) = X(u,v) + k" u,v)N(u,v), i=1,2 (4.2.2)
dir. Burada &, ve k, fonksiyonlar1 X(u,v) yiizeyinin asli egrilik fonksiyonlaridir (Hagen
ve ark. 1992).

X(u,v) ylizeyi lzerindeki bir X(u,,v,) noktasindaki normal kesit egrisinin
egrilik merkezi bu noktadaki normal vektoriiniin belli bir katina karsilik gelir. Bu
parcanin ekstrem degerleri iki asli dogrultunun egriliklerinin merkezidir. Bu iki nokta
fokal noktalara karsilik gelir. Bu nedenle dogru kongriiansi iki yiizeye degen dogrularin
kiimesi olarak diistiniiliir. Bu iki yiizey ise dogru kongriiansinin fokal yiizeyidir.

Boylece normal kongriiansinin fokal noktalari iki asli yoniin egrilik merkezleridir

(Hoschek 1971).

Kiire ylizeyinin fokal yiizeyleri bir noktada dejenere olur. Dupin ylizeylerinin

fokal ytizeyleri egrilere dejenere olan yiizeylerdir (Hagen ve ark. 1992).
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Onerme 4.2.1. Ornek 4.1.8 de verilen dénel yiizeyinin fokal yiizeyleri;
Y,(u,v) = (p, (u)cosv, p,(u)sin vy, (i) (4.2.3)

bigimindedir. Burada

_ RAO)
pi () =r(u) Tk )’ (4.2.4)
N '
w, (u) = h(u) Hk @)’ (4.2.5)
olup
#) =/(r' @) +(h'(u)) (4.2.6)

dir (Malkowsky ve ark. 2001).

Ornek 4.2.2. (Tor yiizeyi)

Tor yiizeyinin Fokal ylizeyleri dogru ve ¢embere dejenere olur. Sekil 4.2.1.

Sekil 4.2.1. Tor yiizeyinin fokal yiizeyleri

Ornek 4.2.3. Ornek 4.1.9 da verilen Ketanoid yiizeyi
r(u) = coshu, h(u)=u (4.2.7)
fonksiyonlart ile tanimli bir donel yiizeydir. Boylece (4.2.3) - (4.2.6) yardimiyla

Y.(u,v) = ((coshu £ 1)cosv,(coshu +1)sinv,u + sinhu)

elde edilir. Boylece asagidaki Maple komutlar1 yardimiyla Ketanoid ylizeyi ve Fokal
ylizeylerinin grafigini ¢izdirebiliriz (Bkz. Sekil 4.2.2.).
plot3d([cosh(x)*cos(y),cosh(x)*sin(y),x],x=-1..1,y=-Pi..Pi);
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plot3d([(cosh(x)+1)*cos(y),(cosh(x)+1)*sin(y),x+sinh(x)],x=-1..1,y=-Pi..Pi);
plot3d([(cosh(x)-1)*cos(y),(cosh(x)-1)*sin(y),x-sinh(x)],x=-1..1,y=-Pi..Pi);

Sekil 4.2.2. Ketenoid ve Fokal yiizeyleri

Ornek 4.2.4. (Lokal yiizey modeli)
X(u,v)= (u,v, (p(u,v)); o(u,v) = %(auz + 2buv + cv2> a,beR (4.2.8)
Monge yamasi ile verilen ylizey modeli igin

k. :%(a+c¢ (a—c)2+4b2) 1<i<?2

dir. Bu yiizeyin fokal yiizeyleri;

a+c#(la—c) +4b°
a+c:r&(a—c)2 +4b’
a® +2ac+c* #a’ —2ac+c’ +4b°
4ac # 4b*
ac#b’

icin tanimhidir. Boylece Monge yamasinin fokal ytizeyleri;

1
a’ +c* +2b* ]2 (— (au +2bv),—(cv+ 2bu),1)

Y (u,v) = X(u,v) +(
2 \/(cherv)2 +(cv+2bu)* +1

YZ (ua V) = X(ua V) + gZlI‘Ct{:l.l’l( atc J (_ (au + 2bV),—(CV + 2bu)’1)
T

Ja—c)? +4b* | J(au+2bv)* +(cv+2bu)* +1

dir.
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Tamm 4.2.5. E" de X :U c R* = E" (u,v) = (u,v, by (u,v),.... h, (u,v))
h(u,v)=f,(u)+g,(v) 3<i<n (4.2.9)

yamasi ile verilen ylizey 6teleme ( translation) yiizeyi olarak adlandirilir (Dillen ve ark.
1990).
Tanimdan da anlasilacagl {iizere Oteleme ylizeyleri iki egrinin toplam

ylizeyleridir. Yani

a(u) = (w0, f, ), f,W)..., f, (u))
L) = (0,v,8,(1),8,(1)....2,())
i¢in

Xw,v)=a)+ pv) (4.2.10)

dir (Dillen ve ark. 1990).

Ornek 4.2.6. (Paraboloid)

X(u,v)= (u,v,u2 +v2)

yamasi ile verilen paraboloid yiizeyi

o(u)= (u, 0, u’)
ve

B(vV)=(0, v, V")
egrilerinin toplam ylizeyidir. Bu yiizeyinin fokal ylizeylerinin hesab1 i¢cin EK 2 deki
Maple programi kullanildiginda bu yiizeyler i¢in

Yi(u,v) = (0,0, ¥ +u’+v?),

ve
Yo(u,v) = (-4u(u’+v?), -4v(u*+v?), 14 +3u’+3v?)

yamalar1 elde edilir (Bkz. Sekil 4.2.3.).
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Sekil 4.2.3. Paraboloid ve fokal ylizeyleri

Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.2.7 E°°de bir dteleme yiizeyi M

X () =u,v, f @)+ g (v)) (4.2.11)

regiiler yamasi verilsin. Bu taktirde M nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

d’f(u)d’g(v)
K= du’ v’

[H(df(u)jz +(dg(V)U
du dv

(1 +(dg(v)n d’ f () {1 +(df(u)j2J d’g(v)
dv du’ du v’
= (4.2.13)

[H(df(u)jz +(dg(V)TJ
du dv

(4.2.12)

Ve

dir.

Ispat. (4.0.9) ve (4.0.10) denklemlerimde /(u,v)=f{u) + g(v) alindiginda istenilen sonug
elde edilir. [

H. Liu 1999 da yaptig1 calismada asagidaki sonucu elde etmistir.
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Teorem 4.2.8. M, 3-boyutlu Oklid uzayda sabit Gauss egrilikli bir dteleme yiizeyi
olsun. Bu taktirde K = 0 ise M yiizeyi silindir yiizeyinin bir parcasidir.

Boylece asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonug¢ 4.2.9. M, 3-boyutlu Oklid uzayda diiz bir 6teleme yiizeyi olsun. Bu durumda M
ylizeyi ya E*cE? diizleminin bir parcasidir ya da diizlemsel a(u) (veya a(v)) egrisi

tizerine kurulan silindirin bir pargasidir.

Ispat. Eger M diiz bir yiizey ise bu durumda (4.2.12) denklemi yardimiyla

d’f(u)d’g(v) —0
2 2 ’
du dv

dir. Boylece iki durum s6z konusudur;

2 2
d fgu)=0 ve d ggv)=0 dir.

du dv

Durum I:

2 2
igu):o Veya%zo dir.
u %

Durum II:

Birinci durum i¢in  a(u) ve a(v) diiz dogrulardir ve sonugta olusan Oteleme
ylizeyi E°’c E* diizleminin bir parcasi olur. Ikinci durum i¢in a(u) veya a(v)
egrilerinden biri diiz bir dogru iken digeri bir diizlem egrisidir ve meydana gelen

Oteleme yiizeyi bu egri iizerine kurulan silindirin bir pargasidir. []

Sonug¢ 4.2.10. M yiizeyi (4.2.11) yamasi ile verilen bir dteleme ylizeyi olsun. M yiizeyi

minimal ise

1) = log(cos(au)).
a

2(v) = “log(cos(av)),
a

dir (Scherk 1935).

Boylece minimal oOteleme yiizeyleri aym1 zamanda Scherk yiizeyleri olarak da

adlandirlir.

H.Liu 1999 yilinda yaptig1 ¢alismada asagidaki sonucu ispatlamustir.
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Teorem 4.2.11. M, 3-boyutlu Oklid uzayda sabit ortalama egrilikli (H # 0) bir 6teleme
ylizeyi olsun. Bu taktirde M yiizeyi ya E? {in bir parcasidir yada

_ 2
u)+g(v)=——— 1- a‘—av, ae
F)+ g(v) 21;“ Ny R

ile verilen ylizeydir. Yiiksek boyutlu hal i¢in (Verstraelen 1994) e bakiniz.

4.3 Genellestirilmis Fokal Yiizeyler

Genellestirilmis fokal yiizeyler Hagen and Hahmann (1992) tarafindan
tanimlanmustir.

Verilen bir E(u,v) birim vektdri i¢in
Cu,v)=Xw,v)+ D(u,v)E(u,v) (4.3.1)

formunda bir dogru kongriians1 tanimlanir. Burada D(u,v); X(u,v) ile E(u,v) arasindaki

uzakliktir. Eger E(u,v) = N(u,v) ise bu taktirde C bir normal kongriianstir.
Eger D(u,v) = kl_l(u,v) veya D(u,v) = kz_l(u,v) aliirsa fokal yiizeyi elde edilir ve bu
yizey C,(u,v)parametrelendirilmesiyle ile verilen 6zel bir normal kongriianstir.
Boylece

Co(u,v) = X(u,v)+ k" (u,v)N(u,v), i=12 (4.3.2)
dir.

Fokal yiizeylerin genellestirilmesi
Y(M,V) =X(u,v)+f(k1,k2)(u,v)N(u,v) (433)

parametrelendirilmesiyle ile tanmimlanir. Burada N , X yamasmin birim normal
vektoriidir ve F ise  k,k, asli egrilik fonksiyonlarina bagli reel degerli bir
fonksiyondur (Hahmann 1999).

(4.3.3) parametrelendirilmesi ile tanimlanan y yamasmnin ofset fonksiyonu ig¢in

asagidaki durumlar incelendi;
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i) f = kk, Gauss egrilik fonksiyonu,
. 1 L .
i) f= E(kl + .k,) ortalama egrilik fonksiyonu,

iii) = k12 + kz2 enerji fonksiyonu,
iv) f = |k1|+|k2| tamdeger egrilik fonkiyonu,

v) f =k, asli egrilik fonksiyonu,

1
vi) f =k_ fokal noktalar,

1

vii) f=sabit, ofset yiizeyler.

Aciklama 4.3.1. (4.0.7) esitliklerinin yardimiyla ofset fonksiyonlarini asagidaki gibi
segebiliriz;

a) f = K, Gauss egrilik,

b) f = H, ortalama egrilik,

¢) f=K - H, egrilikler farki,

d) f=H+VH*-K ,yada

e) f=H—-VH*-K asli egrilik,
f) f=4H?-2K, enerji fonksiyonali,

Qf{H+ﬁF?ﬂ+@_ﬁ¥fE

h) f'= sabit, ofset yiizeyleri.

, tam deger egrilik,

Tanim 4.3.2 X (u,v)regiiler bir yiizey olmak iizere

Y(u,v) = x(u,v)+ f(k,,k,)N(u,v) (4.3.4)
bicimi tanimlanan ylizeye X(u,v) nin genellestirilmis fokal yiizeyi denir. Burada
f(ky,k,)skalar fonksiyonu k; ve k; asli egriliklerine baglidir (Hagen ve ark. 1992).
kv ky”

, 4.3 4)*
ki +k, ( )

Sy ky)=
olsun. Bu durumda X{(u,v) nin genellestirilmis fokal yiizeyi

k 2 k 2
Y(u,v) = X (u,v) +11€+—k2N(u, V) sk, #k, (43.5)

1 2

parametrelendirilmesine sahiptir (Hagen ve ark. 1992).
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Onerme 4.3.3. X(u,v) yiizeyi minimal olmayan bir regiiler yiizey olsun. X(u,v) in Gauss
ve ortalama egrilikleri sirastyla K ve H # 0 olmak {izere X(u,v) nin (4.3.4)* ofset

fonksiyonu ile verilen genellestirilmis fokal yiizeyi

2

H%Wszw+2%f£N@w (4.3.6)

biciminde bir parametrelendirilmeye sahiptir.

Ispat. K = kjk, ve H = %(k1 + k,)yardimiyla (4.3.4)* denklemi kullanilarak istenilen

sonug elde edilir. [

Ornek 4.3.4. X (u,v)=(rcosucosv,rcosusinv,rsinu); Vu,ve R

yamas1 ile verilen kiire ylizeyini goz Oniine alalim. Kiirenin normali (4.1.28)

denkleminden
N(u,v) = (—cosucosv,—cosusinv,—sinu)

dir. Gauss ve ortalama egrilikleri ise (4.1.29) esitliginden

1 1
K=—, H=-
v r

elde edilir. Bu durumda kiirenin genellestirilmis fokal yiizeyi,
. . 1 . .
Y(u,v)=(rcosucosv,rcosusinv,rsinu)+ —(—cosu cos v,—cosu sin v,—sinu)
r
dir.

Onerme 4.3.5. Eger X(u,v) regiiler yiizeyi minimal olmayan diiz bir yiizey ise X{u,v) nin

(4.3.4)* ofset fonksiyonu ile verilen genellestirilmis fokal yiizeyi
Y(u,v) = X(u,v)+2H N(u,v) (4.3.7)

parametrelendirmeye sahiptir.

Ispat. X yiizeyi flat ise K = 0 dir. Béylece (4.3.6) denkleminden istenilen sonug elde
edilir.[]

Ornek 4.3.6. (Silindir yiizeyinin genellestirilmis fokal yiizeyi)
Silindir yiizeyi
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X(u,v)=(bcosv,bsinv,u) ;beR (4.3.8)
yamasi ile verilsin. Bu yama ile verilen silindir ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri
sirastyla;

1

K=0, H=—

2b

dir. Birim normal vektori ise;
N(u,v) = (—cosv,—sinv, 0)

dir. Boylece (4.3.7) denkleminden
Y(u,v)=(bcosv,bsinv,u)+ %(— cosv,—sinv, 0) (4.3.9)

elde edilir.

Ornek 4.3.7. X(u,v)=(ucosv,usinv,au) ;a € R yamasi ile verilen koni yiizeyinin
Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla;

~

a

K=0 ,H=———F—— (4.3.10)
2uNa’® +1
dir. Yiizeyin birim normal vektorii ise;
N(u,v)= ! (—d cosv,—asinv,l) (4.3.11)
Na’+1

dir. Bu nedenle koni yiizeyinin (4.3.4)* ofset fonksiyonu ile verilen genellestirilmis

fokal ytiizeyi;

a’ a’ a
Yu,v)y=|(u+———)cosv,(u + ———)sinv,u ————— 4.3.12
(w,v) (( u(a? +1)) ( u(a? +1)) u(a? +1)j ( )

parametrelendirmeye sahiptir. Boylece @ =1 i¢in (4.3.12) denklemi

1 1. 1
Y(u,v)=| (u+—)cosv,(u +—)sinv,u ——
(u,v) [( 2u) ( 2u) 2uj

bi¢imine doniisiir.

Teorem 4.3.9. (4.3.5) denklemi ile verilen X ylizeyinin genellestirilmis fokal ylizeyi Y

olsun. Eger X ve Y yiizeyleri regiiler ise Y nin Gauss egriligi K
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(nl - m2)+ o(u,v)

z_ ) (4.3.13)
dir. Burada
o, v) = lf, ~ Uk, + [+ fo fon = ks’ (4.3.14)
—fin— Mk + Rk = 2mf, ~ .
veE
w(u,v)=-2Efn+Ef, + Ef*k,’
—2AG+4f n=241-21k,’
LG -2f e S (4.3.15)
RG2S+ SRR
+4Fm—4m® = 2Ff, f, +4mf, f,
dir.

Ispat. X(u,v) yiizeyinin genellestirilmis fokal yiizeyi Y(u,v) parameterelendirilnesi
(4.3.5) denklemi ile verilsin. Boylece F nin I.temel form katsayilari E,F,G ve ikinci

temel form katsayilari ise il ,m ,n olsun. Bu durumda;

E=(F, F,)=((X,+ LN+ N)(X, + [N+ /N,)

= (X, X )+ 2/ (N, X, )+ £ 2NNy + £2(N, . N,)
:>E=E—2ﬂ+fu2 +f2k12 (4.3.16)
F=(F,F)={((X,+f,N+N,),X,+f.N+N,)

=(X,.X,)-2(N . X))+ 1.1,

= F=F-2m+f,f, (4.3.17)

G=(F,F,)=((X,+f,N+ N, (X, +f,N+fN,)
=(X,, X, )+2f(N,, X )+ £,*(N,N)+ f*(N,,N,)

=G=G-2fn+ [+ [k, (4.3.18)

olarak F nin L. temel form katsayilar1 hesaplanmis olur.

F

[Z2%4

II. temel form katsayilarini hesaplamadan dnce F,

uu >

F,, degerlerini hesaplayalim.
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FMM :qu +fuuN+2fuNu +.fNuu
FVV :XVV +fVVN+2fVNV +mVV
FMV :XMV +fMVN+f‘ltNV+fVNM +>f]\[lt\/

Boylece F nin II. temel form katsayilari;
=1 =I+f, —fk’ (4.3.19)

= d=m+f, (4.3.20)

=(N.F.,)
=(N.(X,, + [N +2/,N, + N,))

S

=>i=n+f, —fk, (4.3.21)
olarak hesaplanmis olur. Béylece F nin K Gauss egriligi,

goLi-m
EG-F*?

olmak iizere degerler yerine yazilirsa;

I+ fo, = D)n+ £, - fi,')—(m+ £,,)°

k= (E=2f1+ 1"+ k' NG=2fn+ £, + f7k," )~ (F -2m+ [, f,)

(4.3.22)

olarak elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.3.13) esitligi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Sonu¢ 4.3.10. Eger (4.3.5) denklemi ile verilen X yiizeyinin genellestirilmis fokal

ylizeyi diiz ise (4.3.15) esitliginde verilen ¢(u,v) i¢in asagidaki esitlik s6z konusudur;
o(u,v) =—(nl —m*) (4.3.23)

dir. Burada /, n ve m X yiizeyinin II. temel form katsayilaridir.

Sonug¢ 4.3.11. Egerp(u,v) =0vey(u,v) = Oise K = K dir.
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4.4. Maple Yardimiyla Uygulamalar

E’ de X(u,v) = (a(u,v), b(u,v) ,c(u,v)) yamasi ile verilen yiizeylerin Gauss
egriligi K, ortalama egrilik H ve asli egrilikleri k;, k, yi hesaplamak i¢cin EK 4 deki
Maple programini gelistirdik.

Onerme 4.4.1. (Donel yiizey)

> a:=r(u)*cos(v):
> b:=r(u)*sin(v):

> ¢:=h(u):

yamasi ile verilen donel ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri Ek 4 de verilen Maple

programi yardimiyla
([d‘i r(u)j & h(u))—[j; h(u)] & r(u)]] (o)
K:=—
r(u>((€;‘ir<u>) |

2

I

= 1[r(u){j;r(m](d‘ih(u)j—r(u)[j;h(u)][ir(u>j
(o) Goreo) (o]

(o) o)) () + (o))

olarak hesaplanir.

Ve

!
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Ornek 4.4.2. (Helikoid)

> a:=u*cos(v):

> b:=u*sin(v):

> ci=Ve

yamasi ile verilen donel ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri Ek 4 de verilen Maple

programi yardimiyla

1
(1+u?)?’

3

olarak hesaplanir.
Boylece asagidaki Maple komutlar1 yardimiyla Helikoid ve Fokal yiizeylerinin
grafigini ¢izdirebiliriz (Bkz. Sekil 4.4.1.).

> plot3d([a, b, c], u=-2..2, v=-Pi..Pi);
> plot3d([a+(1/k1)*nl, b+(1/k1)*n2, c+(1/k1)*n3], u=-1.7..1.7, v=-5..5);
> plot3d([a+(1/k2)*n1, b+(1/k2)*n2, c+(1/k2)*n3], u=-1.7..1.7, v=-5..5);

S h b o w e @@

L= R L )

Sekil 4.4.1. Helikoid ve Fokal yiizeyleri

Helikoid yiizeyi minimal oldugundan (4.3.4)* ofset fonksiyonu ile verilen

genellestirilmis fokal yiizeyi tanimli degildir.
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Ornek 4.4.3. Tor Yiizeyi

> a:=(3+cos(v))*cos(u):
> b:=(3+cos(v))*sin(u):

> ¢:=sin(V):

yamasi ile verilen tor yiizeyinin ile (4.3.4)* ofset fonksiyonu ile verilen genellestirilmis

fokal yiizeyinin grafikleri Sekil 4.4.2. ve fokal ylizeyleri ise Sekil 4.4.3. de verilmistir.

Sekil 4.4.2. Tor ylizeyi ve genellestirilmis fokal yiizeyi

Sekil 4.4.3 Tor yiizeyinin fokal yiizeyleri
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Ornek 4.4.4. (lokal yiizey modeli)

> a:=u:
> b:=v:

> ci=(1/2)* (W 2+5%vA2):

yamast ile verilen lokal yiizey modeli ve (4.3.4)* ofset fonksiyonu ile verilen
genellestirilmis fokal yiizeyinin grafikleri Sekil 4.4.4 de ve fokal yiizeyleri ise Sekil
4.4.5. de verilmistir.

a0

"I
&0 'l!hl.lg;}]///////////
b
f;ﬁﬁ%

i
40 ///,‘4//

20

Sekil 4.4.5. Lokal yiizey modelinin fokal yiizeyleri
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Ornek 4.4.5. (lokal yiizey modeli I)
> a=u
> b=v:
> cr=u2+v2:
yamast ile verilen lokal yiizey modelinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla;
3 4 20+ +2u7)
(Qu' +4v* +1)* 7 (4u* + 4" +1)%

dir. Boylece bu yilizeyin Acgiklama 4.3.0 da verilen genellestirilmis fokal yiizeylerinin

Maple komutlar1 yardimiyla grafikleri

e

o
“’0’0“:{@, 7
i
il

S

=
TS
N

-
i
N |

7

\
bttt
SRS 2

e
=
=

Sekil 4.4.6. h(u,v)= u” +v* yiizeyi ve bunun Genellestirilmis fokal Yiizeyleri
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Ornek 4.4.6. (lokal yiizey modeli IT)

> a=u

> b=v:

> ci=u"3+v"3:

yamas ile verilen lokal yiizey modelinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla;

36uv 3+ Quv* +9vu*)

T Ou vt 1) 3
Ou”+9v+1) Qu* +9v* +1)?

dir. Boylece h(u,v)= u*+v* 6teleme yiizeyi ve bu ylizeyin Aciklama 4.3.1 de verilen

genellestirilmis fokal yiizeylerinin Maple komutlar1 yardimiyla grafikleri

i
it
| i‘i.:*:\}.

¥ el
e
7 Sy

ll\f\“\\e‘?\m‘
% //II, \l
)':‘0

Sekil 4.4.7. h(u,v)= u*+v? yiizeyi ve bunun Genellestirilmis focal Yiizeyleri
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EKLER

EK 1

> restart:with(linalg):

> ri=x->[cos(X),sin(x),cos(2*x),sin(2*x),x]:

> E1:=diff(r(x),x):

>norm(E1,2):

> normE 1 :=simplify((1+(sin(x))"2+(cos(x))2+4*(sin(2*x))"2+4*(cos(2*x)) 2)"(1/2)):
>VI1:=El/normEl;

> E2:=diff(E1,x):

>norm(E2,2);

> normE2:=simplify(((cos(x))"2+(sin(x))"2+16*(cos(2*x))"2+16*(sin(2*x))"2)"(1/2));
>V2:=E2/normE2;

> diff(E2,x)-(dotprod(diff(E2,x),E1)/dotprod(E1,E1))*E1:

>E3:=simplify([sin(x), -cos(x), 8*sin(2*x), -8*cos(2*x), 0]-(-sin(x)*sin(x)-
cos(x)*cos(x)-16*sin(2*x)*sin(2*x)-
16*cos(2*x)*cos(2*x))/(1+sin(x)*sin(x)+cos(x)*cos(x)+4*sin(2*x)*sin(2*x)+4*cos(2*
x)*cos(2*x))*[-sin(X), cos(X), -2*sin(2*x), 2*cos(2*x), 1]):

> evalm(norm(E3,2)):
>normE3:=simplify(1/6*(289+121*(sin(x))"2+121*(cos(x))"*2+196*(sin(2*x))"2+196*
(cos(2*x))"2)"(1/2)):

> V3:=E3/normE3;

> T3:=diff(E2,x):T4:=diff(T3,x): T4+(dotprod(T4,E2)/dotprod(E2,E2))*E2:

> E4:=simplify([cos(x), sin(x), 16*cos(2*x), 16*sin(2*x), 0]+(-cos(x)*cos(x)-
sin(x)*sin(x)-64*cos(2*x)*cos(2*x)-
64*sin(2*x)*sin(2*x))/(cos(x)*cos(x)+sin(x)*sin(x)+16*cos(2*x)*cos(2*x)+16*sin(2*
X)*sin(2*x))*[-cos(x), -sin(X), -4*cos(2*x), -4*sin(2*x), 0]):

> norm(E4,2):
>normE4:=simplify(2/17*(1681*(cos(x))"2+1681*(sin(x))"2+70756*(cos(2*x))"2+707
56*(sin(2*x))"2)"(1/2)).
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> V4:=E4/normE4;

>T5:=diff(T4,x):T5-
(dotprod(T5,E1)/dotprod(E1,E1))*E1+(dotprod(T5,E3)/dotprod(E3,E3))*E3:
>ES5:=simplify([-sin(x), cos(x), -32*sin(2*x), 32*cos(2*x), 0]-
(sin(x)*sin(x)+cos(x)*cos(x)+64*sin(2*x)*sin(2*x)+64*cos(2*x)*cos(2*x))/(1+sin(x)*
sin(x)+cos(x)*cos(x)+4*sin(2*x)*sin(2*x)+4*cos(2*x)*cos(2*x))*[-sin(x), cos(x), -
2*sin(2*x), 2*cos(2*x), 1]+(11/6*sin(x)*sin(x)+11/6*cos(x)*cos(x)-
224/3*sin(2*x)*sin(2*x)-
224/3*cos(2*x)*cos(2*x))/(289/36+121/36*sin(x)*sin(x)+121/36*cos(x)*cos(x)+49/9*
sin(2*x)*sin(2*x)+49/9*cos(2*x)*cos(2*x))*[-11/6*sin(x), 11/6*cos(x), 7/3*sin(2*x), -
7/3*cos(2*x), 17/6]):

>norm(E5,2):

> evalm(norm(ES5,2)):
>normES:=simplify(1/303*(48958009+28976689%*(sin(x))"2+28976689*(cos(x))"2+38
316100*(sin(2*x))"2+38316100*(cos(2*x))"2)N(1/2)):

>V5:=E5/normE5;

catist elde edilir. Ayrica a(¢) egrisinin Frenet egrilikleri asagida verilen Maple komutu

yardimiyla hesaplanir

> K1:=dotprod(diff(V1,x),V2)/normE1:
>K1:=simplify(1/6*(1/102*6”(1/2)*cos(x)* 1 7(1/2)*cos(x)+1/102*6™(1/2) *sin(x)*17"(
1/2)*sin(x)+8/51*6"(1/2)*cos(2*x)*17(1/2)*cos(2*x)+8/51*6(1/2)*sin(2*x)*17(1/2
)*sin(2*x))*6"(1/2));

> K2:=dotprod(diff(V2,x),V3)/normE1:
>K2:=simplify(1/6*(11/10302*177(1/2)*sin(x)*606"(1/2)*sin(x)11/10302*17~(1/2)*co
s(x)*606"(1/2)*cos(x)+56/5151*177(1/2)*sin(2*x)*606"(1/2)*sin(2*x)+56/5151* 17(
1/2)*cos(2*x)*606™(1/2)*cos(2*x))*6"(1/2));

> K3:=dotprod(diff(V3,x),V4)/normE1;

> K3:=simplify(1/6*(-451/43896822*606"(1/2)*cos(x)*72437"(1/2)*cos(x)-
451/43896822*606"(1/2)*sin(x)*72437"(1/2)*sin(x)+3724/21948411*606™(1/2)*cos(2
)57
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EK 2

> a=u:

> b:=v:

> cr=u2+v2:

> L:=(x1-2)"2+(x2-b)"2+(x3-c)"2:
> A:=simplify(diff(L,u)):

> B:=simplify(diff(L,v)):

> C:=simplify(diff(A,u)):

> DD:=simplify(diff(B,v)):

> EE:=simplify(diff(diff(L,u),v)):
> H:=simplify(C*DD-EE"2):

> SON:=[A=0,B=0,H=0]:

> sols:=solve(SON, {x1,x2,x3}):
> Y 1:=factor(sols[1]):

> Y2:=factor(sols[2]):

EK 3

> restsrt:with(linalg):

> ri=x->[cos(x),sin(x),cos(2*x),sin(2*x)];

> EL:=diff(r(x),x);

> E1 = [-sin(X), cos(X), -2*sin(2*x), 2*cos(2*x)];

>norm(E1,2);

>normE 1 :=simplify(((sin(x))"2+(cos(x))"2+4*(sin(2*x))"2+4*(cos(2*x))"2)*(1/2));
>V1:=El/normkE]l;

> E2:=diff(E1,x);

>norm(E2,2);
>normE2:=simplify(((cos(x))"2+(sin(x))"2+16*(cos(2*x))"2+16*(sin(2*x))"2)(1/2));
> V2:=E2/normE2;

> diff(E2,x)-(dotprod(diff(E2,x),E1)/dotprod(E1,E1))*E1;
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>[sin(x), -cos(x), 8*sin(2*x), -8*cos(2*x)]-(-sin(x)*sin(conjugate(x))-
cos(x)*cos(conjugate(x))-16*sin(2*x)*sin(2*conjugate(x))-
16*cos(2*x)*cos(2*conjugate(x)))/(sin(x)*sin(conjugate(x))+cos(x)*cos(conjugate(x))+
4*sin(2*x)*sin(2*conjugate(x))+4*cos(2*x)*cos(2*conjugate(x)))*[-sin(x), cos(x), -
2*sin(2*x), 2*cos(2*x)];

> E3:=simplify([sin(x), -cos(x), 8*sin(2*x), -8*cos(2*x)]-(-sin(x)*sin(x)-cos(x)*cos(x)-
16*sin(2*x)*sin(2*x)-
16*cos(2*x)*cos(2*x))/(sin(x)*sin(x)+cos(x)*cos(x)+4*sin(2*x)*sin(2*x)+4*cos(2*x)
*cos(2*x))*[-sin(x), cos(x), -2*sin(2*x), 2*cos(2*x)]);

> evalm(norm(E3,2));

> normE3:=simplify(6/5*(4*(sin(x))2-+4* (cos(x)) 2+(sin(2*x))"2+(cos(2*x))*2)(1/2));

> V3:=E3/normE3;

> T3:=diff(E2,x):T4:=diff(T3,x): T4+(dotprod(T4,E2)/dotprod(E2,E2))*E2;

> E4:=simplify([cos(X), sin(x), 16*cos(2*x), 16*sin(2*x)]+(-cos(x)*cos(x)-
sin(x)*sin(x)-64*cos(2*x)*cos(2*x)-
64*sin(2*x)*sin(2*x))/(cos(x)*cos(x)+sin(x)*sin(x)+16*cos(2*x)*cos(2*x)+16*sin(2*
X)*sin(2*x))*[-cos(x), -sin(x), -4*cos(2*x), -4*sin(2*x)]);

> norm(E4,2);
>normE4:=simplify(2/17*(1681*(cos(x))"2+1681*(sin(x))"2+70756*(cos(2*x))*2+707
56*(sin(2*x))"2)\(1/2));

> V4:=E4/normE4;

> dotprod(diff(V1,x),V2)/normEl,
>K1:=simplify(1/5*(1/85*5"(1/2)*cos(x)*17"(1/2)*cos(x)+1/85*5™(1/2)*sin(x)*17~(1/
2)*sin(x)+16/85*5(1/2)*cos(2*x)*17"(1/2)*cos(2*(x))+16/85*5°(1/2)*sin(2*x)* 1 77(1
/2)*sin(2*(x)))*5(1/2));

> dotprod(diff(V2,x),V3)/normEl,

> K2:=simplify(1/5%(-2/85*5"(1/2)*sin(x)*17"(1/2)*sin(x)-
2/85%5°(1/2)*cos(x)*177(1/2)*cos(x)+8/85*5(1/2)*sin(2*x)* 1 77(1/2) *sin(2*(x))+8/8
5*57(1/2)*cos(2*x)*17°(1/2)*cos(2*(x)))*57(1/2));

> dotprod(diff(V3,x),V4)/normEl,
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>K3:=simplify(1/5*(-82/362185*5*(1/2)*cos(x)*72437"(1/2)*cos(x)-
82/362185*57(1/2)*sin(x)*724377(1/2)*sin(x)+532/362185*5™(1/2)*cos(2*x)*72437"\(
1/2)*cos(2*(x))+532/362185*5™(1/2)*sin(2*x)*72437"(1/2)*sin(2*(x)))*5°(1/2));
>cl:=1/K1;

> c2:=diff(c1,x)/K1;

> ¢3:=(diff(c2,x)+c1*K2)/K3;

EK. 4.

> xul:=diff(a,u); xu2:=diff(b,u); xu3:=diff(c,u);

> xv1:=diff(a,v); xv2:=diff(b,v); xv3:=diff(c,v);

> E:=simplify(xul*xul+xu2*xu2+xu3*xu3);

> F:=simplify(xul *xv1+xu2*xv2+xu3*xv3);

> G:=simplify(xvI*xv1+xv2*xv2+xv3*xv3);

> ul:=simplify(xu2*xv3-xv2*xu3);u2:=simplify(-(xul *xv3-
xv1*xu3));ud:=simplify(xul *xv2-xv1*xu2);

> U:=[ul,u2,u3];

> W:=simplify(sqrt(ul*2+u2”2+u3*2));

>nl:=ul/W;,

>n2:=u2/W;

>n3:=u3/W;

> xuul:=diff(xul,u);xuu2:=diff(xu2,u);xuu3:=diff(xu3,u);
> xuv1:=diff(xul,v);xuv2:=diff(xu2,v);xuv3:=diff(xu3,v);
> xvvl:=diff(xvl,v);xvv2:=diff(xv2,v);xvv3:=diff(xv3,v);
> e:=simplify(xuul*nl+xuu2*n2+xuu3*n3);

> fi=simplify(xuv1*nl+xuv2*n2+xuv3*n3);

> g:=simplify(xvvI*nl+xvv2*n2+xvv3*n3);

> K:=simplify((e*g-f*2)/(E*G-F/2));

> H:=simplify((e*G+E*g-2*F*)/(2*(E*G-F"2)));
> k1:=(H+sqrt(H"2-K)):

» k2:=(H-sqrt(H"2-K)):
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