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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BALKOBALANS SAYILARI VE BALKOBALANSIRLAR
Meryem YILDIZ
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN
Bu tezde balans ve kobalans sayilarindan elde edilen yeni bir tam say1 dizisi olan balko-
balans sayilar1 tanimlanmig ve bu sayilarin genel terimleri balans sayilarina bagh olarak
elde edilmistir.
Birinci boliimde tam say1 dizileri ile ilgili genel bir bilgi verilmistir.
Ikinci boliimde materyal ve yontem belirtilmistir.
Ucgiincii boliim tezin orijinal kismi olup bu béliimde, balkobalans sayilari, Lucas-balko-
balans sayilar1 ve balkobalansirlar olmak tizere {i¢ yeni tam say1 dizisi tanimlanmis ve bu
tam say1 dizisinin genel terimleri balans sayilarina bagli olarak elde edilmistir. Ayrica bu

tam say1 dizileri ile ilgili yeni cebirsel bagintilar elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Balans Sayilari, Kobalans Sayilari, Balkobalans sayilari, Pell Denk-
lemleri, Uggensel Sayilar, Coziim Sinifi.
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ABSTRACT
MSc Thesis
BALCOBALANCING NUMBERS AND BALCOBALANCERS
Meryem YILDIZ
Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this thesis, three new integer sequences are defined and determined the general terms
of these integer sequences in terms of balancing numbers.
In the first section, some notations and definitions on integer sequences are given.
In the second section, the material and method are given.
In the third section, which is the original part of the thesis, the general terms of balcoba-
lancing number, Lucas-balcobalancing numbers and balcobalancers are given in terms of

balancing number. Further some new algebraic identities on them are obtained.

In the last section, the result is given.

Keywords: Balancing Numbers, Cobalancing Numbers, Balcobalancing Numbers, Pell
Equations, Triangular Numbers, Set of Representatives.
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1. GIRIS
p? —4q > 0vep # q + 1 dzelliginde p ve q tam sayilari igin

Uy=0,U; =1,U, =Un(p,q) = pUp_1 — qUy_;

Ve

Vo=2V1=p,V, =V,(p,q) = pVy—1 — qVp—

tam say1 dizileri tanimlansin. Bu takdirde

_ptVpr’—4q P—pP’—4q
2

X1 ve X, =
2

i¢in
n n
X1 — X
U, = ve V, =xi +x7
X1 — X3

dir. U, ve V,, nin ilk n terim toplamlar1

n
U, = Unz — (p B 1)Un+1 —1
l - — —
i=1 p—q-1
ve
n
Z V. = Viiz — (p B 1)Vn+1 —p+2q
l - — —
- p—q-1
dir.
Bu diziler i¢in
_P —q
m=[7 4

olarak tanimlanirsa



Un+1 Un ]
= M"
[ Un Un—l

dir. Dolayisiyla
Un+1Un-1 — Ur% =q"

olup

[UZ:] =mmt[] ve [V,lf_ll] = mm 7]

dir.

Ustelik m > n tam sayilar1 i¢in
Vi —dU; = 4q™
Uy = PUn+1Up + qU = q"
AUp = Vns1 — qVna
Vi = Uny1 —qUn—
Unin = UnVn — q"Upn
Vinen = ViV — " Vin—n

Uzn = UV
Von = Vn2 - an
dir.
U,, de 6zel olarak p = 1 ve g = —1 olarak alinirsa

Upy=U,(1,-1) =Up_y + Uy = E,

Fibonacci tam sayi dizisi elde edilmis olur. Su halde Fibonacci tam say1 dizisi

FO = 0, F1 = 1, Fn = Fn—l + Fn_z

dir. Burada dikkat edilirse dizinin herhangi bir terimi, kendisinden 6nce gelen ilk iki te-

rimin toplami seklindedir.



Fibonacci tam say1 dizisi ilk olarak Avrupali matematik¢i Leonardo Fibonacci (1170-
1250) tarafindan tanimlanmistir. Fibonacci tam say1 dizisi dogada, salyangoz kabugu, de-
niz kabugu, midye kabugu, egrelti otu, papatya ve cam kozalag1 gibi sarmal yapilarin
dizilislerinde karsimiza ¢ikar. Ayrica mimaride ise Atina’daki Partenon Tapinagi’nda,
Misir’daki Keops Piramidi’nde, Paris’in {inlii Notre Dame Katedrali’nde ve Edirne’deki

Siileymaniye Camii’nin taban planinda da gérmek miimkiindiir.

Benzer sekilde 1, tam say1 dizisinde p = 1 ve ¢ = —1 olarak alinirsa

VW = Vn(lf_l) =Vno1+ Vo =1Ly

Lucas tam say1 dizisi elde edilmis olur. Su halde Lucas tam say1 dizisi

LO = 2, L1 = 1,Ln = Ln—l + Ln_z

dir.
145 1-5 . .
ap =—— ve ﬁ1=T icin
ai — B

F,=— ve L, =al' + B

Toa =B "
olup

Ly =Fyq+Fyq ve B, = Ln_l;LnH

dir.
Yine U,, tam say1 dizisinde p = 2 ve ¢ = —1 olarak alinirsa

U, =U,2,-1)=2U0,4+U,_, =5,

Pell tam say1 dizisi elde edilmis olur. Su halde Pell tam say1 dizisi



PO :0,P1 = 1’PTL :2Pn—1+Pn—2

dir. V;,, tam say1 dizisinde p = 2 ve ¢ = —1 olarak alinirsa

= V;l(zf_l) =2V 1+ Vo =0y

Pell-Lucas tam say1 dizisi elde edilmis olur. Su halde Pell-Lucas tam say1 dizisi

Qo=01=2,0y, =20Q0p-1+0Qn_—

dir.

a=1++2vef =1-+2 igin

at — "
P, - ve Q, = a™+ "
olup
Qn = Pooy + Prys ve Qn =72
dir.

Yukarida bahsedilen dort tam say1 dizisinden farkli olarak Hintli matematikg¢iler Behera

ve Panda (1999) tarafindan balans sayilar1 tanimlanmistir. Soyle ki

1424+ +n—-1=n+D+m+2)++n+71) (1.1)

esitligini saglayan pozitif n tam sayisina balans sayisi, pozitif r tam sayisina ise balansir

demislerdir.

Balans sayilar B, ve balansirlar da R,, ile gosterilirse

BO = 0, Bl = 1, Bz = 6, BTL+1 = 6Bn - Bn—l

Ve



RO = Rl = 0, RZ
dir.

Yy =3+2V2 ve § =3 —2V2 i¢in

yn_5n
B, = ve R
n 4‘\/5 n

dir.

(1.1) esitliginden

_ —2n

= 2, RTL+1 = 6Rn - Rn—l +2

V'LV 451 +V2) 1
- 42

—14+V8n?+1

r

. (1.2)

elde edilir. (1.2) esitligine gore B,, bir balans sayisidir & 8B2 + 1 bir tam karedir. Dola-

yisiyla \/8BZ + 1 bir tam say1 olup bu tam sayiya Lucas-balans sayisi denir ve C, ile

gosterilir. O halde

C,=+/8B% +1

dir. Buna gore

CO = 1, Cl = 3, Cz = 17, Cn+1 = 6Cn - Cn—l

olup

dir.

Daha sonra yine Hintli matematikciler olan Panda ve Ray (2005) kobalans sayilarini ta-

nimlamislardir. Soyle ki

1424+ +n=n+D+0+2)+-+Mn+71) (1.3)



esitligini saglayan pozitif n tam sayisina kobalans sayisi, pozitif r tam sayisina ise koba-

lansir demislerdir.
Kobalans sayilar1 b,, ve kobalansirlar da 7;, ile gosterilirse

bO = b1 = O,bz = 2,bn+1 = 6bn_bn_1 + 2
ve
ro=1=0,1=1,1m4; =61 =1

dir.
Yukarida tanimlanan y ve § i¢in

_YM(=14V2) +6M(1+42) 1 yn 1 —gn-t

b —ver,=
" 42 2 " N

dir.

(1.3) esitliginden

_—2n—1+\/8n2+8n+1
B 2

T (1.4)

elde edilir. (1.4) esitligine gore b,, bir kobalans sayisidir < 8b2 + 8b,, + 1 bir tam kare-

dir. Dolayisiyla \/ 8bZ + 8b,, + 1 bir tam say1 olup bu tam sayiya Lucas-kobalans sayisi

denir ve ¢, ile gosterilir. O halde

cp = /8b2 + 8b, + 1

dir. Buna gore

co=¢c1=1c=7,Cn41 = 6Cp = Cpq

olup

Lt ++2) — 5"(1 +V2)
n 2

dir.



Yukarida tanimlanan B, R,,, b,, ve 1, tam say1 dizileri i¢in

By, =11 ve Ry =Dy

dir.

Ray (2009), yukarida tanimlanan tiim bu balans sayilar1 i¢in

(in _ ﬂZn aZn—l _ ,an_l 1
Bn:—'bn: -, Cn_
W2 42 2

ve
Q?n=1 4 pon-t
2

Ch =

oldugunu belirterek, bu sayilarin genel terimlerini Pell sayilarina bagl olarak

Py _P2n—1_1

> = > y Co =Py + Py g ve ¢y =Py g+ Popy

seklinde elde etmistir. (Olajos 2010, Panda ve Ray 2011, Panda 2017).

n = 1 tam sayis1 olmak iizere @ seklindeki sayilara ticgensel sayilar denir ve T,, ile

gosterilir. O halde
nn+1)
n="T 5

dir.
T,, ile B,, ve b,, arasinda bir iligki vardir. Gergekten de (1.1) esitliginden

n+r)(n+r+1)
> =

nZ

ve boylece



— R2
TBn+Rn - Bn

dir. (1.3) den

n+r)y(n+r+1)
2

=n?+n
ve bdylece

Tbn+rn = brzl + b,
dir.

Uggensel sayilardan bazilar1 tam kare olup bu sayilara kare {icgensel sayilar denir. Kare

licgensel sayilar ise S, ile gosterilirse, t, ve s, tam say1 dizileri i¢in

_tltatD

dir. Ustelik
S, =B, ve t, =B, + b,

olup
S, = B2
dir.
Yukarida tanimlanan a ve f igin
a?h — g2n a?h — g2n a?m + g2 — 2
Sn = (—'8)2’ Sp = '8 ve t, = ﬁ
42 42 4
olup
_Pzzn _PZn _PZn-}'PZn—l_1
TSI Ve T
dir.



Liptai (2004), B,, ve F,, tam say1 dizileri arasinda bir iliskinin olup olmadigin1 ele almis
ve sadece B; = F; = 1 oldugunu gostermistir. Yine Liptai (2006), B,, ve L, tam say1
dizileri arasinda ise higbir cebirsel bagintinin olmadigini géstermistir. Szalay (2007), Lip-
tai’ nin ilgilendigi problemi degisik bir yontem kullanarak incelemistir. Kovacs ve ark.

(2010) ise, a > 0 ve b> 0, obeb(a, b) = 1 6zelliginde tam sayilar olmak tizere
(a+b)+2a+b)+--+(an—-1)+b)=(an+1)+b)+ -+ (a(n+71)+Db)

denklemini saglayan pozitif n tam sayis1 i¢in an + b sayisina (a, b)-balans, esitligi ger-
cekleyen pozitif r tam sayisi i¢in ar + b sayisina (a, b)-balansir demigler ve bu sayilari
B,(la'b) ve R,(la’b) ile gostermislerdir. Liptai ve ark. (2009) ise y, k, [> 4 tam sayilar olmak
uzere

gt - D =+ D'+ 4 (y — 1D

denklemini saglayan x <y — 2 6zelligindeki x tam sayisina y i¢in (k, [)-kuvveti demisler
ve bu denklem saglayan k, [ tam sayilarini incelemislerdir. Kovacs ve ark. (2010), pozitif
k, x tam sayilar1 i¢in

Bn=Ix)=x(x+1)..(x+k—-1)

esitliginin k = 2,3 veya 4 icin tam say1 ¢ozlimlerinin sonlu olmadigin1 géstermislerdir.
Tengely (2013),
Bp =Ts(x) =x(x+1)(x+2)(x +3)(x +4)

denkleminin tam say1 ¢oziimlerinin olmadigini ispatlamistir. Panda ve ark. (2018) ise B,
ve C, nin bazi 6zel toplamlari ile ilgili cebirsel sonuglar elde etmislerdir. Patel ve ark.
(2018) ise tam olmayan B,, ve C,, sayilarini ele almislar ve bu sayilar ile ilgili bazi sonug-
lar elde etmislerdir. Ray (2015) ise B,, ve C, nin bazi toplamlarini matris yontemini kul-
lanarak elde etmistir. Gozeri ve ark. (2017) ise By, P,, T,, ve S,, sayilar1 arasindaki iligkiyi

ele almislardir. Panda ve Panda (2015),

[ [((n+D)+Nn+2)++M+r)]-[1+2+-+(n=-1]|=1



Diophantine denklemini gergekleyen pozitif n tam sayisina hemen hemen balans, esitlik-

teki pozitif r tam sayisina ise hemen hemen balansir demislerdir. Panda (2017) ise

| [(n+D+m+2)++Mm+r)]-[1+2+--+n]|=1

Diophantine denklemini gercekleyen pozitif n tam sayisina hemen hemen kobalans, esit-
likteki pozitif r tam sayisina ise hemen hemen kobalansir demistir. Daha sonra Tekcan
ve Erdem (2023) ise birinci ve ikinci tip hemen hemen tiim balans ve kobalans sayilarinin
genel terimlerinin balans sayilarina bagl olarak elde edilebilecegini gdstermistir. Ozkog
ve Tekcan (2017) ise k = 1 tam sayisi i¢in k-balans sayilarini tanimlamislar ve bunlarla
ilgili baz1 cebirsel sonuglar elde etmislerdir. Tekcan ve Erdem (2020) ise t = 1 tam sayis1
icin t-kobalans sayilarini, Tekcan ve Aydin (2021) ise t-balans sayilarini ele alarak bu

sayilarin genel terimlerini elde etmislerdir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Balkobalans sayilar1 esasinda balans ve kobalans sayilarindan elde edilmis sayilardir.

Soyle ki (1.1) ve (1.3) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
1424+ +n=-14+14+2+4+n=2[n+D)+M+2)+--+n+7r)] (2.1

esitligi elde edilmis olur. Bu esitligi saglayan pozitif n tam sayisina balkobalans, pozitif

r tam sayisina ise balkobalansir denir.

(2.1) esitligi r ye gore ¢oziillirse

_—2n—1+V8n2+4n+1
B 2

r (2.2)

oldugu goriiliir. Balkobalans sayilar1 B2¥ ile gosterilirse, (2.2) den B2* bir balkobalans

sayisidir & 8(B2¥)? + 4BP¥ + 1 bir tam karedir. Dolayisiyla

CPk = \/8(BP¥)2 4+ 4BPk + 1 (2.3)

tam sayisina Lucas-balkobalans sayis1 denir.

Balkobalans sayilarinin, balkobalansirlarin ve Lucas-balkobalans sayilarinin genel terim-

lerinin belirlenebilmesi i¢in
x?2 =2y =-1 (2.4)

denkleminin (Barbeau (2003), Mollin (1996) ve Flath (1989)) tam say1 ¢6ziimlerinin bu-
lunmas1 gerekir. Ciinkii (2.3) den B2¥ bir balkobalans sayisidir & 8(BL¥)2 + 4BP¥ + 1

bir tam karedir. Dolayisiyla y > 1 tam sayis1 igin
8(B2*)? +4BYF + 1 = y?
olsun. Bu son denklemin her iki tarafi 2 ile carpilirsa

16(BE*)? + 8BP¥ + 2 = 2y?

11



ve buradan
(4BP* +1)* + 1 = 2y?
elde edilir. Eger burada
x = 4BPk +1 (2.5)

olarak alinirsa (2.4) deki negatif Pell denklemi elde edilmis olur.

Burada su sekilde bir yol izlenilecektir: (2.4) deki denkleminin pozitif (x,,, y,) tam say1

¢Oziimleri belirlenecek, sonrasinda (2.5) den

x—1

Byt =—

balkobalans sayilarin genel terimi, sonrasinda (2.3) den

chk = \/8(3,’3")2 + 4BPF +1

Lucas-balkobalans sayilarin genel terimi ve son olarak da (2.2) den

bk — —2BPk — 1 4 /8(BP*)2 + 4BPk + 1
bl —
2

balkobalansirlarin genel terimi elde edilecektir. B2*, C2* ve R2¥ larin genel terimleri be-
lirlendikten sonra bu sayilarin balans sayilari, Pell sayilari, tiggensel ve kare iicgensel

sayilar ile olan iliskisi ortaya ¢ikartilacaktir.

12



3. BALKOBALANS SAYILARI

Bu boliimde yeni bir tam say1 dizisi tanimlanacak ve bu tam say1 dizisinin balans, koba-

lans, Lucas-balans ve Lucas-kobalans sayilar1 ile olan iliskisi ele alinacaktir.
3.1 Balkobalans Sayilar
(1.1) ve (1.3) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

1+2++n—-1+14+2++n=2n+D+m+2)+ -+ m+1r)] 3.1

esitligi elde edilmis olur. Bu esitligi saglayan pozitif n tam sayisina balkobalans sayisi,

esitlikteki pozitif r tam sayisina ise balkobalansir denir.

(3.1) esitligi r ye gore ¢oziiliirse

_—2n—1+V8n2+4n+1
B 2

r

(3.2)

oldugu goriiliir. Balkobalans sayilar1 B2 ile gosterilirse (3.2) esitliginden B2* bir balko-

balans sayisidir & 8(BE¥)% + 4B2* + 1 bir tam karedir. Su halde

Chk = \/8(8,’{")2 + 4BPF +1 (3.3)

tam say1 olup bu sayiya Lucas-balkobalans sayis1 denir.

Balkobalans sayilarinin, balkobalansirlarin ve Lucas-balkobalans sayilarinin genel terim-

lerinin belirlenebilmesi i¢in

x? —2y% = -1 (3.4)

13



denkleminin ¢oziilmesi gerekir. (3.3) den BL¥ bir balkobalans sayisidir & 8(B2*)? +

4BP% + 1 bir tam karedir. Buna gore belli bir y > 1 tam saysi igin
8(BP¥)? + 4BE* + 1 = y?
olsun. Bu son denklemin her iki tarafi 2 ile ¢arpilirsa
16(BE*)? + 8BPF + 2 = 2y?
ve buradan
(4BP* +1)* + 1 = 2y?
elde edilir. Eger
x = 4BPk +1

olarak alinirsa (3.4) deki esitlik elde edilir.

x%? — 2y? = —1 denklemi i¢in Q = {(x,y): x* — 2y? = —1} olsun. Bu takdirde asagi-

daki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1. Q = {(c,, 2b,, + 1):n = 1} dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. (3.4) deki negatif Pell denklemi igin ¢6ziim temsilcileri kiimesi
Rep = {[£1 1]}

ve ¢Oziim matrisi

w3

4 3
dir. Buradan > 1li¢in [-1 1]M™ = [x,, y,] dir. Diger yandan

C, 2B,

n ——
M ‘[4Bn C

oldugundan

14



2B,

C
X =[-1 1[" ]=—C + 4B, — 2B, +C
b al=[-1 1{,7 "= [Cat 4By 2B, 4Gl

ve dolayisiyla Q = {(—C,, + 4B,, —2B,, + C,,):n = 1} dir. Ancak

—Cp,+ 4B, =c, ve —2B, +C, = 2b, + 1

oldugundan, Q = {(c,,, 2b, + 1):n > 1} dir.

Teorem 3.1.2. Balkobalans sayilarinin, balkobalansirlarin ve Lucas-balkobalans sayila-

rinin genel terimleri n > 1 i¢in

Cont1 — 1

Bbk = , CE% = 2b,, 1 +1 ve REF =

4bypiq1 — Copy1 + 1

4

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

4

Ispat. Yukaridaki teoremde x? — 2y? = —1 i¢in Q = {(c,,, 2b, + 1):n = 1} oldugu be-

lirtilmisti. x = 4BY* + 1 oldugundan n > 1 igin

Xon+1 —1  Copyr — 1

bk _ —
Ba" = 4 4

dir. (3.3) den

Chk = \/8(8,’{")2 + 4BPF +1

c -1 c -1
= \/8(&)2 + 4(&

4

_ C%n+1 +1
2

(a4n+1:ﬁ4n+1)2 + 1
2

4

qintl — gan+1 2
) [2( 2V2 _5)“]

15
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= 2byp1 +1

elde edilir. Son olarak (3.2) den

4byni1 — Cong1 + 1
4

RpK =

oldugu goriiliir.

Asagidaki cizelgede tiim balkobalans sayilarinin ilk 5 terimi verilmistir.

Cizelge 3.1. Tiim balkobalans sayilarinin ilk 5 terimi

Byn+b —Bon+b .
Teorem 3.1.3. Bk = =2n=—22n41 bk — 7p, ..+ 1veR2F = —2——222 dir (Tekcan ve

Yildiz 2021).

Ispat. Teorem 3.1.2 de BP¥ = 62%1_1 oldugu gosterilmisti. Buna gore

n Bbk Chx REk

1 10 29 4

2 348 985 144

3 11830 33461 4900
4 | 401880 | 1136689 166464
5 | 13652098 | 38613965 | 5654884

2

Bk =

Cons1 — 1

4

a4n+1 + '84n+1

8

1

4

a t+1 -p71-1
a4n+1(ﬁ) + ﬁMH_l(W) ~ 1
2

16



a4n_ﬁ4n a4n+1_ﬁ4n+1 1

42 + 42 2
2

— BZTL + b2n+1
2
oldugu goriiliir. C2* = 2b,,,,1 + 1 oldugu zaten gosterilmisti. Yukaridaki islemlere ben-

zer sekilde R2* = _Bz%bznﬂ oldugu da gosterilebilir,

Teorem 3.1.4. B?* = 2B, (B4 — ) Cbt* = By,.1 — By, R2¥ = 4B? veya BPk =

C —Con—2 C +C:
2n+1—42n Cbk 2n+170t2n Rbk

, Gy Gnl gip (Tekcan ve Yildiz 2021).
8 4

Ispat. Teorem 3.1.3 den

bk _ BZn + b2n+1
Bt = ———
2
Qin_gAn  gAm+1_gan+l 1
T ™ R
2

a4n+1 + '84n+1 1

8 4

i+l _ aZnﬁ2n+1 _ ﬁZna2n+1 + ﬁ4n+1

8
_, ((X ,an a2n+1 _ ,an+1>
42
0( ﬁ2n>
4

2V2
(0( ,an
2B

2

é|

V2

2n+2 2n+2 2n 2n
—_— a —_—
, B B )

(azn(az -1 - p*(B* - 1))
4
)0

§|

42 42

(Bn+1 n)

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
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3.1.2,3.1.3 ve 3.1.4 Teoremlerinde, balkobalans sayilarinin, balkobalansirlarin ve Lucas-
balkobalans sayilarinin genel terimleri, balans sayilarinin genel terimlerine bagl olarak

elde edildi. Tersine asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.5. Tiim balans sayilarinin genel terimleri

BE* — REK n > 2 gift
B, = bk 2bk : bk
2 2 2

—BR¥ + 3RR* n > 2ift
2

b,=1{
" | BREHRE nx=1tek
2 2

—4BR* +2CP* -1 n > 2ift

C — 2 2
"o 4BRE v 2¢5 41 n>1tek
2

2

12BRF —4ch* +3 n > 2ift
2

2

4B2% +1 n > 1tek

2

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Teorem 3.1.3 de BLk = 32"+b2”“ ve REk = _Bz%bznﬂ oldugu dikkate aliirsa

By, = BP* — REK ve boylece n > 2 gift icin

B, = BY* — RA*
2 2

dir. Diger tiim esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.
3.2 Binet Formiilleri, indirgeme Bagimtilar1 ve Katsayilar Matrisi

Bu alt boliimde balkobalans sayilarinin, balkobalansirlarin ve Lucas-balkobalans sayila-
rinin Binet formiilleri, indirgeme bagintilar1 ve katsayilar matrisi ile ilgili sonuglar veri-

lecektir.
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Teorem 3.2.1. Balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarmin ve balkobalansir-

larin Binet formiilleri n > 1 igin

Bbk _ 0_,4n+1+B4-n+1 _l Cbk _ a
no- 8 4’

an+1_pgan+i

bk _ &
ve RIff = ——— —
22 n

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

. O_,Zn_BZn 0_,2n—1_BZn—1 1 .
Ispat. B,, = Ve b, = a3 oldugu dikkate alinirsa Teorem 3.1.3 den
Bbk — BZn + b2n+1
n 2

a,4n_ﬁ4n a4n+1_ﬁ4n+1 1

+ J—

__ 42 42 2
2
1+ -1-B
_ @GR TG 1
2

a4n+1 + ﬁ4n+1 1

8 4

elde edilir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

On bilgiler kisminda balans sayilarinin genel teriminin B,, = 6B,,_; — B,,_, oldugu be-

lirtilmisti. Ayn1 sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2. Balkobalans sayilarinin, balkobalansirlarin ve Lucas-balkobalans sayila-

rinin indirgeme bagmtilari n > 3 igin
BPk = 35(B2*, — Bbk ) + BPk,
RZk = 35(Rbk, — RPk ) + RbK,
ven = 2 icin
Chk = 34Cchk, — Cbk,

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).
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4n+1+ﬁ47’l+1

Ispat. Teorem 3.2.1 de B2¥ = = — % oldugu belirtilmisti. Diger yandan
353 —35a7+a! =ave 5673 —-358"7+p ! =P
oldugundan
35(Bkk, — Bb¥,) + BEk,

a4n—3 +'84n—3 1 a4n—7 +'84n—7 1
8 P ( 8 7

=35(

a1l 4 gan-1t g
+ —_—
8 4

~ a*™(35a73 —=35a " +a )+ pM((35673 3587+ 1

8
~ il 4 gantl g
B 8 4
— Bbk
n
dir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
Balans sayilarinin katsayilar matrisi
_[6 -1
m=[ %l
olup n > 1 i¢in bu matrisin n. kuvveti
B —-B
Mm = |2t " ] 3.5
Bn _Bn—l ( )

dir. Teorem 3.2.2 geregi BY* = 35(Bb*, — B2,) + B2k, ve RE* = 35(REk, — R2K))

+REX; oldugundan bu sayilarin katsayilar matrisi

35 —35 1
MPk =11 0 0
0 1 0

ve CPk = 34CPk, — Pk, oldugundan bu sayilarin katsayilar matrisi de

20



=34 ]

1 0

dir. MY ve NP¥ matrislerinin n. kuvvetleri asagidaki gibidir.

Teorem 3.2.3.n > 4 ¢ift iken

(Mbk)n —

ven = 3 tek iken

(Mbk)n —

dir. Hern > 1 i¢in

NPy = (=1)"

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

n
Byiy1 — E Bjit1

i=1

n—-1
Byirz — E Bjiv1

i=1

n-2

Byiy1 — Z Bjit1

i=1

n

Baiyz — Z Bjit1

i=1

n-—1

Byiv1 — z Bjiv1

i=1

n-2

Baiys — Z Bjit1

i=1
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Ispat. Tiimevarimla gosterilebilir.

MP¥ ve NP* Kkatsayilar matrisinin n. kuvveti, balans sayilarinin toplamma bagli olmadan,
balans ve Lucas-balans sayilarinin genel terimlerine bagh olarak da verilebilir. Bunun

icin n = 0 olmak lizere

_ —8Byn +3Cy — 3 —288B,, — 102C,, + 102

In = 96 Ve Wn = 96

tam say1 dizileri tanimlanirsa, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4.n > 2 i¢in

[qn+2 Wh An+ 1'|

(Mbk)n = |qn+1 Wn—-1 an

S —

dn Wnp-2 (p-1

Ve
([An+2 — An+1  9n — Gn+1 ]
n > 2 cift
L =Gn T Gn+1 —qn + Gn-1.
(NP = (—1)"
[An+1 — 9n+2 n+1 — qn
n > 1tek
\-_Qn+1 +4qn —qn-1 Tt qnl

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Tiimevarimla gosterilebilir.

Bu katsayilar matrislerinin n. kuvvetlerinin karakteristik polinomlar1 ve 6zdegerleri asa-

gidaki teoremdeki gibidir.

Teorem 3.2.5. (MP*)™ matrisinin karakteristik polinomu
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Py ((MP*YYy = —23 + (2C,, + 1A% — (2C, + DA+ 1
ve 0zdegerleri
Ao =1, A, = Cop + 2V2B,, ve A, = Cyp — 2Y2B,,
dir. (N?*)™ matrisinin karakteristik polinomu
Py((NP*YYy = 12 — 2C,, A + 1
ve 6zdegerleri
Ao = Con + 2V2B,, ve Ay = Cpp — 2V2B,,
dir. (Tekcan ve Yildiz 2022).

Ispat. MP* nin n. kuvvetinin

[qn+2 Wh An+ 1'|

I
(Mbk)n = |qn+1 Wn-1 an I
n  Wn—2 Qn—1J

oldugu dikkate alinirsa, buradan bu matrisin karakteristik polinomu

P (MPF)™) = det((MPF)™ — A1)

o

o
N~

qn+2 Wn qn+1 [ 1 0

=det| |n+1 Wn-1 n —/1[0 1

dn  Wn-2 Qn-1 0 0 1
qn+z — A Wn n+1
=| qn+1 Wp-1 — 4 an
an Wn-2 qn-1— A

= -+ (Qn+2 +Wpq t+ Qn—l)lz
+(_qn+2Wn—1 ~—qn+29n-1 — Wn-1qn-1 + qnWn-2 + n+1Wn + CIn+1CIn)/1

2 2
+qn+2Wn—1qn—1 — qn+29nWn-2 + Wn—29n+1 — Qn+1Wnqn-1 + Wndn — qndn+1Wn-1
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dir. Ancak burada
An+2 T Wn-1 + qn-1 = 205 + 1,
“An+2Wn-1 ~ Qn+29n-1 — Wn-1qn-1 T nWn—2 t Gni1Wn + Qn+1qn
ve
Gn+2Wn-10n-1 — Gn+2GnWn—2 + Wn_2Gni1 —
An+1Wndn-1 + Wnln = qnin+1Wn-1 = 1
oldugundan, yukaridaki esitlikten karakteristik polinomunun
Py((MP*YYy = —23 + (2C,, + DA2 — (2C,, + DA+ 1

oldugu goriiliir. Bu polinomun kdkleri ise 45 = 1 ve

205 £ (200 + 1)2 = 2(2C5, + 1) — 3

1,2
2

= Cpnt [C2, -1

= Cyp & zﬁBZn

dir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
3.3 Pell ve Pell-Lucas Sayilari ile Olan iliski

Hatirlanacagi iizere tiim balans sayilarinin genel terimleri

= —2C,, — 1

QZn—l

PZ PZ _1_1
Bn:Tn'bn:nTJCn:PZn-l'PZn—l ve ¢y = Py q + Popy
veya
+ _ — 1—4
B, = Q2n 8Q2n L p, = Q2n an 17t e = Q;n ve ¢, =

24



olacak sekilde Pell veya Pell-Lucas sayilarina bagli olarak verilebiliyordu. Benzer sekilde

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1. Balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarinin ve balkobalansir-

larin genel terimleri Pell sayilarina bagh olarak
Brl;k = Pan+1Pan Cﬁ’k = P22n+1 + Pzznl ergk = Pzzn
veya Pell-Lucas sayilarina bagl olarak

Q2n+1Q2n -4
8

Q5ns1 + Q3
8

Q2n+1 - QZn

Bbk —
n 4

i = R = ( y

seklinde verilebilir (Tekcan ve Yildiz 2021).

ispat. Teorem 3.1.3 geregi BYk = 2n¥Pentt o145y dikkate alinirsa
Bbk — BZn + b2n+1
n 2
QMg gAntl_pgantl 4
R ™ R
2

a4—n+1(a—1 + 1) + '84n+1(_1 _ ,8_1) _l
8v2

a4n+1 + ﬁ4n+1 1

8 4

a4n+1 + ﬁ4n+1 _ (aﬁ)Zn(a + ﬁ)
8

an+1 _ a2n+1ﬁ2n _ ﬁ2n+1a2n + ﬁ4n+1

8

_ <a2n+1 _ ﬂ2n+1> (aZn _ '82n>
2v2 2V2

= Pyny1Pon

a

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde verilebilir.
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Yukaridaki teoremin tersine, Pell ve Pell-Lucas sayilariin genel terimleri balkobalans
sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilariin ve balkobalansirlarin genel terimlerine bagl

olarak asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 3.3.2. Pell ve Pell-Lucas sayilarinin genel terimleri

( 2(BE* —RE®)  n = 0(mod4)
4 4

& n = 1(mod4)
Pr = bk ) bk
4 4
|8Bnts +3Ca%s +2 1 = 3(mod4)
4 4
( 8RE¥ 42 n = 0(mod4)
4
8BrK, + 2 n = 1(mod4)
= < 4
G 8B2% +4CH5 +2  n = 2(mod4)

4

4
(CP =€) /2 n = 3(mod4).
4

4

\
dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Teorem 3.3.1 e benzer sekilde gosterilebilir.

Boylelikle balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarinin ve balkobalansirlarin
genel terimleri ile Pell ve Pell-Lucas sayilarinin genel terimleri arasinda birebir bir iligki

kurulmus oldu.

3.4 Balkobalans Sayilar ile Ucgensel ve Kare Ucgensel Sayilar

Giris kisminda
Tp,+r, = B (3.6)

Ve
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Tbn+rn = brzl + b,

seklinde cebirsel bagintilarin oldugu belirtilmisti. (3.6) esitligine benzer sekilde asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.4.1. B2* balkobalans sayisi i¢in

bk

T ppk pok = (BY)? + %

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).
Ispat. (3.1) esitligi yeniden diizenlenirse n? = 2nr + r2? + r ve buradan

n+r)yin+r+1) , N
=n
2

. BEk .
dir. O halde T pbic, gbikc = (BPk)2 + — dir.

Teorem 3.4.2. BP*, CP* ve R2¥ i¢in

2Son41 —tappr — 1
2

Bk =

CP* = —25pn41 + 2tpneq + 1

—4Son41 + 3tn4 +1
2

RAK =
dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. BP* = 3271+sz oldugu dikkate alinirsa

bk BZn + b2n+1
Bpk = 2 212
2
Qin—pan  gAn+l_pantl 1
_ 42 + 42 T2
2

27



4n+2, 1 1 an+2,_ 1 L 1
T CEP BT (D) T

2
_ 2 (a4n+i\_/§4n+2) _ (a4n+2+f4—n+2_2) _ 1
2

2841 —tapgr — 1
2

dir. Diger esitliklerde benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.4.2 de balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarinin ve balkobalansir-
larin genel terimleri, kare tiggensel sayilarin genel terimlerine bagh olarak elde edildi.
Tersine kare licgensel sayilarin genel terimleri de balkobalans sayilarinin, Lucas-balko-

balans sayilarinin ve balkobalansirlarin genel terimlerine bagh olarak asagidaki gibi elde

edilebilir.

Teorem 3.4.3. Kare iiggensel sayilarin genel terimleri

Rbk
S, = ——
4
BE* — REK n > 2 gift
S, = 2 2
T |@BEE P+ 1)/2 n>1tek
2 2
2RA¥ n > 2 cift
t, = :
To|2BRE + C n>1tek
2 2
dir (Tekcan ve Yildiz 2021).
ispat. Teorem 3.1.3 geregi Rb* = ~22n*Pentt 1445y 057 Gniine alinirsa
—Bon + banys

2
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a4n_ﬁ4n a,4n+1_ﬁ4n+1 1

42 + 42 2
2

a™(—1+a) + ™1 - p) 1

8v2
3 a4n + '8471 1
-8 4
An_y pan_
oldugu goriiliir. Diger yandan S,, = %ﬁzz oldugundan, yukaridaki esitlikten
4-71+B4-7‘L 1
¢ =a4n+ﬁ4n_2=aT_Z=R£k
" 32 4 4

elde edilir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Boylelikle balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarinin ve balkobalansirlarin
genel terimleri ile kare liggensel sayilariin genel terimleri arasinda birebir bir iligki ku-

rulmus oldu.

Son olarak balkobalans sayilar1 yardimiyla tiggensel sayilar ile kare tiggensel sayilar ara-
sinda bir iligskinin olup olmadig ele alinabilir, yani T;,, = S, esitliginin hangi m balkoba-

lans sayilar1 i¢in gergeklendigi belirlenebilir.

Teorem 3.4.4. n > 1 tek iken

T k =Sy

2BEk, bk,
2 2

ve n = 2 ¢ift iken
T—zB£k+C£"—1

2 2

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. n > 1 tek olsun. Bu takdirde
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(2BRK + CPX)(2BRE + ¢ + 1)
2

T, .ok bk = 2 2 2
2Bp=1+Cp=1 2

( aZn—l + '8271—1 1 aZn—l _ 'an_ll \

| - = [

4 [2< 8 4>+ w2 17|,
aZn—l + ﬁZn—l 1 aZn—l _ ﬁZn—l /

(=3

(aZn + ﬂZn _ 2)(a2n + ﬂZn + 2)
32

a4n + '8471 -2
- 32

=Sn

dir. Diger durum da benzer sekilde gosterilebilir.
3.5 Balkobalans Sayilarimin Toplamlar:
Bu kisimda tiim balkobalans sayilarinin toplamlari ele alinacaktir.

Teorem 3.5.1. Balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarmin ve balkobalansir-

larn ilk n terim toplamlar1 n > 1 i¢in

n

Z Blbk — ban+2 _82n — 2

i=1

n

Contz — 7
2, == —

i=1

Rlpk _ BZn+1 _82n -1

n

=1

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).
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4n+1+ﬁ4n+1

Ispat. BY* = = — % oldugu dikkate alinirsa

NgE

3 4 n 3 4
S ot e W PR i i
i=1 42 i=1 42

oldugundan

n 4i+1 4i+1

a + 1
E BP¥ = (—ﬁ -9
, 8 4

i=1

—a*(1-a*™) | BP(-*M
42 w2 1
8 4

a4n+3 — '84-n+3 _ a3 + '83 n

3242 4

a4n+3 _ ﬁ4n+3 _ 10\/5 n

32v2 4
a4n+3 _ '84n+3 5 n
T 32v2 16 4
a,4n+3_ﬁ4n+3 1 1
_ a3t 5 n
8 16 4
0_,4n+3_B4n+3 l
8 4
_ boniz —2n —2
8

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Balkobalans sayilarinin ilk n terim toplamlar1 balans sayilarina, balkobalans sayilarinin
ilk n terim toplamlar1 toplamlar1 kobalansirlara ve Lucas-balkobalans sayilarinin ilk n

terim toplamlar1 da kobalans sayilarina bagl olarak asagidaki gibi verilebilir.
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Teorem 3.5.2. Balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarin ve balkobalansir-

larin ilk n terim toplamlari n > 1 i¢in

n
Z Bbk — Byniz — Bapy1 —4n —5
¢ 16

n

chk — 5C2n+1 —(yn — 14
' 16

i=1

n
Z Rbk — Rypnyo — Ropyr —4n — 2
' 16

i=1
dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. By,.p — Bopni1 = 2bynsr + 1 esitligi dikkate almirsa Teorem 3.5.1 den

n

b —2n-—-2
zBibk: 2n+2 =

i=1

Bon+2—Ban+1—1

—2n—2
_ 2

8

_ Byniz = Banyr —4n —5
16

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Hatirlanacagi iizere tiim balans sayilarinin ilk n terim toplamlari, bu sayilarin kendilerine
bagli olarak

- 5B, — B, , — 1
ZBL n—-1

i=1

- 5b, — b,_; + 2 — 2n
5u-

~




n
z 5 —Cp1—2
ci = 2

i=1

seklinde verilebiliyordu. Bu toplamlara benzer sekilde tiim balkobalans sayilarinin ilk n

terim toplamlari, yine bu sayilarin kendilerine bagli olarak asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 3.5.3. Balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarmin ve balkobalansir-

larin ilk n terim toplamlar1 n > 1 i¢in

zn:B”" _ 33BY—BEK, —8n -2
bk _

32
i=1

i co _ 33CRE — CRky — 28
£, 32

=1

ink _ 33REK— RN, —8n+4
l 32

i=1

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Yukaridaki teoremlerin ispatlarina benzer sekilde gosterilebilir.

Tiim balans sayilarinin yukaridaki ilk n terim toplamlarina benzer sekilde

n 2B7 + BnCn n > 2 gift
. 2 2 2
> 1B = 1
= —2Bn+1(bnt1 +=) n = 1tek
2 2 2
n 2B7 n > 2 cift
-1)ip; = 2
Z< )b —2bhy — 2bntr n > 1tek
=1 > >
n B, + 8B n > 2 cift
, 2
Y nic= |
= —B,, — 8(bn+1 + E)Z n > 1tek
2
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n

. B, n3=2cift
—_ LA, = n
Z( D {—Bn n > 1tek

i=1
toplamlar1 da verilebilir. Bu toplamlara benzer sekilde balkobalans sayilar1 i¢in asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.5.4. Balkobalans sayilari, Lucas-balkobalans sayilar1 ve balkobalansirlar i¢in

i(_l)i pbk — (35Bp* — Bp; —2)/36  n = 2ift
=1 © 7 (-35BLk + BEK, —10)/36 n =1 tek

n
Z(_l)i chk = (35Ckk — cPk. —30)/36 n > 2ift
(=35CPk 4+ CPk, —30)/36 n>1tek

i=1

Zn:(—l)i Rbk — (35REk — REX . +4)/36 n = 2ift
i=1 ' \(-35REF+RME, —4)/36 n =1tk

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Yukaridaki teoremlerin ispatlarina benzer sekilde gosterilebilir.

Tekcan ve Tayat (2014), n = 0 tam sayist i¢in

an+1 + lgn+1 an+1 _ ﬁn+1
Xp=———veV,=———

2 V2

tam say1 dizilerini tanimlamiglar ve bu tam say1 dizileri yardimiyla

n
X, Xy 1Y Y,
ZBiCiz nn;nnl

i=1

oldugunu gostermislerdir. Esasinda yukaridaki esitlik
- Cone1 — 3
; B, C; = %

dir. Bu son esitlige benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.5.5. Balkobalans ve Lucas-balkobalans sayilar i¢in

n
Z Yk Pk — (3B + C2¥)* —1
14 14 12

i=1
dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Teorem 3.2.1 den

n
> BYCPE = BYECIE 4 BEECE 4o+ BRKCEY
i=1

_(as+ﬂ5_1)(“5_ﬂ5>+<a9+ﬁ9_1><a9_ﬂ9>
~\ 8 4J\ 22 8 4J\ 2v2

4an+1 4n+1 an+1 an+1
a + 1\ [« -
M ( —- ‘) ( . )

8 4 W2
B (a10 + 0{18 + .-+ a8n+2) _ (ﬂlO + ﬂ18 4ot ﬂ8n+2)
B 162
_ (a5 +a’+ -+ a*™) — (B> + ° + - + gt
= 8\/5
[ 10(a8n 1) ﬁlO(ﬁSn )l
16\/— '88 -1
[ 1) BBt - )l
82 B —1
B 1 'a8n+6 + ﬁ8n+6 — 198 1 a4—n+3 + ﬁ4-n+3 —14
3| 24 l 16 4 l
[ n+ n+ n+l nt 2
AP
12] 8 4 22 12

BB+ -1
B 12

elde edilir.
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Santana ve Diaz-Barrero (2006),

P2n+1

2n
E P4
=1

2n
Z Pyiy1 ve Py
i=0

esitliklerini elde etmislerdir. Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5.6. Lucas-balkobalans sayilari i¢in

4n
E Pyitq
i=0

crk

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Teorem 3.5.2 nin ispatina benzer sekilde

4an

ZP2i+1 = CP*(4BE* + 1)

i=0

oldugu gosterilebilir. Buradan istenilen sonug agiktir.

3.6. Pell ve Balans Sayillarinin Toplamlari

Bu kisimda Pell ve balans sayilarinin bazi 6zel toplamlari ele alinacak ve bu toplamlarin

balkobalans sayilarina bagl olarak verilebilecegi gosterilecektir.

Panda ve Ray (2011),

2n—-1
Pi =Bn + bn
1

i=

esitligini, Gozeri ve ark. (2017) ise
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2n—1

:E: Qi=Ch+cy

i=0
esitligini elde etmislerdir. R,, = b,, oldugundan (3.7) esitligi

2n-1

P, =B, +R,
1

i=

haline gelir. (3.8) esitligine benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.6.1. B2* ve R2¥ tam sayilar icin

2n

Pyi = BEK + REX
i=1

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

. — —qin _ _p4an
Ispat.a2+a4+---+a4"=% ve B2+ ft+ .4 pin="LAFD)

dan
2n
ip a2l — g2
' 21 — 2\/§
=1 =1
—a(1-a*™)  -B(1-*M)
— 2 2
2v2
a4n+1 __ﬂ4n+1 1
= 4\/2 —
B a4n+1(1 + a—l) +ﬁ4n+1(1 +ﬁ_1) 1
B 8
a4n+1_+ an+1 1 a4n_+ 4an
8 4 8
= BY* + R}"
dir.
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Teorem 3.6.2. Pell, Pell-Lucas ve balans sayilari i¢in

2n
> Paiy = BY* — RYX
i=1

4n

z P; = 2BPk

i=1

4n+1

Z Q; = 12BP* + 4RPk 4+ 4

i=0

4n

> oi=20ck -1

i=1
4in+1

Z B; = (3BP¥ + RP¥ + 1)(4Bk* + 1)
i=1

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

Ispat. Benzer sekilde yapilabilir.

Yine Santana ve Diaz-Barrero (2006), P; + P, + -+ + P41 toplaminin

n
z Z 2n+1
i=0

i=1
oldugunu gostermislerdir. Esasinda bu toplam

4in+1
E P n+1

dir. Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir

Teorem 3.6.3. B2 balkobalans sayilar1 i¢in
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8n+1

z P; = (4BY* + 1)?

i=1
dir (Tekcan ve Yildiz 2021).

— Ppy1+Pp—1

Ispat. P, + P, + -+ P, = ———— oldugundan
8n+1
Z _ Pgnyp+Pgpyr —1
P, =
, 2
=1

8n+2_ﬁ8n+2 8n+1_ﬁ8n+1

a a

2V2 + 2V2
2

-1

a8"+2(1+a‘1)+ﬁ8n+2(—1—[3_1)
22
2

a8n+2 + ﬁ8n+2 1

4 2

a8n+2 + 2a4n+1'84n+1 +'88n+2

4

8

a4n+1+'84n+1
o)

il 4 gan+l 2 il 4 gan+l
16| (I (R

8

)

~ qin+l +ﬁ4n+1 1 2 oA+l +'34n+1
=16 + 8

8 4
= 16(B*)? + 8BY* + 1
= (4BP* +1)?

oldugu gortiliir.

Teorem 3.6.3 e benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.6.4. Pell, Pell-Lucas, balans ve Lucas-kobalans sayilar1 i¢in

8n+3
1+ Z P; = (4BP* + 2CP* + 1)
i=1

4n+2

> Quiy = (8BY + 200 +2)?

i=1

2n+1
Z By;_; = (3BP¥ + RP¥ 4 1)?
i=1

4n+2
1+ Z c; = (8BL* + 4REk + 3)?
i=1

dir (Tekcan ve Yildiz 2021).
Ispat. Teorem 3.6.3 e benzer sekilde yapilabilir.

3.7 Basit Siirekli Kesirli Acilim

A ve B # 0 herhangi bir tam say1 olmak iizere % rasyonel kesri

by
ag + )
al + ap +
-3
a3+ b,
ab2+ajz

40



ise bu acilima basit siirekli kesirli agilim denir ve bu a¢ilim [ay; aq, ay, -+, a;_5, a;_1] ile

e eqe v . 473 o
gosterilir. Ornegin, 5 rasyonel kesri i¢in

473
=52+

1
1+1_+l

4
oldugundan
473
5 = [52;1,1,4]

dir.

Teorem 3.7.1. Balkobalans sayilarinin basit siirekli kesirli agilimi1 k > 1 tamsay1 olmak

uzere n = 6k ise

Bbk
% = l33; 1,32, 1,33,1,3,1,5,1,168,1,5,1,3,1,5,1, 169]
Bn—l 3k—2 tane k—1 tane
n = 6k + 1 ise
bk
T [33; 132, 1,172,1,51,3,1,5,1,168,1,5,1,3,1, 6]
Bn—l 3k—1tane k—1 tane
n = 6k + 2 ise

bk
= [33; 1,32, 1,33,1,3,1,5,1,168,1,5,1, 4]

n
Bbk
n-1 3k—1tane k—1tane

n = 6k + 3 ise

bk
= [33; 1,32, 1,172,1,5,1,3,1,5,1,168,1,5,1,3,1,5, 1, 169]

bk
Bn—l 3ktane k—1tane
n = 6k + 4 ise
bk
% = l33; 1,32, 1,33,1,3,1,5,1,168,1,5,1,3,1, 6]
Bn—l 3k tane k—1tane
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ve n =6k + 5ise

bk
% = 33, 1;32, 1; 172; 1) 5; 1; 3; 1; 5) 1; 168) 1; 5; 1) 3; 115111 168' 1' 5’ 1’4
Bn=4 3k+1tane k-1 tane

dir. Lucas-balkobalans sayilariin basit siirekli kesirli agilimi n > 2 i¢in

bk
n

CT = [33; 1,32, 1,28]
n-1 n-2 tane

ve balkobalansirlarin basit siirekli kesirli agilimi n > 6 ¢ift igin

RA¥
RTz 33; 1,32, 1,35,33, 1,32 ,1,33
n-1 2% tane 26 tane
2 2
ven = 5 tek igin
Rbk
n
o = 33; 1,32, 1,35,33, 1,32 ,1,33
R —— ——
n-1

nT_S tane TLT—S tane
dir (Tekcan ve Yildiz 2022).

Ispat. Tiimevarimla kolayca gosterilebilir.

3.8 Sirkiilant Matrisler ve Spektral Normlar

x; ler sabit sayilar olmak iizere

- Xo X1 Xy 0 Xp—2  Xp—1]
Xn-1 Xo X1 vt Xp—3 Xp-2
Xp—2 Xp-1 Xo *° Xp—g Xp-3
X =
X2 X3 Xg Xo X1
X1 X2 X3 Xn-1 Xo
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2Tl

tipindeki matrislere sirkiilant matris denir. i = vV—1,w = e n olmak iizere j = 0, 1, -,

n — 1 i¢in X matrisinin 6zdegerleri

n-1

AX) = Z x W/ (3.9)

u=0

dir. Q = [q;j]nxn karesel matrisinin eslenik transpozu Q* ile gosterilirse, Q*Q matrisinin

ozdegerleri A; olmak lizere Q matrisinin spektral normu ise

19l per = , max { [4)

olarak tanimlanir.

Balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarinin ve balkobalansirlarin sirkiilant
matrisleri sirastyla M (B2%), M(C2*) ve M(REF) ile gosterilsin. Bu takdirde asagidaki te-

orem verilebilir.

Teorem 3.8.1. M(B2*), M(CP¥), M(R2¥) matrislerinin 6zdegerleri j = 0,1,2,-,n— 1

i¢in

(BhE, +2)w™/ — BPE

A(MB) = w2 — 34w + 1
(Chk, —5)w — Bk +1

K(Mcr) = T 3T+ 1
RY¥, —4)w™/ — RE¥

A(M@RE) = T Ve

dir. Bu matrislerin spektral normlari ise

33Bbk, —Bbk, —8n+6
32

”M(Brll)k)”spek =

33Chk, — CPk, + 4
32

”M(Crlzk)”spek =
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33RbK, — RPK, —8n + 12
IIM(ng)”spek = = 7312

dir (Tekcan ve Yildiz 2022).

o 4n+1 an+1
ispat. BY* = “—— _2 olduguna dikkat edilirse (3.9) dan
n—1 n-1
] a4u+1 + 4u+1 1 )
ot - S attas - 1),
4 8 4
u=0 =
r n—1 n—
G W")“+ﬁ2(ﬁ4 Syl > w
8" 4 4
L u= =0

1[(a — a®™)(1 - Bw™) + (1 — a*w™)(p - p*™*)
~ 8| (1 — a*w)(1 - prw)

1w (—af* + a*™ 1% —a*B + a*B*™" N +a+ -«
8| w2 — 34w + 1

An+1 __ '84n+1l

1 'W—j(a4n—3 + ﬁ4n—3 + 14) _ (a4n+1 + ﬁ4n+1 _ Z)l

8| w2 —34w—T + 1
. 4n-3 4n—-3 _ 4n+1 an+1_
wJ (a +£ - 2+16,  «a +§ 2

w2l — 34w + 1

(B k +2)w/ — BP¥
w2/ —34w=J + 1

oldugu goriiliir. Diger iki matrisin 6zdegerleri de benzer sekilde gosterilebilir. Balkoba-

lans sayilarinin sirkiilant matrisi

B BYBYC . Bl BEE

BYS, BY* B - Bl Bl

Brlifz 3251 ng 3354 3253
M(BR¥) =

it gk phk .. phk  pik

| BY®  BY*  BY - BpX, Bg“l

dir. Buna gore
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Biy = (Bg")? + (Bnty)? + - + (B3)* + (By*)?

BP¥ = pbkpPk 4 pbk pbk 4 ... pbkpbk 4 pbkpbk

BYln-1) = BO¥BRE, + Bble”"3 + -+ B*By* + BY*BRX,
By = Bg¥Bp¥, + BPE BY¥, + -+ B3¥BP* + BY*Bg*
B = BY*Bg* + Bg*Bpk, + -+ BY*B3* + B3*B*

B = (BY)? + (BE)? + -+ (BY¥) + (BSY)’

B3—1y = BY*B2X, + B kB"k3 + -+ BY*Bg* + BY*BpX,
Byx = BY*BRX, + BY*BRX, + -+ B3*BY* + By*Bg"

BhY = BRk,B§* + 33523351 + -+ BY*BY* + Bg*BY*
Brs = BRX BY* + BPX,B3* + - + BY*B3* + By B3"

B,’;g‘n_l) = Bbk Bbk, + Bbk BPk. 4+ ...+ BPkpbk 4 pbkpbk,
Bl = (BEX)? + (BEK,)? + -+ (BY¥)” + (BLK)*

olmak lzere

BYY B} Bin1y  Bin ]
Bif B Btn-1)  Bin
(M(BR*))"M(BR") =
bk. bk . bk.
B(n 1)1 B(n—1)2 B(n 1)(n—1) B(n—l)n
B Bbk B Bbk
L ni n2 n(n-1) nn

dir. Bu matrisin 6zdegerleri Ay, A4, -+, A,,_1 olup bu 6zdegerlerden 4, olan1t maksimum-

dur. Kolayca goriilecegi lizere
o = (B5)? + (BY)? + -+ (Br%,)? + (Bpty)?

[B(’,”‘(B{’k + Bbk 4 ... 4+ B2k, + BPE )

+o| BB+ -+ B + B

+ BRk,Brk,
= (BY* + BY* + --- + B2k )2

dir. Dolayisiyla M (B2¥) sirkiilant matrisinin spektral normu

”M(Brlzk)”spek = = ng + Bfk + -+ Bgﬁl
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dir. Teorem 3.5.3 geregi

z": o _ 33B — Bty —8n —2
l 32

i=1
oldugundan M (B2¥) nin spektral normu

33B2k, — BYk, —8n+6
32

IIM(Br?k)Ilspek =

dir. Digerleri de benzer sekilde elde edilebilir.

3.9 Pisagor Ucliileri

Bu alt b6liimde balkobalans sayilar1 ile ilgili Pisagor tigliileri ele alinacaktir. m, n, p ler

pozitif tam sayilar olmak {izere
m? + n? = p?

esitliginin gergeklenmesi halinde (m, n, p) tgliisline Pisagor {igliisti denir.

Pell sayilar1 igin (2B, Pp41, P21 — P?, P2,, + P?) bir Pisagor iicliisiidiir. Gézeri, Ozkog,
Tekcan (2017) ise (Bp+1 — bns1, Bns1 — bns1 — 1,2by, 44 + 1) in bir Pisagor ticliisii ol-

dugunu gostermislerdir. Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.9.1. Balkobalans sayilar1 i¢in
(CR¥ — 2RR¥, 2BR%, Cp*), (2Bpks — 4Rpty, 2Bnky — 4Rk, — L6RyL, — 2By, +1)
ve

(4CH*(BRK — RY), (CE¥)? — 4(BR* — RE¥)?, (CB¥)? + 4(BE¥ — RY)?)

birer Pisagor li¢liisiidiir. (Tekcan ve Yildiz 2022).
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Ispat. Balkobalans sayilarinin Binet formiilleri kullanilirsa

a4n+1 _ ﬁ4n+1 ) <a4n + ﬂ4n _ 2) 2
2v2 8

(B — 2REM)? + (2BPY)? = (

il 4 ﬁ4n+1 ) 2
; <2( ’ >>

gl 4 pintl 4 9 , aintl 4 pintl _ 9
4 )7 ( 4

=( )?

a8n+2 +ﬁ8n+2 + 2
8

an+1 __ ﬁ4n+1

2\/2

= (Chy

a

= ( )?

oldugu goriiliir. Su halde (C2*¥ — 2R2*, 2BP*, CP*) bir Pisagor ticliisiidiir. Digerleri de

benzer sekilde gosterilebilir.

3.10 Cassini ve Calatan Ozdesligi

Fibonacci sayilari i¢in Cassini 6zdesligi
Ff = Fop Py = (D1
ve Catalan 6zdesligi
Bl = By Foyr = (F1)"TE?

seklindedir. Bu 6zdesliklere benzer sekilde tiim balkobalans sayilari i¢in asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 3.10.1. Balkobalans sayilar1, Lucas-balkobalans sayilar1 ve balkobalansirlar i¢in

Cassini 0zdeslikleri n = 0 igin
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(Br?k)z - 335-137%1 = SBr?k + 20

(Crlfk)z - Crlff1crlfl—c1 = —144

(R)? — Rp¥1Ry%, = 8Ry — 16
ve Catalan 0zdesliklerin > r = 0 igin

5BPk — B2k, + 4
12

5BPk — bk —2 1
6 ) =3

(BEY? — B, B, = ( Y + B

bk~N2 bk bk SCrbk — Crbicl i

(Cn ) - Cn—rCn+r =\
12

(R Y? — REE, RS, = RE*(2RY* — REY)

dir. (Tekcan ve Yildiz 2022)

4n+1+B4n+1

ispat. BP¥ = % —% oldugundan

il 4 ogantl 1\2
897 - B, = (g - )

8 4

(a4n+5 +ﬁ4n+5 1> <a4n—3 +ﬁ4n—3 1
B 4 8 4)

a4n+1 +ﬁ4n+1 1
=8 —=)+20
()
= 8B* + 20

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

3.11 Capraz Oran

J1,J2,J3, Ja ayrik sayilarinin ¢apraz oranlart (j, jo; j3, ja) ile gosterilir ve

Us—Jj1)Ua—Jj2)

UrJzidsda) = GG (3.10)

olarak tanimlanair.
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Fibonacci sayilari i¢in bu ¢apraz oran

Fris
2Fn+1

(Fn+1r Fnt2; Fnys, Fn+4) =

dir. Buna benzer sekilde tiim balkobalans sayilarinin ¢apraz oranlar1 agagidaki teoremdeki

gibidir.

Teorem 3.11.1. Tiim balkobalans sayilarinin ¢apraz oranlari

288BLbk BPk. + 72Bb%, + 72B2k. + 324
280BLk,BPk. + 70BP%, + 70BL%, + 175

bk bk . pbk bk —
(Bn+1' Bn+2' Bn+3i Bn+4) -

_T2CR%,CR, — 612

n+2+n+3

€y = 144Rb%,RPK . 4+ 36REX, + 36RLK, — 144
+4) —
140R2k,RPk . 4+ 35Rbk, + 35RbK . — 70

n

bk bk . pbk b
(Rn+1' Rn+2' Rn+3' Rn

dir. (Tekcan ve Yildiz 2022)

4n+1+ﬁ4n+1_2

Ispat. BX* = = oldugu goz Oniine alinirsa (3.10) dan

Bbk _ Bbk )(Bbk _ Bbk )
Bbk Bbk ,Bbk Bbk :( n+3 n+1 n+4 n+2
e N T e

QN34 gan+is_p QANFS L RANFS ) An+174 gant17_, Qinto ganto_o

_ 8 8 8 8
T gANtI3LRANtI3_)  gAnt9LRANtI_p  gAntl7igAntl7_p  gAn+5ypants_j

8 8 8 8

B [0[4n+5(0{8 _ 1) + ﬁ4n+5(ﬁ8 _ 1)] [a4-n+9(a8 _ 1) + ﬂ4n+9(ﬂ8 _ 1)]
- [a4n+9(a4 — 1) + ﬁ4n+9(ﬁ4 — 1)][0(4n+5(0(12 — 1) + ﬁ4n+5(ﬁ12 — 1)]

_ [24ﬁ(a4n+9 _ ﬁ4n+9)][24\/§(0{4n+13 _ ﬁ4n+13)]
[4V2(a4n+11 — BAn+11)][1404/2 (a4 +11 — B4n+11)]

36(0(8""'22 +ﬁ8n+22 + 34)
= 35(a8n+22 + '88n+22 + 2)

olur. Burada
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8n+22 + ﬁ8n+22 — a4n+9a4n+13 + a4n+9ﬁ4n+13 + a4n+13’B4n+9 + ﬁ4n+9ﬁ4n+13

a
_2(a4n+9 +'84n+9 + a4n+13 +ﬂ4n+13)
+2(a4n+9 +ﬁ4n+9 + a4n+13 +ﬁ4n+13) + 34
— (a4n+9 + ﬁ4n+9 _ 2)(a4n+13 + ﬁ4n+13 _ 2)

+2(a4n+9 +ﬁ4—n+9 + a4n+13 +ﬁ4n+13) + 30

4 <a4n+9 + ﬁ4n+9 _ 2) <a4n+13 + ﬂ4n+13 _ 2)
B 8 8

4n+9 + '84n+9 -2 a4n+13 + '84n+13 -2

+
8 8

+16( ) + 38

= 64B2%,Bb% . + 16BPk, + 16B2%, + 38
oldugundan, yukaridaki esitlikten

288BLk BPk. 4+ 72Bbk, + 72BPk. + 324

Bk pbk_.pbk pbk \ —
( n+1 Pn+2, Bni3 n+4) 280354@2354@3 + 703}:’:2 + 7OB}ZE3 + 175

elde edilir. Diger iki esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
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4. SONUC

(1.1) ve (1.3) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
1+24+4+n—-1+14+2+-+n=2[n+1D+ N +2)+-+(n+r1)]

esitligini gergekleyen pozitif n tam sayisina balkobalans, esitlikteki pozitif r tam sayisina

ise balkobalansir denilmisti.

Yukaridaki esitlikten

_—2n—1+\/8n2+4n+1
B 2

r

oldugu gériiliir. Balkobalans sayilar1 B2¥ ile gosterilirse yukaridaki esitlikten BL¥ bir bal-

kobalans sayisidir < 8(B2*)? + 4BP¥ + 1 bir tam karedir. Buna gére

Chk = \/8(3}1”‘)2 + 4BPk +1

tam sayisina Lucas-balkobalans sayis1 denir.

Bu tezde yukarida bahsedilen balkobalans sayilarinin, Lucas-balkobalans sayilarin ve
balkobalansirlarin genel terimleri elde edilmistir. Genel terimleri belirlendikten sonra da
sirasiyla bu sayilarin Binet formiilleri, indirgeme bagintilari, katsayilar matrisi, Pell, Pell-
Lucas, iicgensel ve kare tiggensel sayilart ile olan iligkisi, tlim bu sayilarin toplamlari,
basit siirekli kesirli agilimlari, sirkiilant matrisleri ve spektral normlari, bu sayilar ile ilgili
Pisagor tigliileri, Cassini ve Calatan 6zdeslikleri ve ¢apraz oranlar ile ilgili cebirsel ba-

gintilar elde edilmistir.
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