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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
PELL DENKLEMLERI VE PELL FORMLARININ OTOMORFiZMLERI
Giilsah BIBEROGLU
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Matematik Anabilim Dal1
Damisman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN
Bu calismada k > 2 tam sayisi icin d = k? + 4 olmak iizere A = 4d diskriminanth
Fp(x,y) = x? — dy? Pell formlarmin tiim otomorfizm kiimeleri elde edilmistir. Daha
sonra ise bu Pell formdan faydalanarak Fa(x,y) = +1 ve Fo(x,y) = +k? Pell denklem-

lerinin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi belirlenmistir.

Birinci boliimde kuadratik formlar, bu formlarin bazi temel 6zellikleri, Pell denklemleri
ve balans sayilar1 hakkinda genel bir bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde materyal ve yontem belirtilmistir.

Ucgiincii béliim tezin orijinal kism1 olup bu béliimde, k > 2 tam sayisi i¢in d = k? + 4
olmak iizere A = 4d diskriminantli Fp(x,y) = x? — dy? Pell formu tamimlanarak bu
formlarin tiim otomorfizm kiimeleri belirlenmistir. Daha sonra ise bu Pell formdan fay-

dalanarak Fy(x,y) = +1 ve Fx(x,y) = +k? Pell denklemlerinin tiim tam say1 ¢dziimleri
kiimesi elde edilmistir.

Dordiincii bolimde ise sonug verilmistir.
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In this thesis, the set of all automorphisms of the Pell forms F(x,y) = x? — dy? of disc-
riminant A = 4d, where d = k? + 4 for some positive integer k = 2 is determined. La-
ter the set of all integer solutions of the Pell equations Fao(x,y) = +1 and Fa(x,y) =

+k? is obtained.

In the first section, some notations and definitions on quadratic forms, some fundamental
properties of quadratic forms, Pell equations and balancing numbers are given.

In the second section, the material and method are given.
In the third section, which is the original part of the thesis, the set of all automorphisms
of Pell forms Fy(x,y) = x? — dy? of discriminant A = 4d, where d = k? + 4 for some

positive integer k > 2 is determined. Later the set of all integer solutions of the Pell
equations Fy(x,y) = 1 and Fy(x,y) = +k? is obtained.

In the last section, result is given.
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1. GIRIS

Tezin bu boliimiinde kuadratik formlar, Pell ve Diophantine denklemleri ve balans say1-

lar1 ile ilgili baz1 temel kavramlara yer verilmistir.
1.1 Kuadratik Formlar

a, b, c ler reel sayilar olmak tizere
F(x,y) = ax? + bxy + cy?

seklindeki ifadelere kuadratik form denir ve F = (a, b, c) ile gosterilir. F nin diskrimi-

nant1 A = A(F) ile gosterilir ve
A(F) = b? — 4ac

olarak tanimlanir (Flath 1989).

a, b, ¢ lerin tam say1 olmast durumunda F ye tam form denir. Diskriminant negatif ve a
ve ¢ pozitif ise F ye pozitif taniml1 form, diskriminant pozitif ise F ye indefinite form ve

a, b, ¢ nin aralarinda asal olmas1 durumunda ise F ye ilkel form denir.

r, s, t,u € Z ve ru — st = +1 olmak tlizere [7; Z] seklindeki 2 X 2 lik matrislerin kii-

mesi, matrislerde ¢arpma iglemine gore bir grup olusturur. Bu grup GL(2, Z) ile gosteri-

lirse
L n={, ]:rstues ru-st=+1}
dir. Benzer sekilde
s ={;  |:rstuez ru-st=1}

dir.



9= [7; Z] € GL(2, Z) matrisi verilen bir F formunu

gF = F(rx + ty,sx +uy)

formuna resmeder. Burada dikkat edilirse F nin g altindaki resmi de yine bir kuadratik
formdur. Eger iki form verildiginde birini digerine resmeden bir g matrisi bulunabiliyorsa

bu formlara denktir denir. g nin determinant1 1 ise bu formlara has denk, —1 ise has
olmayan denk formlar denir. Ornegin, F = (3,2, —1) formunun g = [g é] matrisi al-
tindaki resmi
gF = F(2x + 5y,x + 3y) = 3(2x + 5y)? + 2(2x + 5y)(x + 3y) — (x + 3y)?
= 15x2 + 76xy + 96y?

dir.

F formunu kendisine resmeden g matrisine F' nin bir otomorfizmi denir. g nin determi-

nant1 1 ise has otomorfizm, —1 ise has olmayan otomorfizm denir. Ornegin, F = (1, 8, 8)

formunun bir has otomorfizmi g = [g :1] dir. Cinkii det(g) = 1 olup gF = F dir.

Has olmayan otomorfizmi ise g = [; :g] dir. Ciinkii det(g) = —1 olup gF = F dir.

g nin determinantinin 1 olmasi durumunda F nin otomorfizmleri kiimesi Aut™ (F) ile,
—1 olmasi durumunda ise Aut™ (F) ile gosterilir. F formunu kendisinin toplamaya gore
tersi olan —F formuna resmeden ve determinanti —1 olan g matrislerinin kiimesi de

Aut*(F) ile gosterilir.

Im(z) > 0 6zelligindeki bir z karmasik sayisi i¢in pozitif tanimli bir F formu
F(x,y) =a(x +zy)(x + zy)
olarak yazilabilir. Bu sekildeki z sayis1 z(F) ile gosterilir. v > 0 i¢in z = u + iv denilirse

F(x,y) = ax?® + bxy + cy? = ax? + 2auxy + a|z|*y?



olur. Buna gére 2au = b ve a|z|? = c olacagindan

dir. O halde

b+ i/—A(F)

z(F) =

2a
= - .. . . 3+iV71 . .
dur. Omegin, F = (4, 3,5) pozitif taniml formu i¢in z(F) = S dir. Tersine v > 0
icin z = u + iv sayis1 verilmis olsun. Bu takdirde A(F) = —4v? diskriminanth

E, =(1,2u, u? + v?)
pozitif tanimli formu vardir ve yine

2u + iv4v?

=u+t+iv=z
2

z(F) =

dir. Ornegin, z = 2 + 3i karmasik sayisi i¢cin F, = (1,4,13) olup z(F,) =z =2+ 3i
dir.

“b+Va dir. Ornegin, A = 73 diskrimi-

Eger F = (a, b, c¢) bir indefinite form ise z(F) =

2a

-7+V73
2

nanth F = (1,7, —6) indefinite formu i¢in z(F) = dir. Tekcan (2007), F indefi-

nite formlarinin denk olmalari ile z(F) lerinin denk olmalar arasinda bir iligskinin oldu-
gunu gostermistir. Soyle ki F; ve F, herhangi iki indefinite form olsun. Bu takdirde g €

GL(2,Z) i¢in gF; = F, dir &

_ _ (z(Fy) det(g) =1 ise
(g7 2(Fy) _{Z'(Fz) det(g) = —1 ise

dir. Omegin, F; = (1,7, — 6) ve F; = (4,3, — 4) formlan g = | 170 193] € SL(2,7)

matrisi altinda has denktir. Bu formlar igin

-7 ++73
2

—3++73

z(Fy) = 3

ve z(F,) =



olup, (g™ )T = [1?) _1()] € SL(2,7Z) matrisi i¢in

7
—7+/73
<-1)Tz(F)=13( 2 )_10=‘3+m=z(m
) 1 773 3 2
EIEEO

dir. Benzer sekilde F; = (3,5,—1) ve F, = (9,37, 37) indefinite kuadratik formlar1 da

g= B g] € GL(2,Z) matrisi altinda has olmayan denktirler. Bu formlar i¢in

—-5++37 —37 ++/37
z(F) = 6 ve z(F,) = g
olup, (9717 = [_53 _12] € GL(2,Z) matrisi i¢in
—5+v37
—1\T _5( 6 )_2__37_m__
()T alF) = — 2= =L )
3 ( 6 ) +1

dir.

1.2 Pell ve Diophantine Denklemleri

a, b, c ler tam say1 olmak iizere ax + by = c tipindeki denklemlere birinci dereceden (li-
neer) Diophantine denklemi denir. Bu denklemin tam sayi ¢oziimleri vardir &
obeb(a, b)|c dir. Bu durumda (x,, y,) bu denklemi gergekleyen herhangi bir tam say1

ikilisi ise, denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri t € Z igin

b a
(.X,',)/) - (xO + Et' Yo — Et)
seklindedir. Ornegin, 478x + 122y = 6 Diophantine denklemi ele alisin. Burada

478 = 122 -3 + 112

122 =112-1+10
112=10-11+2
10=2-5+0



olup d = (478, 122) = 2 ve 2|6 oldugundan denklemin bir tam say1 ¢ézliimii ve dolayi-

styla tam say1 ¢ozlimleri vardir. Yukaridaki esitlikte obeb den geriye dogru gidilirse
2=112-10-11=112-(122-112-1) - 11
=112-12-122-11
=(478—-122-3)-12—-122-11
=478-12 — 122 -47
elde edilir. Buna gore
478 -36+122-(—141) =6

oldugundan denklemin 6zel bir tam say1 ¢ozimi (x,, o) = (36, —141) dir. Dolayisiyla

denklemin diger tiim tam say1 ¢oziimleri ¢ tam sayisi i¢in
(x,¥y) = (36 + 61t, — 141 — 239¢t)

dir.

d > 0 ve tam kare olmayan bir tam say1 ve n € Z — {0} olmak tizere
x? —dy?=+n

seklindeki denklemlere Pell denklemi denir (Barbeau 2003). x? — dy? = n ye pozitif Pell

denklemi, x? — dy? = —n ye ise negatif Pell denklemi denir. n = 1 igin elde edilen

x? —dy?=+1

Pell denklemini gercekleyen en kiigiik pozitif (x4, y;) tam say1 ¢oziimiine denklemin te-
mel ¢6zlimii denir. Denklemin temel ¢oziimii varsa sonsuz ¢oklukta tam say1 ¢ozlimleri

vardir. Eger x? — dy? = 1 pozitif Pell denkleminin temel ¢6ziimii (x;, y;) ise n > 1 i¢in
=
Yn Y1 X 0

olmak iizere denklemin tam say1 ¢oziimleri (x,,y,) dir. Eger x? — dy? = —1 negatif

Pell denkleminin temel ¢6ziimii (x4, y;) ise n=>1 igin



2n—1
=6 Gl

olmak iizere denklemin diger tiim tam say1 ¢oziimleri (x5,_1, Y2n—1) dir (Mollin 1996).

Vd = [mgy; g, my, ;) olsun. U_, =0,U_; = 1,V_, = 1,V_; =0 ven = 0 i¢in
Up=mpUp1+Up ve Vy=mulVy 1 +V,
tanimlansin. Bu takdirde
UnVpo1 = Un_aVpo = (D" ve UpVpop — UV = (=1)"m,
dir. W, = ‘;—: icin

G (=1)"m,
w,-w, ,=——"—— W, —-W,_, =——F— ve limW, =d

dir. Ustelik x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢dziimii

(W=, Vi) Liftise
G y1) = {(Uzz—1’V21—1) [ tek ise

olup denklemin diger tam say1 ¢oziimleri yukaridaki matristen farkli olarak
Xn + yn\/a = (x + yl\/a)n
olmak tizere (x,, y,,) olarak da verilebilir. Bu tam say1 ¢oziimleri arasinda n = 3 i¢in

Xn+1 = (le - 1)(xn + xn—l) — Xn-2
Yne1 = 2x1 = D)(YVn + Yn-1) = Yn—2

seklinde bir bagint: vardur. [ ¢ift iken x? — dy? = —1 denkleminin temel ¢ziimii yoktur.



[ tek iken denklemin temel ¢6ziimii (x4, Y1) = (U;_1, Vi—1) olup denklemin diger tam say1

¢Oziimleri
Xons1 T YZn+1\/E = (x; + }’1‘/3)27”1

olmak iizere (X341, Voans1) dir ve ¢oziimler arasinda n > 3 igin

Xon+1 = (4% + 1) (Xgn-1 + X2n-3) — X2n—s
YVon+1 = (4xf + 1) (V2n-1 + Y2n-3) — Y2n-s

seklinde bir bagint1 vardir (Mollin 1996).

1.3 ax? + bxy + cy? = n Diophantine Denklemi

Bu kisimda bir F indefinite formu ve n € Z i¢in
F(x,y) =ax?>+bxy +cy*=n (1.1)

denkleminin tiim tam say1 ¢oziimleri Q = {(x,y): F(x,y) = n} kiimesi ele alinacaktir.

F indefinite formu

(ax + IH-Z—\/Z}/) (ax + b_z—\/zy)

F(x,y) = »
olarak yeniden yazilabilir. Bu durumda
{ b++A }
Mg =4ax + y: x,y €L

kiimesine F nin moduli denir.

A mod 4 te 0 a denk iken pp = \/Z—Z ve 1 e denk iken py = %Z olarak tanimlanirsa



u——v av
[x vyl 2 b A = 0(mod4) ise
—CV u+ Ev
[x" ¥y']=1 (1.2)
1—-b
u—+ 1Y av
[x ¥l 14b A = 1(mod4) ise
L —CV u+ v

olmak lzere

b+VA b+ VA
(u+vpy)|ax + 5V =ax' + > y'

dir. Ustelik ¥(x,y) = ax + b+2_\/Z y doniisiimii i¢in

W:Q={(xy):F(xy)=n}->{y € Mp:N(y) = an}

dir.

A tam kare olmayan pozitif bir tam say1 olmak iizere Q(vA) = {x + yVA : x,y € Q} ku-
adratik say1 cisminde bir @ = x + yv/A elemaninin eslenigi ve normu sirasiyla aveN ()
ile gosterilir ve & = x — yvVA ve N(@) = aa olarak tammlanir. O = {x + ypp: X,y €

Z} halkasinin temel birimi €, = x + yp, olmak {izere

_ {EA N(ep) =1 ise
A7 &2 N(gp) = -1 ise

olsun. Bu 7, degeri i¢in

1
_|anta|z (TA — sgn(an))
- A N
tanimlansin. (1.1) deki denklem
Ay? + 4an = (2ax + by)? (1.3)

olarak yeniden yazilabilir. 0 < y < h arahgindaki y ler igin, Ay? + 4an nin bir tam say1-

nin karesi olup olmadig1 kontrol edilir. Eger belli bir y, i¢in tam kare ise (1.3) den

8



—by, + \/Ay¢ + 4an
o= 2a

olarak elde edilir. x, 1n tam say1 olmasi1 durumunda denklemin bir (x,, y,) 0zel tam say1
¢ozliimii elde edilmis olur. Bu durumda Rep = {[x, V,]} kiimesine ¢dzliim temsilcileri

kiimesi denir. (1.2) den elde edilen M matrisi i¢in

Q={x(xy): [x y] =[x yo]M™ m €L}

dir. Eger bu araliktaki belli bir y degeri icin Ay? + 4an ifadesi tam kare olmuyorsa denk-

lemin tam say1 ¢dziimleri yoktur. Ornegin,
x? +4xy —y* =-16

Diophantine denklemi ele alinsin. Burada F = (1,4, —1) olup A(F) =4 -5 dir. Buna
gére 0,0 halkasmnin temel birimi £,9 = 9 + 4+/5 dir. N(g5) = 1 oldugundan 7,5 = 9 +
44/5 ve bdylece

0<y<h=

1-(=16)- (9 + 4V5) Yz (10 + 4\/§> - 4,001
20 9+4V5/)
dir. Buna gore

Ay? + 4an = 20y? — 64

esitligi, y = 2 ve y = 4 i¢in gerceklenir. y = 2 iginx = —6,—2vey = 4 igin x =
—16, 0 olarak elde edilir. O halde

Rep = {[-6 2],[-2 2],[-16 4] [0 4]}
olup M = Lll 147] matrisi i¢in
Q={£&y): [x yl=[-6 2]M™ [-2 2]M™,
[-16 4]M™, [0 4]M™,m € Z}

dir.



1.4 Balans ve Kobalans Sayilari

Behera ve Panda (1999)
1424+ +n—-1=n+D)+NM+2)+-+(n+71) (1.4)

esitligini gergekleyen pozitif n tam sayisina balans sayisi, esitlikteki pozitif r tamsayisina

ise balansir demislerdir.

Balans sayilan B, ile gosterilir ve By = 0,B; = 1, B, = 6 olmak iizere n > 1 i¢in
Bny1 = 6By —Bny

dir.

(1.4) esitliginden

_—2n—1+\/8n2+1
B 2

r
olur. Su halde C,, = /8B2 + 1 bir tam say1 olup bu sayiya Lucas balans sayisi1 denir.
Lucas balans sayilar1 Cp = 1,C; = 3,C, = 17 olupn > 1 i¢in

Cny1 = 60, — Cpg

dir.

Benzer sekilde Panda ve Ray (2005) ise
1+2+-+n=0+D)+n+2)+--+n+71) (1.5)

esitligini gercekleyen pozitif n tam sayisina kobalans sayisi, esitlikteki pozitif r tamsayi-

sina ise kobalansir demislerdir.

Kobalans sayilar1 b, ile gosterilir ve by = b; = 0, b, = 2 olmak iizere n > 1 igin
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bpyy = 6by — by 1 +2

dir.

(1.5) esitliginden

_—2n—1+\/8n2+8n+1
B 2

r

olur. Su halde ¢, = \/ 8b2 + 8b,, + 1 bir tam say1 olup bu sayiya Lucas kobalans sayisi

denir. Lucas kobalans sayilari co = ¢; = 1,¢, = 7olupn = 1 igin
Cn+1 = 6Cp — Cng

dir.

Balansirlar R,, ve kobalansirlar da r;, ile gosterilirse, (1.4) ve (1.5) den
By =11 ve Ry =Dy

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

_ —2B,—1+,/8B2 +1 B_an+1+\/8b,21+8bn+1

b, > ve B, 5

dir.

Pell sayilari ise baslangi¢ terimleri P, = 0, P; = 1 ve genel terimi n > 2 i¢in
By =2P 1+ Py
olan sayilardir. Ustelik n > 0 igin

an_ﬁn

2\/2

dir (Burada @ = 1 ++/2 ve f =1 —+/2 dir).

P, (1.6)
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Pell sayilar ile yukarida bahsedilen balans, kobalans, Lucas balans ve Lucas kobalans

sayilar1 arasinda bir iligki vardir. Ray (2009) balans sayilar1 igin

(in _ ﬂZn
B, =———— 1.7
oldugunu ve (1.6) ve (1.7) esitliklerinden
Py
Bu=y

oldugunu gostermistir. Benzer sekilde kobalans, Lucas balans ve Lucas kobalans sayilari

i¢in de
b @21 — g2n-1 1 . @ + B2 . o @21 4 g2n-1
n 42 s n =T n 5
oldugunu belirterek,
_ Py -1

b, = Cop =Py + Pypq Ve Cy = Pop_q + Popy

2 )
oldugunu gostermistir. Daha sonra Gozeri ve ark. (2017) ise balans sayilarinin genel te-

riminin
B,=P?+P,P,_,

ve kobalans sayilarinin genel teriminin ise

P>, +P,P,_;, ntekise
b, =
P:_, +PP,_;—1 mngiftise

oldugunu, Lucas balans ve Lucas kobalans sayilarinin genel terimlerinin de

C,=2B,+2b,+1 ve c,=2B,—2b,—1

oldugunu gostermislerdir.
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Panda ve Ray (2011), Pell sayilarinin bazi 6zel toplamlarini ele almislar ve

2n n n
ZPiZBn+bn+1: szi—lan ve szizbn+1
i=1 i=1 i=1

oldugunu gostermislerdir. Bunlardan farkli olarak

2n-1

P,=B,+b, (1.8)
1

i=

oldugunu gostermislerdir. Gozeri ve ark. (2017) ise benzer problemi Pell Lucas sayilari
(bu sayilar Q,, ile gosterilir ve @y = Q1 = 2 olup genel terimi n > 2 i¢in Q,, = 2Q,,_1 +

Q,,_, olan sayilardir) i¢in ele almislar ve (1.8) esitligine benzer sekilde

oldugunu gostermislerdir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

A mod 4 de 0 a denk iken

A
Fp(x,y) = x* — Zyz

ve mod 4 de 1 e denk iken

2 A-1 2
ﬂ@w=x+w—ﬁry

olarak tanimlanan kuadratik forma Pell form denir.

k > 1 tam say1 olmak iizere d = k? + 4 i¢in A = 4d olsun. Bu takdirde

Fp(x,y) = x* — dy?

bir Pell form olur.

Burada ilk olarak k > 3 tek ve k = 2 ¢ift olmak iizere yukaridaki Fy(x,y) = x%? — dy?

Pell formunun tim
Aut™ (Fp),Aut™(F,) ve Aut*(Fa)

otomorfizm kiimeleri k ya bagl olarak elde edildi.

Daha sonra
Fao(x,y) = +1 ve Fy(x,y) = +k?

Pell denklemlerinin tiim tam say1 ¢éztimleri kiimesi, bu formlarin otomorfizmleri kiimesi
ve ¢oziim temsilcileri kiimesi kullanilarak yine k > 3 tek ve k > 2 ¢ift olmak {izere iki

durumda ele alindi.
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3. PELL FORM VE PELL DENKLEMLERI

Bu boliimde 6zel bir Pell formunun tiim otomorfizmleri kiimeleri ele alinacak ve bu Pell
formundan elde edilen 6zel iki Pell denkleminin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi elde

edilecektir.
3.1 Pell Form

Yukarida A mod 4 de 0 a denk iken

A
Fp(x,y) = x* — Zyz

ve mod 4 de 1 e denk iken

A—1
Fp(x,y) = x* + xy —Tyz

olarak tanimlanan kuadratik forma Pell form denildigi belirtilmisti. Fo(x,y) = 1 denkle-

minin tiim tam say1 ¢oztimleri kiimesi Pell(A) ve FA(x,y) = +1 denkleminin tiim tam

say1 ¢oziimleri kiimesi de Pell* (A) ile gosterilsin. Bu takdirde (x,y) € Pell*(A) i¢in

( b
x_i}’ ay
b A =0 (mod 4) ise
—cy x+§y
gF(fo) = 1 (31)
1-b
x+Ty ay
1+4b A = 1(mod 4) ise
L —cy x+Ty

olarak tanimlanirsa, gr(x, y) nin determinantinin bir Pell form oldugu agiktir. Gergekten

de A = 0(mod 4) ise
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det(gr(x,y)) = (x - gy) (x + gy) + acy

b2
=x2—Iy2+acy
_, (*—4ac) ,
A
_,2_2.2
X =7y
=FA(x’3’)

ve A = 1(mod 4) ise

1-b 1+5b
det(gp(x,y)) = (x +T )(x +Ty) + acy

2

4

=x2+xy+ y? + acy

1— (b? — 4ac) )2

= 2+ —_
X Xy )

1-A
=x2+xy+Ty2

= FA(ny)

dir, yani det(gr(x,y)) = Fa(x,y) dir. Ustelik
gr: Pell¥(A) » GL(2,7)

bir grup homomorfizmi olup her (x,y) € Pell(A) igin gr(x,y) € Aut™*(F) dir.

Simdi k > 1 tam say1 olmak iizere d = k? + 4 i¢in A = 4d olsun. Bu takdirde
Fa(x,y) = x? — dy? (3.2)

bir Pell form olur. Bu Pell formunun tim otomorfizm kiimeleri i¢in asagidaki teorem

verilebilir.
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Teorem 3.1.1. (3.2) deki F, Pell formu i¢in
1) k = 3tek ise

[ k® + 6k* +9Kk? + 2
2

+

Ir =
k7 + 8k> + 19k3 + 12k

2

[ k® + 6k* +9k? 4+ 2
2

gr =
k7 + 8k> + 19k3 + 12k
2

Ve

=
w
+

3k

N

k* +5k* + 4

———————
\V]

olmak lizere

k°+4k%+3k ]
2

k® + 6k* +9k? + 2
2

k> + 4k3 + 3k ]
2

k® + 6k* +9k% 4+ 2

Aut™ (Fp) = {(gr)":t € Z}, Aut™ (Fp) = {+gr (gr)": t € L}

Ve

Aut”(Fp) = {+(gp)* it e Z}

dir.

2) k = 2 ¢iftise

k?+ 2 k
2 2
gr = ve gp =
k3 + 4k k?+2
2 2

olmak lizere

17
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Aut™ (Fpa) = {£(g7)": t € Z}, Aut™(Fa) = {£gr (97)": t € Z} ve Aut™(Fp) = {}
dir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. (1) k > 3 tek tam sayisi igin

1
K2+ 4=k+ k2 + k)—k+ = -

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

1
Vd = [k; 1,1, ,2k]

dir. Burada [ = 5 oldugundan F,(x,y) = 1 denkleminin temel ¢oziimii

k® + 6k* + 9k + 2 k5 + 4k3 + 3k

(xl' yl) = ( 2 ) 2
dir. Su halde (3.1) den
[ k® + 6k* + 9k? + 2 kS + 4k3 + 3k ]
2 2
gr =1
lk7 + 8KS + 19k3 + 12k k6 + 6k* + 9k? + 2J
2 2
F nin bir has otomorfizmi olur.
[ k® + 6k* +9k?* + 2 kS + 4k3 + 3k ]
2 2
= |
l 7+ 8kS + 19k3 + 12k k6 + 6k* + 9k? + 2J
2
matrisi igin det(gr gi) = —1 olup
-t —
9r9rFa = Fa

oldugundan gy g7, F5 nin bir has olmayan otomorfizmi, yani gy gi € Aut™(F,) dir. Us-
telik her bir t € Z i¢in gz (g7)® de F, nin bir has olmayan otomorfizmidir. Peryot uzun-

lugu tek oldugundan F,(x,y) = —1 denkleminin temel ¢oziimii
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k3+3k k*+1

(xl' yl) = ( 2 ) 2
dir. Buna gore
k3 + 3k k? + 1]
2 2

|
k* + 5k2 + 4 k3+3kJ
2 2

 —

matrisi i¢in det(gr) = —1 olup

grFa = —Fy

dir. Dolayisiyla gj € Aut*(F,) dir. Burada dikkat edilirse (gz)? = g7 oldugundan gj in

cift kuvvetleri F, nin birer has otomorfizmleridir. Su halde
Aut”(Fp) = {£(gp)* 1t € Z}
dir.

(2) Benzer sekilde k > 2 ¢ift tam sayis1 igin

k
Vd = [k; 5 2k]

dir. [ = 2 oldugundan F(x,y) = 1 in temel ¢oziimii

_ k*+2 k
dir. Buna gore
k? + 2 k
2 2
gr =

k3 + 4k k% +2
2 2

matrisi F nin bir has otomorfizmidir, yani
+ —
9grFa =Fa

dir. Benzer sekilde
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k? + 2 k
2 2
gr =
k3 + 4k k? +2
2 2
matrisi i¢in det(gr gi) = —1 olup
9r9rFa =Fp

oldugundan gz g7, F5 nin bir has olmayan otomorfizmi, yani gz g5 € Aut™(F,) dir. A¢i-
limin peryot uzunlugu ¢ift oldugundan F,(x,y) = —1 denkleminin temel ¢6ziimii ve do-
layistyla tam say1 ¢oziimleri yoktur. Su halde grFy = —F, ve det(gr) = —1 olacak se-
kilde bir gr matrisi olmadigindan Aut*(F,) = {} dir.

Asagida Cizelge 3.1. de 3 < k < 21 tek tam sayilar1 igin FA(x,y) = 1 pozitif Pell denk-

leminin temel ¢ozlimleri verilmistir.

Cizelge 3.1. Fo(x,y) = 1 pozitif Pell denkleminin temel ¢dziimleri

(1, ¥1)

(649, 180)

(9801, 1820)
(66249, 9100)
(285769, 30996)

11 (930249, 83204)

13 (2499849, 190060)
15 (5848201, 386460)
17 (1712320649, 719780)
19 (23915529, 1251796)
21 (43468489, 2060604)

ol | w| w| =
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Asagida Cizelge 3.2. de 3 < k < 21 tek tam sayilar igin Fy(x,y) = —1 negatif Pell

denkleminin temel ¢oziimleri verilmistir.

Cizelge 3.2. F5(x,y) = —1 negatif Pell denkleminin temel ¢oziimleri

(%1, 1)
(18, 5)

(70, 13)
(182, 25)
(378, 41)
11 (682, 61)
13 (1118, 85)
15 (1710, 113)
17 (2482, 145)
19 (3458, 181)
21 (4662, 221)

o | v w| =

Asagida Cizelge 3.3. de 2 < k < 20 ¢ift tam sayilari i¢in F5(x, y) = 1 pozitif Pell denk-

leminin temel ¢ozlimleri verilmistir.

Cizelge 3.3. F5(x,y) = 1 pozitif Pell denkleminin temel ¢éziimleri

k (x1,¥1)
2 3,1

4 9,2)

6 (19, 3)
8 (33,4)
10 (5L,5)
12 (73, 6)
14 (99, 7)
16 (129, 8)
18 (163,9)
20 (201, 10)
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3.2 FA(x,y) = £1 Pell Denklemi

Bir onceki alt boliimde Fj Pell formunun tiim otomorfizm kiimeleri belirlendi. Bu ki-

simda ise
FA(x' Y) = il

denkleminin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi belirlenecektir. Yine bu kisimda da problem

k = 3 tek ve k > 2 ¢ift olmak tizere iki durumda verilecektir.

1. Durum. k > 3 tek.

Teorem 3.2.1. F5(x,y) = 1 denklemi igin

(1) denklemin temel ¢6ziimii

k® + 6k* + 9k + 2 k5 + 4k3 + 3k

X1, = )
(x1,¥1) = ( 5 )
dir.
2)n = 1icin

ke+6k*+9Kk2+2 k7+8k5+19k3+12k

M = (3.3)
l kS+4Kk3+3k ko+6k*+9Kk% 42 J
2 2

Ve

] =1m[g)
olmak lizere

O = {(xn, yp):n 2 13

dir.
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(3) n = 4 icin denklemin tam say1 ¢oziimleri
xp, = (k® 4+ 6k* + 9k? + 1) (xp_q + Xp_3) — Xp_3
Yo = (k° + 6k* + 9k* + 1)(Yn-1 + Yn-2) = Yn-3
bagintisini gergekler.

(4) denklemin herhangi bir (x,,, y,,) tam say1 ¢oziimii basit siirekli kesirli a¢ilim yardi-

miyla
.
3;1,1,1,1,6,1,1,2 k =3 ise
2n—1kez
*n_ |
Yn
[k-k_l TR T A Sl Y k_ll k>5i
) 2 ) ) ) 2 ) ) 2 ) ) ) 2 - lse
. 2n—1kez

olarak da verilebilir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)
Ispat. (1) Teorem 3.1.1 den denklemin temel ¢dziimiiniin

k® + 6k* + 9k + 2 k5 + 4k3 + 3k
2 ’ 2

(1, ¥1) = (
oldugu agiktir.

2)n=1icin

k® + 6k* +9k? + 2

V1

l kS + 4k3 + 3k J
2

olup denklemin temel ¢6ziimii oldugundan bir tam say1 ¢oziimiidiir. n — 1 i¢in dogru ol-

dugu kabul edilsin, yani

[KS+6k*+9k?+2 k7 +8k°+19k* + 12k]"‘1

[Xn—1] 2 2 [1]
Yn-1 kS + 4k3 + 3k kS + 6k* + 9k2 + 2 0
2 2

23



olsun. Bu takdirde

[kﬁ + 6k* 4+ 9k?* + 2

k7 + 8k5 + 19k3 + 12k]"

Xn 2
Yn k° + 4k3 + 3k
2

[ +6k4+9k2+2

2 [1]
ke + 6k* +9k% 4+ 2 0
2

k7 + 8k°> + 19k3 + 12k]
2

=| |
[ +4k3+3k k® + 6k* 4+ 9k* + 2 J
2
K6 +6k*+9Kk2+2 k7 +8Kk5+19k3+12k7 L

2
X
k5+4k3+3k

2

2 []-]
k®+6k*+9k?+2 ‘ 0

2

2

kS+4k343k

ke +6k*+9Kk2+2 k7+8k5+19k3+12k‘|

ke+6k*+9Kk2%+2 ‘

Xn-1

Yn-1

2

kS+4k3+3k

dir. Buna gore

ke + 6k* +9Kk? + 2

Xn =

Ve

k> + 4k3 + 3k

Yn = (
olup

k®+6k*+9K2%+2

- dy? = |5

[ (k®+6k*+9Kk2+2
— Xp-1 +

(——)*n-1 +(

> Xn-1 +

)xn—l + (

k7+8k5+19k3+12k ]
2 n—lI

ke+6k*+9Kk%+2

> )Vn-1 J

k7 + 8k> + 19k3 + 12k

k® + 6k* + 9k? + 2
k7+8k5+19k3+12k 2

)n-1]



K5 +4Kk3+3Kk K6 +6k*+9Kk2+2 2

—(k? +4) | + (|
= x5 — (k* + Dyi4
=1
dir, yani esitlik her n > 1 i¢in dogrudur.

_ kO+6k*+9Kk2+2 _ kS+4k3+3k

(3)x1—f vey, = ———— j¢ina = x; + y;Vd ve B =x; —y;V/d ol-

2

sun. Bu takdirde

am + Br am — "
Xn = Y Ve Yn = W
dir. Diger yandan
(k® + 6k* + 9k? + Da? + (k® + 6k* +9%k* + Na — 1 = a3
Ve
(k® + 6k* +9k* + 1)B? + (k® + 6k* + 9k* + 1) —1 = 3
oldugundan
(k® + 6k* + 9k? + 1) (xp_1 + Xp_3) — Xp_3

n_1+ﬁn_1 a”_2+ﬁ”_2 lln_3+ﬁn_3

2 2

= (k® + 6k* + 9k% + 1) (%

_a® [(k6+6k4+9k2+1)a2+(k6+6k4+9k2+1)a—1]
T2 a3

BT [(k®+6k*+9k?+1)B%+(k®+6k*+9k%+1)B—1
+ 7[ B ]

a™+pm
T2

= xn
dir. Benzer sekilde n > 4 i¢in y,, = (k® + 6k* + 9k? + 1) (V1 + Yn-2) — Vn—3
oldugu da gosterilebilir.

(4) Tiimevarimla gosterilebilir.
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Yukaridaki teoreme dikkat edilirse, k > 3 tek olmasi durumunda F,(x,y) = 1 denkle-

minin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesinin belirlenebilmesi i¢in (3.3) deki M matrisinin n.

kuvvetinin belirlenmesi gerekir.

ke+6k*+9Kk2+2 k5+4k3+3k

Teorem 3.2.2. x; = — Ve =—— olsun. n > 2 ¢ift ise
2
n
R= (Zl) fyttd =1,
=0
n-—2
R
S = (thll_ 1) ~1-2iy) 2041 gi+1
i=0
n-2
2
n
T = (21 L 1) —1-2iy2itlgi
i=0
ven > 1 tek ise
n-1
R
n
k= (21) fyttd' =
i=0
n—1
2
n
S = (21 L 1) ~1-2iy2i41gi+1
i=0
n-—1
2
T = (2l7_ll_ 1) ~1-2iy 2041 i
i=0

olmak tizere (3.3) deki M matrisinin n. kuvveti

RS]

n ——
M_TU

dir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Tiimevarimla gosterilebilir.
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_ kO+6k*+9k2+2 _ kS+4k3+3k

Teorem 3.2.3. x, = > vey; = ———— olsun. Bu takdirde n = 2 cift igin
n n-2
2 =
N\ i i 4 n o
(xn; yn) = z (21) x{l Zlylzldllz (21 T 1) X{l 1 21y121+1d1
i=0 i=0

ven = 1 tek icin

n-1 n-1

2 2

n o n I
(n o) = Z(Zi)x{l Zlylzldl'Z(zl'H)x? 2yt

=0 =0

olmak tizere Q = {(x,,, y,): n = 1} dir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.2.1 ve 3.2.2 den goriiliir.
Simdi Fp(x,y) = —1 negatif Pell denklemi ele alinabilir.

Teorem 3.2.4. F5(x,y) = —1 negatif Pell denklemi i¢in
(1) denklemin temel ¢oziimii

k3+3k k*+1
2 2

(x1,y1) = (
dir.

2)n = 1icin

[k3 + 3k k* +5k% + 4]
I

2 2 I
M =| I
[k2+1 k3 + 3k J

2 2

Ve
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olmak tizere Q = {(X3_1, Von—1):n = 1} dir.
(3) n = 4 icin denklemin tam say1 ¢oziimleri
Xon—1 = (k® + 6k* + 9k? + 1) (x2n—3 + Xon—s5) — X2n_7
Yan-1 = (k® + 6k* + 9k? + 1)(V2n-3 + Y2n-5) — Yan—7
bagintisin1 gercekler.

(4) denklemin herhangi bir (x,,_1,V2n—1) tam say1 ¢Oziimii basit stirekli kesirli agilim

yardimiyla
T
31,1,1,1,6,1,1, 2 k =3 ise
2n-2 kez
Xon-1 _
Yon-1
il e L s
) 2 ) J ) 2 ) ) 2 ) ) ) 2 - lse
\ 2n-2 kez

olarak da verilebilir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.2.1 deki islemlere benzer sekilde gosterilebilir.

k3+3k k%+1 . ..
Teorem 3.2.5. x; = S veyr = olsun. Bu takdirde her n > 1 i¢in
2n—1
2
2n — 1\ _2n-1-2i2i 4i
Xopn-1 = ( . )x1 yid
2i
=0
ve
2n—1

2

n—1 oo . .
Vomo1 = z (Zi . 1)x12n 2-2iy2i42 gi

i=0
olmak tizere Q = {(x35_1, Y2n—1):n = 1} dir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.2.3 ve 3.2.4 den goriiliir.
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2. Durum. k > 2 gift.

Teorem 3.2.6. F5o(x,y) = 1 denklemi i¢in

. e k242 ky ..
(1) denklemin temel ¢oziimii (xq,y,) = (T’ E) dir.

2)n=1igin

[k2+2 k3+4k'|

2 2
| |
l k k2+2J

2 2

ve x"] = M" [1] olmak iizere Q = {(x,,, y,):n = 1} dir.
Yn 0

(3) n = 4 icin denklemin tam say1 ¢oziimleri
Xn = (kz + D) (Xp_1 + Xn—2) — Xp_3

Yn = (kz + 1) (Yn-1+ Yn-2) — Yn-3

bagintisin1 gercekler.

(3.4)

(4) denklemin herhangi bir (x,, y,,) tam say1 ¢oziimii basit siirekli kesirli a¢ilim yardi-

miyla
.
2;1,4,1,5 k=2ve n=2 ise
n—2 kez
In _
Yn [ ]
k%, 2k, %
2’ 77 2
\ n—1 kez

olarak da verilebilir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.2.1 deki islemlere benzer sekilde gosterilebilir.
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k?+2 k i -
Teorem 3.2.7. x; = —— veyi =3 olsun. n > 2 gift ise

2
R = z (;ll n Zlylzldl —

i=0
n_—2
2
_ n —1-2i.,2i+1 ji+1
§= (Zl + 1) yid
i=0
E
2
_ n —1-2i. 2i+1 gi
T=) (54 1)x i
i=0
ven = 1 tek ise
n-1
2
n
R = (Zi) xP2iy2igi = g,
=0
n-1
2
_ n —1-2i.,2i+1 ji+1
§=) (qiy )2y
i=0
Tl_—l
2
_ n —1-2i. 2i+1 qi
r= (Zl + 1) yid
i=0

olmak tizere (3.4) deki M matrisinin n. kuvveti M™ = [5, g] dir. (Tekcan ve Biberoglu
2022)

Ispat. Tiimevarimla gosterilebilir

2
Teorem 3.2.8. x; = % vey, = % olsun. Bu takdirde n > 2 ¢ift i¢in

n n-—2
2 2

(Xn, Yn) = (;) y1 idt Z (Zl + 1) -1- 21y21+1dl

i=0 i=0
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ven = 1 tek icin

n-1 n-1
2, =

n _ . . . n _ _ . ) i

(s Y) = Z(Zi)x? Zlylzldl'Z(zl'H)x? 12y 2 g
i=0 i=0

olmak tizere Q = {(x,, ¥,): n = 1} dir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.2.6 ve 3.2.7 den goriliir.

Teorem 3.2.9. FA(x,y) = —1 denklemi igin Q = { } dir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.1.1 de k > 2 ¢ift tam sayis1 i¢in agiliminin peryot uzunlugunun cift ol-
dugu gosterildi. Dolayisiyla FA(x,y) = —1 denkleminin temel ¢6ziimii ve tam say1 ¢o-

ztimleri olmadigindan Q = { } dir.

d = k% + 4 i¢in A = 4d olarak alindi. A = 1 + 4d olarak alinmas1 durumunda ise yuka-

ridaki teoremlere benzer sekilde bir baginti elde etmek miimkiin degildir.

Cizelge 3.4. F5(x,y) = x? + xy — dy? = 1 in temel ¢dziimleri

k (%1, y1)
3 (22,7)

5 (5, 1)

7 | (34,5)

9O (131,15
13 [(38,3)

Gergekten de Cizelge 3.4 de de goriilecegi lizere
Fa(x,y) =x*>+xy—dy* =1
denkleminin temel ¢6ziimlerinin k ya bagh olarak elde edilmesi miimkiin degildir.
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3.3 F5(x,y) = +k? Pell Denklemi

Bu alt bolumde ise
Fp(x,y) = £k?

denklemi ele alinacaktir. Yine bir 6nceki alt béliimde oldugu gibi bu boliimde de problem

k > 3 tek ve k > 2 ¢ift olmak iizere iki durumda ele alinacaktir.

1. Durum. k > 3 tek.

Teorem 3.3.1. FA(x,y) = k? pozitif Pell denklemi igin
(1) k = 3 tam kare degil ve #Rep = 4 ise
k* — 2k3 4+ 5k* — 6k + 4 k3 —2k*+ 3k — 2

x5=k,x{= > ve yi‘: >

(3.5)

icin Rep = {[xx, O0],[xx; y;]} dir. Bu durumda

(X3n41,Yane1) = (AR + 18, 5T+ yiU),n =0

(X3n-1,Y3n-1) = (IR = y1S, 5T —y;U),n =1

(X3n, Y3n) = (xR, xgT),n = 1

i¢in

Q = {(*3n+1 Y3n+1)» X3n-1, ¥3n-1)» (X3, Y3n)}
dir.
(2) k = 9 tam kare, yani belli bir t > 1 tam sayis1 i¢in k = t% ve #Rep = 6 ise x;, X1,
y1 (3.5) deki degerler ve

t>—t3+2t -t
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igin
Rep = {[£xg OL[£x:" il [xx1  y1l}

dir. Bu durumda
(Xsn+1, Ysne1) = (1R +y17S, 7T + y;"U),n 2 0
(Xsn+2, Ysne2) = (AR +¥1S, T+ y;U),n =0
(Xsn—2,Ysn-2) = (XiR = y1S, 5T —y;U),n =1
(Xsn-1,¥sn-1) = ('R —y1"S, 21T —y;"U),n =1

(X5n, Y5n) = (xR, x5T),n = 1
i¢in
Q = {(Xsn+1 Vsn+1)) Ksnvz, Ysnez)) Xsn—2, Ysn-2), (Xsn—1, ¥sn-1), (Xsn, ¥sn)}
dir. R, S, T, U lar Teorem 3.2.2 deki gibidir. (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. (1) Fy(x,y) = k? i¢in F = (1,0, —d) olup A = 4d dir. F5(x,y) = 1 Pell denkle-

minin temel ¢oziimii

k® + 6k* + 9k + 2 k5 + 4k3 + 3k
2 ’ 2

(x1,¥1) = (
oldugundan

kS + 6k* +9k2 + 2 + (k° + 4k 4+ 3k)VkZ + 4
TA =
2

dir. Bu durumda

. . k*—2k®+5k*>—6k+4 . k*—2k*+4+3k -2
x0=k,x1= ve y1= 2

olmak lzere

Ve
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[ k6+6k4+9k2+2 k> + 4k3 + 3k
2

= |
lk7 +8Kk5 + 19k3 + 12k kS +6k*+9k2 +2

2

dir. Dikkat edilirse H matrisi (3.3) deki M matrisinin transpozudur. Burada

n=1ligin [x3, ¥3u] =[xg OJH"
n = 0i¢in [X3p41  Yan+al = [x1 yi]H"
n=1licin [X3p—1 Yan-1] = [x7 —y{]H"
dir. Dolayisiyla
(X3n+1,Y3n+1) = (1R +y1S, 4T + y;U),n = 0
(X3n-1,Y3n-1) = (iR —y1S,x;T —y;U),n = 1
(X3n, Y3n) = (xR, x5T),n =1
icin Q = {(x3n+1, Y3n+1), Xan-1, Y3n-1), (K30, Y3,)} dir.

(2) Diger tim durumlar da benzer islemler yapilarak gosterilebilir.

Teorem 3.3.2. FA(x,y) = —k? negatif Pell denklemi i¢in
(1) k = 3 tam kare degil ve #Rep = 4 ise

k* + 3k? ., Ktk
—2 ve Yy, = >

Xo = 2,%X] =

i¢in

dir. Bu durumda

(X3n+1,Y3n+1) = (gR + S, x0T + U),n = 0

(X3n+1, Y3n+2) = (R + 18, T + y1U),n = 0

(X3, V3n) = (=xgR+ S, —x;T +U),n =1
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igin
Q = {(X3n+1, Y3n+1)» X3n+2, Yan+2), (X3n, Y3n)}
dir.

(2) k = 9 tam kare, yani belli bir t > 1 tam say1s1 igin k = t? ve #Rep = 6 ise x§, X1, V1
(3.6) daki degerler ve

_t5+t3+2t t34t

ve y; = >

*%

X1 )

igin
Rep = {[xx 1], [£x1" y1"L[+x1 yil}
dir. Bu durumda
(Xsn+1,Ysn+1) = (R + S, x0T + U),n = 0
(Xsn+2, Ysn+2) = (1R +y1"S,%°T + y1"U),n 2 0
(Xsn+3, Ysne3) = (IR + 18, T+ yiU),n =0
(Xsn-2,¥sn-2) = (1R — 18, 5T —y;U),n =1
(Xsn-1,¥sn-1) = (=¥’ R+ y1°S, —x{'T + y;"U),n = 1
(X5 Vsn) = (—xgR + S, —x;T + U),n = 1
i¢in
Q = {(Xsn+1, Ysn+1)r Ksn+2, Ysn+2), (Xsn+3, Ysne3)s Ksn—1, Ysn-1), (Xsn, Ysn)}
dir (R, S, T, U lar Teorem 3.2.2 deki gibidir). (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. Teorem 3.3.1 in ispatindaki benzer islemler yapilarak gosterilebilir.

2. Durum. k > 2 cift.

Teorem 3.3.3. F5(x,y) = k? pozitif Pell denklemi icin
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(1) k = 2ise Rep = {[£2 0]} olup x,, = 2C,, and y,, = 2B,, i¢cin Q = {(x,, y,,) } dir.
(2) k = 4 ise Rep = {[+4 0],[+6 1]} olup
(X341, Y3nt+1) = (6R+S,6T +U),n =0
(X3n-1,V3n-1) = (R —=S,6T —U),n =1
(X3n, Y3n) = (4R,4T),n = 1
olmak iizere Q = {(X3n+1, Yan+1)) (X3n-1, ¥3n-1), (X3, ¥3,)} dir.

(3) k = 6 tam kare degil ve #Rep = 4 ise

. . k*—-2k+4 , k=2
xo=kxi=——7—— ve y; =—— (3.7)

i¢in
Rep = {[£x; O] [£x; yi]}

dir. Bu durumda
(X3n+1,Y3ne1) = (KGR + y1S, 2T + yiU),n = 0
(X3n-1,Y3n-1) = ;R —y1S,x;T —y;U),n =1
(X3n, Y3n) = (xR, x5T),n =1
igin
Q = {(X3n+1, Y3n+1)» X3n—1, Yan-1), (X3n, ¥3n)}
dir.

(4) k = 16 tam kare, yani belli bir t > 1 tam sayis1 icin k = t? ve #Rep = 6 ise x,
x1,¥1 (3.7) deki degerler ve
. tP+2t

* *ko__
Xy = 5 ve y, =

igin
Rep = {[tx O] [£x1" y1"L[+x1 i}
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dir. Bu durumda
(Xsn+1, Ysne1) = (1R +y17S, 27" T + y;"U),n 2 0
(Xsn+2, Vsne2) = (R +y1S, 6T + y;U),n =0
(Xsn-2,Ysn—2) = (1R —y1S, 01T —y;U),n =1
(Xsn-1,Ysn-1) = (X1'R = y1"S,x’T —y;"U),n =2 1
(X5n, Y5n) = (xR, x5T),n =1
igin
Q = {(Xsn+1, Ysn+1), Ksn+2, Ysn+2), Ksn+3s Ysn+3) (Xsn-1, Ysn-1), (Xsn, Ys5n)}
dir (R, S, T, U lar Teorem 3.2.2 deki gibidir). (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. (1) k = 2 olsun. Bu takdirde x* — 8y? = 4 denklemi icin Rep = {[+2 0]} ve

M = [g ;] olupn > 1i¢in [x, ¥,] = [2 O0]M" dir. Diger yandan n > 1 igin

oldugudan

b wl=12 0fgp |=r2c, 282

n

dir. Su halde Q = {(2C,, 2B,)} dir.
@)k = 4iginRep = {[+4 0],[+6 1]}olupM = 490 g] dir. Burada
n = 1igin [x3p1 Y3n_q] =[6 —1]M"
n = ligin [x3, Ysn] =[4 O]M™
n = 0i¢in [X3n41 Y3ne1] =[6 1IM"
oldugundan
(X3n+1,V3ns1) = (BR+S,6T +U),n=>0

(X3p-1,¥3n-1) = (R =S, 6T —U),n>1
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(x3n: y3n) = (4R: 4T):7’l >1

icin Q = {(X3n+1, Y3n+1)» (X3n-1, Y3n-1), (X3n, Y3n)} dir. Diger iki durum da benzer se-

kilde gosterilebilir.

Fa(x,y) = —k? negatif Pell denklemi igin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.4. Fo(x,y) = —k? negatif Pell denklemi i¢in

(1) k =2iseRep = {[£2 1]}dirvex, = 2¢,, V¥, = Po,_1 olmakiizere Q = {(x,,, y,,)}
dir.

2)k =4 iseRep = {[+2 1],[£8 2]} olup
(*3n41 Yan+1) = QR+ S5,2T +U),n =0
(X3n42) Y3ns2) = (BR +2S5,8T +2U),n =0
(X3 V3n) = (—2R+ S, 2T +U),n > 1
igin
Q = {(x3n+1, Yan+1)) (3n42, Yans2), (an, Y3}
dir.
(3) k = 6 tam kare degil ve #Rep = 4 ise

k2
x0=2,x’1"=7 ve yI:E

(3.8)
igin
Rep = {[+xp 1], [xx; y1]}
dir.
(X3n+1,Y3n+1) = (R + S, 5T +U),n = 0

(X3n+2,Yan+2) = (IR +y1S, T + y;U),n = 0
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(X3 V3n) = (—xgR + S, —x;T + U),n = 1
igin
Q = {(X3n+1, Yan+1)r X3n+2, Y3n+2), (X3n, Yan)}
dir.
(4) k > 16 tam kare, yani belli bir t > 1 tam sayis1 igin k = t2 ve #Rep = 6 ise x;, x;,

y1 (3.8) deki degerler ve

L =2t ot
X1 = 5 N 2
i¢in
Rep = {[£xo 1], [£x1" yi'l.[£x1 y1il}
dir.
(Xsn+1, Ysn+1) = (R + S, x0T +U),n =0
(Xsn+2,Ysn+2) = (X1°R +y1°S,%1°T + y;"U),n =2 0
(Xsn+3, Ysn+3) = (X1R +y1S, 1T + y1U),n =0
(Xsn-1,¥sn-1) = (=x7"R + y1"S, —x'T + y;"U),n = 1
(X5, Vsn) = (—xgR + S, —x;T +U),n = 1
i¢in

Q= {(x5n+11 Ysn+1)r (Xsn+2, Ysn+2)r (Xsn+3: Ysn+3) (Xsn—1, Ysn—1) (Xsn, YSn)}

dir (R, S, T, U lar Teorem 3.2.2 deki gibidir). (Tekcan ve Biberoglu 2022)

Ispat. (1) k = 2 olsun. Bu takdirde x? — 8y? = —4 denklemi icin Rep = {[+2 1]} ve

1

M:[g 3

| dir. Burada n > 1 igin [x, yn] = [~2 1]M" dir ve

C B.
n __ n n
M ‘[8Bn Cn]

oldugundan
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C B
[xn yn] = [_2 1] [8; Cn] = [_ZCn + 8Bn - 2Bn + Cn]
n n

dir. Burada dikkat edilirse
_CTL + 4BTL - CTL Ve _ZBn + CTL - PZn—l

dir. Dolayisiyla x,, = 2¢,, ve y,, = Pyp_1 i¢in Q = {(x,,, ¥,)} dir.
— A ie _ _I9 21 4
2)k=4icinRep = {[x2 1],[£8 2]}veM = [40 9] dir. Burada

n = 0i¢in X341 Yansr] =[2 1IM™
n = 1ligin[x3, ysu] =[-2 1]M"
n = 0i6in [X3n42 Yansz] =[8 2]M"
oldugundan
(*3n41 Yan+1) = QR+ S5,2T +U),n =0
(%3142, V3ns2) = (BR +2S5,8T +2U),n >0
(X3, V3n) = (m2R+ S, -2T +U),n=>1

icin Q = {(X3n+1, Y3n+1), (X3n+2, Yan+2)» (X3, Y3,)} dir. Diger durum da ayni yontemle

gosterilebilir.
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4. SONUC

Bu tezde k = 1 tam sayis1 igin d = k? + 4 olmak iizere A = 4d diskriminantli

Fa(x,y) = x* — dy*?

Pell formu ele alind1 ve ilk olarak bu F, Pell formunun tiim
Autt (Fy), Aut=(Fp) ve Aut*(Fy)

otomorfizmleri kiimeleri k = 3 tek ve k > 2 ¢ift olmak {izere iki farkli durumda ele alind1

ve bu kiimeler k ya bagli olarak elde edildi.

Daha sonra
Fa(x,y) = £1

denkleminin tam say1 ¢dziimleri k ya bagli olarak elde edildi. Ustelik denklemin tam say1

coziimlerinin basit siirekli kesirli agilimlar yardimiyla da verilebilecegi gosterildi.

Son olarak ise
Fp(x,y) = +k?

Pell denkleminin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi yine k ya bagli olarak elde edildi. Tiim
bu tam say1 ¢ozlimleri, denklemin ¢oziim temsilcileri kiimesindeki elemanlara ve bu ele-

manlarin sayisina bagli olacak sekilde elde edildi.
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