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Bu çalışmada 𝑘 ≥ 2 tam sayısı için 𝑑 = 𝑘ଶ + 4 olmak üzere Δ = 4𝑑 diskriminantlı 
𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ Pell formlarının tüm otomorfizm kümeleri elde edilmiştir. Daha 
sonra ise bu Pell formdan faydalanarak 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 ve 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ Pell denklem-
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In this thesis, the set of all automorphisms of the Pell forms 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ of disc-
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In the second section, the material and method are given. 
 
In the third section, which is the original part of the thesis, the set of all automorphisms 
of Pell forms 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ of discriminant Δ = 4𝑑, where 𝑑 = 𝑘ଶ + 4 for some 
positive integer  𝑘 ≥ 2 is determined. Later the set of all integer solutions of the Pell 
equations 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 and 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ is obtained.  
 
 
In the last section, result is given. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Keywords: Quadratic Form, Pell Form, Pell Equations, Set of Representations, Auto-
morphism.  
 
 
2023, x + 43 pages 

 



vii 

TEŞEKKÜR 
 
 
Yüksek lisans eğitimim sırasında, yaptığım çalışmalarımı destekleyen ve yönlendiren 
araştırmalarımın her aşamasında öneri, bilgi ve yardımlarını esirgemeyerek gelişimime 
katkıda bulunan, çalışmalarım süresince her anlamda bana destek olan danışman hocam 
Sayın Prof. Dr. Ahmet TEKCAN’ a saygı ve sevgilerimle teşekkür ederim. 
 
Hayatımın her aşamasında maddi ve manevi hiçbir desteğini esirgemeyen değerli annem 
Dilek TEZGELDİ’ ye de teşekkürü bir borç bilirim. 
 
 
 
 
 
 
 
 

      Gülşah BİBEROĞLU  
 

   22/05/2023  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



viii 

İÇİNDEKİLER 
Sayfa 

ÖZET.................................................................................................................................. i 
ABSTRACT ...................................................................................................................... ii 
TEŞEKKÜR ..................................................................................................................... iii 
İÇİNDEKİLER ................................................................................................................ iv 
SİMGELER DİZİNİ.......................................................................................................... v 
ÇİZELGELER DİZİNİ .................................................................................................... vi 
1. GİRİŞ ............................................................................................................................ 1 
1.1. Kuadratik Formlar  ..................................................................................................... 1 
1.2. Pell ve Diophantine Denklemleri  .............................................................................. 4 
1.3. 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶ = 𝑛 Diophantine Denklemi  ......................................................... 7 
1.4. Balans ve Kobalans Sayıları .................................................................................... 10 
2. MATERYAL ve YÖNTEM ........................................................................................ 14 
3. PELL FORM VE PELL DENKLEMLERİ ................................................................ 15 
3.1. Pell Form  ................................................................................................................. 15 
3.2. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 Pell Denklemi .................................................................................. 22 
3.3. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ Pell Denklemi ................................................................................ 32 
4. SONUÇ ....................................................................................................................... 41 
KAYNAKLAR ............................................................................................................... 42 
ÖZGEÇMİŞ .................................................................................................................... 43 
 
   



ix 

SİMGELER DİZİNİ 

  

Simgeler Açıklama 

 
F Kuadratik form 
Δ Formun diskriminantı 
𝐹୼ 
𝑀ி                            

Pell form 
Formun modülü 

𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = ±𝑛 Pell denklemi 
𝐵௡ Balans sayısı 
𝑏௡ Kobalans sayısı 
𝐶௡ Lucas balans sayısı 
𝑐௡ 
𝛼, 𝛽 
Rep 
𝑀 
𝜀୼ 
(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) 
ℚ(√Δ) 
 
 
 
 

Lucas kobalans sayısı 
Pell sayılarının karakteristik denkleminin kökleri 
Çözüm temsilcileri kümesi 
Çözüm matrisi 
Temel birim 
Pell denkleminin temel çözümü 
Kuadratik sayı cismi 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

 

 

 

 

 

 

  



x 

ÇİZELGELER DİZİNİ 

Sayfa 

Çizelge 3.1.     𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 pozitif Pell denkleminin temel çözümleri …...............        20 
Çizelge 3.2.     𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 negatif Pell denkleminin temel çözümleri …............        21 
Çizelge 3.3.    𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 pozitif Pell denkleminin temel çözümleri …...............       21 
Çizelge 3.4.    𝐹୼(x, y) = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦-𝑑𝑦ଶ = 1 in temel çözümleri ………………….        31 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

    



1 

1. GİRİŞ 

 

Tezin bu bölümünde kuadratik formlar, Pell ve Diophantine denklemleri ve balans sayı-

ları ile ilgili bazı temel kavramlara yer verilmiştir.  

 

1.1 Kuadratik Formlar 

 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ler reel sayılar olmak üzere  

                           𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶ          

şeklindeki ifadelere kuadratik form denir ve 𝐹 = (𝑎,ௗௗ𝑏,ௗௗ𝑐) ile gösterilir. 𝐹 nin diskrimi-

nantı Δ = Δ(𝐹) ile gösterilir ve  

Δ(𝐹) = 𝑏ଶ − 4𝑎𝑐 

olarak tanımlanır (Flath 1989). 

 

𝑎, 𝑏, 𝑐 lerin tam sayı olması durumunda 𝐹 ye tam form denir. Diskriminant negatif ve 𝑎 

ve 𝑐 pozitif ise 𝐹 ye pozitif tanımlı form, diskriminant pozitif ise 𝐹 ye indefinite form ve 

𝑎, 𝑏, 𝑐 nin aralarında asal olması durumunda ise 𝐹 ye ilkel form denir.  

 

𝑟,ௗ𝑠,ௗ𝑡,ௗ𝑢 ∈ ℤ ve 𝑟𝑢 − 𝑠𝑡 = ±1 olmak üzere ቂ
𝑟 𝑠
𝑡 𝑢

ቃ şeklindeki 2 × 2 lik matrislerin kü-

mesi, matrislerde çarpma işlemine göre bir grup oluşturur. Bu grup GL(2,  ℤ) ile gösteri-

lirse 

GL(2,  ℤ) = ቄቂ
𝑟 𝑠
𝑡 𝑢

ቃ :  𝑟,  𝑠,  𝑡,  𝑢 ∈ ℤ,    𝑟𝑢 − 𝑠𝑡 = ±1ቅ 

dir. Benzer şekilde  

SL(2,  ℤ) = ቄቂ
𝑟 𝑠
𝑡 𝑢

ቃ :  𝑟,  𝑠,  𝑡,  𝑢 ∈ ℤ,    𝑟𝑢 − 𝑠𝑡 = 1ቅ 

dir.  



2 

𝑔 = ቂ
𝑟 𝑠
𝑡 𝑢

ቃ ∈ GL(2,ௗℤ) matrisi verilen bir 𝐹 formunu 

𝑔𝐹 = 𝐹(𝑟𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑠𝑥 + 𝑢𝑦)  

formuna resmeder. Burada dikkat edilirse 𝐹 nin 𝑔 altındaki resmi de yine bir kuadratik 

formdur. Eğer iki form verildiğinde birini diğerine resmeden bir 𝑔 matrisi bulunabiliyorsa 

bu formlara denktir denir. 𝑔 nin determinantı 1 ise bu formlara has denk, −1 ise has 

olmayan denk formlar denir. Örneğin, 𝐹 = (3, 2, −1) formunun 𝑔 = ቂ
2 1
5 3

ቃ matrisi al-

tındaki resmi  

𝑔𝐹 = 𝐹(2𝑥 + 5𝑦, 𝑥 + 3𝑦) = 3(2𝑥 + 5𝑦)ଶ + 2(2𝑥 + 5𝑦)(𝑥 + 3𝑦) − (𝑥 + 3𝑦)ଶ   

= 15𝑥ଶ + 76𝑥𝑦 + 96𝑦ଶ      

dir. 

 

𝐹 formunu kendisine resmeden 𝑔 matrisine 𝐹 nin bir otomorfizmi denir. 𝑔 nin determi-

nantı 1 ise has otomorfizm, −1 ise has olmayan otomorfizm denir. Örneğin, 𝐹 = (1, 8, 8) 

formunun bir has otomorfizmi 𝑔 = ቂ
7 −1
8 −1

ቃ dir. Çünkü det(𝑔) = 1 olup 𝑔𝐹 = 𝐹 dir. 

Has olmayan otomorfizmi ise 𝑔 = ቂ
7 −6
8 −7

ቃ dir. Çünkü det(𝑔) = −1 olup 𝑔𝐹 = 𝐹 dir. 

 

𝑔 nin determinantının 1 olması durumunda 𝐹 nin otomorfizmleri kümesi 𝐴𝑢𝑡ା(𝐹) ile, 

−1 olması durumunda ise 𝐴𝑢𝑡ି(𝐹) ile gösterilir. 𝐹 formunu kendisinin toplamaya göre 

tersi olan −𝐹 formuna resmeden ve determinantı −1 olan 𝑔 matrislerinin kümesi de 

𝐴𝑢𝑡∗(𝐹) ile gösterilir.  

  

Im(𝑧) > 0 özelliğindeki bir 𝑧 karmaşık sayısı için pozitif tanımlı bir 𝐹 formu  

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥 + 𝑧𝑦)(𝑥 + 𝑧̄𝑦) 

olarak yazılabilir. Bu şekildeki 𝑧 sayısı 𝑧(𝐹) ile gösterilir. 𝑣 > 0 için 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 denilirse  

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶ = 𝑎𝑥ଶ + 2𝑎𝑢𝑥𝑦 + 𝑎|𝑧|ଶ𝑦ଶ 
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olur. Buna göre 2𝑎𝑢 = 𝑏ௗ veௗௗ𝑎|𝑧|ଶ = 𝑐 olacağından  

𝑢 =
𝑏

2𝑎
   ve   𝑣 =

ඥ−Δ(𝐹)

2𝑎
 

dir. O halde 

𝑧(𝐹) =
𝑏 + 𝑖ඥ−Δ(𝐹)

2𝑎
 

dur. Örneğin, 𝐹 = (4, 3, 5) pozitif tanımlı formu için 𝑧(𝐹) =
ଷା௜√଻ଵ

଼
 dir. Tersine 𝑣 > 0 

için 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣  sayısı verilmiş olsun. Bu takdirde Δ(𝐹) = −4𝑣ଶ diskriminantlı  

𝐹௭ = (1,ௗ2𝑢,ௗௗ𝑢ଶ + 𝑣ଶ) 

pozitif tanımlı formu vardır ve yine  

𝑧(𝐹௭) =
2𝑢 + 𝑖√4𝑣ଶ

2
= 𝑢 + 𝑖𝑣 = 𝑧 

dir. Örneğin, 𝑧 = 2 + 3𝑖 karmaşık sayısı için 𝐹௭ = (1, 4, 13) olup 𝑧(𝐹௭) = 𝑧 = 2 + 3𝑖  

dir.  

 

Eğer 𝐹 = (𝑎,ௗ𝑏,ௗ𝑐) bir indefinite form ise 𝑧(𝐹) =
ି௕ା√୼

ଶ௔
  dir. Örneğin, Δ = 73 diskrimi-

nantlı 𝐹 = (1,7, −6) indefinite formu için 𝑧(𝐹) =
ି଻ା√଻ଷ

ଶ
 dir. Tekcan (2007), 𝐹 indefi-

nite formlarının denk olmaları ile 𝑧(𝐹) lerinin denk olmaları arasında bir ilişkinin oldu-

ğunu göstermiştir. Şöyle ki  𝐹ଵ ve 𝐹ଶ herhangi iki indefinite form olsun. Bu takdirde 𝑔 ∈

GL(2, ℤ) için 𝑔𝐹ଵ = 𝐹ଶ dir ⇔  

(𝑔ିଵ)்𝑧(𝐹ଵ) = ൜
𝑧(𝐹ଶ) det(𝑔) = 1ௗௗ൴se
𝑧̄(𝐹ଶ) ௗௗௗௗdet(𝑔) = −1ௗௗ൴se

 

dir. Örneğin, 𝐹ଵ = (1,ௗ7,ௗ − 6) ve 𝐹ଶ = (4,ௗ3,ௗ − 4) formları 𝑔 = ቂ
7 9

10 13
ቃ ∈ SL(2, ℤ)  

matrisi altında has denktir. Bu formlar için  

𝑧(𝐹ଵ) =
−7 + √73

2
   ve   𝑧(𝐹ଶ) =

−3 + √73

8
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olup, (𝑔ିଵ)் = ቂ
13 −10
−9 7

ቃ ∈ SL(2, ℤ)  matrisi için 

(𝑔ିଵ)்𝑧(𝐹ଵ) =
13 ቀ

ି଻ା√଻ଷ

ଶ
ቁ − 10

−9 ቀ
ି଻ା√଻ଷ

ଶ
ቁ + 7

=
−3 + √73

8
= 𝑧(𝐹ଶ) 

dir. Benzer şekilde 𝐹ଵ = (3, 5, −1) ve 𝐹ଶ = (9, 37, 37) indefinite kuadratik formları da 

𝑔 = ቂ
1 3
2 5

ቃ ∈ GL(2, ℤ) matrisi altında has olmayan denktirler. Bu formlar için  

𝑧(𝐹ଵ) =
−5 + √37

6
   ve  𝑧(𝐹ଶ) =

−37 + √37

18
 

olup, (𝑔ିଵ)் = ቂ
5 −2

−3 1
ቃ ∈ GL(2, ℤ) matrisi için 

(𝑔ିଵ)்𝑧(𝐹ଵ) =
5 ቀ

ିହା√ଷ଻

଺
ቁ − 2

−3 ቀ
ିହା√ଷ଻

଺
ቁ + 1

=
−37 − √37

18
= 𝑧̄(𝐹ଶ) 

dir.  

 

1.2 Pell ve Diophantine Denklemleri 

 

𝑎,ௗ𝑏,ௗ𝑐 ler tam sayı olmak üzere 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 tipindeki denklemlere birinci dereceden (li-

neer) Diophantine denklemi denir. Bu denklemin tam sayı çözümleri vardır ⇔ 

obeb(𝑎, 𝑏)|𝑐 dir. Bu durumda (𝑥଴,ௗ𝑦଴) bu denklemi gerçekleyen herhangi bir tam sayı 

ikilisi ise, denklemin tüm tam sayı çözümleri 𝑡 ∈ ℤ için  

 (𝑥, 𝑦) = (𝑥଴ +
௕

ௗ
𝑡,ௗௗ𝑦଴ −

௔

ௗ
𝑡) 

şeklindedir. Örneğin, 478𝑥 + 122𝑦 = 6 Diophantine denklemi ele alınsın. Burada  

    

         478 = 122 ⋅ 3 + 112
       122 = 112 ⋅ 1 + 10

    ௗ112 = 10 ⋅ 11 + 2
ௗௗௗ    ௗ10 = 2 ⋅ 5 + 0     

ௗௗௗௗ 
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olup 𝑑 = (478,ௗ122) = 2 ve 2|6 olduğundan denklemin bir tam sayı çözümü ve dolayı-

sıyla tam sayı çözümleri vardır. Yukarıdaki eşitlikte obeb den geriye doğru gidilirse 

2 = 112 − 10 ⋅ 11 = 112 − (122 − 112 ⋅ 1) ⋅ 11 

                                     = 112 ⋅ 12 − 122 ⋅ 11  

                                = (478 − 122 ⋅ 3) ⋅ 12 − 122 ⋅ 11 

= 478 ⋅ 12 − 122 ⋅ 47                                              

elde edilir. Buna göre  

478 ⋅ 36 + 122 ⋅ (−141) = 6 

olduğundan denklemin özel bir tam sayı çözümü (𝑥଴,ௗ𝑦଴) = (36, −141) dir. Dolayısıyla 

denklemin diğer tüm tam sayı çözümleri 𝑡 tam sayısı için  

(𝑥, 𝑦) = (36 + 61𝑡,ௗ − 141 − 239𝑡) 

dir. 

 

𝑑 > 0 ve tam kare olmayan bir tam sayı ve 𝑛 ∈ ℤ − {0} olmak üzere  

𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = ±𝑛 

şeklindeki denklemlere Pell denklemi denir (Barbeau 2003). 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 𝑛 ye pozitif Pell 

denklemi, 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = −𝑛 ye ise negatif Pell denklemi denir. 𝑛 = 1 için elde edilen  

𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = ±1 

Pell denklemini gerçekleyen en küçük pozitif (𝑥ଵ,ௗ𝑦ଵ) tam sayı çözümüne denklemin te-

mel çözümü denir. Denklemin temel çözümü varsa sonsuz çoklukta tam sayı çözümleri 

vardır. Eğer 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 pozitif Pell denkleminin temel çözümü (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) ise 𝑛 ≥ 1 için 

             ቂ
𝑥௡

𝑦௡
ቃ = ൤

𝑥ଵ 𝑑𝑦ଵ

𝑦ଵ 𝑥ଵ
൨

௡

ௗ ቂ
1
0

ቃ 

olmak üzere denklemin tam sayı çözümleri (𝑥௡, 𝑦௡) dir. Eğer  𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = −1 negatif 

Pell denkleminin temel çözümü (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) ise 1n  için  
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ቂ
𝑥ଶ௡ିଵ

𝑦ଶ௡ିଵ
ቃ = ൤

𝑥ଵ 𝑑𝑦ଵ

𝑦ଵ 𝑥ଵ
൨

ଶ௡ିଵ

ௗ ቂ
1
0

ቃ 

olmak üzere denklemin diğer tüm tam sayı çözümleri (𝑥ଶ௡ିଵ, 𝑦ଶ௡ିଵ) dir (Mollin 1996). 

 

√𝑑 = [𝑚଴; 𝑚ଵ, 𝑚ଶ, ⋯ , 𝑚௟തതതതതതതതതതതതതതതതതത] olsun. 𝑈ିଶ = 0, 𝑈ିଵ = 1, 𝑉 ଶ = 1, 𝑉 ଵ = 0  ve 𝑛 ≥ 0 için 

 

𝑈௡ = 𝑚௡𝑈௡ିଵ + 𝑈௡ିଶ   ve   𝑉௡ = 𝑚௡𝑉௡ିଵ + 𝑉௡ିଶ 

 

tanımlansın. Bu takdirde  

 

𝑈௡𝑉௡ିଵ − 𝑈௡ିଵ𝑉௡ = (−1)௡ିଵ   ve  𝑈௡𝑉௡ିଶ − 𝑈௡ିଶ𝑉௡ = (−1)௡𝑚௡ 

 

dir. 𝑊௡ =
௎೙

௏೙
  için  

 

𝑊௡ − 𝑊௡ିଵ =
(−1)௡ିଵ

𝑉௡𝑉௡ିଵ
, 𝑊௡ − 𝑊௡ିଶ =

(−1)௡𝑚௡

𝑉௡𝑉௡ିଶ
   ve   lim

௡→ஶ
𝑊௡ = √𝑑 

 

dir. Üstelik 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin temel çözümü  

 

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = ൜
(𝑈௟ିଵ, 𝑉௟ିଵ) 𝑙 ç൴ft ൴se

(𝑈ଶ௟ିଵ, 𝑉ଶ௟ିଵ) 𝑙 tek ൴se
 

 

olup denklemin diğer tam sayı çözümleri yukarıdaki matristen farklı olarak 

 

𝑥௡ + 𝑦௡√𝑑 = (𝑥ଵ + 𝑦ଵ√𝑑)௡ 

 

olmak üzere (𝑥௡, 𝑦௡) olarak da verilebilir. Bu tam sayı çözümleri arasında 𝑛 ≥ 3 için 

  

𝑥௡ାଵ = (2𝑥ଵ − 1)(𝑥௡ + 𝑥௡ିଵ) − 𝑥௡ିଶ

𝑦௡ାଵ = (2𝑥ଵ − 1)(𝑦௡ + 𝑦௡ିଵ) − 𝑦௡ିଶ
 

şeklinde bir bağıntı vardır. 𝑙 çift iken 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = −1 denkleminin temel çözümü yoktur. 
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𝑙 tek iken denklemin temel çözümü (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (𝑈௟ିଵ, 𝑉௟ିଵ) olup denklemin diğer tam sayı 

çözümleri  

𝑥ଶ௡ାଵ + 𝑦ଶ௡ାଵ√𝑑 = (𝑥ଵ + 𝑦ଵ√𝑑)ଶ௡ାଵ 

 

olmak üzere (𝑥ଶ௡ାଵ, 𝑦ଶ௡ାଵ)  dir ve çözümler arasında 𝑛 ≥ 3 için  

 

𝑥ଶ௡ାଵ = (4𝑥ଵ
ଶ + 1)(𝑥ଶ௡ିଵ + 𝑥ଶ௡ିଷ) − 𝑥ଶ௡ିହ

𝑦ଶ௡ାଵ = (4𝑥ଵ
ଶ + 1)(𝑦ଶ௡ିଵ + 𝑦ଶ௡ିଷ) − 𝑦ଶ௡ିହ

 

 

şeklinde bir bağıntı vardır (Mollin 1996). 

 

1.3 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶ = 𝑛 Diophantine Denklemi 

 

Bu kısımda bir 𝐹 indefinite formu ve 𝑛 ∈ ℤ için  

                                   𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶ = 𝑛                                    (1.1) 

denkleminin tüm tam sayı çözümleri Ω = {(𝑥, 𝑦): 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑛} kümesi ele alınacaktır.  

 

F indefinite formu  

𝐹(𝑥, 𝑦) =
ቀ𝑎𝑥 +

௕ା√୼

ଶ
𝑦ቁ ቀ𝑎𝑥 +

௕ି√୼

ଶ
𝑦ቁ

𝑎
 

olarak yeniden yazılabilir. Bu durumda 

𝑀ி = ቊ𝑎𝑥 +
𝑏 + √Δ

2
𝑦:  𝑥, 𝑦 ∈ ℤቋ 

kümesine F nin modülü denir. 

 

Δ mod 4 te 0 a denk iken 𝜌୼ =
√୼

ଶ
   ve 1 e denk iken 𝜌୼ =

ଵା√୼

ଶ
  olarak tanımlanırsa  
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            [𝑥ᇱௗ ௗௗ𝑦ᇱ] =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

[𝑥ௗௗௗ ௗ𝑦] ൦
𝑢 −

𝑏

2
𝑣 𝑎𝑣

−𝑐𝑣 𝑢 +
𝑏

2
𝑣

൪ Δ ≡ 0(mod4) ise

[𝑥ௗௗௗௗ 𝑦] ൦
𝑢 +

1 − 𝑏

2
𝑣 𝑎𝑣

−𝑐𝑣 𝑢 +
1 + 𝑏

2
𝑣

൪ Δ ≡ 1(mod4) ise

           (1.2) 

olmak üzere  

(𝑢 + 𝑣𝜌୼) ቆ𝑎𝑥 +
𝑏 + √Δ

2
𝑦ቇ = 𝑎𝑥ᇱ +

𝑏 + √Δ

2
𝑦ᇱ 

dir. Üstelik Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 +
௕ା√୼

ଶ
𝑦 dönüşümü için 

Ψ: Ω = {(𝑥, 𝑦): 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑛} → {𝛾 ∈ 𝑀ி: 𝑁(𝛾) = 𝑎𝑛} 

dir.  

 

Δ tam kare olmayan pozitif bir tam sayı olmak üzere ℚ(√Δ) = {𝑥 + 𝑦√Δ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ} ku-

adratik sayı cisminde bir 𝛼 = 𝑥 + 𝑦√Δ  elemanının eşleniği ve normu sırasıyla 𝛼
ି

 ve 𝑁(𝛼) 

ile gösterilir ve 𝛼
ି

= 𝑥 − 𝑦√Δ   ve  𝑁(𝛼) = 𝛼𝛼
ି

 olarak tanımlanır. 𝑂୼ = {𝑥 + 𝑦𝜌୼: 𝑥, 𝑦 ∈

ℤ} halkasının temel birimi 𝜀୼ =  𝑥 + 𝑦𝜌୼ olmak üzere  

 

𝜏୼ = ൜
𝜀୼ 𝑁(𝜀୼) = 1ௗௗ൴seௗௗ
𝜀୼

ଶ 𝑁(𝜀୼) = −1ௗௗ൴se
 

olsun. Bu 𝜏୼ değeri için  

ℎ = ቚ
𝑎𝑛𝜏୼

Δ
ቚ

భ

మ
൬

𝜏୼ − sgn(𝑎𝑛)

𝜏୼
൰ 

tanımlansın. (1.1) deki denklem  

                                                  Δ𝑦ଶ + 4𝑎𝑛 = (2𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)ଶ                                           (1.3) 

olarak yeniden yazılabilir. 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ aralığındaki y ler için, Δ𝑦ଶ + 4𝑎𝑛 nin bir tam sayı-

nın karesi olup olmadığı kontrol edilir. Eğer belli bir 𝑦଴ için tam kare ise (1.3) den  
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𝑥଴ =
−𝑏𝑦଴ ± ඥΔ𝑦଴

ଶ + 4𝑎𝑛

2𝑎
 

 

olarak elde edilir. 𝑥଴ ın tam sayı olması durumunda denklemin bir (𝑥଴, 𝑦଴) özel tam sayı 

çözümü elde edilmiş olur. Bu durumda Rep = {[𝑥଴  𝑦଴]} kümesine çözüm temsilcileri 

kümesi denir. (1.2) den elde edilen 𝑀 matrisi için  

 

Ω = {±(𝑥, 𝑦):   [𝑥    𝑦] = [𝑥଴     𝑦଴]𝑀௠,  𝑚 ∈ ℤ} 

 

dir. Eğer bu aralıktaki belli bir 𝑦 değeri için Δ𝑦ଶ + 4𝑎𝑛 ifadesi tam kare olmuyorsa denk-

lemin tam sayı çözümleri yoktur. Örneğin, 

𝑥ଶ + 4𝑥𝑦 − 𝑦ଶ = −16 

Diophantine denklemi ele alınsın. Burada 𝐹 = (1,ௗ4, −1) olup Δ(𝐹) = 4 ⋅ 5 dir. Buna 

göre 𝑂ଶ଴ halkasının temel birimi 𝜀ଶ଴ = 9 + 4√5 dir. 𝑁(𝜀ଶ଴) = 1 olduğundan 𝜏ଶ଴ = 9 +

4√5 ve böylece  

0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ = ቤ
1 ⋅ (−16) ⋅ (9 + 4√5)

20
ቤ

ଵ ଶ⁄

ቆ
10 + 4√5

9 + 4√5
ቇ ≅ 4.001 

dir. Buna göre 

Δ𝑦ଶ + 4𝑎𝑛 = 20𝑦ଶ − 64  

eşitliği, 𝑦 = 2 ve 𝑦 = 4 için gerçeklenir. 𝑦 = 2 için 𝑥 = −6, −2 ve 𝑦 = 4 için 𝑥 =

−16, 0 olarak elde edilir. O halde  

Rep = {[−6ௗௗௗ2],ௗ[−2ௗௗௗௗ2],ௗ[−16ௗௗௗௗ4],ௗ[0ௗௗௗௗ4]ௗ} 

olup  𝑀 = ቂ
1 4
4 17

ቃ matrisi için  

Ω = {±(𝑥, 𝑦): ௗ[𝑥ௗௗௗௗ𝑦] = [−6ௗௗௗ2]𝑀௠,ௗ[−2ௗௗௗ2]𝑀௠,ௗ 

[−16ௗௗௗௗௗ4]𝑀௠,ௗ [0ௗௗௗௗௗ4]𝑀௠, 𝑚 ∈ ℤ} 

dir. 
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1.4 Balans ve Kobalans Sayıları  

 

Behera ve Panda (1999) 

                         1 + 2 + ⋯ + 𝑛 − 1 = (𝑛 + 1) + (𝑛 + 2) + ⋯ + (𝑛 + 𝑟)                 (1.4) 

eşitliğini gerçekleyen pozitif 𝑛 tam sayısına balans sayısı, eşitlikteki pozitif 𝑟 tamsayısına 

ise balansır demişlerdir.  

 

Balans sayıları 𝐵௡ ile gösterilir ve 𝐵଴ = 0, 𝐵ଵ = 1, 𝐵ଶ = 6 olmak üzere 𝑛 ≥ 1 için  

𝐵௡ାଵ = 6𝐵௡ − 𝐵௡ିଵ   

dir.  

 

(1.4) eşitliğinden  

𝑟 =
−2𝑛 − 1 + √8𝑛ଶ + 1

2
 

olur. Şu halde 𝐶௡ = ඥ8𝐵௡
ଶ + 1  bir tam sayı olup bu sayıya Lucas balans sayısı denir. 

Lucas balans sayıları 𝐶଴ = 1, 𝐶ଵ = 3, 𝐶ଶ = 17 olup 𝑛 ≥ 1 için  

 𝐶௡ାଵ = 6𝐶௡ − 𝐶௡ିଵ  

dir.  

 

Benzer şekilde Panda ve Ray (2005) ise 

                               1 + 2 + ⋯ + 𝑛 = (𝑛 + 1) + (𝑛 + 2) + ⋯ + (𝑛 + 𝑟)                  (1.5) 

eşitliğini gerçekleyen pozitif 𝑛 tam sayısına kobalans sayısı, eşitlikteki pozitif 𝑟 tamsayı-

sına ise kobalansır demişlerdir. 

 

Kobalans sayıları 𝑏௡ ile gösterilir ve 𝑏଴ = 𝑏ଵ = 0, 𝑏ଶ = 2 olmak üzere 𝑛 ≥ 1 için 
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𝑏௡ାଵ = 6𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ + 2  

dir.  

 

(1.5) eşitliğinden  

𝑟 =
−2𝑛 − 1 + √8𝑛ଶ + 8𝑛 + 1

2
 

olur. Şu halde 𝑐௡ = ඥ8𝑏௡
ଶ + 8𝑏௡ + 1 bir tam sayı olup bu sayıya Lucas kobalans sayısı 

denir. Lucas kobalans sayıları 𝑐଴ = 𝑐ଵ = 1, 𝑐ଶ = 7 olup 𝑛 ≥ 1 için  

 𝑐௡ାଵ = 6𝑐௡ − 𝑐௡ିଵ 

dir. 

 

Balansırlar 𝑅௡ ve kobalansırlar da 𝑟௡ ile gösterilirse, (1.4) ve (1.5) den  

 

𝐵௡ = 𝑟௡ାଵ   ve   𝑅௡ = 𝑏௡ 

 

olduğu görülür. Dolayısıyla  

 

                𝑏௡ =
−2𝐵௡ − 1 + ඥ8𝐵௡

ଶ + 1

2
    ve   𝐵௡ =

2𝑏௡ + 1 + ඥ8𝑏௡
ଶ + 8𝑏௡ + 1

2
        

dir.  

 

Pell sayıları ise başlangıç terimleri 𝑃଴ = 0, 𝑃ଵ = 1 ve genel terimi  𝑛 ≥ 2 için  

𝑃௡ = 2𝑃௡ିଵ + 𝑃௡ିଶ 

olan sayılardır. Üstelik 𝑛 ≥ 0 için 

                                                               𝑃௡ =
𝛼௡ − 𝛽௡

2√2
                                                             (1.6) 

dir (Burada 𝛼 = 1 + √2  ve  𝛽 = 1 − √2 dir).  
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Pell sayıları ile yukarıda bahsedilen balans, kobalans, Lucas balans ve Lucas kobalans 

sayıları arasında bir ilişki vardır. Ray (2009) balans sayıları için  

                                                                   𝐵௡ =
𝛼ଶ௡ − 𝛽ଶ௡

4√2
                                                    (1.7) 

olduğunu ve (1.6) ve (1.7) eşitliklerinden  

𝐵௡ =
𝑃ଶ௡

2
 

olduğunu göstermiştir. Benzer şekilde kobalans, Lucas balans ve Lucas kobalans sayıları 

için de  

𝑏௡ =
𝛼ଶ௡ିଵ − 𝛽ଶ௡ିଵ

4√2
−

1

2
,ௗௗ𝐶௡ =

𝛼ଶ௡ + 𝛽ଶ௡

2
   ve   𝑐௡ =

𝛼ଶ௡ିଵ + 𝛽ଶ௡ିଵ

2
 

olduğunu belirterek,  

𝑏௡ =
𝑃ଶ௡ିଵ − 1

2
,ௗௗௗௗ𝐶௡ = 𝑃ଶ௡ + 𝑃ଶ௡ିଵ  ve  𝑐௡ = 𝑃ଶ௡ିଵ + 𝑃ଶ௡ିଶ 

olduğunu göstermiştir. Daha sonra Gözeri ve ark. (2017) ise balans sayılarının genel te-

riminin  

𝐵௡ = 𝑃௡
ଶ + 𝑃௡𝑃௡ିଵ 

 

ve kobalans sayılarının genel teriminin ise 

 

𝑏௡ = ቐ
𝑃௡ିଵ

ଶ + 𝑃௡𝑃௡ିଵ 𝑛 tek ise   

𝑃௡ିଵ
ଶ + 𝑃௡𝑃௡ିଵ − 1 𝑛 çift ise   

 

 

olduğunu, Lucas balans ve Lucas kobalans sayılarının genel terimlerinin de  

 

𝐶௡ = 2𝐵௡ + 2𝑏௡ + 1   ve   𝑐௡ = 2𝐵௡ − 2𝑏௡ − 1 

 

olduğunu göstermişlerdir.  
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Panda ve Ray (2011), Pell sayılarının bazı özel toplamlarını ele almışlar ve  

 

෍  𝑃௜

ଶ௡

௜ୀଵ

= 𝐵௡ + 𝑏௡ାଵ,     ෍  𝑃ଶ௜ିଵ

௡

௜ୀଵ

= 𝐵௡      ve       ෍  𝑃ଶ௜

௡

௜ୀଵ

= 𝑏௡ାଵ 

 

olduğunu göstermişlerdir. Bunlardan farklı olarak  

 

                                                                ෍  𝑃௜

ଶ௡ିଵ

௜ୀଵ

= 𝐵௡ + 𝑏௡                                                  (1.8) 

  

olduğunu göstermişlerdir. Gözeri ve ark. (2017) ise benzer problemi Pell Lucas sayıları 

(bu sayılar 𝑄௡ ile gösterilir ve 𝑄଴ = 𝑄ଵ = 2 olup genel terimi 𝑛 ≥ 2 için 𝑄௡ = 2𝑄௡ିଵ +

𝑄௡ିଶ olan sayılardır) için ele almışlar ve (1.8) eşitliğine benzer şekilde 

 

෍  𝑄௜

ଶ௡ିଵ

௜ୀ଴

= 𝐶௡ + 𝑐௡ 

 

olduğunu göstermişlerdir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Δ mod 4 de 0 a denk iken  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ −
Δ

4
𝑦ଶ 

ve mod 4 de 1 e denk iken  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 −
Δ − 1

4
𝑦ଶ 

 

olarak tanımlanan kuadratik forma Pell form denir.  

 

𝑘 ≥ 1 tam sayı olmak üzere 𝑑 = 𝑘ଶ + 4 için Δ = 4𝑑 olsun. Bu takdirde  

       𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ       

bir Pell form olur.  

 

Burada ilk olarak 𝑘 ≥ 3 tek ve 𝑘 ≥ 2 çift olmak üzere yukarıdaki 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ 

Pell formunun tüm  

𝐴𝑢𝑡ା(𝐹୼), 𝐴𝑢𝑡ି(𝐹୼)   ve   𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) 

otomorfizm kümeleri 𝑘 ya bağlı olarak elde edildi.  

 

Daha sonra  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1   ve   𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ 

Pell denklemlerinin tüm tam sayı çözümleri kümesi, bu formların otomorfizmleri kümesi 

ve çözüm temsilcileri kümesi kullanılarak yine 𝑘 ≥ 3 tek ve 𝑘 ≥ 2 çift olmak üzere iki 

durumda ele alındı. 
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3. PELL FORM VE PELL DENKLEMLERİ 

 

Bu bölümde özel bir Pell formunun tüm otomorfizmleri kümeleri ele alınacak ve bu Pell 

formundan elde edilen özel iki Pell denkleminin tüm tam sayı çözümleri kümesi elde 

edilecektir.  

 

3.1 Pell Form 

 

Yukarıda Δ mod 4 de 0 a denk iken  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ −
Δ

4
𝑦ଶ 

ve mod 4 de 1 e denk iken  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 −
Δ − 1

4
𝑦ଶ 

 

olarak tanımlanan kuadratik forma Pell form denildiği belirtilmişti. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 denkle-

minin tüm tam sayı çözümleri kümesi Pell(Δ) ve 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 denkleminin tüm tam 

sayı çözümleri kümesi de Pell±(Δ) ile gösterilsin. Bu takdirde (𝑥, 𝑦) ∈ Pell±(Δ) için                         

                𝑔ி(𝑥, 𝑦) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

൦
𝑥 −

𝑏

2
𝑦 𝑎𝑦

−𝑐𝑦 𝑥 +
𝑏

2
𝑦

൪ Δ ≡ 0 (mod 4) ise

൦
𝑥 +

1 − 𝑏

2
𝑦 𝑎𝑦

−𝑐𝑦 𝑥 +
1 + 𝑏

2
𝑦

൪ Δ ≡ 1(mod 4) ise

              (3.1)     

 

olarak tanımlanırsa, 𝑔ி(𝑥, 𝑦) nin determinantının bir Pell form olduğu açıktır. Gerçekten 

de Δ ≡ 0(mod 4) ise  
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det൫𝑔ி(𝑥, 𝑦)൯ = ൬𝑥 −
𝑏

2
𝑦൰ ൬𝑥 +

𝑏

2
𝑦൰ + 𝑎𝑐𝑦 

         = 𝑥ଶ −
𝑏ଶ

4
𝑦ଶ + 𝑎𝑐𝑦 

               = 𝑥ଶ −
(𝑏ଶ − 4𝑎𝑐)

4
𝑦ଶ 

= 𝑥ଶ −
Δ

4
𝑦ଶ    

= 𝐹୼(𝑥, 𝑦)      

ve Δ ≡ 1(mod 4) ise  

det൫𝑔ி(𝑥, 𝑦)൯ = ൬𝑥 +
1 − 𝑏

2
𝑦൰ ൬𝑥 +

1 + 𝑏

2
𝑦൰ + 𝑎𝑐𝑦 

         = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 +
1 − 𝑏ଶ

4
𝑦ଶ + 𝑎𝑐𝑦 

               = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 −
1 − (𝑏ଶ − 4𝑎𝑐)

4
𝑦ଶ 

= 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 +
1 − Δ

4
𝑦ଶ     

= 𝐹୼(𝑥, 𝑦)                         

 

dir, yani det(𝑔ி(𝑥, 𝑦)) = 𝐹୼(𝑥, 𝑦) dir. Üstelik 

𝑔ி: Pell±(Δ) → GL(2, ℤ) 

bir grup homomorfizmi olup her (𝑥, 𝑦) ∈ Pell(Δ) için 𝑔ி(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝑢𝑡ା(𝐹) dir.  

 

Şimdi 𝑘 ≥ 1 tam sayı olmak üzere 𝑑 = 𝑘ଶ + 4 için Δ = 4𝑑 olsun. Bu takdirde  

           𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ          (3.2) 

bir Pell form olur. Bu Pell formunun tüm otomorfizm kümeleri için aşağıdaki teorem 

verilebilir.  
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Teorem 3.1.1.  (3.2) deki 𝐹୼ Pell formu için  

1) 𝑘 ≥ 3 tek ise 

𝑔ி
ା =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2
       

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

 

𝑔ி
ି =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2

−
𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2
       −

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

ve 

𝑔ி
∗ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘ଷ + 3𝑘

2

𝑘ଶ + 1

2

𝑘ସ + 5𝑘ଶ + 4

2
       

𝑘ଷ + 3𝑘

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

olmak üzere  

𝐴𝑢𝑡ା(𝐹୼) = {±(𝑔ி
ା)௧: 𝑡 ∈ ℤ}, 𝐴𝑢𝑡ି(𝐹୼) = {±𝑔ி

ି(𝑔ி
ା)௧: 𝑡 ∈ ℤ} 

ve  

𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) = {±(𝑔ி
∗ )ଶ௧ିଵ: 𝑡 ∈ ℤ}  

dir. 

2) 𝑘 ≥ 2 çift ise 

𝑔ி
ା =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘ଶ + 2

2
   

𝑘

2

𝑘ଷ + 4𝑘

2
    

 𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ve    𝑔ி
ି =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘ଶ + 2

2
        

𝑘

2

−
𝑘ଷ + 4𝑘

2
      −

𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

olmak üzere  
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𝐴𝑢𝑡ା(𝐹୼) = {±(𝑔ி
ା)௧: 𝑡 ∈ ℤ}, 𝐴𝑢𝑡ି(𝐹୼) = {±𝑔ி

ି(𝑔ி
ା)௧: 𝑡 ∈ ℤ} ve 𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) = {} 

dir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. (1) 𝑘 ≥ 3 tek tam sayısı için  

ඥ𝑘ଶ + 4 = 𝑘 + (ඥ𝑘ଶ + 4 − 𝑘) = 𝑘 +
1

௞ିଵ

ଶ
+

ଵ

ଵା
భ

భశ
భ

ೖషభ
మ

శ
భ

మೖశ(ඥೖమశరషೖ)

 

olduğu görülür. Dolayısıyla  

√𝑑 = [𝑘;
𝑘 − 1

2
, 1, 1,

𝑘 − 1

2
, 2𝑘

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
] 

dir. Burada 𝑙 = 5 olduğundan 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 denkleminin temel çözümü  

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
,
𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
) 

dir. Şu halde (3.1) den  

𝑔ி
ା =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
       

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2
         

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

𝐹୼ nın bir has otomorfizmi olur.  

𝑔ி
ି =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2

−
𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2
      −

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

matrisi için det(𝑔ி
ି𝑔ி

ା) = −1 olup 

𝑔ி
ି𝑔ி

ା𝐹୼ = 𝐹୼ 

olduğundan 𝑔ி
ି𝑔ி

ା, 𝐹୼ nın bir has olmayan otomorfizmi, yani 𝑔ி
ି𝑔ி

ା ∈ 𝐴𝑢𝑡ି(𝐹୼) dir. Üs-

telik her bir 𝑡 ∈ ℤ için 𝑔ி
ି(𝑔ி

ା)௧ de 𝐹୼ nın bir has olmayan otomorfizmidir. Peryot uzun-

luğu tek olduğundan 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 denkleminin temel çözümü 
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(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘ଷ + 3𝑘

2
,
𝑘ଶ + 1

2
) 

dir. Buna göre  

𝑔ி
∗ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘ଷ + 3𝑘

2
       

𝑘ଶ + 1

2

𝑘ସ + 5𝑘ଶ + 4

2
      

𝑘ଷ + 3𝑘

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

matrisi için det(𝑔ி
∗ ) = −1 olup 

𝑔ி
∗ 𝐹୼ = −𝐹୼  

dır. Dolayısıyla 𝑔ி
∗ ∈ 𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) dir. Burada dikkat edilirse (𝑔ி

∗ )ଶ = 𝑔ி
ା olduğundan 𝑔ி

∗  ın 

çift kuvvetleri 𝐹୼ nın birer has otomorfizmleridir. Şu halde 

𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) = {±(𝑔ி
∗ )ଶ௧ିଵ: 𝑡 ∈ ℤ} 

dır. 

(2) Benzer şekilde 𝑘 ≥ 2 çift tam sayısı için  

√𝑑 = [𝑘;
𝑘

2
, 2𝑘

തതതതതതത
] 

dır. 𝑙 = 2 olduğundan 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 in temel çözümü 

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘ଶ + 2

2
,
𝑘

2
) 

dir. Buna göre  

𝑔ி
ା =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘ଶ + 2

2
     

𝑘

2

𝑘ଷ + 4𝑘

2
       

𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

matrisi 𝐹୼ nın bir has otomorfizmidir, yani 

𝑔ி
ା𝐹୼ =𝐹୼ 

dır. Benzer şekilde  
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𝑔ி
ି =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘ଶ + 2

2
         

𝑘

2

−
𝑘ଷ + 4𝑘

2
         −

𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

matrisi için det(𝑔ி
ି𝑔ி

ା) = −1 olup 

𝑔ி
ି𝑔ி

ା𝐹୼ = 𝐹୼ 

olduğundan 𝑔ி
ି𝑔ி

ା, 𝐹୼ nın bir has olmayan otomorfizmi, yani 𝑔ி
ି𝑔ி

ା ∈ 𝐴𝑢𝑡ି(𝐹୼) dir. Açı-

lımın peryot uzunluğu çift olduğundan 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 denkleminin temel çözümü ve do-

layısıyla tam sayı çözümleri yoktur. Şu halde 𝑔ி
∗ 𝐹୼ = −𝐹୼ ve det(𝑔ி

∗ ) = −1 olacak şe-

kilde bir 𝑔ி
∗  matrisi olmadığından 𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) = {} dir. 

 

Aşağıda Çizelge 3.1. de 3 ≤ 𝑘 ≤ 21 tek tam sayıları için 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 pozitif Pell denk-

leminin temel çözümleri verilmiştir.  

 

Çizelge 3.1. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 pozitif Pell denkleminin temel çözümleri 

 

𝑘 (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) 

3 (649, 180) 

5 (9801, 1820) 

7 (66249, 9100) 

9 (285769, 30996) 

11 (930249, 83204) 

13 (2499849, 190060) 

15 (5848201, 386460) 

17 (1712320649, 719780) 

19 (23915529, 1251796) 

21 (43468489, 2060604) 

 

 



21 

Aşağıda Çizelge 3.2. de 3 ≤ 𝑘 ≤ 21 tek tam sayıları için 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 negatif Pell 

denkleminin temel çözümleri verilmiştir.  

Çizelge 3.2. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 negatif Pell denkleminin temel çözümleri 

 

𝑘 (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) 

3 (18, 5) 

5 (70, 13) 

7 (182, 25) 

9 (378, 41) 

11 (682, 61) 

13 (1118, 85) 

15 (1710, 113) 

17 (2482, 145) 

19 (3458, 181) 

21 (4662, 221) 

 

Aşağıda Çizelge 3.3. de 2 ≤ 𝑘 ≤ 20 çift tam sayıları için 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 pozitif Pell denk-

leminin temel çözümleri verilmiştir.  

Çizelge 3.3. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 pozitif Pell denkleminin temel çözümleri 

𝑘 (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) 

2 (3, 1) 

4 (9, 2) 

6 (19, 3) 

8 (33, 4) 

10 (51, 5) 

12 (73, 6) 

14 (99, 7) 

16 (129, 8) 

18 (163, 9) 

20 (201, 10) 
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3.2 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 Pell Denklemi  

 

Bir önceki alt bölümde 𝐹୼ Pell formunun tüm otomorfizm kümeleri belirlendi. Bu kı-

sımda ise  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 

denkleminin tüm tam sayı çözümleri kümesi belirlenecektir. Yine bu kısımda da problem 

𝑘 ≥ 3 tek ve 𝑘 ≥ 2 çift olmak üzere iki durumda verilecektir.  

 

1.  Durum. 𝑘 ≥ 3 tek. 

 

Teorem 3.2.1.  𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 denklemi için  

(1) denklemin temel çözümü  

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
,
𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
) 

dir. 

(2) 𝑛 ≥ 1 için 

         𝑀 =

⎣
⎢
⎢
⎡

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
         

௞ళା଼௞ఱାଵଽ௞యାଵଶ௞

ଶ

௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ
     

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ ⎦
⎥
⎥
⎤

                        (3.3) 

ve 

ቂ
𝑥௡

𝑦௡
ቃ = 𝑀௡ ቂ

1
0

ቃ  

olmak üzere 

Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡): 𝑛 ≥ 1} 

dir. 
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(3) 𝑛 ≥ 4 için denklemin tam sayı çözümleri 

𝑥௡ = (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(𝑥௡ିଵ + 𝑥௡ିଶ) − 𝑥௡ିଷ 

𝑦௡ = (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(𝑦௡ିଵ + 𝑦௡ିଶ) − 𝑦௡ିଷ 

bağıntısını gerçekler.  

(4) denklemin herhangi bir (𝑥௡, 𝑦௡) tam sayı çözümü basit sürekli kesirli açılım yardı-

mıyla  

𝑥௡

𝑦௡
=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

      

቎3; 1, 1, 1, 1, 6ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ଶ௡ିଵ ୩ୣ୸

, 1, 1, 2

        

቏                                               𝑘 = 3 ൴se

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘;
𝑘 − 1

2
, 1,ௗௗ1,ௗௗ

𝑘 − 1

2
,ௗௗ2𝑘

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ଶ௡ିଵ ୩ୣ୸

,ௗௗ
𝑘 − 1

2
,ௗௗ1,ௗௗ1,ௗௗ

𝑘 − 1

2

                   ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

       𝑘 ≥ 5 ൴se

 

olarak da verilebilir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. (1) Teorem 3.1.1 den denklemin temel çözümünün  

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
,
𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
) 

olduğu açıktır.  

(2) 𝑛 = 1 için  

൥

𝑥ଵ

𝑦ଵ

൩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

olup denklemin temel çözümü olduğundan bir tam sayı çözümüdür. 𝑛 − 1 için doğru ol-

duğu kabul edilsin, yani  

൤
𝑥௡ିଵ

𝑦௡ିଵ
൨ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
   

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
   

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

௡ିଵ

൥
1

0
൩ 
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olsun. Bu takdirde        

൥

𝑥௡

𝑦௡

൩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
       

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
    

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

௡

൥
1

0
൩ 

                       

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
       

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

                            ×

⎣
⎢
⎢
⎡

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
       

௞ళା଼௞ఱାଵଽ௞యାଵଶ௞

ଶ

௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ ⎦
⎥
⎥
⎤

௡ିଵ

൥
1

0
൩           

                        =

⎣
⎢
⎢
⎡

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ

௞ళା଼௞ఱାଵଽ௞యାଵଶ௞

ଶ

௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ ⎦
⎥
⎥
⎤

൥

𝑥௡ିଵ

𝑦௡ିଵ

൩ 

                        =

⎣
⎢
⎢
⎡ቀ

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
ቁ 𝑥௡ିଵ + ቀ

௞ళା଼௞ఱାଵଽ௞యାଵଶ௞

ଶ
ቁ 𝑦௡ିଵ

(
௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ
)𝑥௡ିଵ + (

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
)𝑦௡ିଵ ⎦

⎥
⎥
⎤

 

dir. Buna göre  

𝑥௡ = (
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
)𝑥௡ିଵ + (

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2
)𝑦௡ିଵ 

ve  

𝑦௡ = (
𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
)𝑥௡ିଵ + (

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
)𝑦௡ିଵ 

olup 

              𝑥௡
ଶ − 𝑑𝑦௡

ଶ = ቂ(
௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
)𝑥௡ିଵ + (

௞ళା଼௞ఱାଵଽ௞యାଵଶ௞

ଶ
)𝑦௡ିଵቃ

ଶ

 



25 

                                  −(𝑘ଶ + 4) ቂ(
௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ
)𝑥௡ିଵ + (

௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
)𝑦௡ିଵቃ

ଶ

 

                                = 𝑥௡ିଵ
ଶ − (𝑘ଶ + 4)𝑦௡ିଵ

ଶ  

                                = 1    

dir, yani eşitlik her 𝑛 ≥ 1 için doğrudur.  

(3) 𝑥ଵ =
௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
  ve 𝑦ଵ =

௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ
  için 𝛼 = 𝑥ଵ + 𝑦ଵ√𝑑  ve  𝛽 = 𝑥ଵ − 𝑦ଵ√𝑑  ol-

sun. Bu takdirde 

𝑥௡ =
𝛼௡ + 𝛽௡

2
   ve   𝑦௡ =

𝛼௡ − 𝛽௡

2√𝑑
 

dir. Diğer yandan  

(𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)𝛼ଶ + (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)𝛼 − 1 = 𝛼ଷ 

ve  

(𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)𝛽ଶ + (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)𝛽 − 1 = 𝛽ଷ 

olduğundan  

        (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(𝑥௡ିଵ + 𝑥௡ିଶ) − 𝑥௡ିଷ              

                = (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(
ఈ೙షభାఉ೙షభ

ଶ
+

ఈ೙షమାఉ೙షమ

ଶ
) −

ఈ೙షయାఉ೙షయ

ଶ
 

                =
ఈ೙

ଶ
ቂ

(௞లା଺௞రାଽ௞మାଵ)ఈమା(௞లା଺௞రାଽ௞మାଵ)ఈିଵ

ఈయ
ቃ 

                  +
ఉ೙

ଶ
ቂ

(௞లା଺௞రାଽ௞మାଵ)ఉమା(௞లା଺௞రାଽ௞మାଵ)ఉିଵ

ఉయ
ቃ 

                =
ఈ೙ାఉ೙

ଶ
 

                = 𝑥௡ 

dir. Benzer şekilde 𝑛 ≥ 4 için 𝑦௡ = (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(𝑦௡ିଵ + 𝑦௡ିଶ) − 𝑦௡ିଷ 

olduğu da gösterilebilir.  

(4) Tümevarımla gösterilebilir.  
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Yukarıdaki teoreme dikkat edilirse, 𝑘 ≥ 3 tek olması durumunda 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 denkle-

minin tüm tam sayı çözümleri kümesinin belirlenebilmesi için (3.3) deki 𝑀 matrisinin 𝑛. 

kuvvetinin belirlenmesi gerekir.  

 

Teorem 3.2.2. 𝑥ଵ =
௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
  ve 𝑦ଵ =

௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ
  olsun. 𝑛 ≥ 2 çift ise  

𝑅 = ෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ = 𝑈,  

         𝑆 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షమ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜ାଵ  

𝑇 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షమ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜  

ve 𝑛 ≥ 1 tek ise 

𝑅 = ෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ = 𝑈,  

         𝑆 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜ାଵ  

   𝑇 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜ 

olmak üzere (3.3) deki 𝑀 matrisinin 𝑛.  kuvveti 

𝑀௡ = ቂ
𝑅 𝑆
𝑇 𝑈

ቃ  

dir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Tümevarımla gösterilebilir. 
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Teorem 3.2.3. 𝑥ଵ =
௞లା଺௞రାଽ௞మାଶ

ଶ
 ve 𝑦ଵ =

௞ఱାସ௞యାଷ௞

ଶ
  olsun. Bu takdirde 𝑛 ≥ 2 çift için  

(𝑥௡, 𝑦௡) = ൮෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ , ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షమ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜൲ 

ve 𝑛 ≥ 1 tek için 

(𝑥௡, 𝑦௡) = ൮෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ , ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜൲ 

olmak üzere Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡): 𝑛 ≥ 1} dir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.2.1 ve 3.2.2 den görülür.  

 

Şimdi 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 negatif Pell denklemi ele alınabilir. 

 

Teorem 3.2.4.  𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 negatif Pell denklemi için  

(1) denklemin temel çözümü  

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘ଷ + 3𝑘

2
,
𝑘ଶ + 1

2
) 

dir.   

(2) 𝑛 ≥ 1 için  

𝑀 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘ଷ + 3𝑘

2
   

𝑘ସ + 5𝑘ଶ + 4

2

𝑘ଶ + 1

2
   

𝑘ଷ + 3𝑘

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ve  

ቂ
𝑥ଶ௡ିଵ

𝑦ଶ௡ିଵ
ቃ = 𝑀ଶ௡ିଵ ቂ

1
0

ቃ  
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olmak üzere Ω = {(𝑥ଶ௡ିଵ, 𝑦ଶ௡ିଵ): 𝑛 ≥ 1} dir. 

(3) 𝑛 ≥ 4 için denklemin tam sayı çözümleri 

𝑥ଶ௡ିଵ = (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(𝑥ଶ௡ିଷ + 𝑥ଶ௡ିହ) − 𝑥ଶ௡ି଻ 

𝑦ଶ௡ିଵ = (𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 1)(𝑦ଶ௡ିଷ + 𝑦ଶ௡ିହ) − 𝑦ଶ௡ି଻ 

bağıntısını gerçekler.  

(4) denklemin herhangi bir (𝑥ଶ௡ିଵ, 𝑦ଶ௡ିଵ) tam sayı çözümü basit sürekli kesirli açılım 

yardımıyla  

𝑥ଶ௡ିଵ

𝑦ଶ௡ିଵ
=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

቎3; 1,ௗௗ1,ௗௗ1,ௗௗ1,ௗௗ6ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ଶ௡ିଶ ୩ୣ୸

,ௗௗ1,ௗௗ1,ௗௗ2

     

቏                             𝑘 = 3 ൴se

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘;
𝑘 − 1

2
, 1,ௗௗ1,

𝑘 − 1

2
,ௗௗ2𝑘

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ଶ௡ିଶ ୩ୣ୸

,
𝑘 − 1

2
,ௗௗ1,ௗௗ1,ௗௗ

𝑘 − 1

2

               ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑘 ≥ 5 ൴se

 

olarak da verilebilir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.2.1 deki işlemlere benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Teorem 3.2.5. 𝑥ଵ =
௞యାଷ௞

ଶ
 ve 𝑦ଵ =

௞మାଵ

ଶ
  olsun. Bu takdirde her 𝑛 ≥ 1 için 

𝑥ଶ௡ିଵ = ෍ ቀ
2𝑛 − 1

2𝑖
ቁ

మ೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
ଶ௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ 

ve 

𝑦ଶ௡ିଵ = ෍ ቀ
2𝑛 − 1
2𝑖 + 1

ቁ

మ೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
ଶ௡ିଶିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଶ𝑑௜ 

olmak üzere Ω = {(𝑥ଶ௡ିଵ, 𝑦ଶ௡ିଵ): 𝑛 ≥ 1} dir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.2.3 ve 3.2.4 den görülür.  
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2.  Durum. 𝑘 ≥ 2 çift. 

 

Teorem 3.2.6. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 denklemi için  

(1) denklemin temel çözümü (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
௞మାଶ

ଶ
,

௞

ଶ
) dir. 

(2) 𝑛 ≥ 1 için  

    𝑀 =

⎣
⎢
⎢
⎡

௞మାଶ

ଶ
   

௞యାସ௞

ଶ

௞

ଶ
   

௞మାଶ

ଶ ⎦
⎥
⎥
⎤

        (3.4) 

ve ቂ
𝑥௡

𝑦௡
ቃ = 𝑀௡ ቂ

1
0

ቃ olmak üzere Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡): 𝑛 ≥ 1} dir. 

(3) 𝑛 ≥ 4 için denklemin tam sayı çözümleri 

𝑥௡ = (𝑘ଶ + 1)(𝑥௡ିଵ + 𝑥௡ିଶ) − 𝑥௡ିଷ 

𝑦௡ = (𝑘ଶ + 1)(𝑦௡ିଵ + 𝑦௡ିଶ) − 𝑦௡ିଷ 

bağıntısını gerçekler.  

(4) denklemin herhangi bir (𝑥௡, 𝑦௡) tam sayı çözümü basit sürekli kesirli açılım yardı-

mıyla  

          
௫೙

௬೙
=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

ௗௗௗௗௗௗௗ ൦2; 1,ௗௗ4
︸

௡ିଶ  kez

,ௗௗ1,ௗௗ5൪       𝑘 = 2 ௗve   𝑛 ≥ 2 ௗ൴se 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘;
௞

ଶ
,ௗௗ2𝑘
︸

௡ିଵௗ kez

,ௗௗ
௞

ଶ

         ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑘 ≥ 4 ௗveௗ 𝑛 ≥ 1 ൴se

 

olarak da verilebilir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.2.1 deki işlemlere benzer şekilde gösterilebilir. 
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Teorem 3.2.7. 𝑥ଵ =
௞మାଶ

ଶ
  ve 𝑦ଵ =

௞

ଶ
  olsun. 𝑛 ≥ 2 çift ise  

𝑅 = ෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ = 𝑈,  

         𝑆 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షమ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜ାଵ  

𝑇 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షమ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜  

ve 𝑛 ≥ 1 tek ise 

𝑅 = ෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ = 𝑈,  

         𝑆 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜ାଵ  

   𝑇 = ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜ 

olmak üzere (3.4) deki 𝑀 matrisinin 𝑛. kuvveti 𝑀௡ = ቂ
𝑅 𝑆
𝑇 𝑈

ቃ dir. (Tekcan ve Biberoğlu 

2022) 

İspat. Tümevarımla gösterilebilir 

 

Teorem 3.2.8.  𝑥ଵ =
௞మାଶ

ଶ
  ve 𝑦ଵ =

௞

ଶ
  olsun. Bu takdirde 𝑛 ≥ 2 çift için  

(𝑥௡, 𝑦௡) = ൮෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ , ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షమ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜൲ 
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ve 𝑛 ≥ 1 tek için 

(𝑥௡, 𝑦௡) = ൮෍ ቀ
𝑛
2𝑖

ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜𝑑௜ , ෍ ቀ
𝑛

2𝑖 + 1
ቁ

೙షభ

మ

௜ୀ଴

𝑥ଵ
௡ିଵିଶ௜𝑦ଵ

ଶ௜ାଵ𝑑௜൲ 

olmak üzere Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡): 𝑛 ≥ 1} dir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.2.6 ve 3.2.7 den görülür.  

 

Teorem 3.2.9. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 denklemi için Ω = { } dir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.1.1 de 𝑘 ≥ 2 çift tam sayısı için açılımının peryot uzunluğunun çift ol-

duğu gösterildi. Dolayısıyla 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −1 denkleminin temel çözümü ve tam sayı çö-

zümleri olmadığından Ω = { } dir. 

 

𝑑 = 𝑘ଶ + 4 için Δ = 4𝑑 olarak alındı. Δ = 1 + 4𝑑 olarak alınması durumunda ise yuka-

rıdaki teoremlere benzer şekilde bir bağıntı elde etmek mümkün değildir.  

                  Çizelge 3.4. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 − 𝑑𝑦ଶ = 1 in temel çözümleri  

𝑘 (𝑥ଵ, 𝑦ଵ) 

3    (22, 7) 

5 (5, 1) 

7 (34, 5) 

9 (131, 15) 

13 (38, 3) 

 

Gerçekten de Çizelge 3.4 de de görüleceği üzere  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ + 𝑥𝑦 − 𝑑𝑦ଶ = 1 

denkleminin temel çözümlerinin 𝑘 ya bağlı olarak elde edilmesi mümkün değildir.  
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3.3 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ Pell Denklemi 

 

Bu alt bölümde ise  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ 

denklemi ele alınacaktır. Yine bir önceki alt bölümde olduğu gibi bu bölümde de problem 

𝑘 ≥ 3 tek ve 𝑘 ≥ 2 çift olmak üzere iki durumda ele alınacaktır.  

 

1. Durum. 𝑘 ≥ 3 tek.  

 

Teorem 3.3.1. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑘ଶ pozitif Pell denklemi için  

(1) 𝑘 ≥ 3 tam kare değil ve #Rep = 4 ise  

  

        𝑥଴
∗ = 𝑘, 𝑥ଵ

∗ =
𝑘ସ − 2𝑘ଷ + 5𝑘ଶ − 6𝑘 + 4

2
   ve    𝑦ଵ

∗ =
𝑘ଷ − 2𝑘ଶ + 3𝑘 − 2

2
         (3.5) 

için Rep = {[±𝑥଴
∗    0], [±𝑥ଵ

∗    𝑦ଵ
∗]} dir. Bu durumda  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 1  

(𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (𝑥଴
∗𝑅, 𝑥଴

∗𝑇), 𝑛 ≥ 1                    

için 

Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)}  

dir. 

(2) 𝑘 ≥ 9 tam kare, yani belli bir 𝑡 ≥ 1 tam sayısı için 𝑘 = 𝑡ଶ ve #Rep = 6 ise 𝑥଴
∗, 𝑥ଵ

∗, 

𝑦ଵ
∗ (3.5) deki değerler ve  

𝑥ଵ
∗∗ =

𝑡ହ − 𝑡ଷ + 2𝑡

2
, 𝑦ଵ

∗∗ =
𝑡ଷ − 𝑡

2
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için  

Rep = {[±𝑥଴
∗    0], [±𝑥ଵ

∗∗    𝑦ଵ
∗∗], [±𝑥ଵ

∗    𝑦ଵ
∗]} 

dir. Bu durumda  

      (𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ) = (𝑥ଵ
∗∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗∗𝑆, 𝑥ଵ
∗∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ହ௡ିଶ, 𝑦ହ௡ିଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 1  

      (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ) = (𝑥ଵ
∗∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗∗𝑆, 𝑥ଵ
∗∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 1  

                                     (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡) = (𝑥଴
∗𝑅, 𝑥଴

∗𝑇), 𝑛 ≥ 1                          

için  

Ω = {(𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ), (𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ), (𝑥ହ௡ିଶ, 𝑦ହ௡ିଶ), (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ), (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡)} 

dir. 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 lar Teorem 3.2.2 deki gibidir. (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. (1) 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑘ଶ için 𝐹 = (1, 0, −𝑑) olup Δ = 4𝑑 dir. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 1 Pell denkle-

minin temel çözümü 

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) = (
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
,
𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2
) 

olduğundan  

𝜏୼ =
𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2 + (𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘)√𝑘ଶ + 4

2
 

dır.  Bu durumda  

𝑥଴
∗ = 𝑘, 𝑥ଵ

∗ =
𝑘ସ − 2𝑘ଷ + 5𝑘ଶ − 6𝑘 + 4

2
   ve   𝑦ଵ

∗ =
𝑘ଷ − 2𝑘ଶ + 3𝑘 − 2

2
 

olmak üzere  

Rep = {[±𝑥଴
∗     0], [±𝑥ଵ

∗    𝑦ଵ
∗]} 

ve  
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𝐻 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2
   

𝑘ହ + 4𝑘ଷ + 3𝑘

2

𝑘଻ + 8𝑘ହ + 19𝑘ଷ + 12𝑘

2
   

𝑘଺ + 6𝑘ସ + 9𝑘ଶ + 2

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

dır. Dikkat edilirse 𝐻 matrisi (3.3) deki 𝑀 matrisinin transpozudur. Burada 

𝑛 ≥ 1 için [𝑥ଷ௡     𝑦ଷ௡] = [𝑥଴
∗   0]𝐻௡ 

𝑛 ≥ 0 için [𝑥ଷ௡ାଵ    𝑦ଷ௡ାଵ] = [𝑥ଵ
∗   𝑦ଵ

∗]𝐻௡  

𝑛 ≥ 1 için [𝑥ଷ௡ିଵ     𝑦ଷ௡ିଵ] = [𝑥ଵ
∗  −𝑦ଵ

∗]𝐻௡  

dir. Dolayısıyla  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 1  

(𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (𝑥଴
∗𝑅, 𝑥଴

∗𝑇), 𝑛 ≥ 1                     

için Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} dir.  

(2) Diğer tüm durumlar da benzer işlemler yapılarak gösterilebilir.  

 

Teorem 3.3.2. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −𝑘ଶ negatif Pell denklemi için  

(1) 𝑘 ≥ 3 tam kare değil ve #Rep = 4 ise 

                                𝑥଴
∗ = 2, 𝑥ଵ

∗ =
𝑘ସ + 3𝑘ଶ

2
   ve    𝑦ଵ

∗ =
𝑘ଷ + 𝑘

2
                                        (3.6) 

için  

Rep = {[±𝑥଴
∗    1], [±𝑥ଵ

∗    𝑦ଵ
∗]} 

dir. Bu durumda  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, 𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0  

         (𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0  

               (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (−𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, −𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 1  
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için 

Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} 

dir.   

(2) 𝑘 ≥ 9 tam kare, yani belli bir 𝑡 ≥ 1 tam sayısı için 𝑘 = 𝑡ଶ ve #Rep = 6 ise 𝑥଴
∗, 𝑥ଵ

∗, 𝑦ଵ
∗ 

(3.6) daki değerler ve  

𝑥ଵ
∗∗ =

𝑡ହ + 𝑡ଷ + 2t

2
   ve   𝑦ଵ

∗∗ =
𝑡ଷ + 𝑡

2
 

için  

Rep = {[±𝑥଴
∗   1], [±𝑥ଵ

∗∗   𝑦ଵ
∗∗], [±𝑥ଵ

∗   𝑦ଵ
∗]} 

dir. Bu durumda  

(𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ) = (𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, 𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0               

(𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ) = (𝑥ଵ
∗∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗∗𝑆, 𝑥ଵ
∗∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 

(𝑥ହ௡ାଷ, 𝑦ହ௡ାଷ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ହ௡ିଶ, 𝑦ହ௡ିଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 1     

        (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ) = (−𝑥ଵ
∗∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗∗𝑆, −𝑥ଵ
∗∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 1 

  (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡) = (−𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, −𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 1  

için 

 Ω = {(𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ), (𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ), (𝑥ହ௡ାଷ, 𝑦ହ௡ାଷ), (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ), (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡)}  

dir (𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 lar Teorem 3.2.2 deki gibidir). (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. Teorem 3.3.1 in ispatındaki benzer işlemler yapılarak gösterilebilir.  

 

2. Durum. 𝑘 ≥ 2 çift.  

 

Teorem 3.3.3.  𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑘ଶ pozitif Pell denklemi için  
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(1) 𝑘 = 2 ise Rep = {[±2  0]} olup 𝑥௡ = 2𝐶௡ and 𝑦௡ = 2𝐵௡ için Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡)} dir.  

(2) 𝑘 = 4 ise Rep = {[±4  0], [±6  1]} olup  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (6𝑅 + 𝑆, 6𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ) = (6𝑅 − 𝑆, 6𝑇 − 𝑈), 𝑛 ≥ 1  

(𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (4𝑅, 4𝑇), 𝑛 ≥ 1          

olmak üzere Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} dir. 

(3) 𝑘 ≥ 6 tam kare değil ve #Rep = 4 ise  

             

                         𝑥଴
∗ = 𝑘, 𝑥ଵ

∗ =
𝑘ଶ − 2𝑘 + 4

2
   ve    𝑦ଵ

∗ =
𝑘 − 2

2
                                        (3.7) 

için  

Rep = {[±𝑥଴
∗   0], [±𝑥ଵ

∗   𝑦ଵ
∗]}  

dir. Bu durumda 

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 

(𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 1 

(𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (𝑥଴
∗𝑅, 𝑥଴

∗𝑇), 𝑛 ≥ 1                   

için 

Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} 

dir. 

(4) 𝑘 ≥ 16 tam kare, yani belli bir 𝑡 ≥ 1 tam sayısı için  𝑘 = 𝑡ଶ ve #Rep = 6 ise 𝑥଴
∗,  

𝑥ଵ
∗, 𝑦ଵ

∗ (3.7) deki değerler ve  

𝑥ଵ
∗∗ =

𝑡ଷ + 2𝑡

2
   ve   𝑦ଵ

∗∗ =
𝑡

2
 

için  

Rep = {[±𝑥଴
∗   0], [±𝑥ଵ

∗∗   𝑦ଵ
∗∗], [±𝑥ଵ

∗   𝑦ଵ
∗]} 
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dir. Bu durumda    

       (𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ) = (𝑥ଵ
∗∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗∗𝑆, 𝑥ଵ
∗∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 

(𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 

(𝑥ହ௡ିଶ, 𝑦ହ௡ିଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 1 

        (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ) = (𝑥ଵ
∗∗𝑅 − 𝑦ଵ

∗∗𝑆, 𝑥ଵ
∗∗𝑇 − 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 1 

(𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡) = (𝑥଴
∗𝑅, 𝑥଴

∗𝑇), 𝑛 ≥ 1                 

için 

Ω = {(𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ), (𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ), (𝑥ହ௡ାଷ, 𝑦ହ௡ାଷ), (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ), (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡)} 

dir (𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 lar Teorem 3.2.2 deki gibidir). (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. (1) 𝑘 = 2 olsun. Bu takdirde 𝑥ଶ − 8𝑦ଶ = 4 denklemi için Rep = {[±2   0]} ve 

𝑀 = ቂ
3   1
8   3

ቃ olup 𝑛 ≥ 1 için [𝑥௡    𝑦௡] =  [2    0]𝑀௡ dir. Diğer yandan 𝑛 ≥ 1 için  

 𝑀௡ = ൤
𝐶௡  𝐵௡

8𝐵௡  𝐶௡
൨ 

olduğudan 

[𝑥௡      𝑦௡] = [2     0] ൤
𝐶௡ 𝐵௡

8𝐵௡ 𝐶௡
൨ = [2𝐶௡     2𝐵௡] 

dır. Şu halde Ω = {(2𝐶௡, 2𝐵௡)} dir. 

(2) 𝑘 = 4 için Rep = {[±4   0], [±6   1]} olup 𝑀 = ቂ
9   2

40   9
ቃ dir. Burada  

𝑛 ≥ 1 için [𝑥ଷ௡ିଵ    𝑦ଷ௡ିଵ] = [6   − 1]𝑀௡ 

𝑛 ≥ 1 için [𝑥ଷ௡   𝑦ଷ௡] = [4   0]𝑀௡  

𝑛 ≥ 0 için [𝑥ଷ௡ାଵ    𝑦ଷ௡ାଵ] = [6   1]𝑀௡  

olduğundan  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (6𝑅 + 𝑆, 6𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0  

(𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ) = (6𝑅 − 𝑆, 6𝑇 − 𝑈), 𝑛 ≥ 1  
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(𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (4𝑅, 4𝑇), 𝑛 ≥ 1            

için Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ିଵ, 𝑦ଷ௡ିଵ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} dir. Diğer iki durum da benzer şe-

kilde gösterilebilir. 

 

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −𝑘ଶ negatif Pell denklemi için aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 3.3.4. 𝐹୼(𝑥, 𝑦) = −𝑘ଶ negatif Pell denklemi için  

(1) 𝑘 = 2 ise Rep = {[±2   1]} dir ve 𝑥௡ = 2𝑐௡, 𝑦௡ = 𝑃ଶ௡ିଵ olmak üzere Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡)} 

dir. 

(2) 𝑘 = 4 ise Rep = {[±2   1], [±8   2]} olup  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (2𝑅 + 𝑆, 2𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0  

     (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ) = (8𝑅 + 2𝑆, 8𝑇 + 2𝑈), 𝑛 ≥ 0  

               (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (−2𝑅 + 𝑆, −2𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 1   

için 

Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} 

dir. 

(3) 𝑘 ≥ 6 tam kare değil ve #Rep = 4 ise 

                                                 𝑥଴
∗ = 2, 𝑥ଵ

∗ =
𝑘ଶ

2
   ve    𝑦ଵ

∗ =
𝑘

2
                                           (3.8) 

için  

Rep = {[±𝑥଴
∗   1], [±𝑥ଵ

∗   𝑦ଵ
∗]}  

dir.  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, 𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0 

          (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 
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                                           (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (−𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, −𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 1 

için  

Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} 

dir. 

(4) 𝑘 ≥ 16 tam kare, yani belli bir 𝑡 ≥ 1 tam sayısı için  𝑘 = 𝑡ଶ ve #Rep = 6 ise 𝑥଴
∗, 𝑥ଵ

∗, 

 𝑦ଵ
∗ (3.8) deki değerler ve  

𝑥ଵ
∗∗ =

𝑡ଷ − 2𝑡

2
, 𝑦ଵ

∗∗ =
𝑡

2
 

için  

Rep = {[±𝑥଴
∗   1], [±𝑥ଵ

∗∗   𝑦ଵ
∗∗], [±𝑥ଵ

∗    𝑦ଵ
∗]} 

dir. 

(𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ) = (𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, 𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0         

       (𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ) = (𝑥ଵ
∗∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗∗𝑆, 𝑥ଵ
∗∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 

(𝑥ହ௡ାଷ, 𝑦ହ௡ାଷ) = (𝑥ଵ
∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗𝑆, 𝑥ଵ
∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗𝑈), 𝑛 ≥ 0 

              (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ) = (−𝑥ଵ
∗∗𝑅 + 𝑦ଵ

∗∗𝑆, −𝑥ଵ
∗∗𝑇 + 𝑦ଵ

∗∗𝑈), 𝑛 ≥ 1 

                                       (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡) = (−𝑥଴
∗𝑅 + 𝑆, −𝑥଴

∗𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 1 

için 

Ω = {(𝑥ହ௡ାଵ, 𝑦ହ௡ାଵ), (𝑥ହ௡ାଶ, 𝑦ହ௡ାଶ), (𝑥ହ௡ାଷ, 𝑦ହ௡ାଷ), (𝑥ହ௡ିଵ, 𝑦ହ௡ିଵ), (𝑥ହ௡, 𝑦ହ௡)} 

dir (𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 lar Teorem 3.2.2 deki gibidir). (Tekcan ve Biberoğlu 2022) 

İspat. (1)  𝑘 = 2 olsun. Bu takdirde 𝑥ଶ − 8𝑦ଶ = −4 denklemi için Rep = {[±2   1]} ve 

𝑀 = ቂ
3   1
8   3

ቃ dir. Burada 𝑛 ≥ 1 için [𝑥௡    𝑦௡] = [−2 ௗௗ1]𝑀௡ dir ve  

𝑀௡ = ൤
𝐶௡ 𝐵௡

8𝐵௡ 𝐶௡
൨ 

olduğundan  
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[𝑥௡     𝑦௡] = [−2     1] ൤
𝐶௡ 𝐵௡

8𝐵௡ 𝐶௡
൨ = [−2𝐶௡ + 8𝐵௡      − 2𝐵௡ + 𝐶௡] 

dir. Burada dikkat edilirse  

−𝐶௡ + 4𝐵௡ = 𝑐௡   ve    −2𝐵௡ + 𝐶௡ = 𝑃ଶ௡ିଵ 

dir. Dolayısıyla 𝑥௡ = 2𝑐௡ ve 𝑦௡ = 𝑃ଶ௡ିଵ için Ω = {(𝑥௡, 𝑦௡)} dir. 

(2) 𝑘 = 4 için Rep = {[±2   1], [±8   2]} ve 𝑀 = ቂ
9   2

40   9
ቃ dir. Burada 

𝑛 ≥ 0 için [𝑥ଷ௡ାଵ    𝑦ଷ௡ାଵ] = [2   1]𝑀௡ 

𝑛 ≥ 1 için [𝑥ଷ௡    𝑦ଷ௡] = [−2   1]𝑀௡  

𝑛 ≥ 0 için [𝑥ଷ௡ାଶ    𝑦ଷ௡ାଶ] = [8   2]𝑀௡  

olduğundan  

(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ) = (2𝑅 + 𝑆, 2𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 0  

      (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ) = (8𝑅 + 2𝑆, 8𝑇 + 2𝑈), 𝑛 ≥ 0  

                    (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡) = (−2𝑅 + 𝑆, −2𝑇 + 𝑈), 𝑛 ≥ 1   

için Ω = {(𝑥ଷ௡ାଵ, 𝑦ଷ௡ାଵ), (𝑥ଷ௡ାଶ, 𝑦ଷ௡ାଶ), (𝑥ଷ௡, 𝑦ଷ௡)} dir. Diğer durum da aynı yöntemle 

gösterilebilir.  
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4. SONUÇ 

 

Bu tezde 𝑘 ≥ 1 tam sayısı için 𝑑 = 𝑘ଶ + 4 olmak üzere Δ = 4𝑑 diskriminantlı  

   𝐹୼(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ    

Pell formu ele alındı ve ilk olarak bu 𝐹୼ Pell formunun tüm 

𝐴𝑢𝑡ା(𝐹୼),ௗௗ𝐴𝑢𝑡ି(𝐹୼)ௗௗௗveௗௗௗ𝐴𝑢𝑡∗(𝐹୼) 

otomorfizmleri kümeleri 𝑘 ≥ 3 tek ve 𝑘 ≥ 2 çift olmak üzere iki farklı durumda ele alındı 

ve bu kümeler 𝑘 ya bağlı olarak elde edildi.  

 

Daha sonra  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±1 

denkleminin tam sayı çözümleri 𝑘 ya bağlı olarak elde edildi.  Üstelik denklemin tam sayı 

çözümlerinin basit sürekli kesirli açılımlar yardımıyla da verilebileceği gösterildi.  

 

Son olarak ise  

𝐹୼(𝑥, 𝑦) = ±𝑘ଶ 

Pell denkleminin tüm tam sayı çözümleri kümesi yine 𝑘 ya bağlı olarak elde edildi. Tüm 

bu tam sayı çözümleri, denklemin çözüm temsilcileri kümesindeki elemanlara ve bu ele-

manların sayısına bağlı olacak şekilde elde edildi. 
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