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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
BAZI OZEL SAYI DIZILERT ARASINDAKI BAGINTILAR
Recep TUTUCU
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Musa DEMIRCI

Bu tez 4 bolimden olugmaktadir. Fibonacci sayilari ve Tribonacci sayilari arasinda
kurulmus iligkiler ele alinmig ve ¢esitli 6zdesliklere yer verilmistir.

Girig bolimiinde Fibonacci ve Tribonacci sayilart hakkinda 6n bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde ise Fibonacci ve Tribonacci say1 dizileri tanimlanmis, bu say1 dizilerini
kullanarak elde edilen karakteristik denklem tanimlar1 ve elde edilisleri, binet formiilleri
ile ilgili bilgiler, altin ve giimiis oran kavramlart ve elde edilisleri hakkinda bilgiler
verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise Fibonacci ve Tribonacci sayilarmin yardimiyla elde edilen
0zdesliklere yer verilmistir. Bu boliimiin sonunda ise kendi calismama ait konudan kisaca

bahsedilmistir.

Dordiincii boliim ise sonug boliimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Tribonacci sayilari, Genellestirilmis fonksiyon
2022, vii + 33 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
RELATIONSHIP BETWEEN SOME SPECIAL NUMBER SEQUENCES
Recep TUTUCU
Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Musa DEMIRCI
This thesis consists of 4 chapters. The relationships established between Fibonacci

numbers and Tribonacci numbers are discussed and various identities are included.

In the introduction, preliminary information about Fibonacci and Tribonacci numbers is
given.

In the second chapter, Fibonacci and Tribonacci numbers sequence are defined,
definitions and derivations of characteristic equations obtained by using these number
sequences, information about binet formula, information about the concepts of gold and
silver rations and how they are obtained is given.

In the third chapter, identities obtained with the help of Fibonacci and Tribonacci numbers
are given. At the end of this chapter, the subject of my work is briefly mentioned.

The fourth chapter is the conclusion section.

Key Words: Fibonacci Numbers, Tribonacci Numbers, Generating Function

2022, vii + 33 sayfa.
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1.GIRIS

Bu tezin amaci1 Fibonacci sayilar1 ve Tribonacci sayilar adi verilen 6zel sayi dizileri ile
ilgili bilgi sahibi olunmasidir. Ayrica bu 06zel sayr dizileri yardimiyla ifade edilen
matematiksel 6zdeslikler ile ilgili teoremler verilerek okuyucuyu bilgilendirmektedir.

Bu 6zel say1 dizileri oncelikle matematikte ve dolayli olarakta bir ¢ok bilim dalinda
kullanilmaktadir. Bu nedenle bu 6zel say1 dizilerini konu alan ¢ok sayida makale ve
aragtirma literatiirde yer almaktadir. Her ne kadar Fibonacci say1 dizisi diger 6zel say1
dizilerinden 6nce kesfedilmis olsa da 6zellikle 19. ylizyil ve sonrasinda Fibonacci sayilari
hakkinda bir¢ok enteresan bilgi ortaya g¢ikarilmis ve hala ortaya cikarilmak iizere
caligmalar yapilmaktadir. 20.ylizyilda Mark Feinberg tarafindan kesfedilen Tribonacci
sayilarinda da Fibonacci gibi benzeri 6zellikler goriilmistiir. Tribonacci dizisi Fibonacci
say1 dizisine gore daha yeni oldugundan dolay1 Tribonacci dizisi hakkinda arastirmalar
ve ¢aligmalar Fibonacci dizisine gore daha az bulunmaktadir.

Dolayisiyla, bu tezde ¢ok az yazi ve arastirma yapilmis Tribonacci sayr dizisi ile
Fibonacci say1 dizisinin arasindaki iliskilere yer verilmistir. Tribonacci ve Fibonacci
dizilerinin tekrarlama bagntilari, karakteristik denklemleri ve bu iki 6zel say1 dizisi
arasindaki 6zdeslikler paylasilmistir. Bu sayede bu tezde okuyucuya bu iki say1 dizisi ile
ilgili temel diizeyde bilgi verip o bilgi birikimini bir kademe daha yukariya tagimaya
calisiimustir.



2. FIBONACCI VE TRIBONACCI SAYILARI

2.1 Fibonacci Sayilar

Leonardo Fibonacci italya’nin Pisa sehrinde 1170 yilinda dogmustur. Fibonacci Hint-
Arap sayilarin1 Avrupa’ya getirip bu say1 sistemini tanitmak ve hesaplama yontemlerini
gostermek i¢in 1202 yilinda Liber Abaci isimli kitab1 kaleme almistir. Liber Abaci’de yer
alan Unli tavsan problemiyle meshur olmustur. Aslinda bu problemde tavsanlarin
iiremesiyle olusturulan say1 sistemini kurucusunun adi verilerek Fibonacci sayilar1 diye

anilmistir. Tavsanlarin tiremesi i¢in asagidaki durumu kurmustur.

Ocak ayinda bir kafeste bir ¢ift tavsan oldugunu varsayalim. Subat ayinda bu tavsanlar
baska bir cift doguracaktir. Bu tavsan ciftleri her zaman dogumdan sonraki ikinci ayda
irerler ve daha sonra ayda bir ¢ift tavsan iirer. Araligin sonunda tavsan ciftlerinin sayisi
kactir? Bu sorunu ¢6zmek i¢in asagidaki gibi bir siitunlu tablo olusturalim (Brother U.,
1963) .

(1) Verilen ayin baginda doguracak tavsan sayisi

(2) Verilen ayin baginda dogurmayan tavsan sayisi

(3) Ay boyunca yetistirilen tavsan ¢iftlerinin sayisi

(4) Ay boyunca tavsan giftlerinin sayisi

Tablo 1.1 Tavsanlarin aylara gore iireme miktari

AYLAR (1) (2) (3) (4)
OCAK 0 1 0 1
SUBAT 1 0 1 2
MART 1 1 1 3
NiSAN 2 1 2 5
MAYIS 3 2 3 8
HAZIRAN 5 3 5 13
TEMMUZ 8 5 8 21
AGUSTOS 13 8 13 34
EYLUL 21 13 21 55
EKIM 34 21 34 89
KASIM 55 34 55 144
ARALIK 89 55 89 233



Asil sorunun cevabi aralik ayinin sonunda 233 ¢ift tavsan oldugudur. Ancak bu sekilde
gelisen say1 dizisini karakterize eden ilging ger¢ek sudur: Herhangi bir say1 kendisinden
once gelen iki ardisik saymin toplamidir. Dahasi, yukaridaki tablodaki dort siitunun
tamaminin o zamandan beri Fibonacci serisi olarak bilinen ayni serinin sayilarindan

olustugu goriilecektir: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,..... (Brother U., 1963).
Bu sayilarin Fibonacci sayilar1 olarak adlandirilmasi kesfinden yiizlerce yil sonra
olmustur. 1876 yilindan sonra Fransiz matematik¢i Francois Edouard Anatole Lucas

tarafindan Fibonacci sayilar1 adi verilmistir.

n — inci Fibonacci sayisini F, ile gosterilsin ve Fibonacci dizisini matematiksel olarak

sOyle bir tanim vererek gosterelim.

Tanmm 2.1.1 Baslangi¢ sartlar1 Fy = 0, F; = F, = 1 olmak lizere n > 3 i¢in

Fy=Fo 1+ Fy (2.1)

olacak sekilde tekrarlama bagintisidir. Boylece n-inci Fibonacci sayisit olan F, elde

edilmistir.

2.2 Fibonacci Dizisinin Karakteristik Denklemi

Her n > 3 tamsayist ve Fy, = 0, F; = F, = 1 baslangi¢ kosullar1 i¢in Fibonacci dizisi
(2.1) denkleminde E, = F,,_; + F,,_, seklinde tekrarlama bagmntis1 olarak verilmistir.
Tekrarlama (indirgeme) bagintisi ile olusan dizilerin birer fark denklemi olmasindan
dolay1 bu sekildeki dizilerin karakteristik denklemi, F, yerine k™ alinarak bulunulabilir.
(2.1) denkleminde tiim terimleri esitligin sol tarafina alinsin,

Fy—Fpg—F2=0

olur. Elde edilen esitlikte F,, yerine k™ yazilsin ve



kn _ k‘n—l _ kn—2 =0

olur. Burada olusturdugumuz denklemi k2" ile carpalim. Boylece,

k2—k—-1=0 2.2)

olur. (2.2) denklemi Fibonacci dizisinin karakteristik denklemidir. Bu karakteristik

polinomun farkli isaretlere sahip iki adet kdkii vardir. Bu kokler;

1 2 ) 2 — 2

1++/5 N 1—-+/5

seklindedir.

Burada elde ettigimiz pozitif kok olan k; aslinda hepimizin bildigi bir say1 olan altin
orana denktir. Ayrica Fibonacci dizisi i¢in elde ettigimiz bu karakteristik denklem benzer
bicimde Tribonacci dizisi i¢inde gosterilmistir. Burada bahsettigimiz bu iki ifadeye

ilerleyen konularda deginilmistir.

2.3 Fibonacci Dizisinin Binet Formiilii

Denklem (2.1) de ki tekrarlama bagimntisi n. Fibonacci sayisini gosteriyordu. Bu
tekrarlama bagintis1 ikinci mertebeden bir lineer fark denklemi oldugundan ve bu

denkleme ait (2.2) de ki karakteristik denklemin kokleri

1445 _1-+5
e=— b=
olup
an_’Bn
= >
F, a—p n=>1 (2.3)

ifadesine Fibonacci dizisinin Binet formiilii ad1 verilir. Simdi bu ifadeyi bir teorem olarak

verip nasil ortaya ¢iktigini ¢ozliimleyelim.



E,’in bu asikar formiiliinii, 1843’te kesfeden Fransiz matematik¢i Jacques Philipe Marie
Binet’in (1789-1856) ardindan Binet’in formiilii olarak adlandirilmistir. Aslinda ilk
olarak 1718’de Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre (1667-1754) tarafindan tiretme
fonksiyonlar1 kullanilarak kesfedilmistir (Koshy, Fibonacci and Lucas Number with
Applications, 2001).

Teorem 2.3.1 x%? —x — 1 = 0 ikinci dereceden denklemin pozitif kokii a ve negatif

koki B olsun. O zaman, n > 1 olmak iizere

an_ﬁn

=g (23)

olur (Koshy, Fibonacci and Lucas Number with Applications, 2001).

F; = F, = 1 baslangi¢ kosulu olmak {izere F, = F,,_; + F,,_, Fibonacci tekrarlama

bagintisinin ¢ézimii:

Tekrarlama bagintisinin karakteristik denklemi x% + x + 1 = 0 *dir ve bu denklemin

1+v5
2

e 15, ..
¢Ozimi a = ve s = T\/— dir.

a+ f =1veaf = —1 oldugunu hatirlayalim.

F, dizisinin genel ¢oziimii F, = Aa™ + BB™ ’dir. A ve B ’yi bulmak i¢in baslangic

kosullarini yerine yazarsak,

F,=Aa+Bp=1
F,=Aa?*+Bp*=1

olur. Bu iki denklemi ¢ozelim.

o« _(+V5)/2 14+V5 _ 14V5 1
“1+a’ (5++5)/2 545  V5(1+v5) +5




olur. Benzer bigimde

olur. Boylece verilen kosullar1 saglayan tekrarlama bagintisinin ¢oziimii F, Fibonacci

sayist i¢in Binet formiilii olan

Vs a-B

dir (Koshy, 2001).

2.4 Fibonacci Dizisi Altin Oran

Fibonacci sayilar1 yiizyillardir ilgi odagi olmustur. Bu sadece matematiksel anlamda degil
Fibonacci dizilerinin kiigiik tiyelerinin dogada goriinmesidir. Dogada bir¢ok yerde, bir
cicegin yapraklarinin sayisinda, bir agacin dallarinin sayisinda veya insanlarca yaratilan
resim ve mimari eserlerin birgogunda bu iiyeler ve bu liyelerin birbirine orani siirekli
karsimiza ¢ikmistir. Bu olay bir ¢ok kisi i¢in merak ve ilgi odagi olmasini saglamistir. Bir
¢ok matematik¢i ve bilim insani arastirma konusu olan bu rakama “altin oran”,

“miikemmel oran”, “kutsal oran” gibi isimler vereceklerdir.
Fibonacci dizisinin oranlariin limit degerlerine baktigimizda dizinin 13’{incii terimine
kadar bu oran artip azaldig1 ancak 13’iincii terim ve sonrasinda ki terimlerin oranlarinin

limit degerleri bize altin oran1 yani 1,618’1 verdigi goriilmektedir.

Simdi bu limit degerini daha yakindan incelemek i¢in adim adim ilerleyelim. Fibonacci

dizisi i¢in tekrarlama bagintisi

Fpy1 =F +Fy

seklinde verilsin. Simdi bu bagintinin her iki tarafi F, ile boliinsiin.



olur. Burada iki ardisgtk Fibonacci orani i¢in n — oo sinirina dogru yaklastigini
varsaytyoruz. Yani aslinda n degeri sonsuza dogru yaklastik¢ca bu oran yaklasilan say1

olacaktir.

F
lim =21 = ¢ (2.4)
n—->oo n
olarak tanimlayalim. Bu durumda
Fo, 1
lim =—
n-owo F, a

seklinde olacaktir. Boylece limit varsa, ardisik iki Fibonacci sayisinin orani yeterince

biiylik n’ler i¢in altin oran olarak adlandirilmistir.

Asagidaki tablo sayesinde ardisik Fibonacci sayilarinin oranlarinda altin orani ve hangi
terimden sonra bu oranin siirekli olarak altin orani verdigini daha yakindan incelenip

gosterilmistir.



Tablo 1.2 Ardisik Fibonacci sayilarinin oranlari

n Foi1/E, ORAN

1 1/1 1.00000
2 2/1 2.00000
3 3/2 150000
4 5/3 1.66666
5 8/5 1.60000
6 13/8 1.62500
7 21/13 1.61538
8 34/21 1.61904
9 55/34 1.61764
10 89/55 1.61818
11 144/89 1.61797
12 233/144 1.61805
13 377/233 1.61802

Yukarida ki tabloda da goriildiigii iizere ardisik Fibonacci sayilar: arasindaki oranlar n =
12 ve ondan sonraki ifadelerde 1.618 sayisina sabitlenmis bir bi¢imde devam ettigi
goriilebilir. Bu oran degisimi n = 11 ve onceki ifadelerde ki gibi biiyiik sayr degisim

[

araliklarinda degil de daha ufak miktarlarla degistigi goriilebiliyor.

2.5 Tribonacci Sayilan

Tribonacci sayilari, 1963 yilinda 14 yasindaki geng bilim insan1 Mark Feinberg tarafindan
kesfedilmis ve bu kesif Mark Feinberg’e Amerika’nin Pensilvanya eyaletinde Geng Bilim

Akademisi sampiyonlugunu kazandirmistir.

Tipk:1 Fibonacci dizisindeki her sayinin kendinden 6nceki iki veya p, 41 = pn + Pp_1’in

toplaminin oldugu gibi; ilk varyasyon her bir sayinin kendinden 6nceki {i¢ sayinin veya



An+1 = qn + Qn-1 + qn—2 (2-5)

toplaminin oldugu bir seridir. Bundan dolay1 bu serinin adi Tribonacci’dir. Dizinin ilk

birkag sayis1 1, 1, 2,4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, ... seklindedir (Feinberg, 1963).

2.6 Tribonacci Dizisinin Karakteristik Denklemi

Boliim 2.2°de bahsedildigi tizere bir tekrarlama bagmntisi ile olusturulan dizilerin birer
fark denklemi olmasindan dolay1 bu sekildeki diziler i¢in karakteristik denklem nasil
olusturuldugundan bahsedip Fibonacci dizisi igin karakteristik denklem olusturulmustu.
Tribonacci dizisi de bir tekrarlama (indirgeme) bagintis1 oldugundan benzer bi¢imde

karakteristik denklem olusturulabilir.
Tribonacci dizisinin tekrarlama bagintisini (2.5) denkleminde
n+1 = qn + qn-1+ qn—2
olarak verilmisti. Bu esitlikte her terimi sol tarafa alalim ve q,, yerine t™ yazilsin.
gL _gn _gn-1 =2
olur. Burada olusturdugumuz denklemi t2~™ ile ¢arpalim. Bdylece
t3—t2—t—-1=0 (2.6)

olur. (2.6) denklemi Tribonacci dizisinin karakteristik denklemidir. Bu karakteristik

denklemin ti¢ adet kokii vardir. Bu kokler;

—1+iV3
W =

denirse, 0 zaman

. 1+ 319 +3v33 + V19 — 3v/33
1:
3




1+ w?V19 +3v33 + w?y/19 — 3Y33

t, =
2 3
. 1+ w2119 4 3v33 + w19 — 3v33
L=
3

seklindedir.

2.7 Tribonacci Dizisinin Binet Formiilii

Tribonacci dizisinin karakteristik denklemi olarak bir 6nceki boliimde (2.6) denklemi ile
verilmisti. Ayrica orada belirttigimiz (2.6) denkleminin ¢, t,, t3 kokleri de

kullanilacaktir.

Baslangi¢ kosullart uy = u; = 1,u, = 2 olan ve uy,q = u, + up_q1 + uy_, denklemi

tireten fonksiyonu belirlenerek binet formiili tiiretilir (Spickerman, 1982).

F(x) = up + upx + upx? + - + upx™ = Y2 u;xt iiretec fonksiyonu olarak alalim. O
=0

zaman
1-—x—x2—x3f(x) =1
olur. Bundan dolay1,

1 1
x—x2—x (A-tDA-tpA-t3) pQ

Fe) =

olsun. p(x) = 0’ kokleri, 1/¢t;,1/t,,1/ts; p (i) =x3 —x% —x — 1= 0’in kokleri

t;, t,, t3’dir.

Cardano’nun formiiliinii p G) = 0’a uygulanirsa koklerini bulabiliriz. (Bu kokleri biz bir

onceki boliimde gostermistik.) Bu kokler t4, t,, t3 olarak belirlemistik.
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p(x) = 0’ kokleri farkli oldugundan, kismi kesirler yontemiyle

1 A B C

seklindedir. Boylece

. 1 ~ t
_( _1;_2)(1_5_3)_(151—152)(151_153)'
1 1
B = 1 _ t,
- (1_2_1) (1_§_1) (=t —t3)
. 1 ~ ts
B (1_2_1) (1_%2) (-t (s —tp)
3 3

Sonug olarak,

B ty N i t N i
10 = =)@ - t3);t1 HMCESCE t3);t2 .

[ee]
+ L Z tatxt
3
(t3 —t1)(tz — t3) e~

(o]

~ £, +2 £,i*2 £51+2 l_
f@) = Z ((t1 —t)(t; — t3) * (ty —t)(ty — t3) * (t3 —t)(ts3 — tz)) *

i=0

Boylece, Tribonacci dizisi i¢in Binet formiili

t1n+2 t21’l+2 t31’l+2

-6 —6) G-t —t) (=t — )

Uy, =

seklindedir (Spickerman, 1982).
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2.8 Tribonacci Dizisi Giimiis Oran

Fibonacci serisi gibi Tribonacci serisi de yakinsaktir. Fibonacci sayilarinda (p,,/pn+1)
0.6180339...7a yakinsar ve (pn41/Pn) 1.6180339...%a yakinsar. Tribonacci sayilarinda
da ardisik iki saymin birbirine bolimii (g, /qn41) 0.54368901...%a yakinsar. Fibonacci
dizisinde ardisik iki say1 arasindaki orana Phi (®) olarak adlandirilirken Tribonacci

dizisinde Tri-Phi (&) olarak adlandirilabilir (Feinberg, 1963).

(qn+1/9y) orani ise 1.83928675... a yakinsar. Bu oran Mark Feinberg’in bahsettigi Tri-
Phi (d3)’dir. Bu oran bir ¢ok yerde glimiis oran olarak da adlandirilmaktadir.

44
34
13
21 13 24
5
24
Golden Rectangle "Silver! Rectangle

Sekil 1.1 Altin dikdortgen ve glimiis dikdortgen

Dizilerin 6zgiin tekrarlama bagmtisi Fibonacci altin dikdortgeninde gosterilmistir.
Dizinin 6zgiin tekrarlama bagintisina uygun olarak Tribonacci dizisi i¢inde bir dikdortgen
olusturulabilir fakat bu dikdortgen altin dikdortgenden daha az belirgin 6zelliklere sahip
oldugundan giimiis dikdortgen olarak adlandirilabilir. Uzun kenari (q,41) ve kisa kenari

(qy) olan giimiis dikdortgen, altin dikdortgene oranla daha uzun kenarlara sahiptir.

Glimiis dikdortgendeki kenar uzunluklari g, = 24 ve q,_1; = 13 olan kareler ¢ikarilarak
kenar uzunluklari (@41 — qn) Ve (@n — qn-1) ile (gn_1) Ve (g,—») olan orijinal iki yeni
dikdortgen goriiliir (gblgeli alanlar). Bu dikdortgendeki kenar uzunluklart (g,,_;) Ve
(qn—2) Tribonacci sayilari iken diger kenar uzunluklar1 Tribonacci dizisinde bulunmayan
sayilardir. Bu dikdortgenin kenar uzunluklart (g,4+1 — ¢,) Ve (@n — qn—1)’dir. Her bir
Tribonacci sayisinin kendisinden sonrakinden ¢ikarilmasiyla elde edilen bir ara serideki

sayilardan olusur (Feinberg, 1963).
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3. FIBONACCI VE TRIBONACCI SAYILARI ARASINDAKI ILISKILER

Fibonacci sayilar1 ve Tribonacci sayilar1 kendi iginde tekrarlama bagintisi, 6zdeslikler
oldugu gibi birbirleri arasinda da bu gibi durumlar vardir. Bu gibi iliskilere bir siirii 6rnek
verilebilir ve ¢ogaltilabilir. Burada Fibonacci ve Tribonacci sayilar1 arasinda kurulmus
olan iliskilere deginilmistir. Bu iliskilerin belirli bir kismin1 asagidaki teorem ve sonuglar

verilerek gosterilmistir.

3.1 Fibonacci ve Tribonacci Sayillarinin Toplamlar: Olarak Tekrarlanan Sayilar

Palindromik say1 sagdan ve soldan okundugunda ayni forma sahip olan bir sayidir

(bdylece bir eksene gore simetrik oldugu sdylenebilir). ilk 19 palindromik say1
0,1,23,4,56,7,8,9,11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99

ve agikca bu sayilar tekrarlanan sayi tiirtidiir. Sayinin ondalik a¢iliminin i¢inde yalnizca
bir tekrarlanan rakam var ise bir n sayis1 tekrar sayis1 olarak adlandirilir. Daha dogrusu,
baz1 [ = 0 ve a € [1,9] i¢in (her zaman oldugu gibi, a < b tamsayilan i¢in [a, b] =

{a,a + 1, ..., b} olarak ayarladik), n sayis1

. (10t—1
n=a 9

formundadir. Eski bir agik problem, sonsuz sayida asal tekrar saymin varligim

kanitlamaktan ibarettir (Sloane, tarih yok), burada [ — inci tekrar sayisi olarak

° _101—1
=™ 9

tanimlanir (Trojovsky, 2020).

Pavel Trojovsky yapmis oldugu bu calismada Tribonacci ve Fibonacci dizilerini
incelemis. Marques, Tribonacci dizisindeki en biiylik tekrar sayisinin Tg = 44 oldugunu
kanitlarken (Marques, 2011), Lucas ise Fibonacci dizisindeki en biiyiik tekrar sayisinin

Fip = 55 oldugunu gostermis. Trojovsky bu calismasinda Fibonacci ve Tribonacci
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sayilarinin toplami olan tekrar sayilarini aramistir (ikiside ayni indeks olacaktir). Daha

spesifik olarak soyle bir teorem vermistir:

Teorem 3.1.1 Diophantine denklemi

10t -1\
F,+T,=a 9 ‘nin

pozitif tamsay1 (n, [, a) cinsinden, a € [1,9] olmak iizere, tek ¢oziimii
(n, L a) € {(1,1,2),(2,1,2), (3,1,4), (4,1,7)Ydir (Trojovsky, 2020).

3.2 iki Ayr1 Kesisim Uzerine k-Genellestirilmis Fibonacci Dizileri

Say1 teorisindeki bazi problemler arasinda, bilinen iki dizinin (veya kiimenin) kesisimiyle
ilgili sorulardir. Ornekler vermeden 6nce terimleri biraz hatirlayalim.

F = (F,)ns0 Fibonacci dizisi, P := {p: p prime}, P = {yL:y,t €Z, t > 1}
(mikemmel kuvvet), F:={nkn€Z n=>0}, R={a(10"-1)/9):1<a<9,ne€
Z,n > 0} (tekrar rakamlar1 veya tek basamakli sayilar) olarak alalim. Bu kiimelerin

kesisimiyle ilgili sonuglar1 agagida aktariyoruz.

e Erdos ve Selfridge F N P = {1} oldugunu kanitladi (P. & J.L., 1975).

e 2000 yilinda, LucaF N R ={0, 1,2, 3,5, 8,55} oldugunu kanitlad: (F., Fibonacci
And Lucas Numbers With Only One Distinct Digit, 2000).

e Lucaayrica F N F = {1, 2} oldugunu da kanitlad1 (F., 1999).

e 2003 yilinda, Bugeaud ve digerleri F N P = {0, 1, 8, 144} oldugunu gosterdi (Y.,
M., & S., 2006).

e n=>2icin ((ay)ns1), a1 = 1 ve a,, = n% -1 tarafindan verilen kule olsun. Luca
ve yazarlar {a; + - + a,:n = 1} N P={1} oldugunu kanitlad: (F. & D., 2010)

Yinede P N F ve P N R gibi bazi ilgili sorular hala agik problemlerdir. k > 2 ve F® :=

(Fn(k)) , olarak belirtelim, k-genellestirilmis Fibonacci dizisi terimleri
n=0
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E® = p® 4 p® 4 ...y B (3.21)

yineleme bagimtisim1 karsilayan, baslangi¢ kosullar1 0, 0, ... , 0, 1(k terim) ve ilk sifir

olmayan terim olacak sekilde Fl(k) = 1’dir.

Yukarida ki dizi Fibonacci sayilarinin birka¢ genellemesinden biridir. Boyle bir diziye
ayrica k-adim Fibonacci sayilari, Fibonacci k-dizisi veya k-bonacci sayilart olarak
adlandirilir. Agik¢a k = 2 i¢in Fibonacci sayilarini ve k = 3 igin Tribonacci sayilari elde

edilir.

Cok yakin tarihli bir makalede, Togbé ve yazarlar lineer yineleme dizisinin sonlu sayidaki
karakteristik polinomunun baskin kokleri tekrarlama sayilari olabilir. Uygulama olarak,

(3.2.1)’de ki yinelemenin karakteristik denklemi oldugundan, yani x* — xk=1 —

cee — x [R—
1, dyle |a| > 1 igin yalnizca bir a kokiine sahiptir, dolayisiyla tiim k > 2 icin F¥ N R

sonlu bir kiimedir.

F¥ n F™ kesisimi iizerindeki varsayim ve F* N IP kiimesi iizerindeki baz1 sonuglara (T.D.
& J.V., 2005) bakilabilir. Bu kesisimin bildigimiz kadariyla hem Fibonacci hem de
Tribonacci sayilari i¢in en kolay (k,m) = (2,3) durumunda bile bilinmedigine dikkat
¢ekiyoruz. Bu kesisimi bulmanin olasi bir yolu Fibonacci ve Tribonacci dizilerinde p asal
iken modiil p*’ye bakmaktir. Ancak bu yaklagimla pratikte ¢alismak zor goriiniiyor. Bu
gozlem, yazarin genel durumda faydali olabilecek daha ilging ve yapici bir yaklagim i¢in

bakmasi istendi.

Mignotte’nin eger (U, )ns0 V€ (Vn)nso ise iki lineer yineleme dizisi oldugu gosterdigini
fark etmek onemlidir (M., 1978). O zaman baz1 teknik varsayimlar altinda u, = v,,
denkleminin pozitif n tamsayilarinda yalnizca sonlu sayida ¢oziimii vardir. Ayrica tiim bu
cOziimler etkili bir sekilde hesaplanabilir. Bu nedenle, F ) n FOM>nin tim k = m i¢in

sonlu bir kiime oldugunu diisiinmek mantikli goriiniiyor.
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Bu makalenin amaci, 2 < k < m tamsayilari i¢in F () FM) kesigimini incelemek ve
(k,m) = (2,3) i¢in bu kiimeyi tamamen belirlemek amaciyla bir yontem saglamak i¢in

soyut araclar uygulanacaktir. Daha dogrusu sonucumuz sudur.

Teorem 3.2.1 n >3 olan m ve n pozitif tamsayilarinda F, = T,, Diophantine
denkleminin tek ¢6ziimii (n,m) = (7,6)’dur.

Boylece, F N T = {0,1, 2,13} dir (Marques, 2011).

3.3 Genellestirilmis Fibonacci Dizisi ve Genellestirilmis Tribonacci Ucgeni
Arasindaki Baz1 Baglantilar

Bu boliimde genellestirilmis bir Fibonacci tipi ikinci dereceden dogrusal yineleme {U,,}
ele almacaktir. Genellestirilmis Tribonacci iiggeninin bazi &zellikleri tarafindan,
genellestirilmis Fibonacci ardisik sayilarinin ¢arpimi olan U,U, ., ve genellestirilmis
Fibonacci sayilarmin karesi olan U2 igin formiiller tiiretilmistir. Bu formiiller burada
paylasilmistir. Daha ¢ok ayrinti i¢in Fibonacci Quarterly dergisinin 2012 yilinin subat
aymda ki yayiminda bulunan “Some Connections Between a Generalized Tribonacci
Triangle and a Generalized Fibonacci Sequence” (Kuhapatanakul, 2012) makaleyi

inceleyebilir.

e a Ve b reel sayilar igin genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,}, U, =0, U; =1
ve Uy = aU, + bU,_; (n = 1) ile tamimlanr.

e Egera =b = 1ise0zaman U, = E,, klasik Fibonacci say1sidir.

o F,.q =ZEIl("i_i) (n=0) Pascal tggeninde yiikselen kosegen dogrulart

tizerindeki elemanlarin toplamiyla Fibonacci sayilari elde edilebilir. (|x], x’i

gecemeyen en biiylik tamsayidir.)

e QGenellestirilmis Fibonacci sayis1 U,, i¢in Pascal iiggeninde Fibonacci sayilarinin

elde dilisi ile U, 4, = ZEJO(ni_i)a"_Zibi (n = 0) genislemesine sahibiz.

e 1997°de Alladi ve Hoggat Tribonacci iiggenini olusturdular (K. & V. E., 1997)
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Tablo 1.3 Tribonacci Uggeni

0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 1 1
2 1 3 1
3 1 5 5 1
4 1 7 13 7 1
5 1 9 25 25 9 1
6 1 11 41 63 41 11 1
7 1 13 61 129 129 61 12 1

Yukarida vermis oldugumuz tanimlamalar dogrultusunda verilmis olan baglantilari

paylasalim. Daha fazla ayrint1 i¢in (Kuhapatanakul, 2012) bakilabilir.

Tanim 3.3.1 n € Z alalim. Herhangi bir negatif olmayan i tamsayisi i¢in,

NI\ nzjpie) . :
T(n,i) = Z(])( i )a b 0=isn

0 ; otherwise

(0 < i <n)dir. T(n,i)’nin toplamindaki tiim terimlerin j > min{n — i,i} iken sifir

oldugunu goriiyoruz (Kuhapatanakul, 2012).

Tanmm 3.3.2 Genellestirilmis Tribonacci iiggenini asagidaki sekilde tanimlanabilir

(Kuhapatanakul, 2012).
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Tablo 1.4 Genellestirilmis Tribonacci Uggeni
0 1 2 3 4 5 6 n

T(0,0)

T(1,0) T(1,1)

T(2,0) T(2,1) T(2,2)

T(3,0) T(3,1) T(3,2) T(3,3)

T(4,0) T@41) T@42) T@43) T44)

T(5,0) T(5,1) T(5,2) T(53) T(54) T(5,5)
T(6,0) T(6,1) T(6,2) T(6,3) T(6,4) T(6,5 T(6,6)

Lo A W RO

n. T(n,0) T(n,1) T(.n,2) T(n,n)

Teorem 3.3.3 Negatif olmayan n tamsayisi igin

2n E20 ; o o
(1) Upys? = zllgoj T(2n — 2i,i) = lejOJ 29 (1) (BrET a2 Dpie,

(2) UnUpnsr =

lZn3—1J S Y N l%J i=0 (i) (2n—2i—j—-1\ _2(n—i—j)3i+j
Yig TCn-=2i—-1,0)=%_] f=0<j)( ; )a b,

bi¢imindedir (Kuhapatanakul, 2012).

Lemma 3.3.4 n € N olsun. O zaman

(1) Uiy, = (a® + b)UZ,, + (a®b + b*)UF — b3U7_;.
(2) Un41Unsz = (@ + D)UpUpyq + (@%b + b*)Up_1 Uy — b3Up_,Up_y.

bi¢imindedir (Kuhapatanakul, 2012).
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Lemma 3.3.5n € N olsun. Negatif olmayan i < n tamsayilar1 i¢in

T(n,i)=aT(n—1,i)+abT(n—1,i — 1) + b*’T(n—2,i — 1)

bi¢imindedir (Kuhapatanakul, 2012).

3.4 Genellestirilmis Fibonacci ve Tribonacci Dizisi i¢in Iliskiler

Onceki béliimlerde oldugu gibi bu boliimde, Fibonacci ve Tribonacci dizileri arasinda

kurulmug farkl baglantilar derlenmistir.

(Up)ns0, genellestirilmis Fibonacci dizisi olsun. u, ve u, ikilisi sifir olmayan keyfi

sayilar olmak tlizere n > 2 igin

Up = Up—1 T Up—

ikinci dereceden yineleme bagmntisi verilsin. (v,,),s0, genellestirilmis Tribonacci dizisi

olsun. v, ve v; ikilisi sifir olmayan keyfi sayilar olmak {izere n > 3 i¢in

Un =Vn-1+Vp_2+Vp3
ticiincii dereceden yineleme bagintisi verilsin.
Her iki dizinin elli y1l1 agkin siiredir bir arada bulunmasina ve her iki sinifa iligkin zengin
bir literatlir olmasia ragmen bugiine kadar ayr1 ayr1 incelenmistir. Bu calismada bu
popiiler diziler arasinda bir¢ok bagint1 kesfedilmistir.
Sonuglarimizi kanitlamak i¢in tipik tirete¢ fonksiyonlarin yapisini kullanilmistir. Bu iki

genellestirilmis dizi ve bunlarla ilgili ¢ift ve tek indeksli diziler igin iirete¢ fonksiyonlar

asagida belirtilmistir.
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fiu, () = Z Ut = 20 (i ~ o) (3.4.1)

- _ U + (uy; — 2ug)x
fuz () = Z UgnX" 1—3x+x2 '’ (3.4.2)
n=0
- _ W + (uy —uq)x
fu2n+1(x) Z u2n+1x 1—3x + X2 ) (343)
n=0
C Vo + (v — vo)x + (v — v; — vg)x?
fo, () = Z X" = P , (3.4.4)
n=0
- vy + (v, — 3v9)x + (2v; — v,)x?
fosn(X) = z X" = P — , (3.4.5)
n=0
ve
fv2n+1 (x) = Z v2n+1xn
n=0 (3.4.6)

171 + (172 - 2171 + UO)X + (172 - 171 - UO)XZ

1—3x—x2—x3

Bu ifadeler asag1 yukari belirli hesaplamalar sonucu elde edilir. Bu fonksiyonlar, u,, icin

(Mez6, 2009)’da tiiretilmistir. v, i¢in ise ( Frontczak, 2018)’den gelir.

3.4.1U,, ve V,, arasindaki basit iliskiler

Bu béliimiin ana sonuglar1 genellestirilmis Fibonacci ve Tribonacci sayilari arasindaki ii¢
temel iliskiyi ortaya koymaktadir. Bulgularimiz ii¢ ayr1 teoremde sunulmustur. Sunu not

ediyoruz, n < 0 i¢in Y3, a, = 0 standart kurali kullanacagz.
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Teorem 3.4.1.1 Sirastyla, (Uy)nso V& (Vn)nso genellestirilmis Fibonacci ve Tribonacci

dizileri olarak tanimlasin. O zaman, her n > 2 i¢in asagidaki 6zdeslige sahibiz

( Frontczak, 2018).

n-3

UgVp = (Up — Ug)Up—1 + VoUp + (V1 — V)Uy—1 + (V; — V1 — V)Uy_p + Z UpVp—3—k-

k=0
(3.4.7)

Ispat: (3.4.1) denkleminden su ¢ikarimi yapiyoruz.

Burada denklemin her iki tarafina —x3 ekleyelim.

ug + (ug — ug)x — x°f, (x)

fun (x)

=1—x—x?—x3

Elde ettigimiz bu denklem (3.4.4)’de ki denklem ile asagidaki iliskiyi verir.

Juy, ()

up + (ug —up)x — x3fy, (%)

fo, () = (o + (v1 — vp)x + (V2 — vy — Vy)x?)

veya

Uofo, (X) = Voo, (%) = (o — u)xfy,, (%) + (v1 = vo)xfy, (x)

+(, — vy — vo)xzfun(x) + x3fun(x)fvn(x)

(3.4

esit olarak yukaridaki bi¢imde gosterilebilir. (3.4.8)’de ki denklemin sol tarafi (LHS),

LHS = Z(uovn — VoUp)X™

n=1
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bicimindedir. (3.4.8)’de ki denklemin sag tarafi(RHS),

RHS = (ug — uy) z Vp—1X" + (v; — vp) 2 Up_1X" + (v, — v — V) Z Up_pX"
n=1 n=1 n=2
-3

oo

n
n=3 k=0

bigimindedir. Terimleri toplama ve x™ igin katsayilar1 kiyaslama formiilii kanitliyor.

Spesifik ornek olarak agagidaki 6zdesligi belirtebiliriz.

u, = E, ve v, = T,, oldugunda (3.4.7) denklemi

n-2
Th=F + z F Ty (3.4.9)
k=0

bi¢iminde sadelesir.
Teorem 3.4.1.2 n > 2 igin asagidaki 6zdeslik gecerlidir ( Frontczak, 2018).

UV = (2Ug — Ug)Upp—p + VolUapn + (V2 — 3V9)Usp—z + 2V — V3 — 2V0)Upp—4

n-3

+ z qu(sz(n—z—k) + Uz(n—s—k))-
k=0

(3.4.10)
Ispat: Teorem 3.4.1.1’in ispatina benzerdir.
Spesifik 6rnek olarak asagidaki 6zdeslik verilebilir.

Uyp = Fyp Ve vy, = T,, oldugunda (3.4.10) denklemi
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n-2

Ton=Fpp + Fopp + FZk(ZTZ(n—l—k) + TZ(n—Z—k))- (3.4.11)
k=0

biciminde sadelesir.

Teorem 3.4.1.3 n > 2 igin asagidaki 6zdeslik gegerlidir ( Frontczak, 2018).

U Vons1 = (Up — Ug)Vany1 + Vilpnir + (V2 — 205 + Vp)Upp_q1 + (V2 + V1 — Vo)Uzp—3

n-3

+ Upk+1(2V2tn—2-1)+1 T Va(n—-3-k)+1-

k=0
(3.4.12)
Spesifik ornek olarak asagidaki 6zdeslik verilebilir.
Upns1 = Fonsq V€ Vopy1 = Tonyq oldugunda (3.4.12) denklemi
n-3
Ton+1 = Ton-1 + Fons1 — Fon-1 + 2F5p 3 + Z For+1(2To(n-2-1)+1 + T2(n-3-k)+1)-
k=0
(3.4.13)
bi¢iminde sadelesir.
3.4.2 U,ve V,, arasindaki daha gelismis iliskiler
Teorem 3.4.2.1 n > 1 igin asagidaki 6zdeslik gegerlidir ( Frontczak, 2018).
n n n-1
Uo Z VkVUn-k = Vo Z VklUp—g T Z Vn—1—k((uo —u)v + (v — Vo)uk)
k=0 k=0 k=0
n-2
+ (v, — v — V) Z UgVp—2-k + Z Uk 1 Vi Vi3
k=0 k1+k2+k3=n—3
(3.4.14)

Spesifik ornek olarak asagidaki 6zdesligi verelim.
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u, = E, ve v, = T,, oldugunda (3.4.14) denklemi

n n
Z Tan—k = Z Fan—k + 2 FlekZTk3' (3415)
k=0 k=0 k1+k2+k3=n—3
kq,k2,k321

bi¢iminde sadelesir.

Benzer bigimde bir 6nceki boliimde de oldugu gibi bu boliimde de ¢ift ve tek indeksli
Fibonacci ve Tribonacci sayilari i¢inde belirli 6zdeslikler bulunmaktadir. Dahasi Robert
Frontczak’in “Relation for Generalized Fibonacci and Tribonacci Sequence” adh
makalesinde mevcuttur ve incelenebilir. Bu makalede konumuz olan Fibonacci ve
Tribonacci sayilarina ait 6zdeslikler haricinde lucas sayilarmin da Fibonacci ve

Tribonacci sayilari ile olan 6zdesliklerine de yer verilmistir.

3.5 Tribonacci ve Fibonacci Kodlama Ozel Boliim

Bu calisma esas olarak asagida belirtmis oldugum kaynaklardan yararlanilarak ortaya
cikarilmistir.

(1) Introduction to Coding and Information Theory, S.Roman, 1996

(2) Coding Theory A First Course, S.Ling, C,Xing, 2004

(3) A First Course in Coding Theory, R.Hill, 1986

Bu kaynaklar asil konunun bahsedildigi yerlerdir. Bu ¢alismamda Fibonacci ve
Tribonacci arasinda ki iligkileri konu aldigimiz i¢in 6zel olarak {izerinde ¢alistigim ve
calismaya devam edecegim bu boliimii yukarida ki kaynaklardan elde ettigim veriler

dogrultusunda 6zel bir alan tanimlanmistir ve buna séyle devam ediliyor.

Bu boliimde iki 6zel say1 dizisinin terimlerini modiil 3’e gore inceleyip Tribonacci
terimleri tizerinde belirli bir kiime ile ¢alismalar yapilmistir. Ayrica Tribonacci sayilar
modiil 3’te Z3 sonlu cismine yapisal olarak benzer 6zellik saglayip saglamadigina gore

degerlendirilmistir. Bunun i¢in bildigimiz toplama ve ¢arpma islemi tanimlanmistir. Daha
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sonra T (n, 3) vektor uzayimiz olusturuldu. Bu dogrultuda Tribonacci vektor uzayimizdan

aldigimiz her bir vektorii iki adimda kodlanmasi karar verildi.

Ilk adimda, n uzunlugunda ki Tribonacci vektdriinii kendi i¢inde kodlanmustir. Bunun
sonucunda bilesenler yine Tribonacci sayist olacaktir. Ancak elde edilen vektor
kodlanmisg bi¢imdedir.

Ikinci adimda, elde ettigimiz kodlanmis vektorii Fibonacci sayilarina gore eslestirilmistir.

Yukarida ki bahsedilen iki adim bir doniisiim tanimlantyor. Ancak ondan 6nce konuyla

ilgili bilgileri paylagalim.

Modiil 3°e gére Tribonacci terimleri;

To=0 T13=0 T26 =0 Tsg=0 ... Ti3n =0
=1 s =1 T =1 Tpo=1 ... Tizn+1 =1
;=1 Tis=1 Ts =1 Tnm=1 ... Tizn+2 =1
T3=2 Ti6 =2 Ta9 =2 Ty,=2 Ti3n43 = 2
T, =1 ;=1 T30 =1 Tz=1 ... Tizn+a =1
Ts =1 Tig=1 T3 =1 T,=1 ... Tiznts =1
Te=1 Tio=1 T3, =1 Tis=1 ... Ti3n+e =1
;=0 T20=0 T33=0 T,e=0 ... Ti3n+7 =0
Tg=2 Ty =2 T34 =2 Ty,=2 Ll Ti3n+g = 2
To=0 T22 =0 T35 =0 Tig=0 ... Ti3n49 =0
Tip =2 Ty3 =2 T36 = 2 To=2 ... T13n+10 = 2
T =1 T4 =1 T3;=1 Tso=1 ... Tizn+11 =1
T, =0 T25 =0 T34 =0 Ts;=0 ... T13n+12 =0
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Hatirlatma 3.5.1 a,b € Z ve m > 1 olsun.
a =b(modm) & m|(a—b)
tanimlanan islem bir denklik sinifidir. Ayrica,

Z/_ =7, ={0,1,..,m—1}

oldugunu da biliyoruz.

Hatirlatma 3.5.2 Her n > 0 i¢in, hatirlatma 3.5.1’e gore

® Ti3n, Tizn+7 Tiznt9 Tiant12 = 0 © 3 | Tyzn, Tizn+7 Tizn+o Tisnt12
®  Tisnits Tisne2s Tiznear Tisness Tisnees Tizne1 =1 € 3 | (Tyzpe — D), (Tianen —
1)? (T13n+4 - 1)9 (Ti3nes — 1)9 (Ti3n6 — 1)7 (Tizn+11 — 1)

b T13n+3' T13TL+81 T13n+10 =23 | (T13n+3 - 2)' (T131’l+8 - 2): (T13n+10 - 2)

biciminde oldugu sdylenebilir.

Hatirlatma 3.5.3 Ayrica hatirlatma 3.5.1°e gore m modiiliine gore kalan siniflari
kiimesini gostermistik. O zaman

0 =T, © Ti3, =0 (mod3)

1=Tisne1 © Tizner = 1 (mod 3)

2 =Tisnss © Tianes = 2 (Mmod 3)
bicimdedir.
Not: Konu boyunca T; kiimesi kullanilacatir.
T3 = {T13n T1zns1 T1anes} = {0,1,2} = L3

Ti3n = Thizn+7 = Tiznso = Tizns12 = 0

Ti3n+1 = Tizn+2 = Tizn+a = Tiznes = T1znte = Tizne11 = 1

T13n+3 = Tizn+s = Tiznt10 = 2

Not: T; i¢in toplama ve ¢arpma islemleri tanimlayalim.
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+ 7‘13n 7113n+1 713n+3
7113n 7'13n 7113n+1 713n+3
713n+1 713n+1 7113n+3 7113n
713n+3 713n+3 713n 713n+1

Tamm 3.5.4 F;* kiimesine benzer Tribonacci vektor kiimesi olusturuldu.

(Fqn = {(Upvz, e V)iV € Fq })

7'13n 713n+1 7&3n+3
7'13n T&3n 7&3n 713n
7&3n+1 7113n 713n+1 7&3n+3
7&3n+3 7&3n 7&3n+3 7&3n+1

Tribonacci vektor kiimesini T (n, 3) olarak adlandirilmistir.

T(n,3)={x=(0y,..

LX) X, ETR i =

., n}

Tamm 3.5.5 C < T(n,3) olsun. C bir lineer kod ancak ve ancak C, T(n, 3)’iin bir alt

uzayidir.

Tamim 3.5.6 T'(n, 3) iizerinde uzunlugu n boyutu k olan bir C lineer kodu

q — lu [n, k] — kod olarak isimlendirilir. Eger C’nin uzakligi d biliniyorsa o zaman

[n, k,d] — kod olarak isimlendirilir.

Tanmm 3.5.7 C lineer kodunun iirete¢ matrisi T; olarak gosterilir.

Not: C [n, k] — lineer kod ise C’nin iirete¢ matrisi k X n matrisidir.

Tamm 3.5.8 T, = (I, |A) formundaki bir iireteg matrisine standart form denir.

Tammm 3.5.9 C, T; lizerinde T iirete¢ matrisli bir [n, k,d] — kod olsun. C’nin her bir

kod sdzciigii bir bilgi pargasini temsil edebilir. Dolayisiyla C, 3% farkli bilgi pargasini

temsil edebilir.
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T(k3) —2>M W (T)-L> ccTm3) —2> ¢ cFn3)

Ci11 = Cin

u = (U, .., ug) 2 O(W) = [ug .. up]1xk [ :
Ck1 " Ckn

= [xq ... x|

kxn

- B(x) = (X1 . %) > 0((xq, o, %)) = (Fypp By ooes By)

Fo; X, =Tizn
,Xi = Fl ) .9?,_ = T13n+1 ' l = 1, 2, e, 1L

F3 5 X, = Ti3nys3

Sayfa 25°de bahsedilen iki adimda herhangi bir Tribonacci vektoriiniin kodlanmasi

yukarida gosterilmis olan doniisiim yardimiyla elde edilmektedir.

Ornek 3.5.10 T; kiimesi {izerinde

(T13n' T13nl T13n)' (T13n+1' T13n' T13n)ﬂ (T13n' T13n+1' T13n)'
Cl = (T13n+1t T13n+1t T13n)' (T13n+3' T13n+1' T13n)' (T13n+1' T13n+3' T13n)'
(T13n' T13n+3l T13n)f (T13n+3' T13n' T13n)' (T13n+3' T13n+3r T13n)

bir lineer koddur.

Ornek 3.5.11 Ornek 3.5.11°de ki C; kodunun iirete¢ matrisini bulalim.

(T13nf T13n: T13n)f (T13n+1' T13nr T13n)' (T13nr T13n+1' T13n)r
Cl = (T13n+1: T13n+1: T13n)» (T13n+3' T13n+1' T13n)r (T13n+1' T13n+3r T13n);
(T13n: T13n+3' T13n): (T13n+3' T13n' T13n)' (T13n+3' T13n+3' T13n)

Cy’intireteci S = {(T13n+1, T13n+3> T13n)» (T13ms T13n+3, T13n)} dir.

Boylece, C;’in lirete¢ matrisi:

T, = <T;3n+1 ;13n+3 ;13n>’dir.
13n 13n+3 13n
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Ornek 3.5.12 Ornek 3.5.11°de elde ettigimiz iirete¢ matrisin standart formunu bulalim.

TG — <T13n+1 T13n+3 T13n) — <T13n+1 T13n T13n+3) N (T13n+1 T13n T13n )

T13n T13n+3 T13n T13n T13n T13n+3 T13n T13n T13n+3

T T T
R ( 13n+1  l13n 13n
Tizn  Tiznt1 Tiznes

O zaman, T, iirete¢c matrisin standart formu;

TI _ (T13n+1 T13n T13n )
G - .

T131’l+3

T13TL T131'l+1

Ornek 3.5.13 Omek 3.4.11° de elde ettigimiz {iretec matrisi yardimiyla

(Ty3n43 T13n)s (Tizne1 Tizne1), (Tiznesr Ti3ne1) tribonacci vektorlerini kodlayalim.

u = (uqy,uy) € T(2,3) tribonacci vektorlerini alalim.

T13n+1 T13n T131’l

O(u) = [ug, Uzl1x2 = [u3T13n+1 UzTi3n+1 Uz2Ti3n43)1x3

Tisn  Tizn+1 Tisnesly,s

O zaman,

L([u1Ti3n+1 U2T13n+1 UaTi3n+3]) = WiTi3n41, UaT13n41 U2 T130+3)

ve
w((u1T13n+1 yUpT13n41 :u2T13n+3)) = (E'Fn:m) U Jzs o Jn = 0,1,3)
seklindedir.
Mesaj Vektorii [k adim Vektdr Kodlamasi Ikinci Adim Vektér Kodlama
(uy, uz) (U1T13n41 U2 T13n41 U2 T13043) (E ) E ) E)

(Tizn+3 Taan) (Ti3n+3, T1zns Tran) (Fs, Fo, Fo)

(Tizn+1, T1zn+1) (Tisn+1 Trizn+, Transs) (Fy, Fy, F5)

(Tian+s Tians+1) (Ti3n+3, Tasn+1, Tianss) (Fs, Fy, F3)
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4. SONUC

Fibonacci ve Tribonacci sayilarinin ayri ayri ¢ok zengin bir literatiirii olmasina ragmen
her iki dizi bir arada pek ¢alisitlmamistir. Gerekli literatiir taramasi yapip elde ettigimiz
veriler bu c¢alismamizda derlenmistir. Bu calismamizda amacimiza ulasabilmek ig¢in
oncelikle okuyucuya konu ile ilgili bilgi ve fikir sahibi olabilecegi veriler paylasilmustir.
Fibonacci ve Tribonacci sayilarinin baslangic kosuluyla birlikte tanimlanarak
karakteristik denklemleri, binet formiilleri, altin ve giimiis oran ifadeleri elde edildi. Daha
sonra Fibonacci ve Tribonacci sayilari arasinda kurulan iligkiler ve 6zdeslikler derlenerek

gosterildi.

Ayrica son olarak kendi ¢alismam olan ve konferansta sunmus oldugum Tribonacci ve
Fibonacci kodlanmasi ile ilgili bir kisim bilgi paylasildi. Bu calismanin ilham konusu
aslinda sonlu cisimler {izerinde olusturulmus vektor uzaylarinin kodlanmasi {izerinedir.
Bende bu yapiyr daha 6zel bir alanda olusturdugum ve adini Tribonacci vektorleri
koymus oldugum vektér uzayinda ¢alisma yaptim. Bu g¢alisma iizerinde hala devam

etmekteyim.

Sonug¢ olarak bircok kaynak bir araya getirildi ve ana konu hakkinda daha rahat

anlagilabilecek diizeyde bir kaynak olusturulmaya ¢alisilmistir.
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