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gZET 

 
Yüksek Lisans Tezi 

 
ÖKLøD UZAYINDA BEZIER EöRøLERø VE YÜZEYLERø 

 
TX÷oe DøRøM 

 
Bursa Uluda÷ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim DalÕ 

 
DaQÕúPaQ: Doç. Dr. Betül BULCA SOKUR 

 
Bu tez çalÕúmasÕnda Öklid uzayÕndaki Bezier e÷rileri ele alÕnmÕútÕr. ølk olarak n. 
dereceden bir Bezier e÷risi için Gram-Schmidt ortonormalleútirme metodu kullanÕlarak 
Frenet vektörleri ve Frenet e÷rilikleri için genel bir formül elde edilmiútir. økinci olarak 
Bezier yüzeylerinin gerinim enerjileri hesaplanmÕútÕr. 
Bu tez beú bölümden oluúmaktadÕr.  
Birinci bölüm giriú bölümüdür. 
økinci bölümde tezin ilerleyen bölümlerinde kullanÕlan 𝔼 de e÷riler ve yüzeylerle ilgili 
temel tanÕm ve teoremler verilmiútir.  
Üçüncü bölümde Öklid uzayÕnda Bezier e÷rileri ve Bezier yüzeyleri tanÕtÕlmÕútÕr. n. 
dereceden bir Bezier e÷risi ile ilgili özellikler verilmiútir. Benzer úekilde verilen özellikler 
Bezier yüzeyleri için de tanÕtÕlmÕútÕr.  
Dördüncü bölümde düzlemde ve 3 ve 4-boyutlu uzaydaki Bezier e÷rilerinin Frenet 
elemanlarÕ hesaplanmÕú ve n. dereceden bir Bezier e÷risi için bir yöntem elde edilmiútir. 
AyrÕca Bezier yüzeylerinin gerinim enerjilerine de÷inilmiú ve ilgili örnekler verilerek 
uygun gerinim enerjisine sahip olma durumlarÕ incelenmiútir.  
Beúinci bölüm çalÕúmanÕn sonuç kÕsmÕ olup verilen bu sonuçlarla ileride karúÕmÕza 
çÕkabilecek açÕk problemler üzerinde durulmuútur.  
 
Anahtar Kelimeler: Bezier e÷rileri, Bezier yüzeyleri, Frenet çatÕsÕ, gerinim enerjisi, asli 
e÷rilikler 
2022, vii + 72 sayfa. 
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In this thesis, Bezier curves in Euclidean space are discussed. Firstly, general formula for 
Frenet vectors and Frenet curvatures is obtained by using the Gram-Schmidt 
orthonormalization method for a Bezier curve of degree n. Secondly, the strain energies 
of the Bezier surfaces were calculated. 
This thesis consists of five chapters. 
The first section is the introduction. 
In the second section, the basic definitions and theorems about curves and surfaces in  𝔼 
are given which is used in the next part of the thesis. 
In the third chapter, Bezier curves and Bezier surfaces are introduced in Euclidean space. 
The properties of a n.th degree Bezier curve are given. Similarly, the given properties are 
also introduced for Bezier surfaces. 
In the fourth chapter, the Frenet elements of the Bezier curves in the plane and in the 3 
and 4-dimensional space are calculated and a method for a n.th degree Bezier curve is 
obtained. In addition, the strain energies of Bezier surfaces are mentioned and giving 
examples related to these, the state of having the appropriate strain energy has been 
examined. 
The fifth chapter is the conclusion part of the study, and with these results, open problems 
that may arise in the future are emphasized. 
 
Key words: Bezier curves, Bezier surfaces, Frenet frame, strain energy, principle 
curvatures 
2022, vii + 72 pages. 
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1. GøRøù 
 

Diferansiyel geometri 17. y�]yÕl boyunca gklid d�]lemindeki e÷riler ve 3-boyutlu gklid 

u]ayÕndaki y�]eyler �]erindeki e÷rilerin, diferansiyel hesabÕ olarak incelenmesi alanÕnda 

oalÕúmalar sa÷lamÕútÕr. E÷rilerin diferansiyel geometrisi, d�]lem ve gklid u]ayÕndaki 

d�]g�n e÷rileri diferansiyel ve integral hesap y|ntemleriyle ele alÕp klasik diferansiyel 

geometri olarak adlandÕrÕlÕr. Bu úekilde ortaya oÕkan klasik diferansiyel geometri e÷riler 

ve y�]eylerin yerel |]elliklerini araútÕrÕr. Bu anlamda yerel |]ellikler yalnÕ]ca bir 

noktanÕn komúulu÷undaki davranÕúÕna ba÷lÕ |]ellikleri verir. Bununla birlikte bu yerel 

|]elliklerin e÷ri veya y�]eylerin t�m�n�n davranÕúÕ �]erindeki etkileri de global 

diferansiyel geometri ile incelenir (Do Carmo, 2016; Korkmaz, 2012). 

Diferansiyel geometri, e÷rilerin incelenmesinde uygun bir y|ntem olan e÷riyi parametre 

ile ifade etme yolunu seoer. B|ylece e÷rilik ve yay u]unlu÷u gibi geometrik |]ellikler ve 

bunlarla iliúkili di÷er t�m |]ellikler vekt|r hesabÕ kullanÕlarak t�rev ve integral 

yardÕmÕyla ifade edilir. Bir e÷riyi incelemek ioin kullanÕlan en iyi yollardan biri e÷rinin 

her noktasÕnda, o noktanÕn yakÕnÕndaki e÷riye en iyi uyarlanmÕú bir koordinat sistemi 

sa÷layan hareketli oatÕ olan Frenet oatÕsÕdÕr. E÷riler teorisi y�]eyler teorisine ve onun 

y�ksek boyuttaki genellemelerine g|re daha kolay uygulanabilirdir. d�nk� gklid 

u]ayÕnda d�]g�n bir e÷rinin iosel geometrisi olmayÕp yay u]unlu÷u ile 

paremetrelendirilir. B|ylece e÷riler geometrik de÷iúme]leri olan e÷rilikler ile 

belirlenebilir (Do Carmo, 2016; K�hnel, 2015). 

Bununla birlikte e÷riler sanat, end�striyel tasarÕm, mimarlÕk, otomotiv ve bunun gibi 

birook alandaki uygulamalarda ortaya oÕkar. E÷riler teorisi yardÕmÕyla mimarlÕk ve 

m�hendislikte ook sayÕda bilgisayar oi]im paketinin oluúturulmasÕnÕ kolaylaútÕrmak ioin 

bilgisayar destekli tasarÕm paketleri geliútirilmiútir. g]ellikle basit ve anlaúÕlÕr bir |rnek 

verilmek istenirse bilgisayarda yazÕlan ya]Õ tiplerinin her karakterinin ana hatlarÕ e÷rilerle 

tanÕmlanÕr. B|ylece |loekleme d|n�ú�m� ile farklÕ ya]Õ tipi boyutlarÕ, kesme ve d|nme 

d|n�ú�mleri ile de |]el ya]Õ tipi efektleri elde edilebilir (Marsh, 2005).  

Bilgisayar grafikleri, bilgisayar bilimi, matematik ve m�hendisli÷in kesiúti÷i yerde i]ole 

edilmiú bir disiplinden daha fa]lasÕdÕr. HayatlarÕmÕ]Õ iyileútirmek konusunda 

bilgisayarlarÕ ve otomasyon sistemlerini nasÕl kullandÕ÷ÕmÕ] kÕsmÕnda bilgisayar 

grafikleri bir |nc� olmuútur. Bu anlamda g�n�m�]deki en geliúmiú bilgisayar grafi÷i 
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uygulamalarÕnÕn oo÷unun temeli matematikle atÕlmÕútÕr. Bunlar arasÕnda bilgisayar 

destekli tasarÕm ve �retim (CAD/CAM), geometrik modelleme, robotik, sanal geroeklik, 

sinema efektleri vb. birook g�ncel ve kullanÕúlÕ uygulama alanÕ bulunmaktadÕr 

(Mortenson, 1999). 

Bilgisayar destekli tasarÕmlarÕn (CAD) temelini parametrik e÷riler ve parametrik y�]eyler 

oluúturmaktadÕr. E÷riler ve y�]eylerin en |nemli matematiksel temsillerinden ikisi de 

bilgisayar grafiklerinde ve bilgisayar destekli tasarÕmda kullanÕlan Be]ier e÷rileri ve B-

spline formlarÕdÕr. Bilgisayar ortamÕnda, nesnenin tasarÕmÕ yapÕlÕrken, istenilen úeklin 

elde edilmesi ioin belirli bir aralÕkla, noktalarÕn d�]g�n bir úekil oluúturularak 

birleútirilmesi yani parametrik olarak verilen noktalarÕn oi]imi sonucunda e÷rinin 

oluúturulmasÕ sa÷lanmÕútÕr. Bilgisayar destekli geometrik tasarÕmÕn (CAGD) baúlangÕcÕ 

konik kesitlerinin ortaya konulmasÕ ile birlikte Roma d|nemlerine kadar u]anmaktadÕr. 

Bu alandaki bilimsel araútÕrmalar ilk olarak R. Liming tarafÕndan yapÕlmÕútÕr. Ancak, 

Liming¶in sundu÷u bu yeni teknikler uoak tasarÕmÕnda kullanÕúlÕ olmasÕna ra÷men di÷er 

alanlarda kullanÕúlÕ olmamÕútÕr (Farin, 2002; Marsh, 2005 ). 

Be]ier e÷rilerinin matematiksel temeli Bernstein polinomlarÕ yardÕmÕyla 1912¶de 

kurulmuútur. Fakat yaklaúÕk 50 yÕl sonra 1959 da Paul de Casteljau nun e÷rileri 

de÷erlendirmek ioin sayÕsal olarak kararlÕ bir y|ntem olan De Casteljau algoritmasÕnÕ 

geliútirmesine kadar bu polinomlar grafiklere uygulanmamÕútÕr (Farin, Hoschek ve Kim, 

2002). Paul de Casteljau FransÕ] otomobil fabrikasÕ Citroen de oalÕúan bir m�hendis 

olarak bu algoritma yardÕmÕyla polinomlarÕ bilgisayar tasarÕma uygulayan ilk kiúi olup 

Fransa da bu oalÕúmasÕyla patent almÕútÕr; fakat bu oalÕúmasÕ 1980 lere kadar herhangi bir 

yerde yayÕnlanmamÕútÕr (De Casteljau, 1985). AynÕ yÕllarda Renault da m�hendis olarak 

oalÕúan Pierre Be]ier tarafÕndan bu e÷rilerle ilgili oalÕúmalar ba÷ÕmsÕ] olarak yapÕlmÕútÕr. 

1962 yÕlÕnda Be]ier otomobil g|vdelerinin tasarlanmasÕ �]erinde oalÕúÕrken Bernstein 

polinomlarÕnÕ kullanarak bu e÷riler yardÕmÕyla bir geometrik modelleme elde etmiútir. 

B|ylece, polinom e÷ri ve y�]eylerin Bernstein formunda ifadesiyle tamamen geliúen 

Be]ier e÷ri ve y�]eyleri teorisi, P. Be]ier¶in ismiyle anÕlmaya baúlamÕútÕr. G�n�m�]de 

Be]ier e÷ri ve y�]eyleri denilen bu kavramlar Renault úirketinin kullandÕ÷Õ UNISURF 

ioin bir temel oluúturmuútur (Farin, 2002).  

UNISURF, arao g|vdesi tasarÕmÕna ve aletlerine yardÕmcÕ olmak ioin tasarlanmÕú |nc� 

bir y�]ey CAD/CAM sistemi olup FransÕ] m�hendis Pierre Be]ier tarafÕndan 1968 
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yÕlÕnda Renault ioin geliútirilmiú ve 1975 yÕlÕnda úirkette tam kullanÕma geoilmiútir. 1999 

yÕlÕ itibariyle de yaklaúÕk 1500 oalÕúanÕ, otomobil tasarÕmÕ ve �retimi ioin UNISURF 

kullanmÕútÕr (Be]ier, 1971).  

Be]ier e÷rileri, bilgisayar grafiklerinde d�]g�n e÷rileri modellemek ioin yaygÕn olarak 

kullanÕlÕr. E÷ri tamamen kontrol noktalarÕnÕn dÕúb�key g|vdesinde yer aldÕ÷Õndan, 

noktalar grafiksel olarak g|r�nt�lenebilir ve e÷riyi se]gisel olarak de÷iútirmek ioin 

kullanÕlabilir. Fakat bu e÷riler polinom yapÕlarÕ nedeni ile konik g|sterimlerinde ba]Õ 

sorunlar ortaya oÕkarmaktadÕr. Bu alandaki oalÕúmalar geliútirilerek rasyonel Bezier 

e÷rileri elde edilmiú ve konik g|sterimleri sa÷lanmÕútÕr.  

Be]ier e÷rilerinin kontrol noktalarÕnÕn sayÕsÕ ile e÷rinin derecesi do÷rudan iliúkilidir. n. 

dereceden bir Be]ier e÷risinin elde edilmesinde 𝑛  1 tane kontrol noktasÕna ihtiyao 

vardÕr. Kontrol noktalarÕnÕn sÕrasÕyla birleútirilmesiyle oluúan do÷ru paroalarÕndan elde 

edilen ookgen kontrol noktalarÕ ookgeni olarak adlandÕrÕlÕr. Bu nedenle bir Be]ier 

e÷risinin úeklinin kontrol� aslÕnda kontrol noktalarÕ ookgeninin de÷iúimi ile elde edilir. 

CAD programlarÕ ve bilgisayar grafikleri oi]iminde e÷rinin kontrol noktalarÕ ookgeni elde 

edilerek program �]erinde kontrol noktalarÕnÕn yerlerinin de÷iútirilmesi ile uygun e÷ri 

modelleri oÕkarÕlabilir. AynÕ ]amanda yeni kontrol noktalarÕ eklenerek kontrol noktasÕ 

ookgeni tekrar elde edilebilir. Yeni nokta eklenmesi durumunda e÷rinin derecesinin 

artmasÕ ile birlikte e÷ri paroalarÕnÕn birleúim noktalarÕndaki s�reklilik úartlarÕnÕn 

sa÷lanmasÕ da |nemli konulardan biridir.  

Bir Be]ier e÷risi kontrol noktalarÕ ookgeni boyunca baúlangÕo ve bitiú noktalarÕndan (uo 

noktalardan) geoer, di÷er noktalar e÷ri �]erinde bulunmak ]orunda de÷ildir. Bu nedenle 

e÷ri kontrol noktalarÕ ookgenine sadece uo noktalarda ba÷lÕdÕr. AyrÕca e÷rinin kontrol 

noktalarÕna ilgili d|n�ú�mler uygulanarak, |teleme ve d|nd�rme gibi afin d|n�ú�mler 

e÷ri �]erinde uygulanabilir hale gelir (Farin, 2002; Laurent ve Sablonniere, 2001; Rabut, 

2002; Rogers, 2002). 

Ben]er oalÕúmalar e÷riler �]erinde oldu÷u gibi y�]eyler �]erinde de uygulanmÕútÕr. 

Bezier ve De Casteljau¶nun oluúturduklarÕ metodlar iki e÷rinin tens|r oarpÕmÕ alÕnarak bir 

Be]ier y�]eyinin elde edilmesinde de ben]er úekilde uygulanabilir. Be]ier tarafÕndan 

otomobil g|vdelerinin y�]eyleri ioin oluúturulan y|ntem bir di÷er taraftan 1964 yÕlÕnda 

y�]ey yamalarÕnÕn birleútirilmesiyle James Ferguson tarafÕndan Boeing firmasÕnda uoak 

paroalarÕnÕn tasarlanmasÕnda kullanÕlmÕútÕr. AyrÕca ilerleyen ]amanlarda Ford 
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fabrikasÕnda oalÕúan Steven Anson Coons tarafÕndan da keyfi d|rt sÕnÕr e÷risi verilerek 

bir y�]ey yamasÕ elde edilmiútir.  

B|ylece verilen bu y|ntemler yardÕmÕyla e÷ri ve y�]ey tasarÕm teknikleri e÷ri ve y�]eyin 

tamamen de÷iúmeden sadece yerel de÷iúiklikler yardÕmÕyla uygun bir modelleme 

yapÕlmasÕna olanak sa÷lamaktadÕr.  

Bu te] oalÕúmasÕnda ise úimdiye kadar birook matematikoinin oalÕútÕ÷Õ gklid u]ayÕndaki 

Be]ier e÷rileri ioin e÷rilikleri ile ilgili genel sonuolar elde edilmiútir. Bu alanda birook 

makale ve te]ler oalÕúÕlmÕú olmakla birlikte Esra Erkan¶Õn doktora te]i bu oalÕúmaya temel 

kaynak oluúturmuútur (Erkan, 2019). Bununla birlikte bu oalÕúmada daha |nceden 

yapÕlmÕú doktora ve y�ksek lisans te]leri ile ba]Õ oalÕúmalar temel kaynak olarak 

kullanÕlmÕútÕr (øncesu, 2003; Lu]um, 2018; YÕlma], 2019; Ayar, 2019; Levent, 2013; 

Erkan ve Y�ce, 2018; Erkan ve Y�ce, 2020).  

Bu te] oalÕúmasÕnda  gklid d�]leminde ve 3 ve 4-boyutlu gklid u]ayÕndaki Be]ier e÷rileri 

ele alÕnmÕú ve verilen n. dereceden bir Be]ier e÷risi ioin Frenet elemanlarÕnÕ elde etmek 

ioin genel bir oÕkarÕm yapÕlmÕútÕr. AyrÕca 3-boyutlu gklid u]ayÕnda bir Be]ier y�]eyinin 

gerinim enerjisi �]erinde durulmuútur.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 



 

5 
 

2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARAùTIRMASI 
 

Bu b|l�mde ilk olarak te]in ilerleyen b|l�mlerinde ihtiyao duyulacak olan n-boyutlu 

gklid u]ayÕnda e÷riler ve y�]eylerle ilgili temel tanÕm ve teoremler verilmiútir. 

 

2.1. 𝔼𝒏 de Eğriler 

 

Tanım 2.1. 𝐴 ് ∅  bir k�me ve V de F cismi �]erinde bir vekt|r u]ayÕ olsun. Aúa÷Õdaki 

|nermeleri sa÷layan bir 

𝑓: 𝐴 ൈ 𝐴 → 𝑉 

    ሺ𝑃, 𝑄ሻ → 𝑓ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ 𝑃𝑄                                                                                                (2.1)                    

fonksiyonu varsa A k�mesine, V vekt|r u]ayÕ ile birleúen bir afin uzay denir. 

(A1) ∀ 𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 ioin 𝑓ሺ𝑃, 𝑄ሻ  𝑓ሺ𝑄, 𝑅ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑃, 𝑅ሻ 

(A2) ∀ 𝑃 ∈ 𝐴 ve ∀ 𝛼 ∈ 𝑉 ioin 𝑓ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ 𝛼 olacak bioimde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴 noktasÕ vardÕr. 

Burada 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐴 ioin 𝑓ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ  úeklinde g|sterilir. P noktasÕna 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ  vekt|r�n�n 

baúlangÕo noktasÕ, 𝑄 noktasÕna da bitiú (uo) noktasÕ denir (HacÕsaliho÷lu, 1982). 

 

Tanım 2.2. V bir vekt|r u]ayÕ, A da V ile birleúen bir afin u]ay olsun. 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 ∈ 𝐴 

noktalarÕ ioin 𝑃0𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬ , 𝑃0𝑃2ሬሬሬሬሬሬሬሬ , … , 𝑃0𝑃ሬሬሬሬሬሬሬሬ ∈ 𝑉 vekt|rlerinin oluúturdu÷u ൛𝑃0𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬ , 𝑃0𝑃2ሬሬሬሬሬሬሬሬ , … , 𝑃0𝑃ሬሬሬሬሬሬሬሬ ൟ 

sistemi V nin bir ba]Õ ise ሼ𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃ሽ nokta ሺ𝑛  1ሻ-lisine A afin u]ayÕnÕn bir afin çatÕsÕ 

denir. Burada 𝑃0 noktasÕna oatÕnÕn baúlangÕo noktasÕ ve 𝑃, 1  𝑖  𝑛 noktalarÕna da 

oatÕnÕn birim noktalarÕ denir. 

E÷er 𝑏𝑜𝑦𝑉 ൌ 𝑛 ise A ya n-boyutlu bir afin uzay denir (HacÕsaliho÷lu, 1982). 

 

Tanım 2.3. V sonlu boyutlu bir reel vekt|r u]ayÕ olsun. Bir 𝛹:𝑉 ൈ 𝑉 → ℝ fonksiyonu 

bilineer, simetrik ve po]itif tanÕmlÕ ise 𝛹 fonksiyonuna V vekt|r u]ayÕ �]erinde iç-çarpÕm 

fonksiyonu, V vekt|r u]ayÕna da iç-çarpÕm uzayÕ adÕ verilir (HacÕsaliho÷lu, 1982). 

 

Tanım 2.4. A, n-boyutlu V reel vekt|r u]ayÕ ile birleúen bir afin u]ay olsun. E÷er V vekt|r 

u]ayÕnda bir io-oarpÕm iúlemi olarak; 

〈 , 〉: 𝑉 ൈ 𝑉 → ℝ  

ሺ𝑥, 𝑦ሻ → 〈𝑥, 𝑦〉 ൌ ∑ 𝑥𝑦

=1    (2.2) 
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gklid oarpÕmÕ tanÕmlanÕrsa A afin u]ayÕna Öklid uzayÕ denir ve 𝔼 ile g|sterilir 

(HacÕsaliho÷lu, 1982). 

 

Tanım 2.5. 𝔼, n-boyutlu bir gklid u]ayÕ olsun. 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 ∈ 𝔼 ioin 

൛𝑃0𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬ , 𝑃0𝑃2,ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ , … , 𝑃0𝑃ሬሬሬሬሬሬሬሬ ൟ vekt|r k�mesi 𝔼 ile birleúen V vekt|r u]ayÕnÕn bir ortonormal ba]Õ 

ise ሼ𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃ሽ sistemine 𝔼 de bir Öklid çatÕsÕ veya bir dik çatÕ denir (HacÕsaliho÷lu, 

1982). 

 

Tanım 2.6. 𝐼 ⊂ ℝ bir aoÕk aralÕk olmak �]ere verilen, 

𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼 , 𝛾ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝛾1ሺ𝑡ሻ, 𝛾2ሺ𝑡ሻ, … , 𝛾ሺ𝑡ሻሻ                                                            (2.3) 

diferansiyellenebilir fonksiyonuna 𝔼 gklid u]ayÕnda parametrik e÷ri denir 

(HacÕsaliho÷lu, 1982). 

 

Tanım 2.7. Bir 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼 e÷risi verilsin. ∀𝑡 ∈ 𝐼 ioin ‖𝛾ᇱሺ𝑡ሻ‖ ൌ 1 ise 𝛾 e÷risine 

birim hÕzlÕ e÷ri denir. AyrÕca 𝛾ᇱሺ𝑡ሻ ് 0 ise 𝛾 e÷risine reg�ler e÷ri adÕ verilir (O¶Neill, 

1997). 

 

Tanım 2.8. 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼  reg�ler parametrik bir e÷ri olsun. Bu taktirde ∀𝑡 ∈ 𝐼 ioin 𝛾 

nÕn y�ksek mertebeden t�revleri 𝛾ᇱሺ𝑡ሻ, 𝛾ᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝛾ᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, … , 𝛾ሺௗሻሺ𝑡ሻ lineer ba÷ÕmsÕ] ve 

𝛾ᇱሺ𝑡ሻ, 𝛾ᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝛾ᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, … , 𝛾ሺௗሻሺ𝑡ሻ, 𝛾ሺௗ+1ሻሺ𝑡ሻ lineer ba÷ÕmlÕ ise 𝛾 e÷risine d-ranklÕ Frenet 

e÷risi adÕ verilir.  

E÷er 𝛾, d-ranklÕ bir Frenet e÷risi ise 𝛾ᇱሺ𝑡ሻ, 𝛾ᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝛾ᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, … , 𝛾ሺௗሻሺ𝑡ሻ vekt|rlerine Gram-

Schmidt ortonormalleútirme metodu uygulanarak 𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ, … , 𝑉ௗሺ𝑡ሻ ortonormal d-

oatÕsÕ (Serret-Frenet Vekt|rleri) elde edilir. Yani; 

𝐸1ሺ𝑡ሻ ൌ 𝛾ᇱሺ𝑡ሻ, 𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ாభሺ௧ሻ
‖ாభሺ௧ሻ‖

                                                                                

𝐸2ሺ𝑡ሻ ൌ 𝛾ᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈𝛾ᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1ሺ𝑡ሻ〉
ாభሺ௧ሻ

‖ாభሺ௧ሻ‖మ  ,  

𝐸ሺ𝑡ሻ ൌ 𝛾ሺሻሺ𝑡ሻ െ ∑ 〈𝛾ሺሻሺ𝑡ሻ, 𝐸ሺ𝑡ሻ〉
ாሺ௧ሻ

‖ாሺ௧ሻ‖మ
−1
=1   ,                                                          (2.4) 

𝑉ሺ𝑡ሻ ൌ ாೖሺ௧ሻ
‖ாೖሺ௧ሻ‖

 ,   2  𝑘  𝑑                                                                                               (2.5) 

dir (Gluck, 1966). 
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Teorem 2.9. 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼  d-ranklÕ keyfi hÕ]lÕ bir Frenet e÷risinin ortonormal oatÕsÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ, … , 𝑉ௗሺ𝑡ሻ ioin, 

𝐸ሺ𝑡ሻ ൌ 𝛾ሺሻሺ𝑡ሻ െ ∑ 〈𝛾ሺሻሺ𝑡ሻ, 𝑉ሺ𝑡ሻ〉ழ 𝑉ሺ𝑡ሻ  

olmak �]ere 𝛾 e÷risinin Frenet e÷rilik fonksiyonlarÕ 

κሺ𝑡ሻ ൌ ‖ாೖశభ‖
‖ாೖ‖‖ாభ‖ ,   1  𝑘  𝑑 െ 1                                                                                         (2.6) 

dir (HacÕsaliho÷lu, 1983). 

 

Teorem 2.10. 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼  d-ranklÕ keyfi hÕ]lÕ bir Frenet e÷risi olmak �]ere 𝛾 nÕn 

ortonormal oatÕsÕ 𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ,… , 𝑉ௗሺ𝑡ሻ nin t�revleri 𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ ‖𝛾′ሺ𝑡ሻ‖ ioin  

𝑉1
ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 𝑣ሺ𝑡ሻκ1ሺ𝑡ሻ𝑉2ሺ𝑡ሻ  

𝑉
ᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ𝑣ሺ𝑡ሻκ−1ሺ𝑡ሻ𝑉−1ሺ𝑡ሻ  𝑣ሺ𝑡ሻκሺ𝑡ሻ𝑉+1ሺ𝑡ሻ,   (2.7) 

𝑉ௗ
ᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ𝑣ሺ𝑡ሻκௗ−1ሺ𝑡ሻ𝑉−1ሺ𝑡ሻ,   2  𝑖  𝑑 െ 1                                                                                    

dir. Burada κ1, … , κௗ−1: 𝐼 → ℝ fonksiyonlarÕ 𝛾 nÕn Frenet e÷rilik fonksiyonlarÕdÕr (Gluck, 

1966). 

 

Sonuç 2.11. Her bir d-ranklÕ Frenet e÷risi 𝛾 nÕn 𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ,… , 𝑉ௗሺ𝑡ሻ vekt|rlerine Frenet 

d-çatÕsÕ ve (2.6) da verilen eúitliklere de Frenet denklemleri adÕ verilir. Bu Frenet 

denklemlerinin matris formundaki g|steriliúi 

[
 
 
 
 𝑉1

ᇱሺ𝑡ሻ
𝑉2

ᇱሺ𝑡ሻ
𝑉3

ᇱሺ𝑡ሻ
⋯

𝑉ௗ
ᇱሺ𝑡ሻ]

 
 
 
 

ൌ 𝑣ሺ𝑡ሻ

[
 
 
 
 

0 κ1 . . 0
െκ1 0 κ2 . .

. െκ2 . . .

. . . . κௗ−1
0 . . െκௗ−1 0 ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑉1
𝑉2
𝑉3
⋯
𝑉ௗ]

 
 
 
 

   (2.8) 

dir (Gluck, 1966). 

 

2.2. 𝔼𝒏 de Yüzeyler 

 

Tanım 2.12. M y�]eyi 𝑋 ∶ 𝑈 ⊂ 𝔼2 → 𝔼  yamasÕ ile verilsin. 𝑀 nin 𝑝 ∈ 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ 

noktasÕndaki te÷et u]ayÕ 𝑇ሺ𝑀ሻ, 𝑋௨ ve 𝑋௩ ile gerilen bir vekt|r u]ayÕdÕr. B|ylece 𝑀 nin 

birinci temel formu 

𝐼 ൌ 𝐸𝑑𝑢2  2𝐹𝑑𝑢𝑑𝑣  𝐺𝑑𝑣2                                                                                       (2.9) 

eúitli÷i ile hesaplanÕr. Burada 
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𝐸 ൌ 〈𝑋௨, 𝑋௨〉 , 

𝐹 ൌ 〈𝑋௨, 𝑋௩〉 ,                                                                                                                  (2.10) 

𝐺 ൌ 〈𝑋௩, 𝑋௩〉  

olup 〈 , 〉 bir gklid io oarpÕmÕdÕr. (2.10) eúitli÷inde verilen E,F,G ise birinci temel form 

katsayÕlarÕ olarak tanÕmlanÕr. Bununla birlikte (2.10) eúitli÷i yardÕmÕyla  

‖𝑋௨ ൈ 𝑋௩‖2 ൌ 𝐸𝐺 െ 𝐹2 ൌ 𝑊2                                                                                               (2.11) 

elde edilir. E÷er 𝑋௨ ൈ 𝑋௩ ് 0 ise 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ yamasÕ reg�lerdir denir. 

 

Tanım 2.13. 𝑀 ⊂ 𝔼 y�]eyi 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ reg�ler yamasÕ ile verilen bir y�]ey olsun. 𝔼 de 

Riemann koneksiyonu ∇෩ ile g|sterilsin. Bu durumda her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ሺ𝑀ሻ lokal vekt|r 

alanlarÕ ioin 𝑀 y�]eyi �]erindeki indirgenmiú Riemann koneksiyonu ∇ olmak �]ere M 

nin ikinci temel form d|n�ú�m� 

ℎ: 𝜒ሺ𝑀ሻ ൈ 𝜒ሺ𝑀ሻ → 𝜒ୄሺ𝑀ሻ ; ℎሺ𝑋, 𝑌ሻ ൌ ∇෩𝑌 െ ∇𝑌,                                                     (2.12) 

bioiminde tanÕmlÕ olup Gauss denklemi olarak bilinir. Bu d|n�ú�m iyi tanÕmlÕ olup 

simetrik ve 2-lineerdir (Chen, 1973). 

 

Tanım 2.14. 𝑀 ⊂ 𝔼 y�]eyi 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ reg�ler yamasÕ ile verilsin. ∀𝑋 ∈ 𝜒ሺ𝑀ሻ ve 𝜉 ∈

𝜒ୄሺ𝑀ሻ ioin M nin úekil operat|r� d|n�ú�m� 

𝐴: 𝜒ୄሺ𝑀ሻ ൈ 𝜒ሺ𝑀ሻ → 𝜒ሺ𝑀ሻ; 𝐴క𝑋 ൌ െ∇෩𝜉  ∇ୄ
 𝜉                                                           (2.13) 

bioiminde tanÕmlanÕr. Burada 𝐴క𝑋, 𝜉 ya karúÕlÕk gelen úekil operat|r� ve ∇ୄ ise 𝜒ୄሺ𝑀ሻ 

normal demete ait normal koneksiyondur. Herhangi 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ሺ𝑀ሻ ioin 

〈𝐴క𝑋, 𝑌〉 ൌ 〈ℎሺ𝑋, 𝑌ሻ, 𝜉 〉                                                                                                    (2.14) 

olmak �]ere bu eúitlikte Weingarten denklemi olarak bilinir. Bu operat|r self-adjoint ve 

2-lineerdir (Chen, 1973). 

 

Tanım 2.15. 𝑀 ⊂ 𝔼 y�]eyi 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ reg�ler yamasÕ ile verilsin. 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ yamasÕnÕn 2. 

mertebeden kÕsmi t�revleri 𝑋௨௨, 𝑋௨௩, 𝑋௩௩ ve normal vekt|r alanlarÕ 𝑁1,𝑁2, … ,𝑁−2 olmak 

�]ere olmak �]ere 𝑀 nin ikinci temel formu 

𝐼𝐼 ൌ 𝑐11
 𝑑𝑢2  2𝑐12

 𝑑𝑢𝑑𝑣  𝑐22
 𝑑𝑣2                                                                                        (2.15) 

eúitli÷i ile hesaplanÕr. Burada 

𝑐11
 ൌ 〈𝑋௨௨,𝑁〉, 
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𝑐12
 ൌ 〈𝑋௨௩,𝑁〉,  1  𝑘  𝑛 െ 2                                               (2.16) 

𝑐22
 ൌ 〈𝑋௩௩,𝑁〉  

ikinci temel form katsayÕlarÕ olarak tanÕmlanÕr (Mello, 2003). 

 

Tanım 2.16. 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ: ሺ𝑢, 𝑣ሻ ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2 reg�ler yamasÕ ile verilen 𝑀 ⊂ 𝔼 y�]eyinin 

Gauss e÷rilik fonksiyonu 

𝐾 ൌ 1
ௐమ ∑ ሺ−2

=1 𝑐11
 𝑐22

 െ ሺ𝑐12
 ሻ2ሻ                                                                                   (2.17) 

ve ortalama e÷rilik vekt|r alanÕ 

𝐻ሬሬ ൌ ∑ 𝐻𝑁
−2
=1                                                                                                               (2.18) 

dir. Burada 

𝐻 ൌ 1
2௪మ  ሺ−2

=1 𝐺𝑐11
 െ 2𝐹𝑐12

  𝐸𝑐22
 ሻ                                                                            (2.19) 

olup M y�]eyinin k¶ÕncÕ ortalama e÷rilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M nin ortalama 

e÷rilik fonksiyonu 𝐻 ൌ ฮ𝐻ሬሬ ฮ dir (Mello, 2003, 2009). 

 

Sonuç 2.17. 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ: ሺ𝑢, 𝑣ሻ ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2 reg�ler yamasÕ ile verilen 𝑀 ⊂ 𝔼3 y�]eyinin 

Gauss e÷rilik fonksiyonu 

𝐾 ൌ భభ
భ మమ

భ −ሺభమ
భ ሻమ

ாீ−ிమ                                                                                                            (2.20)    

ve ortalama e÷rilik fonksiyonu 

𝐻 ൌ ீభభ
భ −2ிభమ

భ +ாమమ
భ

2ሺாீ−ிమሻ
                                                                                                      (2.21) 

dir. 

 

Tanım 2.18. 𝑀 ⊂ 𝔼 y�]eyi 𝑋ሺ𝑢, 𝑣ሻ reg�ler yamasÕ ile verilsin. M y�]eyinin bir p 

noktasÕndaki úekil operat|r� d|n�ú�m�n�n karakteristik de÷erlerine, p noktasÕndaki asli 

e÷rilikleri denir. Asli e÷riliklere karúÕlÕk gelen vekt|rlerin belirtti÷i do÷rultulara da asli 

do÷rultular adÕ verilir (HacÕsaliho÷lu, 1983). 

 

Teorem 2.19. 𝑀 ⊂ 𝔼3 reg�ler y�]eyi olmak �]ere, K y�]eyin Gauss e÷rili÷i ve H 

y�]eyin ortalama e÷rili÷i olsun. Bu taktirde asli e÷rilikler 𝑘1 ve 𝑘2  ile Gauss ve ortalama 

e÷rili÷i arasÕnda 

𝐾 ൌ 𝑘1𝑘2                                                                                                                         (2.22) 
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ve  

𝐻 ൌ భ+మ
2

                                                                                                                           (2.23) 

úeklinde bir iliúki vardÕr. Sonuo olarak  

𝑘1 ൌ 𝐻  √𝐻2 െ 𝐾                                                                                                                  (2.24) 

ve  

𝑘2 ൌ 𝐻 െ √𝐻2 െ 𝐾                                                                                                                 (2.25) 

elde edilir (HacÕsaliho÷lu, 2000). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 
 

3.1. Bezier Eğrileri 

 

Bu b|l�mde Be]ier e÷rileri ile ilgili ba]Õ temel bilgiler verilecektir.  

Be]ier e÷rileri |]el matematiksel g|sterimlere sahip e÷riler olup polinom fonksiyonlarÕ 

yardÕmÕyla elde edilmektedir. Bu e÷riler bilgisayar destekli geometrik tasarÕm ve 

modellemede kullanÕdÕklarÕ ioin uygulamalÕ alanlarda |nemli yere sahiptir. 

Be]ier e÷rileri, e÷riyi ioinde barÕndÕran kontrol ookgenine sahip olup sadece baúlangÕo ve 

bitiú noktalarÕ e÷ri �]erinden oldu÷undan modellemede kullanÕm aoÕsÕndan avantaj 

sa÷layan e÷riler olarak karúÕmÕ]a oÕkmaktadÕr. B|ylece kontrol ookgeni �]erinden 

istenilen de÷iúiklikler yapma olana÷Õ sa÷lar (Bezier, 1971). 

Be]ier e÷rilerinin ortaya oÕkÕúÕ 1962 yÕlÕnda Renault¶da m�hendis olarak oalÕúan Pierre 

Be]ier tarafÕndan olmuútur. Bezier, modellemede tasarÕmcÕya interpolasyon teknikleri ile 

daha b�y�k bir esneklik vermek ioin matematiksel bir form�l �]erinde oalÕúmaya 

baúlamÕútÕr. Bununla birlikte bu matematiksel form�l aynÕ ]amanda birbirinden ba÷ÕmsÕ] 

olarak Citroen úirketinde m�hendis olan De Casteljau tarafÕndan da 1960¶lÕ yÕllarda 

geliútirilmiútir. Be]ier¶in yaptÕ÷Õ oalÕúmalar bilim d�nyasÕnda daha erken yayÕnlandÕ÷Õ 

ioin bu e÷riler onun ismiyle anÕlÕp litaret�re Be]ier e÷rileri olarak geomiútir. Fakat bu 

e÷rilerin oluúturulmasÕnda kullanÕlan b|lme algoritmasÕ da De Casteljau algoritmasÕ 

olarak bilinir (Anand, 1992; Farin, 2002). 

Be]ier e÷rileri ioin, e÷riye yaklaúÕmÕ sa÷layan interpolasyon y|ntemi bu kontrol 

noktalarÕndan geome úartÕ olmaksÕ]Õn (baúlangÕo ve bitiú noktalarÕ hario) ve sÕralÕ noktalar 

k�mesi olan (𝑃0,… , 𝑃) kontrol noktalarÕnÕ kullanarak elde edilir. Bu noktalar, grafik 

�]erinde temsil edilebilir ve kullanÕcÕya e÷rinin úeklini kontrol imkanÕ verir.  

Be]ier e÷rileri, serbest úekilli e÷rilerin g|steriminde kullanÕlan polinom fonksiyonlarÕnÕ 

ba] almÕútÕr. n. dereceden Be]ier e÷risi, 𝑛  1 kontrol noktasÕna sahip vekt|r de÷erli bir 

fonksiyondur ve 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝐵,ሺ𝑡ሻ𝑃

=0   

ile verilir. Burada, verilen 𝑃 ler e÷rinin kontrol noktalarÕdÕr (Forrest, 1968). 

𝐵,ሺ𝑡ሻ fonksiyonu Bernstein polinomu olmak �]ere 

𝐵,ሺ𝑡ሻ ൌ ൫
൯𝑡

ሺ1 െ 𝑡ሻ− , 0  𝑡  1  
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ile tanÕmlanÕr ve  

൫
 ൯ ൌ !

! ሺ−ሻ!
, 𝑖 ൌ 0,… , 𝑛  

binom katsayÕlarÕdÕr. Bu g|sterim karma fonksiyon olarakta adlandÕrÕlÕr ve t�m i de÷erleri 

ioin, 

𝐵,ሺ𝑡ሻ  0 , 0  𝑡  1 

ve 

∑ 𝐵,ሺ𝑡ሻ ൌ 1,   0  𝑡  1
=0   

úartlarÕnÕ sa÷lar. 

 

3.1.1. Bezier eğri parçasının oluúturulması 

 

Tanım 3.1. 𝔼 gklid u]ayÕnda verilen 𝑃0, 𝑃1 noktalarÕ ioin bu iki kontrol noktasÕnÕ 

birleútiren 𝑃0𝑃1തതതതതത do÷ru paroasÕ bir lineer Be]ier e÷risi oluúturur. B|ylece 𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ olmak 

�]ere lineer Bezier e÷risi; 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃0
1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃0  𝑡𝑃1  ;                                                                               (3.1) 

parametrizasyonu ile ifade edilir. Burada; 

𝐵0,1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ, 𝐵1,1ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑡                                                                                        (3.2)

1. dereceden Bernstein polinomlarÕ ve 𝑃0, 𝑃1 kontrol noktalarÕdÕr (Kaplan ve Mann, 2006; 

Marsh, 2005). 

 

Tanım 3.2. 𝔼 gklid u]ayÕnda verilen  𝑃0, 𝑃1 ve 𝑃2 noktalarÕ ioin 𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ olmak �]ere  

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ  ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃0  2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑃1  𝑡2𝑃2                                                                    (3.3)  

e÷risine kuadratik Bezier e÷risi denir. Burada 

𝐵0,2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ2  

𝐵1,2ሺ𝑡ሻ ൌ 2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡                                                                                                                    (3.4) 

𝐵2,2ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑡2  

2.dereceden Bernstein polinomlarÕ ve 𝑃0, 𝑃1 ve 𝑃2 kontrol noktalarÕdÕr. 

 

Tanım 3.3. 𝔼 gklid u]ayÕnda verilen 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑃3 noktalarÕ ioin 𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ olmak 

�]ere  

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑃0  3ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡𝑃1  3ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡2𝑃2  𝑡3𝑃3                                (3.5)  
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e÷risine k�bik Bezier e÷risi denir. Burada; 

𝐵0,3ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ3  

𝐵1,3ሺ𝑡ሻ ൌ 3ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡                                                                                                             (3.6) 

𝐵2,3ሺ𝑡ሻ ൌ 3ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡2  

𝐵3,3ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑡3  

3. dereceden Bernstein polinomlarÕ ve 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑃3 de kontrol noktalarÕdÕr. 

 

 
 

ùekil 3.1. 𝑛 ൌ 2 ve 𝑛 ൌ 3 ioin Bernstein polinomlarÕ 
 

Tanım 3.4. 𝔼 gklid u]ayÕnda verilen 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃 noktalarÕ ioin 𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ve 𝑛  𝑘 

olmak �]ere  

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃0
ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑡ሻ

=0                                                                                    (3.7) 

e÷risine n. dereceden Bezier e÷risi denir Burada; 

𝐵,ሺ𝑡ሻ ൌ ൫
൯ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡   ;  0  𝑖  𝑛                                                                       (3.8) 

n. dereceden Bernstein polinomlarÕ ve 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃 kontrol noktalarÕdÕr. Bu kontrol 

noktalarÕnÕn sÕrasÕyla oluúturdu÷u do÷ru paroalarÕ yardÕmÕyla elde edilen poligona kontrol 

poligonu denir (David, 2006; Marsh, 2005). 

 

3.1.2. Bernstein polinomlarının özellikleri 

Bu kÕsÕmda (3.8) eúitli÷i ile verilen Bernstein polinomlarÕnÕn |]ellikleri �]erinde 

durulacaktÕr. 

 

Birimin parçalanması özelliği: ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin  

∑ 𝐵,ሺ𝑡ሻ ൌ 1
=0   
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dir, yani n. dereceden Bernstein polinomlarÕnÕn toplamÕ 1 dir (Marsh, 2005; Farin, 2002). 

 

Pozitiflik özelliği: Bernstein polinomlarÕ, [0,1] aralÕ÷Õ �]erinde po]itiftirler. Yani, ∀𝑡 ∈

ሾ0,1ሿ ioin 𝐵,ሺ𝑡ሻ  0 dÕr (Marsh, 2005).          

                        

Simetri özelliği: Bernstein polinomlarÕ 𝐵,ሺ𝑡ሻ ioin; 

𝐵−,ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐵,ሺ1 െ 𝑡ሻ,  i=0,«,n 

eúitli÷i geoerlidir (Marsh, 2005).  

B|ylece, 𝐵−,ሺ𝑡ሻ fonksiyonunun grafi÷i, 𝐵,ሺ1 െ 𝑡ሻ fonksiyonunun grafi÷inin 

yansÕmasÕdÕr. 

 

Rekürsiyon (özyineleme) özelliği: n. dereceden Bernstein polinomlarÕ 𝐵,ሺ𝑡ሻ, ሺ𝑛 െ 1ሻ. 

dereceden polinomlar cinsinden aúa÷Õdaki gibi ifade edilebilir: 

𝐵,ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ  𝑡𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ,  i=0,«,n. 

Burada; 𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ ൌ 0 ve 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ ൌ 0 dÕr (Marsh, 2005; Farin, 2002). 

 

3.1.3. Bezier eğrisinin türevleri 

 

Te÷etleri ve normalleri belirleme gibi e÷rileri kapsayan birook uygulama, t�revlerin 

hesabÕnÕ gerektirir. Be]ier e÷rilerinin t�revleri, Bernstein polinomlarÕnÕn t�revlerinden 

elde edilir. Bu nedenle n. dereceden bir Bernstein polinomunun t�revleri aúa÷Õdaki teorem 

ile verilebilir. 

 

Teorem 3.5. 𝔼 gklid u]ayÕnda (3.7) denklemi ile verilen bir Be]ier e÷risinin n. 

dereceden Bernstein polinomlarÕnÕn birinci ve ikinci t�revleri sÕrasÕyla, 

𝐵,
ᇱ ሺ𝑡ሻ ൌ −௧

௧ሺ1−௧ሻ
𝐵,ሺ𝑡ሻ,                                                                                                  (3.9) 

ve 

𝐵,
ᇱᇱ ሺ𝑡ሻ ൌ ቀሺ−1ሻ−2ሺ−1ሻ௧+ሺ−1ሻ௧మ

௧మሺ1−௧ሻమ
ቁ 𝐵,ሺ𝑡ሻ                                                                     (3.10) 

ile ifade edilir. AyrÕca, (3.9) eúitli÷ini 

𝐵,
ᇱ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑛 ቀ𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ െ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ                                                                         (3.11) 
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ile g|stermek m�mk�nd�r (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005). 

 

øspat. (3.8) eúitli÷i ile verilen Bernstein polinomuna oarpÕmÕn t�revi kuralÕ uygulanÕrsa 

𝐵,
ᇱ ሺ𝑡ሻ ൌ ൫

൯ሺ𝑖ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡−1 െ ሺ𝑛 െ 𝑖ሻሺ1 െ 𝑡ሻ−−1𝑡ሻ  

                                      ൌ ቀ −௧
௧ሺ1−௧ሻ

ቁ ൫
 ൯ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡  

                                      ൌ ቀ −௧
௧ሺ1−௧ሻ

ቁ𝐵,ሺ𝑡ሻ  

elde edilir. YukarÕda elde edilen Bernstein polinomunun birinci t�revine tekrar t�rev alma 

iúlemi uygulanÕrsa 

𝐵,
ᇱᇱ ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ −௧

௧ሺ1−௧ሻ
ቁ
ᇱ
𝐵,ሺ𝑡ሻ  ቀ −௧

௧ሺ1−௧ሻ
ቁ𝐵,

ᇱ ሺ𝑡ሻ  

                  ൌ ቀ2௧−௧మ−
௧మሺ1−௧ሻమ

ቁ 𝐵,ሺ𝑡ሻ  ቀ −௧
௧ሺ1−௧ሻ

ቁ
2
𝐵,ሺ𝑡ሻ  

          ൌ ቀሺ−1ሻ−2ሺ−1ሻ௧+ሺ−1ሻ௧మ

௧మሺ1−௧ሻమ
ቁ 𝐵,ሺ𝑡ሻ  

olarak bulunur. AyrÕca, 

𝐵,
ᇱ ሺ𝑡ሻ ൌ െ൫

൯ሺ𝑛 െ 𝑖ሻሺ1 െ 𝑡ሻ−−1𝑡  ൫
൯𝑖ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡−1  

                        ൌ െ !
ሺ−ሻ! !

ሺ𝑛 െ 𝑖ሻሺ1 െ 𝑡ሻ−−1𝑡  !
ሺ−ሻ! !

𝑖ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡−1  

                    ൌ െ ሺ−1ሻ!
ሺ−−1ሻ! !

ሺ1 െ 𝑡ሻ−−1𝑡  ሺ−1ሻ!
ሺ−ሻ! ሺ−1ሻ!

ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡−1  

         ൌ 𝑛ሺെ൫−1
 ൯ሺ1 െ 𝑡ሻ−−1𝑡  ൫−1

−1൯ሺ1 െ 𝑡ሻ−𝑡−1  

                                  ൌ 𝑛ሺ𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ െ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻሻ 

elde edilir. ∎ 

Teorem 3.5 yardÕmÕyla n. dereceden Bernstein polinomlarÕnÕn t�revlerini kullanarak n. 

dereceden Bezier e÷rilerinin t�revleri ioin aúa÷Õda verilen teorem ve sonuolar elde edilir.  

 

Teorem 3.6. 𝔼 gklid u]ayÕnda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bezier 

e÷risinin birinci t�revi 

𝑃ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 𝑛 ∑ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ−1
=0 ∆1𝑃                                                                                             (3.12) 

úeklindedir. Burada,  

∆1𝑃 ൌ 𝑃+1 െ 𝑃                                                                                                           (3.13) 

olup ileri fark operat|r� olarak adlandÕrÕlÕr (David, 2006; Marsh, 2005). KolaylÕk olmasÕ 

aoÕsÕndan ilerleyen b|l�mlerde fark operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 olarak g|sterilmiútir. 
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øspat. Rek�rsiyon |]elli÷inden 𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ ൌ 0 olmak �]ere (3.11) eúitli÷i 

de kullanÕlarak, 

𝑃ᇱሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝐵,
ᇱ ሺ𝑡ሻ𝑃 ൌ ∑ 𝑛ሺ𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ െ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻሻ

=0 𝑃

=0   

                                ൌ ∑ 𝑛𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ𝑃 െ ∑ 𝑛
=0 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝑃


=0   

                                ൌ ∑ 𝑛
=0 𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ𝑃 െ ∑ 𝑛−1

=0 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝑃  

elde edilir. Son ifadenin toplamlarÕ tekrar d�]enlenirse 

𝑃ᇱሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑛−1
=0 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝑃+1 െ ∑ 𝑛−1

=0 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝑃  

                          ൌ ∑ 𝑛−1
=0 𝐵,−1ሺ𝑡ሻሺ𝑃+1 െ 𝑃ሻ ൌ 𝑛 ∑ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ∆1𝑃

−1
=0   

sonucu elde edilir. ∎ 

 

Bezier e÷risinin ikinci ve daha y�ksek mertebeden t�revleri, birinci t�rev form�l�n�n 

tekrar uygulanmasÕyla elde edilir. 

 

Sonuç 3.7. 𝔼 gklid u]ayÕnda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Be]ier e÷risinin 

ikinci t�revi, 

𝑃ᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ 𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ∑ 𝐵,−2ሺ𝑡ሻ−2
=0 ∆2𝑃                                                                                  (3.14) 

úeklindedir. Burada  

∆2𝑃 ൌ ሺ∆1𝑃+1 െ ∆1𝑃ሻ ൌ ሺ𝑃+2 െ 2𝑃+1  𝑃ሻ                                                          (3.15) 

dir (Marsh, 2005). 

 

Sonuç 3.8. 𝔼 gklid u]ayÕnda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Be]ier e÷risinin 

r. t�revi, 

𝑃ሺሻሺ𝑡ሻ ൌ !
ሺ−ሻ!

∑ 𝐵,−ሺ𝑡ሻ−
=0 ∆𝑃                                                                                           (3.16) 

úeklindedir. Burada,  

∆𝑃 ൌ ∑ ሺെ1ሻ− ቀ
ቁ


=0 𝑃+                                                                                     (3.17) 

dir. AyrÕca, 

∆𝑃 ൌ ∆−1𝑃+1 െ ∆−1𝑃 

eúitli÷i vardÕr (Marsh, 2005). 
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Sonuç 3.9. 𝔼 gklid u]ayÕnda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Be]ier e÷risinin 

r. t�revinin 𝑡 ൌ 0 ve 𝑡 ൌ 1 baúlangÕo ve bitiú noktalarÕndaki de÷erleri sÕrasÕyla, 

𝑃ሺሻሺ𝑡ሻ|௧=0 ൌ !
ሺ−ሻ!

∑ ∆𝑃
−
=0 𝐵,−ሺ𝑡ሻ|௧=0 ൌ !

ሺ−ሻ!
∆𝑃0                                                   (3.18) 

𝑃ሺሻሺ𝑡ሻ|௧=1 ൌ !
ሺ−ሻ!

∑ ∆𝑃
−
=0 𝐵,−ሺ𝑡ሻ|௧=1 ൌ !

ሺ−ሻ!
∆𝑃−                                    (3.19) 

úeklindedir (Marsh, 2005). 

 

3.1.4. Bezier eğrilerinin özellikleri 

 

𝔼 gklid u]ayÕnda verilen 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 kontrol noktalarÕna sahip n. dereceden bir 𝑃ሺ𝑡ሻ 

Be]ier e÷risinin |]ellikleri aúa÷Õdaki gibidir. 

 

Uç nokta interpolasyon özelliği: Bir 𝑃ሺ𝑡ሻ Be]ier e÷risinde baúlangÕo ve bitiú de÷erleri 

𝑡 ൌ 0 ve 𝑡 ൌ 1 ioin 𝑃ሺ0ሻ ൌ 𝑃0 ve  𝑃ሺ1ሻ ൌ 𝑃 dir (Marsh, 2005). 

 

Uç nokta tanjant özelliği: Bir 𝑃ሺ𝑡ሻ Be]ier e÷risi ioin uo noktalardaki tanjant vekt|rleri 

ioin  𝑃ᇱሺ0ሻ ൌ 𝑛ሺ𝑃1 െ 𝑃0ሻ ve 𝑃ᇱሺ1ሻ ൌ 𝑛ሺ𝑏 െ 𝑏−1ሻ |]elli÷i sa÷lanÕr (Marsh, 2005). 

 

Konveks kabuk (Convex hull) özelliği: 𝔼 de noktalar k�mesi 𝑋 ൌ ሼ𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥ሽ 

olmak �]ere bu k�menin konveks kabu÷u  

𝐶𝐻ሼ𝑋ሽ ൌ ሼ𝑎0𝑥0  ⋯ 𝑎𝑥|∑ 𝑎 ൌ 1, 𝑎  0
=0 ሽ 

úeklinde tanÕmlanÕr. O halde 𝑃ሺ𝑡ሻ Be]ier e÷risinde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃ሺ𝑡ሻ ∈ 𝐶𝐻ሼ𝑃0, … , 𝑃ሽ 

olur. B|ylece bir Be]ier e÷risinin her noktasÕ e÷riyi oluúturan kontrol noktalarÕnÕn 

konveks kabu÷u ioinde yer alÕr. Kontrol noktalarÕnÕn konveks kabu÷u da genel olarak 

Be]ier e÷risinin konveks kabu÷u olarak adlandÕrÕlÕr (Marsh, 2005). 

 

Afin dönüúümler altında değiúmezlik: T bir afin d|n�ú�m olmak �]ere bir 𝑃ሺ𝑡ሻ Bezier 

e÷risi afin d|n�ú�mler altÕnda invaryanttÕr. Yani; 

𝑇൫𝑃ሺ𝑡ሻ൯ ൌ 𝑇൫∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑡ሻ
=0 ൯ ൌ ∑ 𝑇

=0 ሺ𝑃ሻ𝐵,ሺ𝑡ሻ  

dÕr (Marsh, 2005). 
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Varyasyon azaltma özelliği: D�]lemsel bir 𝑃ሺ𝑡ሻ Be]ier e÷risi ioin varyasyon azaltma 

|]elli÷i, verilen belirli bir do÷runun 𝑃ሺ𝑡ሻ Be]ier e÷risi ile kesiúme sayÕsÕ verilen 

do÷runun kontrol poligonu ile kesiúme sayÕsÕndan k�o�k veya eúit oldu÷unu verir (Marsh, 

2005). 

 

3.1.5. De Casteljau algoritması 

 

SayÕsal anali] alanÕnda Bernstein formundaki veya Be]ier e÷rilerindeki polinomlarÕ 

de÷erlendirmek ioin |]yinelemeli bir y|ntem olan De Casteljau algoritmasÕ m�hendis 

Paul De Casteljau tarafÕndan elde edilmiútir. 

De Casteljau algoritmasÕ, 𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ parametresine karúÕlÕk bir Be]ier e÷risi �]erindeki bir 

noktanÕn elde edilmesi ioin bir y|ntem sa÷lar. AyrÕca bu y|ntem rastgele parametre 

de÷erinde bir Be]ier e÷risini iki Be]ier e÷risine b|lmek ioin de kullanÕlÕr. 

 

Teorem 3.10. Kontrol noktalarÕ 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 olan n. dereceden bir Be]ier e÷risi verilsin. 

∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin  

𝑃
0 ൌ 𝑃 

ve 

𝑃
 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃

−1  𝑡𝑃+1
−1,          𝑖 ൌ 0,… , 𝑛 െ 𝑗, 𝑗 ൌ 1, … , 𝑛                                     (3.20) 

olmak �]ere 𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃0
 dir (Marsh, 2005). 

 

øspat. Bernstein polinomlarÕnÕn |]yineleme |]elli÷i 

𝐵,ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ  𝑡𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ                                                                              (3.21) 

kullanÕlarak De Casteljau algoritmasÕnÕ elde etmek m�mk�nd�r. O halde (3.21) eúitli÷i 

kullanÕlarak, 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑡ሻ
=0 ൌ ∑ 𝑃ሺሺ1 െ 𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ  𝑡𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻሻ

=0   

                          ൌ ∑ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃𝐵,−1ሺ𝑡ሻ  ∑ 𝑡𝑃𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ
=0


=0   

úeklinde ya]Õlabilir. 

AyrÕca, 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ ൌ 0 𝑣𝑒 𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ ൌ 0 oldu÷undan, 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃𝐵,−1ሺ𝑡ሻ  ∑ 𝑡𝑃𝐵−1,−1ሺ𝑡ሻ
=1

−1
=0                                             (3.22) 

elde edilir. 
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Bu takdirde (3.22) eúitli÷inde 𝑖 indisi 𝑖  1 ile olarak de÷iútirilip ikinci toplam yeniden 

numaralandÕrÕlÕrsa 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃𝐵,−1ሺ𝑡ሻ  ∑ 𝑡𝑃+1𝐵,−1ሺ𝑡ሻ−1
=0

−1
=0                                            (3.23) 

         ൌ ∑ ሺሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃  𝑡𝑃+1ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ−1
=0   

bulunur.  

B|ylece, 𝑖 ൌ 0,… , 𝑛 െ 1 ioin 𝑃
1 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃  𝑡𝑃+1 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃

0  𝑡𝑃+1
0  alÕnÕrsa 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑃
1𝐵,−1ሺ𝑡ሻ−1

=0                                                                                                     (3.24) 

elde edilir. 

(3.24) eúitli÷i de 𝑃0
1, … , 𝑃−1

1  kontrol noktalarÕna sahip ሺ𝑛 െ 1ሻ. dereceden bir 𝑃ሺ𝑡ሻ 

Be]ier e÷risini belirtir. Elde edilen Be]ier e÷risine aynÕ metod tekrar uygulanÕrsa  

ሺ𝑛 െ 2ሻ. dereceden Be]ier e÷risi, 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑃
2𝐵,−2ሺ𝑡ሻ−2

=0   

olarak bulunur. Burada, 𝑖 ൌ 0,…𝑛 െ 2 ioin 

𝑃+1
2 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃

1  𝑡𝑃+1 

dir. 

B|ylece genel olarak, 𝑖 ൌ 0,…𝑛 െ 𝑗 ioin  

𝑃
 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃

−1  𝑡𝑃+1
−1 

olmak �]ere Be]ier e÷risi 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑃
𝐵,−ሺ𝑡ሻ

−
=0   

eúitli÷i ile verilebilir. 

g]el olarak 𝑗 ൌ 𝑛 alÕnÕrsa, 

𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑃
𝐵,−ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃0

0
=0                                                                                    (3.25) 

olarak elde edilir (ùekil 3.2). ∎ 

 
ùekil 3.3. Be]ier e÷risi ioin De Casteljau algoritmasÕ 
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3.1.6. Bezier eğrisi için bölme algoritması 

 

E÷rilerde b|lme iúleminin birook uygulanabilir y|n� vardÕr. B|lme algoritmasÕ e÷ri 

tasarÕmÕ ioin ba÷ÕmsÕ]lÕk sa÷lamak adÕna sÕrayla yeni kontrol noktalarÕ oluúturmanÕn bir 

yoludur. grne÷in, iki Be]ier e÷risinin kesiúimini hesaplamak, yeni Be]ier e÷rilerini 

oluúturmak ve e÷ri tasarÕmÕnÕ kolaylaútÕrmak ioin bu metod kullanÕlabilir. B|ylece e÷ri 

b|lme yardÕmÕyla e÷rinin bir paroasÕ de÷iútirilirken di÷er kÕsmÕna dokunulmadan 

bÕrakÕlabilir. 

Bir Be]ier e÷risini verilen parametrelere ba÷lÕ olarak iki e÷ri paroasÕna ayÕrmak 

m�mk�nd�r. Sonunda elde edilen e÷riler de yine Be]ier e÷rileri olarak bulunur. Bu 

durumda elde edilen yeni Be]ier e÷rilerinin kendi yeni kontrol noktalarÕna sahip olmasÕ 

gerekti÷inden orijinal kontrol noktalarÕ seti atÕlÕp yerine yeni kontrol noktalarÕ seti 

tanÕmlanÕr. Burada n. dereceden bir Be]ier e÷risinin b|l�nmesi ile elde edilen yeni Be]ier 

e÷rileri de yine n. dereceden e÷riler olacaktÕr. 

Bir Be]ier e÷risini 𝑡 ൌ 𝑡0 parametre de÷erine karúÕlÕk iki e÷ri paroasÕna ayÕrmak ve 

sÕrasÕyla yeni kontrol noktalarÕnÕ elde etmek ioin (3.20) eúitli÷i ile verilen de Casteljau 

algoritmasÕnÕ kullanmak m�mk�nd�r. Bunun ioin Be]ier e÷risinin 𝑡 ൌ 𝛼 parametresine 

ba÷lÕ olarak iki yeni Be]ier e÷ri paroasÕna ayrÕlmasÕ ele alÕnÕrsa bu iki yeni e÷riden ilki 

0  𝑡  𝛼 tanÕm aralÕ÷Õnda ve ikincisi de 𝛼  𝑡  1 tanÕm aralÕ÷Õnda olup 𝑃௦ሺ𝑡ሻ ve 

𝑃௦ğሺ𝑡ሻ úeklinde verilir ve ሾ0,1ሿ aralÕ÷Õnda Bezier formunda ya]Õlabilirler (ùekil 3.4). 

O halde b|lme algoritmasÕ yardÕmÕyla 𝑃 ൌ ሼ𝑃0, 𝑃1,⋯ , 𝑃ሽ kontrol noktalarÕ ile elde 

edilmiú olan poligonu sa÷ ve sol tarafta olacak úekilde yeni kontrol noktalarÕndan elde 

edilen  𝑃⋆ ൌ ሼ𝑃0
0, 𝑃0

1,⋯ , 𝑃0
ሽ ve 𝑃⋄ ൌ ሼ𝑃0

, 𝑃1
−1,⋯ , 𝑃

0ሽ poligonlarÕnÕn birleúimi úeklinde 

elde etmek m�mk�nd�r (Marsh, 2005). 

 
 
ùekil 3.4. Be]ier e÷risi ioin b|lme algoritmasÕ 
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3.2. Bezier Yüzeyleri 

 

Tanım 3.11. 𝐵,ሺ𝑢ሻ ve 𝐵,ሺ𝑣ሻ sÕrasÕyla 𝑢 ve 𝑣 parametrelerine ba÷lÕ ve dereceleri m ve 

n olan Bernstein polinomlarÕ olsun. B|ylece 0  𝑖  𝑚 ve 0  𝑗  𝑛 olmak �]ere 𝔼3 

gklid u]ayÕnda 𝑃 kontrol noktalarÕnÕn oluúturdu÷u bir Be]ier y�]eyi, ሺ𝑢, 𝑣ሻ ∈ ሾ0,1ሿ ൈ

ሾ0,1ሿ ൌ 𝑈 ioin 

𝑃:𝑈 ⊂ ℝ2 → 𝔼3  

𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑢ሻ𝐵,ሺ𝑣ሻ
=0


=0                                                                                         (3.26) 

yamasÕyla tanÕmlanÕr (Marsh, 2005). 

 

Tanım 3.12. Bir Be]ier y�]eyi ioin m ve n sÕrasÕyla Bernstein polinomlarÕnÕn dereceleri 

olsun. E÷er 𝑚 ൌ 𝑛 ൌ 3 ise y�]ey bik�bik; 𝑚 ൌ 𝑛 ൌ 2 ise bikuadratik ve 𝑚 ൌ 𝑛 ൌ 1 ise 

bilineer olarak adlandÕrÕlÕr. E÷er 𝑚 ് 𝑛 ise y�]ey ioin ሺ𝑚 ൈ 𝑛). dereceden bir Bezier 

y�]eyidir denir (Sederberg, 2017). 

 

Tanım 3.13. (3.26) parametrelendirmesiyle verilen Be]ier y�]eyinin iki parametresinden 

birinin sabitlenmesiyle, |rne÷in 𝑢 ൌ 𝑢0 alÕnarak; 

𝑃ሺ𝑢0, 𝑣ሻ ൌ ∑ ൣ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑢0ሻ
=0 ൧𝐵,ሺ𝑣ሻ

=0   

                 ൌ ∑ 𝒬ሺ𝑢0ሻ𝐵,ሺ𝑣ሻ
=0                                                                                          (3.27) 

e÷ri denklemi elde edilir. Burada; 

𝒬ሺ𝑢0ሻ ൌ ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑢0ሻ
=0   

dÕr. B|ylece 𝑢 parametresinin sabit tutulmasÕyla elde edilen y�]ey �]erindeki her e÷riye 

𝑣 parametreli e÷ri denir. Ben]er úekilde 𝑣 ൌ 𝑣0 alÕnarak; 

𝑃ሺ𝑢, 𝑣0ሻ ൌ ∑ ൣ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑣0ሻ
=0 ൧𝐵,ሺ𝑢ሻ

=0   

                 ൌ ∑ 𝒬ሺ𝑣0ሻ𝐵,ሺ𝑢ሻ
=0                                                                                                       (3.28) 

bir baúka e÷ri denklemi elde edilir. Burada; 

𝒬ሺ𝑣0ሻ ൌ ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑣0ሻ
=0   

dir. B|ylece 𝑣 parametresinin sabit tutulmasÕyla elde edilen y�]ey �]erindeki e÷riye 𝑢 

parametreli e÷ri denir. Bu nedenle, bir Be]ier y�]eyi 𝑢 ve 𝑣 parametreli e÷rilerin ailesi 

olarak d�ú�n�lebilir (Sederberg, 2017). 
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TanÕm 3.11 den de anlaúÕlaca÷Õ �]ere ሺ𝑚 ൈ 𝑛ሻ. dereceden bir Be]ier y�]eyi �]erinde 

ሺ𝑚  1ሻ ൈ ሺ𝑛  1ሻ kontrol noktasÕ vardÕr. Bu kontrol noktalarÕ ioin ሺ𝑚  1ሻ µsatÕrlar¶ ve 

ሺ𝑛  1ሻ µs�tunlar¶ olarak adlandÕrÕlÕr (Sederberg, 2017). 

Bu verilen tanÕmlarla birlikte Be]ier e÷rilerinde oldu÷u gibi Bernstein polinomunun 

|]ellikleri Be]ier y�]eylerinde de ben]er úekilde aúa÷Õdaki gibi g|sterilebilir. 

 

Birimin parçalanması özelliği: 𝐵,ሺ𝑢ሻ ve 𝐵,ሺ𝑣ሻ sÕrasÕyla 𝑢 ve 𝑣 parametrelerine ba÷lÕ 

ve dereceleri m ve n olan Bernstein polinomlarÕ olmak �]ere 

∑ ∑ 𝐵,ሺ𝑢ሻ𝐵,ሺ𝑣ሻ ൌ 1 
=0


=0   

|]elli÷ini sa÷lar (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005). 

 

Pozitiflik özelliği: ሺ𝑢, 𝑣ሻ ∈ ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0,1ሿ ioin; 

𝐵,ሺ𝑢ሻ𝐵,ሺ𝑣ሻ  0 

dÕr (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005). 

 

3.2.1. Bezier yüzey yamasının kısmi türevleri 

 

Y�]eyler teorisinde y�]ey �]erindeki e÷rilikleri belirlemek ioin verilen y�]ey yamasÕnÕn 

𝑢 ve 𝑣 parametrelerine ba÷lÕ kÕsmi t�revlerine ihtiyao duyulmaktadÕr. Bu nedenle (3.26) 

eúitli÷i ile verilen Be]ier y�]eyinin 𝑃௨ሺ𝑢, 𝑣ሻ ve 𝑃௩ሺ𝑢, 𝑣ሻ kÕsmi t�revleri Teorem 3.6 da 

verilen Be]ier e÷rilerinin t�rev form�lleri yardÕmÕyla elde edilir. Be]ier y�]ey yamasÕ 

𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ൫∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑢ሻ
=0 ൯𝐵,ሺ𝑣ሻ

=0   

olmak �]ere, 𝑢 parametresine g|re t�rev alÕnÕrsa, 

𝑃௨ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ൫𝑚 ∑ ൫𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃൯𝐵,−1ሺ𝑢ሻ−1
=0 ൯𝐵,ሺ𝑣ሻ

=0   

              ൌ ∑ ∑ 𝑚
=0 ൫𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃൯𝐵,−1ሺ𝑢ሻ−1

=0 𝐵,ሺ𝑣ሻ  

elde edilir. Burada 𝑃
ሺ1,0ሻ ൌ 𝑚൫𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃൯ olmak �]ere Be]ier y�]ey yamasÕnÕn 𝑢 

parametresine g|re kÕsmi t�revi 

𝑃௨ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑃
ሺ1,0ሻ

=0 𝐵,−1ሺ𝑢ሻ−1
=0 𝐵,ሺ𝑣ሻ                                                          (3.29) 

bioiminde ya]ÕlÕr. Ben]er úekilde, 𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ yamasÕnÕn 𝑣 parametresine g|re kÕsmi t�revi  

𝑃௩ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑃
ሺ0,1ሻ−1

=0 𝐵,ሺ𝑢ሻ
=0 𝐵,−1ሺ𝑣ሻ                                                           (3.30) 
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olur. Burada 𝑃
ሺ0,1ሻ ൌ 𝑛ሺ𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃ሻ dir. Elde edilen kÕsmi t�revlerin tekrar 𝑢 ve 𝑣 

parametrelerine g|re t�revlerini almaya devam ederek, y�ksek dereceden t�revlere 

ulaúmak m�mk�nd�r (Marsh, 2005). 

 

Teorem 3.14. Bezier y�]ey yamasÕnÕn 𝑢 parametresine g|re 𝛼. dereceden, 𝑣 

parametresine g|re de 𝛽. dereceden t�revi alÕnÕrsa; 

𝑃ሺఈ,ఉሻሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ డഀశ ഁ

డ௨ഀడ௩ ഁ 𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑃
ሺఈ,ఉሻ𝐵,−ఈሺ𝑢ሻ−ఉ

=0 𝐵,−ఉሺ𝑣ሻ−ఈ
=0                  (3.31) 

elde edilir. Burada, 

𝑃
ሺఈ,ఉሻ ൌ !

ሺ−ఈሻ!
!

ሺ−ఉሻ!
∑ ∑ ሺെ1ሻሺെ1ሻ൫ఈ

൯
ఉ
=0

ఈ
=0 ൫ ఉ

 ൯𝑃ሺ+ఈ−ሻሺ+ఉ−ሻ                           (3.32) 

dir (Marsh, 2005). 

 

Teorem 3.15. Bezier y�]ey yamasÕnÕn birinci ve ikinci temel formlarÕnÕn matris 

g|sterimleri sÕrasÕyla 

ℱூ ൌ ቆ〈𝑃ሺ1,0ሻ, 𝑃ሺ1,0ሻ〉 〈𝑃ሺ1,0ሻ, 𝑃ሺ0,1ሻ〉
〈𝑃ሺ0,1ሻ, 𝑃ሺ1,0ሻ〉 〈𝑃ሺ0,1ሻ, 𝑃ሺ0,1ሻ〉

ቇ ൌ ቀ𝐸 𝐹
𝐹 𝐺ቁ                                                                   (3.33) 

ve  

ℱூூ ൌ ቆ〈𝑃ሺ2,0ሻ, 𝑁〉 〈𝑃ሺ1,1ሻ, 𝑁〉
〈𝑃ሺ1,1ሻ, 𝑁〉 〈𝑃ሺ0,2ሻ, 𝑁〉

ቇ ൌ ቆ𝑐11
1 𝑐12

1

𝑐21
1 𝑐22

1 ቇ                                                                         (3.34) 

olarak verilebilir. Burada 𝑁 ൌ ሺభ,బሻൈሺబ,భሻ

ฮሺభ,బሻൈሺబ,భሻฮ
 olup y�]eyin birim normal vekt|r�d�r 

(Brama, 2018).  

 

3.2.2. Bezier yüzeyinin bazı özellikleri  

 

Son nokta interpolasyon özelliği: 0  𝑖  𝑛 ve 0  𝑗  𝑚 olmak �]ere (3.26) eúitli÷i 

ile verilen Be]ier y�]ey yamasÕ 

ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ሺ0,0ሻ  da 𝑃ሺ0,0ሻ ൌ 𝑃00, 

ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ሺ1,0ሻ  da 𝑃ሺ1,0ሻ ൌ 𝑃0, 

ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ሺ0,1ሻ  de 𝑃ሺ0,1ሻ ൌ 𝑃0, 

ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ሺ1,1ሻ  de 𝑃ሺ1,1ሻ ൌ 𝑃, 

dir (Marsh, 2005). 
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Son nokta teğet özelliği: (3.26) eúitli÷i ile verilen Be]ier y�]ey yamasÕnÕn 𝑢 ve 𝑣 

parametrelerine g|re birinci kÕsmi t�revlerinin ሺ0,0ሻ ve ሺ1,1ሻ uo noktalarÕndaki de÷erleri 

(3.29) ve (3.30) eúitlikleri yardÕmÕyla 

𝑃௨ሺ𝑢, 𝑣ሻ|ሺ௨,௩ሻ=ሺ0,0ሻ ൌ ∑ ሺ∑ 𝑚
=0 ൫𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃൯𝐵,ሺ0ሻሻ−1

=0 𝐵,−1ሺ0ሻ  

                                  ൌ 𝑚 ∑ ሺ−1
=0 𝑃ሺ+1ሻ0 െ 𝑃0ሻ 𝐵,−1ሺ0ሻ ൌ 𝑚ሺ𝑃10 െ 𝑃00ሻ  

ve 

𝑃௨ሺ𝑢, 𝑣ሻ|ሺ௨,௩ሻ=ሺ1,1ሻ ൌ ∑ ሺ∑ 𝑚
=0 ൫𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃൯𝐵,ሺ0ሻሻ−1

=0 𝐵,−1ሺ1ሻ  

                                                  ൌ 𝑚 ∑ ሺ−1
=0 𝑃ሺ+1ሻ െ 𝑃ሻ 𝐵,−1ሺ1ሻ ൌ 𝑚ሺ𝑃 െ 𝑃ሺ−1ሻሻ  

elde edilir. Ben]er úekilde 𝑣 parametresine g|re kÕsmi t�rev alÕnarak ve bu kÕsmi 

t�revlerin ሺ0,0ሻ ve ሺ1,1ሻ de aldÕ÷Õ de÷erler bulunarak da  

𝑃௩ሺ𝑢, 𝑣ሻ|ሺ௨,௩ሻ=ሺ0,0ሻ ൌ 𝑛ሺ𝑃01 െ 𝑃00ሻ, 

𝑃௩ሺ𝑢, 𝑣ሻ|ሺ௨,௩ሻ=ሺ1,1ሻ ൌ 𝑛ሺ𝑃 െ 𝑃ሺ−1ሻሻ 

eúitlikleri elde edilir (øncesu ve G�rsoy, 2004). 

 

Konveks kabuk özelliği: (3.26) yamasÕ ile verilen Be]ier y�]eyi bir konveks kabuk 

ioinde yatar (Marsh, 2005). 

 

Afin dönüúümler altında değiúmezlik: T bir afin d|n�ú�m olmak �]ere bir 𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ 

Be]ier y�]eyi afin d|n�ú�mler altÕnda invaryanttÕr. Yani; 

𝑇൫𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ൯ ൌ 𝑇൫∑ ∑ 𝑃𝐵,ሺ𝑢ሻ𝐵,ሺ𝑣ሻ
=0


=0 ൯ ൌ ∑ ∑ 𝑇ሺ𝑃ሻ𝐵,ሺ𝑢ሻ𝐵,ሺ𝑣ሻ

=0

=0   

dÕr (Marsh, 2005). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

25 
 

4. BULGULAR 

 

4.1. 𝔼𝟐 de Bezier Eğrileri 

Bu b|l�mde d�]lemde verilen Be]ier e÷rileri ioin Frenet elemanlarÕnÕn hesaplanmasÕyla 

ilgili sonuolar verilmiú ve |rneklerle desteklenmiútir. 

 

4.1.1. 𝔼𝟐 de kuadratik Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.1. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝔼2  olmak �]ere 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼2 de (3.3) parametrelendirmesiyle 

verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir kuadratik Be]ier e÷risi olsun. Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 

𝑃0
2ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ
∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥

                                                                                                      (4.1) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ

∥ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ∥

                                                                     (4.2) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 1
2

∥ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ∥

∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥ర                                                                    (4.3) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, kolaylÕk olmasÕ aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ 0,1  olmak �]ere fark 

operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io oarpÕmÕ 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak 

verilmiútir. 

 

øspat. (3.3) denklemi ile verilen 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri sÕrasÕyla (3.12) 

ve (3.14) eúitliklerinden 

ሺ𝑃0
2ሻᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃0  2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃1 െ 2𝑡𝑃1  2𝑡𝑃2  

                 ൌ 2ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝑃1 െ 𝑃0ሻ  2𝑡ሺ𝑃2 െ 𝑃1ሻ                                                              (4.4) 

 elde edilir. Bununla birlikte 𝑑 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ve  𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 oldu÷undan       

ሺ𝑃0
2ሻᇱሺ𝑡ሻ  ൌ 2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  2𝑡𝑑1 

elde edilir. Bunun t�revinden  

ሺ𝑃0
2ሻ′′ሺ𝑡ሻ ൌ െ2𝑑0  2𝑑1                                                                                        (4.5) 

úeklinde elde edilir. B|ylece (2.4) ve (2.5) eúitliklerinden 𝐸1 ൌ ሺ𝑃0
2ሻ′ሺ𝑡ሻ olmak �]ere 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ாభ
∥ாభ∥

ൌ 2ሺ1−௧ሻௗబ+2௧ௗభ
∥2ሺ1−௧ሻௗబ+2௧ௗభ∥

ൌ ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ
∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥

  

bulunur. AyrÕca (2.4) eúitli÷inde (4.4) ve (4.5) te verilen t�revler kullanÕlÕrsa 
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𝐸2 ൌ ሺ𝑃0
2ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

2ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

‖𝐸1‖2 ൌ ‖𝐸1‖2൫బ
మ൯

ᇲᇲሺ௧ሻ−〈൫బ
మ൯

ᇲᇲሺ௧ሻ,ாభ〉ாభ
‖𝐸1‖2   

elde edilir. Bununla birlikte  

〈𝑑0, 𝑑0〉 ൌ 𝐷0
0, 〈𝑑0, 𝑑1〉 ൌ 𝐷0

1, 〈𝑑1, 𝑑1〉 ൌ 𝐷1
1 

eúitlikleri yardÕmÕyla 

〈𝐸1, 𝐸1〉 ൌ 4ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝐷0
0  8𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝐷0

1  4𝑡2𝐷1
1  

bulunur. B|ylece               

𝐸2 ൌ 2ሺ1െ𝑡ሻ𝑑1బ
బ2𝑡𝑑1బ

భെ2ሺ1െ𝑡ሻ𝑑0బ
భെ2𝑡𝑑0భ

భ

∥ሺ1െ𝑡ሻ𝑑0𝑡𝑑1∥
2                                                                           (4.6) 

elde edilir. Buradan  

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ
𝐸2

∥ 𝐸2 ∥
ൌ

ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1𝐷0
0  𝑡𝑑1𝐷0

1 െ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0𝐷0
1 െ 𝑡𝑑0𝐷1

1

∥ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1𝐷0
0  𝑡𝑑1𝐷0

1 െ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0𝐷0
1 െ 𝑡𝑑0𝐷1

1 ∥
 

úeklinde elde edilir. (2.8) eúitli÷inden 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risinin e÷rili÷i  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ ∥ாమ∥
∥ாభ∥మ ൌ ∥2ሺ1−௧ሻௗభ𝐷0

0+2௧ௗభ𝐷0
1−2ሺ1−௧ሻௗబ𝐷0

1−2௧ௗబ𝐷1
1∥

∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥మ∥2ሺ1−௧ሻௗబ+2௧ௗభ∥మ   

ൌ 1
2

∥ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ∥

∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥ర   

olarak bulunur. ∎ 

 

Örnek 4.2. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺെ1,2ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ0,4ሻ ve 𝑃2 ൌ ሺ3,2ሻ olan kuadratik 

Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú noktalarÕndaki ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  

Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i Teorem 4.1 yardÕmÕyla aúa÷Õdaki gibi 

hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 kontrol noktalarÕ ioin kuadratik Be]ier e÷risi 

𝑃0
2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃0  2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑃1  𝑡2𝑃2 ൌ ሺ2𝑡2  2𝑡 െ 1,െ4𝑡2  4𝑡  2ሻ 

úeklinde verilip grafi÷i de aúa÷Õdaki gibi elde edilir (ùekil 4.1). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺ1,2ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ3,െ2ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 5, 𝐷0

1 ൌ െ1, 𝐷1
1 ൌ 13 

olmak �]ere (4.1)-(4.3) eúitliklerinden kuadratik Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1+2௧,2−4௧ሻ
∥ሺ1+2௧,2−4௧ሻ∥

, 𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ2−4௧,−1−2௧ሻ
∥ሺ2−4௧,−1−2௧ሻ∥

  

ve 
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𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 4‖ሺ2−4௧,−1−2௧ሻ‖
‖ሺ1+2௧,2−4௧ሻ‖ర   

olarak bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1 ൌ 1
√5

ሺ1,2ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√5

ሺ2, െ1ሻ, 𝜅1 ൌ 4
5√5

 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i de, 

𝑉1 ൌ 1
√13

ሺ3, െ2ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√13

ሺെ2,െ3ሻ, 𝜅1 ൌ 4
13√13

 

elde edilir.  

 
 

ùekil 4.1. 𝔼2 de kuadratik Be]ier e÷risi 
 

4.1.2. 𝔼𝟐 de kübik Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.3.  𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝔼2  olmak �]ere 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼2 de (3.5) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir k�bik Be]ier e÷risi olsun. Bu 

takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
3ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ
∥ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ∥

                                                                                               (4.7) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈభሬሬሬሬሬ 
‖ఈభሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                                  (4.8)                                                                     

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 2
3

ඥఉభ

ඥሺఊభሻయ
 , 𝛾1 ് 0                                                                                                                 (4.9)                    

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝛼1ሬሬሬሬ ൌ ሺ𝐷0
0ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1  𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷1
1ሻሺെ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷2
2ሻሺെ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 𝑡4𝑑1ሻ                                                                              (4.10) 

          ሺ𝐷0
1ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ 
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          ሺ𝐷0
2ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺെ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1  𝑡4𝑑2ሻ 

vekt|r de÷erli fonksiyonu ve  

𝛽1 ൌ െሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
1ሻ2 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0

2ሻ2 െ 𝑡4ሺ𝐷1
2ሻ2 

          ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

2ሻ 

          2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻ  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷2

2ሻ                                                    (4.11) 

          െ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻ  2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻ 

          െ2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻ െ 2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

1ሻ 

          𝑡4ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

2ሻ    

ve 

𝛾1 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
0ሻ  4𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1

1ሻ  𝑡4ሺ𝐷2
2ሻ                                                       (4.12) 

        4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
1ሻ  2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0

2ሻ  4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷1
2ሻ 

reel de÷erli fonksiyonlarÕdÕr. Burada, 〈𝛼1ሬሬሬሬ , 𝛼1ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽1𝛾1 dir. AyrÕca, burada kolaylÕk olmasÕ 

aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ 0,1,2  olmak �]ere fark operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io 

oarpÕmÕ 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak verilmiútir. 

 

øspat. (3.5) denklemi ile verilen 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri sÕrasÕyla (3.12) 

ve (3.14) eúitliklerinden 

ሺ𝑃0
3ሻᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ3ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃0 െ 6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑃1  3ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃1 െ 3𝑡2𝑃2  6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑃2  3𝑡2𝑃3 

                ൌ 3ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝑃1 െ 𝑃0ሻ  6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡ሺ𝑃2 െ 𝑃1ሻ  3𝑡2ሺ𝑃3 െ 𝑃2ሻ                                                              

                ൌ 3ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑑1  3𝑡2𝑑2                                                      (4.13) 

ve 

ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1 െ 6𝑡𝑑1  6𝑡𝑑2                                                                  

                  ൌ 6ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝑑1 െ 𝑑0ሻ  6𝑡ሺ𝑑2 െ 𝑑1ሻ                                                        (4.14)  

olarak elde edilir. B|ylece (2.4) ve (2.5) eúitliklerinden 𝐸1 ൌ ሺ𝑃0
3ሻ′ሺ𝑡ሻ olmak �]ere 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ாభ
∥ாభ∥

ൌ 3ሺ1−௧ሻమௗబ+6ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+3௧మௗమ
∥3ሺ1−௧ሻమௗబ+6ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+3௧మௗమ∥

ൌ ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ
∥ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ∥

  

bulunur. AyrÕca (2.4) eúitli÷inde (4.13) ve (4.14) de verilen t�revler kullanÕlÕrsa  

𝐸2 ൌ ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

3ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ ൌ ∥ாభ∥మ൫బ
య൯ᇲᇲሺ௧ሻ−〈൫బ

య൯ᇲᇲሺ௧ሻ,ாభ〉ாభ

∥ாభ∥మ   

olup Maple programÕ yardÕmÕyla yapÕlan hesaplamalar sonucu 
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〈𝐸1, 𝐸1〉 ൌ 9ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
0ሻ  36𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1

1ሻ  9𝑡4ሺ𝐷2
2ሻ  36𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0

1ሻ 

                  18𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
2ሻ  36𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷1

2ሻ                                                              (4.15) 

              ൌ 9𝛾1                                                                              

ve 

〈ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉 ൌ െ18ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0

0ሻ  36𝑡ሺ1 െ 2𝑡ሻሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷1
1ሻ 

                                18𝑡3ሺ𝐷2
2ሻ  18ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ1 െ 4𝑡ሻሺ𝐷0

1ሻ 

                                18𝑡ሺ1 െ 2𝑡ሻሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0
2ሻ  18𝑡2ሺ3 െ 4𝑡ሻሺ𝐷1

2ሻ                                     (4.16) 

olmak �]ere  

54𝛼1ሬሬሬሬ ൌ ‖𝐸1‖2ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

3ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉𝐸1 

yardÕmÕyla 

𝐸2 ൌ 6ఈభሬሬሬሬሬ 
ఊభ

                                                                                                                     (4.17) 

olarak bulunur. 

B|ylece (4.17) yardÕmÕyla, 

〈𝐸2, 𝐸2〉 ൌ 36ఉభ
𝛾1

                                                                                                             (4.18) 

úeklinde bulunur. AyrÕca (4.17) eúitli÷indeki 〈𝐸2, 𝐸2〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼1ሬሬሬሬ , 𝛼1ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽1𝛾1 

olarak bulundu÷undan 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ாమ
‖ாమ‖ ൌ ఈభሬሬሬሬሬ 

ඥఉభ√ఊభ
ൌ ఈభሬሬሬሬሬ 

‖ఈభሬሬሬሬሬ ‖
  

eúitli÷iyle verilir.  

(2.6) eúitli÷inden 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risinin e÷rili÷i (4.17) ve (4.18) eúitlikleri yardÕmÕyla 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ ‖ாమ‖
‖ாభ‖మ ൌ 2

3
ඥఉభ

ඥሺఊభሻయ
  

úeklinde elde edilir. Burada 𝛼1ሬሬሬሬ , 𝛽1 ve 𝛾1 fonksiyonlarÕ (4.10)-(4.12) eúitlikleri ile 

verilmiútir. ∎ 

 

Örnek 4.4. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺെ1,1ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ0,0ሻ, 𝑃2 ൌ ሺ1,0ሻ ve 𝑃3 ൌ ሺ1,1ሻ  olan 

k�bik Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú noktalarÕndaki 

ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i Teorem 4.3 yardÕmÕyla aúa÷Õdaki gibi 

hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 kontrol noktalarÕ ioin k�bik Be]ier e÷risi 

𝑃0
3ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑃0  3𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃1  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃2  𝑡3𝑃3 

                                 ൌ ሺെ1  3𝑡 െ 𝑡3, 1 െ 3𝑡  3𝑡2ሻ 
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úeklinde verilip grafi÷i de aúa÷Õdaki gibi elde edilir (ùekil 4.2). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺ1,െ1ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ1,0ሻ, 𝑑2 ൌ 𝑃3 െ 𝑃2 ൌ ሺ0,1ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 2, 𝐷1

1 ൌ 𝐷2
2 ൌ 𝐷0

1 ൌ 1, 𝐷0
2 ൌ െ1, 𝐷1

2 ൌ 0 

olmak �]ere (4.10)-(4.12) eúitlikleri aúa÷Õdaki gibi  

 𝛼1ሬሬሬሬ ൌ ሺ1 െ 3𝑡  3𝑡2 െ 2𝑡3, 1 െ 𝑡  𝑡3 െ 𝑡4ሻ, 

                                    𝛽1 ൌ 1 െ 2𝑡  3𝑡2 െ 2𝑡3  𝑡4, 

                                    𝛾1 ൌ 2 െ 8𝑡  16𝑡2 െ 16𝑡3  7𝑡4 

elde edilir. B|ylece (4.7)-(4.9) eúitliklerinden k�bik Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧మ,−1+2௧ሻ
‖ሺ1−௧మ,−1+2௧ሻ‖

,  

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ൫1−3௧+3௧మ−2௧య,1−௧+௧య−௧ర൯
‖ሺ1−3௧+3௧మ−2௧య,1−௧+௧య−௧రሻ‖,  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 2
3

√1−2௧+3௧మ−2௧య+௧ర

ඥሺ2−8௧+16௧మ−16௧య+7௧రሻయ
  

olarak bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺ1, െ1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√2

ሺ1,1ሻ, 𝜅1 ൌ 1
3√2

 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i de, 

𝑉1 ൌ ሺ0,1ሻ, 𝑉2 ൌ ሺെ1,0ሻ, 𝜅1 ൌ 2
3
 

elde edilir.  

 
 

ùekil 4.2. 𝔼2 de k�bik Be]ier e÷risi 
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4.1.3. 𝔼𝟐 de 4. dereceden Bezier eğrileri 

 

Tanım 4.5. 𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ olmak �]ere (3.7) denklemi yardÕmÕyla elde edilen 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ 𝔼2 kontrol noktalarÕna sahip  

𝑃0
4ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑃0  4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑡𝑃1  6ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡2𝑃2  4ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡3𝑃3  𝑡4𝑃4         (4.19) 

e÷risine 𝔼2 de birim hÕ]lÕ olmayan 4. dereceden Bezier e÷risi denir. 

 

Teorem 4.6.  𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼2 de (4.19) parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ 

olmayan bir 4. dereceden Be]ier e÷risi olsun. Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin 

ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻయௗబ+3ሺ1−௧ሻమ௧ௗభ+3ሺ1−௧ሻ௧మௗమ+௧యௗయ
∥ሺ1−௧ሻయௗబ+3ሺ1−௧ሻమ௧ௗభ+3ሺ1−௧ሻ௧మௗమ+௧యௗయ∥

                                                               (4.20) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈమሬሬሬሬሬ 
‖ఈమሬሬሬሬሬ ‖

                                 (4.21) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 3
4

ඥఉమ

ඥሺఊమሻయ
            (4.22) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝛼2ሬሬሬሬ ൌ ሺ𝐷0
0ሻ൫ሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑1  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑2  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑3൯  

        ሺ𝐷1
1ሻሺെ3𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑0  9𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑2  6𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ  

        ሺ𝐷2
2ሻሺെ6𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0 െ 9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1  3𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ    

        ሺ𝐷3
3ሻሺെ𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1 െ 𝑡7𝑑2ሻ                                                             (4.23) 

        ሺ𝐷0
2ሻሺെ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑0  6𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑2  4𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ  

        ሺ𝐷0
3ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑0 െ 𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1  𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2  𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ   

        ሺ𝐷1
2ሻሺെ9𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑0 െ 9𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1  9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2  9𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

        ሺ𝐷1
3ሻሺെ4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0െ6𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1  2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ  

        ሺ𝐷2
3ሻሺെ5𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 9𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1  3𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ  

vekt|r de÷erli fonksiyonu ve 

𝛽2 ൌ െሺ1 െ 𝑡ሻ8ሺ𝐷0
1ሻ2 െ 4𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0

2ሻ2 െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
3ሻ2 

           െ9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷1
2ሻ2 െ 4𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1

3ሻ2 െ 𝑡8ሺ𝐷2
3ሻ2 

           ሺ1 െ 𝑡ሻ8ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻ  4𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

2ሻ 

            𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷3

3ሻ  4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ7ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻ 

            2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

3ሻ  4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

3ሻ 
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            12𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷2

2ሻ  4𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷3

3ሻ 

             െ4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ7ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻ െ 2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

3ሻ 

             6𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻ  4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

3ሻ 

             14𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷2

3ሻ െ 12𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻ                                                   (4.24) 

             െ4𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

3ሻ െ 6𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

1ሻ 

             െ4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

3ሻ  4𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷2

3ሻ   

             2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷3

3ሻ െ 4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

1ሻ 

             െ4𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷2

2ሻ െ 10𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

2ሻ 

             െ4𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

3ሻ െ 2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷2

3ሻ 

             9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

2ሻ  12𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

3ሻ 

             4𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷3

3ሻ െ 12𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷1

3ሻ     

             6𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷2

3ሻ  4𝑡7ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷3

3ሻ 

             െ6𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷2

2ሻ െ 4𝑡7ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷2

3ሻ 

              𝑡8ሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷3

3ሻ  

ve 

𝛾2 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
0ሻ  9𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷1

1ሻ  9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷2
2ሻ  𝑡6ሺ𝐷3

3ሻ  

        6𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
1ሻ  6𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0

2ሻ  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
3ሻ                                             (4.25) 

        18𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1
2ሻ  6𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1

3ሻ  6𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷2
3ሻ  

reel de÷erli fonksiyonlarÕdÕr. Burada, 〈𝛼2ሬሬሬሬ , 𝛼2ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽2𝛾2 dir. AyrÕca, burada kolaylÕk olmasÕ 

aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ 0,1,2,3  olmak �]ere fark operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io 

oarpÕmÕ 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak verilmiútir. 

 

øspat. (4.19) denklemi ile verilen 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri sÕrasÕyla (3.12) 

ve (3.14) eúitliklerinden; 

ሺ𝑃0
4ሻᇱሺ𝑡ሻ ൌ 4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  12ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡𝑑1  12ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡2𝑑2  4𝑡3𝑑3     (4.26) 

ve 

ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ12ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  12ሺ1 െ 𝑡ሻሺ1 െ 3𝑡ሻ𝑑1  12𝑡ሺ2 െ 3𝑡ሻ𝑑2  12𝑡2𝑑3  (4.27) 

olarak elde edilir. B|ylece (2.4) ve (2.5) eúitliklerinden 𝐸1 ൌ ሺ𝑃0
4ሻ′ሺ𝑡ሻ olmak �]ere 

V1 ൌ భ
∥భ∥

ൌ 4ሺ1−୲ሻయୢబ+12ሺ1−୲ሻమ୲ୢభ+12ሺ1−୲ሻ୲మୢమ+4୲యୢయ
∥4ሺ1−୲ሻయୢబ+12ሺ1−୲ሻమ୲ୢభ+12ሺ1−୲ሻ୲మୢమ+4୲యୢయ∥

  

           ൌ ሺ1−௧ሻయௗబ+3ሺ1−௧ሻమ௧ௗభ+3ሺ1−௧ሻ௧మௗమ+௧యௗయ
∥ሺ1−௧ሻయௗబ+3ሺ1−௧ሻమ௧ௗభ+3ሺ1−௧ሻ௧మௗమ+௧యௗయ∥
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bulunur. AyrÕca (2.4) eúitli÷inde (4.26) ve (4.27) de verilen t�revler kullanÕlÕrsa  

𝐸2 ൌ ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

4ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ ൌ ∥ாభ∥మ൫బ
ర൯ᇲᇲሺ௧ሻ−〈൫బ

ర൯ᇲᇲ
ሺ௧ሻ,ாభ〉ாభ

∥ாభ∥మ   

olmak �]ere Maple programÕ yardÕmÕyla yapÕlan hesaplamalar sonucu  

〈𝐸1, 𝐸1〉 ൌ 16ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
0ሻ  144𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷1

1ሻ  96ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡5ሺ𝐷2
3ሻ  

               144𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷2
2ሻ  16𝑡6ሺ𝐷3

3ሻ  96𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
1ሻ                                  (4.28) 

               32𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
3ሻ  288𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1

2ሻ  96ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡4ሺ𝐷1
3ሻ 

               ൌ 16𝛾2 

ve 

〈ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉 ൌ െ48ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0

0ሻ  144𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ1 െ 3𝑡ሻሺ𝐷1
1ሻ 

                                144𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሺ2 െ 3𝑡ሻሺ𝐷2
2ሻ  48𝑡5ሺ𝐷3

3ሻ                                      (4.29) 

                                48𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ1 െ 6𝑡ሻሺ𝐷0
1ሻ  96𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ1 െ 3𝑡ሻሺ𝐷0

2ሻ  

                                48𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
3ሻ  432𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ1 െ 2𝑡ሻሺ𝐷1

2ሻ   

                                96𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሺ2 െ 3𝑡ሻሺ𝐷1
3ሻ   48ሺ5 െ 6𝑡ሻ𝑡4ሺ𝐷2

3ሻ  
olmak �]ere  

192𝛼2ሬሬሬሬ ൌ ‖𝐸1‖2ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

4ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉𝐸1 

yardÕmÕyla 

𝐸2 ൌ 12ఈమሬሬሬሬሬ 
ఊమ

, 𝛾2 ് 0                                                                                                                       (4.30) 

elde edilir. B|ylece (4.23) ve (4.24) eúitlikleri yardÕmÕyla 𝐸2 nin io oarpÕmÕ 

〈𝐸2, 𝐸2〉 ൌ 144ఉమ
ఊమ

                                                                                                              (4.31) 

úeklinde bulunur. AyrÕca (4.30) eúitli÷indeki 〈𝐸2, 𝐸2〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼2ሬሬሬሬ , 𝛼2ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽2𝛾2 

olarak bulundu÷undan 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ
𝐸2

‖𝐸2‖
ൌ

𝛼2ሬሬሬሬ 

ඥ𝛽2√𝛾2
ൌ

𝛼2ሬሬሬሬ 
‖𝛼2ሬሬሬሬ ‖

 

eúitli÷iyle verilir. (2.6) eúitli÷inden 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin e÷rili÷i (4.28) ve (4.31) eúitlikleri 

yardÕmÕyla 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ
‖𝐸2‖
‖𝐸1‖2 ൌ

3
4

ඥ𝛽2

ඥሺ𝛾2ሻ3
 

olarak bulunur.  Burada 𝛼2ሬሬሬሬ , 𝛽2 ve 𝛾2 fonksiyonlarÕ (4.23)-(4.25) eúitlikleri ile 

verilmiútir. ∎ 
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Örnek 4.7. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺെ2,0ሻ, 𝑃1 ൌ ሺെ1,1ሻ, 𝑃2 ൌ ሺ0,1ሻ, 𝑃3 ൌ ሺ1,0ሻ ve 𝑃4 ൌ

ሺ1,1ሻ  olan 4. dereceden Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú 

noktalarÕndaki ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i Teorem 4.6 yardÕmÕyla 

aúa÷Õdaki gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 kontrol noktalarÕ ioin 4. dereceden Be]ier e÷risi 

𝑃0
4ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑃0  4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑡𝑃1  6ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡2𝑃2  4ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡3𝑃3  𝑡4𝑃4 

                   ൌ ሺെ2  4𝑡 െ 𝑡4, 4𝑡 െ 6𝑡2  3𝑡4ሻ 

úeklinde verilip grafi÷i de aúa÷Õdaki gibi elde edilir (ùekil 4.3). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺ1,1ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ1,0ሻ, 

 𝑑2 ൌ 𝑃3 െ 𝑃2 ൌ ሺ1,െ1ሻ, 𝑑3 ൌ 𝑃4 െ 𝑃3 ൌ ሺ0,1ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 𝐷2

2 ൌ 2, 𝐷0
2 ൌ 𝐷1

3 ൌ 0,  𝐷2
3 ൌ െ1 

𝐷0
1 ൌ 𝐷1

1 ൌ 𝐷1
2 ൌ 𝐷3

3 ൌ 𝐷0
3 ൌ 1 

olmak �]ere (4.23)-(4.25) eúitlikleri aúa÷Õdaki gibi  

𝛼2ሬሬሬሬ ൌ ሺ1 െ 3𝑡 െ 4𝑡2  17𝑡3 െ 6𝑡4 െ 12𝑡5  6𝑡7, െ1  4𝑡2 െ 𝑡3 െ 4𝑡5  8𝑡6 െ 5𝑡7ሻ, 

𝛽2 ൌ 1 െ 8𝑡2  4𝑡3  8𝑡4 െ 8𝑡5  4𝑡6, 

𝛾2 ൌ 2 െ 6𝑡  9𝑡2  40𝑡3 െ 18𝑡4 െ 36𝑡5  10𝑡6 

elde edilir. B|ylece (4.20)-(4.22) eúitliklerinden k�bik Be]ier e÷risinin Frenet 

elemanlarÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧య,1−3௧+3௧యሻ
‖ሺ1−௧య,1−3௧+3௧యሻ‖

,  

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ൫1−3௧−4௧మ+17௧య−6௧ర−12௧ఱ+6௧ళ,−1+4௧మ−௧య−4௧ఱ+8௧ల−5௧ళ൯
‖ሺ1−3௧−4௧మ+17௧య−6௧ర−12௧ఱ+6௧ళ,−1+4௧మ−௧య−4௧ఱ+8௧ల−5௧ళሻ‖,  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 3
4

ඥ1−8௧మ+4௧య+8௧ర−8௧ఱ+4௧ల

ඥሺ2−6௧+9௧మ+40௧య−18௧ర−36௧ఱ+10௧లሻయ
  

olarak bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺ1,1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√2

ሺ1, െ1ሻ, 𝜅1 ൌ 3
8√2

 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i de, 

𝑉1 ൌ ሺ0,1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√2

ሺെ1,1ሻ, 𝜅1 ൌ 3
4
 

elde edilir.  
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ùekil 4.3. 𝔼2 de 4. dereceden Be]ier e÷risi 
 

4.1.4. 𝔼𝟐 de n. dereceden Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.8. 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 ∈ 𝔼2 olmak �]ere 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼2 de (3.7) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir n. dereceden Be]ier e÷risi olsun. 

Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1 Frenet e÷rili÷i, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ,షభሺ௧ሻ
షభ
సబ

∥∑ ,షభሺ௧ሻ
షభ
సబ ∥

                                                                                                      (4.32) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈయሬሬሬሬሬ 
‖ఈయሬሬሬሬሬ ‖

  (4.33) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ −1


ඥఉయ

ඥሺఊయሻయ
  (4.34) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝛼3ሬሬሬሬ ൌ ሺ∑ ∑ 𝐵,−2ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉∆2𝑃
−1
,=0

−2
=0   

             െ∑ ∑ 𝐵,−2ሺ𝑡ሻ ቀ𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ
2
〈∆2𝑃, ∆1𝑃〉∆1𝑃ሻ−1

=0
−2
=0                                    (4.35) 

vekt|r de÷erli fonksiyonu ve 

𝛽3 ൌ ሺ∑ ∑ 𝐵,−2ሺ𝑡ሻ𝐵,−2ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆2𝑃, ∆2𝑃〉〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉−1
,=0

−2
,=0   

  െ൫∑ ∑ 𝐵,−2ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆2𝑃, ∆1𝑃〉−1
=0

−2
=0 ൯

2
ሻ                                                       (4.36) 

ve 

𝛾3 ൌ ∑ 𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ−1
,=0 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉                                                               (4.37) 

reel de÷erli fonksiyonlarÕdÕr. 
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øspat. (3.7) denklemi ile verilen 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri sÕrasÕyla (3.12) 

ve (3.14) eúitliklerinde verilmek �]ere (2.4) ve (2.5) eúitlikleri yardÕmÕyla  

𝐸1 ൌ ሺ𝑃0
ሻ′ሺ𝑡ሻ oldu÷undan 

𝑉1 ൌ ாభ
∥ாభ∥

ൌ  ∑ ,షభሺ௧ሻ∆భ
షభ
సబ

∥ ∑ ,షభሺ௧ሻ∆భ
షభ
సబ ∥

ൌ ∑ ,షభሺ௧ሻ∆భ
షభ
సబ

∥∑ ,షభሺ௧ሻ∆భ
షభ
సబ ∥

  

bulunur. AyrÕca (2.4) eúitli÷inde (3.12) ve (3.14) de verilen t�revler kullanÕlÕrsa  

𝐸2 ൌ ሺ𝑃0
ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ ൌ ∥ாభ∥మሺబ
ሻᇲᇲሺ௧ሻ−〈ሺబ

ሻᇲᇲሺ௧ሻ,ாభ〉ாభ
∥ாభ∥మ ൌ ఏሬሬ 

∥ாభ∥మ 

úeklinde ya]Õlabilir. Burada 

𝜃 ൌ ሺ𝑃0
ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉𝐸1                                                                    (4.38) 

olmak �]ere verilen t�revler kullanÕlÕrsa 

𝜃 ൌ 𝑛3ሺ𝑛 െ 1ሻ𝛼3ሬሬሬሬ  

ve  

〈𝐸1, 𝐸1〉 ൌ 𝑛2𝛾3                                                                                                            (4.39) 

eúitlikleri yardÕmÕyla 

𝐸2 ൌ ሺ−1ሻఈయሬሬሬሬሬ 
ఊయ

                                                                                                               (4.40) 

olarak bulunur. AyrÕca  

𝜎 ൌ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, ሺ𝑃0

ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ〉‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉2                                                  (4.41) 

olmak �]ere  

𝜎 ൌ 𝑛4ሺ𝑛 െ 1ሻ2𝛽3 

úeklinde elde edilir. B|ylece 𝐸2 vekt|r�n�n io oarpÕmÕndan 

〈𝐸2, 𝐸2〉 ൌ ఙ
‖ாభ‖మ ൌ 𝑛2ሺ𝑛 െ 1ሻ2 ఉయ

ఊయ
                                                                                             (4.42) 

úeklinde bulunur. AyrÕca (4.40) eúitli÷inden 〈𝐸2, 𝐸2〉 oarpÕmÕ 〈𝛼3ሬሬሬሬ , 𝛼3ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽3𝛾3 olarak 

bulundu÷undan 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ாమ
‖ாమ‖ ൌ ఈయሬሬሬሬሬ 

‖ఈయሬሬሬሬሬ ‖
  

úeklinde elde edilir.  

(2.6) eúitli÷inden 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risinin e÷rili÷i (4.39) ve (4.42) eúitlikleri yardÕmÕyla 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ ‖ாమ‖
‖ாభ‖మ ൌ −1


ඥఉయ

ඥሺఊయሻయ
  

bulunur. Burada 𝛼3ሬሬሬሬ , 𝛽3, 𝛾3 fonksiyonlarÕ (4.35)-(4.37) eúitliklerinde verilmiútir. ∎ 
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4.2. 𝔼𝟑 de Bezier Eğrileri 

Bu b|l�mde �o boyutlu gklid u]ayÕnda verilen Be]ier e÷rileri ioin Frenet elemanlarÕnÕn 

hesaplanmasÕyla ilgili sonuolar verilmiú ve |rneklerle desteklenmiútir. 

 

4.2.1. 𝔼𝟑 de kuadratik Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.9. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝔼3 olmak �]ere 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼3 de (3.3) parametrelendirmesiyle 

verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir kuadratik Be]ier e÷risi olsun. Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 

𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ
∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥

                                                                                                    (4.43) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ

∥ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ∥

                                                                   (4.44) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ 0                                                                                                                     (4.45) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 1
2

∥ሺ1−௧ሻௗభబ
బ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻబ

భ−௧ௗబభ
భ∥

∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥ర                                                                 (4.46) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 0            (4.47) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, kolaylÕk olmasÕ aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ 0,1  olmak �]ere fark 

operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io oarpÕmÕ 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak 

verilmiútir. 

 

øspat. (3.3) denklemi ile verilen 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri (4.4) ve (4.5) 

eúitli÷inde verilmiú olup �o�nc� t�revi  ሺ𝑃0
2ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0 dÕr. B|ylece 𝑉1ሺ𝑡ሻ ve 𝑉2ሺ𝑡ሻ Frenet 

vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ e÷rili÷i Teorem 4.1 in ispatÕndaki gibi bulunur. Bununla birlikte 

ሺ𝑃0
2ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0  oldu÷undan 𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ 0  ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 0 oldu÷u aoÕkoa g|r�l�r. ∎ 

 

Örnek 4.10. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺ1,0,1ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ0,1,െ1ሻ ve 𝑃2 ൌ ሺെ1,1,0ሻ olan 

kuadratik Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú noktalarÕndaki 

ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet e÷rilikleri Teorem 4.9 yardÕmÕyla aúa÷Õdaki 

gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 kontrol noktalarÕ ioin kuadratik Be]ier e÷risi 

𝑃0
2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃0  2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑃1  𝑡2𝑃2 ൌ ሺ1 െ 2𝑡, 2𝑡 െ 𝑡2, 1 െ 4𝑡  3𝑡2ሻ 

úeklinde verilip grafi÷i de aúa÷Õdaki gibi elde edilir (ùekil 4.4). 
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Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺെ1,1, െ2ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺെ1,0,1ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 6, 𝐷0

1 ൌ െ1, 𝐷1
1 ൌ 2 

olmak �]ere (4.43)-(4.47) eúitliklerinden kuadratik Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ−1,1−௧,−2+3௧ሻ
‖ሺ−1,1−௧,−2+3௧ሻ‖

, 𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ−7+10௧,1−3௧,4−5௧ሻ
‖ሺ−7+10௧,1−3௧,4−5௧ሻ‖

  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 1
2

‖ሺ−7+10௧,1−3௧,4−5௧ሻ‖
‖ሺ−1,1−௧,−2+3௧ሻ‖ర   

olarak bulunur. AyrÕca teoremde de belirtildi÷i �]ere 𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ 0 ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 0 olup 

Be]ier e÷risi d�]lemsel bir e÷ridir. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet 

e÷rili÷i, 

𝑉1 ൌ 1
√6

ሺെ1,1,െ2ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√66

ሺെ7,1,4ሻ, 𝜅1 ൌ 11
12√66

 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i de, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺെ1,0,1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√14

ሺ3, െ2,െ1ሻ, 𝜅1 ൌ 7
2√7

 

elde edilir.  

 

 
 

ùekil 4.4. 𝔼3 de kuadratik Be]ier e÷risi 
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4.2.2. 𝔼𝟑 de kübik Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.11. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝔼3 olmak �]ere 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼3 de (3.5) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir k�bik Be]ier e÷risi olsun. Bu 

takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet 

e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ
∥ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ∥

                                                                                             (4.48) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈభሬሬሬሬሬ 
‖ఈభሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                              (4.49) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ఈరሬሬሬሬሬ 
‖ఈరሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                                 (4.50) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 2
3

ඥఉభ

ඥሺఊభሻయ
                                                                                                                    (4.51) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 1
3

ඥఉర
ఉభ

  (4.52) 

eúitlikleriyle verilir. Burada,  

𝛼4ሬሬሬሬ ൌ െሺ𝐷0
1ሻ2ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2 െ ሺ𝐷1

2ሻ2𝑡2𝑑0  ሺ𝐷0
2ሻ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1  

           ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2 െ ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

2ሻ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1 

           ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1  𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ                                                                   (4.53) 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1 െ 𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ  ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻ ሺሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  𝑡2𝑑2ሻ 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷2

2ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 𝑡2𝑑1ሻ   ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  𝑡2𝑑1ሻ 

           ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 𝑡2𝑑2ሻ  ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

2ሻ𝑡2𝑑0                                                                                                       

vekt|r de÷erli fonksiyon ve 

𝛽4 ൌ െሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

2ሻ െ ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷1

1ሻ െ ሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷0

0ሻ 

          2ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷1
2ሻ  ሺ𝐷0

0ሻሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

2ሻ                                                                           (4.54) 

reel de÷erli fonksiyonu olup kontrol noktalarÕ 𝑃 ∈ 𝔼3 oldu÷undan  𝛼1ሬሬሬሬ , 𝛽1 ve 𝛾1 fonksiyonlarÕ 

da (4.10)-(4.12) eúitliklerindeki gibi verilebilir. Burada, kolaylÕk olmasÕ aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ

0,1,2  olmak �]ere fark operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io oarpÕmÕ 

〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak verilmiútir. 

øspat. (3.5) denklemi ile verilen 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri (4.13) ve (4.14) 

eúitlikleri ile hesaplanmÕútÕr. AyrÕca �o�nc� t�revi de  

ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ 6𝑑0 െ 12𝑑1  6𝑑2            (4.55) 
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olarak elde edilir. B|ylece 𝑉1ሺ𝑡ሻ ve 𝑉2ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ e÷rili÷i Teorem 4.3 

in ispatÕndaki gibi bulunur. 

AyrÕca (2.4) eúitli÷inden  

𝐸3 ൌ ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

3ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ െ 〈ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉

ாమ
∥ாమ∥మ  

oldu÷undan 〈ሺ𝑃0
3ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉 ve 〈ሺ𝑃0

3ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉 io oarpÕmlarÕnÕn Maple programÕ 

yardÕmÕyla hesaplanmasÕ ve gerekli d�]enlemeler yapÕlmasÕ sonucunda  

𝐸3 ൌ 6ఈరሬሬሬሬሬ 
ఉభ

                                                                                                                     (4.56) 

olarak bulunur. 

B|ylece (4.11) ve (4.54) eúitlikleri yardÕmÕyla, 

〈𝐸3, 𝐸3〉 ൌ 36𝛽4
𝛽1

                                                                                                             (4.57) 

úeklinde hesaplanÕr. AyrÕca (4.56) eúitli÷indeki 〈𝐸3, 𝐸3〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼4ሬሬሬሬ , 𝛼4ሬሬሬሬ 〉 ൌ

𝛽1𝛽4 olarak bulundu÷undan 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ
𝐸3

‖𝐸3‖
ൌ

𝛼4ሬሬሬሬ 

ඥ𝛽4ඥ𝛽1
ൌ

𝛼4ሬሬሬሬ 
‖𝛼4ሬሬሬሬ ‖

 

olarak elde edilir. Bununla birlikte, (2.6) eúitli÷inden 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risinin ikinci Frenet e÷rili÷i 

de (4.15), (4.18) ve (4.57) eúitlikleri yardÕmÕyla, 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ
‖𝐸3‖

‖𝐸2‖‖𝐸1‖
ൌ

1
3

ඥ𝛽4

𝛽1
 

bulunur. Burada 𝛼4ሬሬሬሬ  ve 𝛽4 fonksiyonlarÕ (4.53) ve (4.54) eúitlikleri ile verilmiútir. ∎ 

 

Örnek 4.12. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺ1,0,1ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ0,1,1ሻ, 𝑃2 ൌ ሺ1,1,0ሻ ve 𝑃3 ൌ ሺ1,1,1ሻ  

olan k�bik Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú noktalarÕndaki 

ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet e÷rilikleri Teorem 4.11 yardÕmÕyla 

aúa÷Õdaki gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 kontrol noktalarÕ ioin k�bik Be]ier e÷risi 

𝑃0
3ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑃0  3𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃1  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃2  𝑡3𝑃3 

                                 ൌ ሺ1 െ 3𝑡  6𝑡2 െ 3𝑡3, 3𝑡 െ 3𝑡2  𝑡3, 1 െ 3𝑡2  3𝑡3ሻ 

úeklinde verilip grafi÷i de aúa÷Õdaki gibi elde edilir (ùekil 4.5). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺെ1,1,0ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ1,0, െ1ሻ, 𝑑2 ൌ 𝑃3 െ 𝑃2 ൌ ሺ0,0,1ሻ 
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ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 𝐷1

1 ൌ 2, 𝐷0
1 ൌ 𝐷1

2 ൌ െ1, 𝐷2
2 ൌ 1, 𝐷0

2 ൌ 0 

olmak �]ere (4.10), (4.11), (4.51) ve (4.52) eúitlikleri aúa÷Õdaki gibi  

𝛼1ሬሬሬሬ ൌ ሺ1  2𝑡 െ 15𝑡2  19𝑡3 െ 19𝑡4, 1 െ 8𝑡  21𝑡2 െ 23𝑡3  9𝑡4,  

െ2  12𝑡 െ 27𝑡2  32𝑡3 െ 15𝑡4ሻ, 

𝛽1 ൌ 3 െ 16𝑡  34𝑡2 െ 34𝑡3  14𝑡4, 𝛾1 ൌ 2 െ 4𝑡  8𝑡2 െ 16𝑡3  11𝑡4, 

                                         𝛼4ሬሬሬሬ ൌ ሺ1 െ 3𝑡, 1 െ 3𝑡  𝑡2, 1 െ 2𝑡  𝑡2ሻ, 𝛽4 ൌ 1 

elde edilir. B|ylece (4.48)-(4.52) eúitliklerinden k�bik Be]ier e÷risinin Frenet 

elemanlarÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ−1+4௧−3௧మ,1−2௧+௧మ,−2௧+3௧మሻ
‖ሺ−1+4௧−3௧మ,1−2௧+௧మ,−2௧+3௧మሻ‖

  

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ൫1+2௧−15௧మ+19௧య−19௧ర,1−8௧+21௧మ−23௧య+9௧ర,−2+12௧−27௧మ+32௧య−15௧ర൯
‖ሺ1+2௧−15௧మ+19௧య−19௧ర,1−8௧+21௧మ−23௧య+9௧ర,−2+12௧−27௧మ+32௧య−15௧రሻ‖,  

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−3௧,1−3௧+௧మ,1−2௧+௧మሻ
‖ሺ1−3௧,1−3௧+௧మ,1−2௧+௧మሻ‖

  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 2
3

√3−16௧+34௧మ−34௧య+14௧ర

ඥሺ2−4௧+8௧మ−16௧య+11௧రሻయ
 , 𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 1

3ሺ3−16௧+34௧మ−34௧య+14௧రሻ
  

olarak bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺെ1,1,0ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√6

ሺ1,1, െ2ሻ, 𝑉3 ൌ 1
√3

ሺ1,1,1ሻ, 𝜅1 ൌ 1
√6

, 𝜅2 ൌ 1
9
 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri de, 

𝑉1 ൌ ሺ0,0,1ሻ, 𝑉2 ൌ ሺെ1,0,0ሻ, 𝑉3 ൌ 1
√5

ሺെ2,െ1,0ሻ, 𝜅1 ൌ 2
3
, 𝜅2 ൌ 1

3
 

elde edilir.  

 
 

ùekil 4.5. 𝔼3 de k�bik Be]ier e÷risi 
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4.2.3. 𝔼𝟑 de 4. dereceden Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.13. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ 𝔼3 olmak �]ere 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼3 de (4.19) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir 4. dereceden Be]ier e÷risi olsun. 

Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet 

e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ
∥ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ∥

                                                                                             (4.58) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈమሬሬሬሬሬ 
‖ఈమሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                              (4.59) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ఈఱሬሬሬሬሬ 
‖ఈఱሬሬሬሬሬ ‖

 (4.60) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 3
4

ඥఉమ

ඥሺఊమሻయ
  (4.61) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 1
2

ඥఉఱ
ఉమ

            (4.62) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝛼5ሬሬሬሬ ൌ ሺ𝐷0
1ሻ2ሺെሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑2 െ 𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑3ሻ 

         ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑1െ2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑3ሻ  

         ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1  𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2ሻ 

         ሺ𝐷1
2ሻ2ሺെ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑0 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

         ሺ𝐷1
3ሻ2ሺെ2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ  

          ሺ𝐷2
3ሻ2ሺെ𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 𝑡7𝑑1ሻ 

           ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑2  𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑1  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑2  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

3ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑1  𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

2ሻሺെ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑1  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷3

3ሻሺെ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1 െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2ሻ 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑1 െ 2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑2 െ 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑1 െ 𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑0  4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑3  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑2ሻ 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑0  𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑2  2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷3

3ሻሺ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0 െ 2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ 
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           ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

1ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ7𝑑0 െ 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑2 െ 4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑1  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑2 െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻሺെ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑0  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑1െ5𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ 

           ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

3ሻሺ4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1  4𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2ሻ 

           ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷3

3ሻሺ𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ                                                                         (4.63) 

           ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

3ሻሺെ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0  2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑13𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ 

           ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

1ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑0െ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑2 െ 2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ  

           ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷2

2ሻሺെ2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0 െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1 െ 𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷1

3ሻሺ3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2 െ 5𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0 െ 2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ  

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺെ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑0  𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1  𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷2

3ሻሺ3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1  4𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  𝑡7𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷3

3ሻሺ3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1 െ 𝑡7𝑑2ሻ   

          ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

2ሻሺ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑0  3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

3ሻሺ5𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2  2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ   

          ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷3

3ሻሺ2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ  

          ሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6𝑑0 െ 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑1  5𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷1

3ሻሺെ4𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1 െ 𝑡7𝑑3ሻ  

          ሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷3

3ሻሺ𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  𝑡7𝑑1ሻ     

          ሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷0

0ሻሺെ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑1 െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑2  𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ  

          ሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷0

1ሻሺ3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5𝑑0 െ 5𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑1െ5𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2  3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ  

          ሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑑0  𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷0

3ሻሺെ𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ  

          ሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷1

3ሻሺെ3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1  𝑡7𝑑2ሻ, 
vekt|r de÷erli fonksiyonu ve  

𝛽5 ൌ െሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

2ሻ െ 2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

3ሻ 

        െ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷3

3ሻ െ ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷1

1ሻ 

       2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷1

3ሻ െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷3

3ሻ  

       െ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷1

1ሻ െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷2

2ሻ 

       െ2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷1

2ሻ െ ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷0

0ሻ  

       െ2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷0

3ሻ െ 𝑡6ሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷3

3ሻ 

       െ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷1
3ሻ2ሺ𝐷0

0ሻ  2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1
3ሻ2ሺ𝐷0

2ሻ 
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       െ𝑡6ሺ𝐷1
3ሻ2ሺ𝐷2

2ሻ െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷0

0ሻ 

       െ𝑡6ሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷1

1ሻ െ 2𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷0

1ሻ    

       ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
2ሻ  𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0

0ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷3

3ሻ 

        2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
3ሻ  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0

0ሻሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷3

3ሻ                                                 (4.64) 

       െ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷1
3ሻ  2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0

0ሻሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷2

3ሻ 

       2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷3
3ሻ െ 2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0

0ሻሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷2

2ሻ  

       െ2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

3ሻሺ𝐷2
3ሻ  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

3ሻ 

       െ2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷2
3ሻ െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷3

3ሻ 

       െ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
1ሻ െ 2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

2ሻ  

       2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
3ሻ  2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷2

3ሻ 

       െ2𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷3
3ሻ  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷1

2ሻ 

       2𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

3ሻሺ𝐷2
3ሻ  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5ሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻ 

       2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷1
3ሻ  2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4ሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷2

2ሻ 

       2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷2
3ሻ  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

2ሻ 

       2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
3ሻ െ 2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷1

3ሻ 

       2𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷2
3ሻ െ 2𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷1

3ሻ  

       2ሺ1 െ 𝑡ሻ6ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷0
2ሻ  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷2

3ሻ 

       2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷3
3ሻሻ െ 2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1

3ሻሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷0

1ሻ 

       2𝑡6ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷2

3ሻሺ𝐷1
2ሻ െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷2

3ሻ 

       െ2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷3
3ሻ െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3ሺ𝐷2

2ሻሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

3ሻ 

       2𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷3
3ሻ  𝑡6ሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷3

3ሻ 

reel de÷erli fonksiyonu olup kontrol noktalarÕ 𝑃 ∈ 𝔼3 oldu÷undan  𝛼2ሬሬሬሬ , 𝛽2 ve 𝛾2 fonksiyonlarÕ 

da (4.23)-(4.25) eúitliklerindeki gibi verilebilir. AyrÕca, burada kolaylÕk olmasÕ aoÕsÕndan 

𝑖, 𝑗 ൌ 0,1,2,3  olmak �]ere fark operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io oarpÕmÕ 

〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak verilmiútir. 

 

øspat. (4.19) denklemi ile verilen 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri (4.26) ve 

(4.27) eúitlikleri ile hesaplanmÕútÕr. AyrÕca �o�nc� t�revi de  

ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ 24ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 24ሺ2 െ 3𝑡ሻ𝑑1  24ሺ1 െ 3𝑡ሻ𝑑2  24𝑡𝑑3                              (4.65) 

olarak elde edilir. B|ylece 𝑉1ሺ𝑡ሻ ve 𝑉2ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ e÷rili÷i Teorem 4.6 

in ispatÕndaki gibi bulunur. 
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Bununla birlikte (2.4) eúitli÷inden  

𝐸3 ൌ ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

4ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ െ 〈ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉

ாమ
∥ாమ∥మ  

oldu÷undan 〈ሺ𝑃0
4ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉 ve 〈ሺ𝑃0

4ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉 io oarpÕmlarÕnÕn Maple programÕ 

yardÕmÕyla hesaplanmasÕ ve gerekli d�]enlemeler yapÕlmasÕ sonucunda 

𝐸3 ൌ 24ఈఱሬሬሬሬሬ 
ఉమ

                                                                                                                    (4.66) 

olarak bulunur. 

B|ylece (4.64) eúitli÷i yardÕmÕyla 

〈𝐸3, 𝐸3〉 ൌ 576𝛽5
𝛽2

                                                                                                           (4.67) 

úeklinde hesaplanÕr. AyrÕca (4.66) eúitli÷indeki 〈𝐸3, 𝐸3〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼5ሬሬሬሬ , 𝛼5ሬሬሬሬ 〉 ൌ

𝛽2𝛽5 olarak bulundu÷undan 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ
𝐸3

‖𝐸3‖
ൌ

𝛼5ሬሬሬሬ 

ඥ𝛽2ඥ𝛽5
ൌ

𝛼5ሬሬሬሬ 
‖𝛼5ሬሬሬሬ ‖

 

olarak elde edilir. 

Bununla birlikte (2.6) eúitli÷inden 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin ikinci Frenet e÷rili÷i de (4.28), (4.30) 

ve (4.67) eúitlikleri yardÕmÕyla, 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ
‖𝐸3‖

‖𝐸2‖‖𝐸1‖
ൌ

1
2

ඥ𝛽5

𝛽2
 

bulunur. Burada 𝛼5ሬሬሬሬ  ve 𝛽5 fonksiyonlarÕ (4.63) ve (4.64) eúitlikleri ile verilmiútir. ∎ 

Örnek 4.14. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺ1,0,1ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ0,1,1ሻ, 𝑃2 ൌ ሺ1,1,0ሻ, 𝑃3 ൌ ሺ1,1,1ሻ ve 

𝑃4 ൌ ሺ0,0,1ሻ  olan 4. dereceden Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 

bitiú noktalarÕndaki ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet e÷rilikleri Teorem 4.13 

yardÕmÕyla aúa÷Õdaki gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 kontrol noktalarÕ ioin 4. dereceden Be]ier e÷risi 

𝑃0
4ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑃0  4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑡𝑃1  6ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡2𝑃2  4ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡3𝑃3  𝑡4𝑃4 

ൌ ሺ1 െ 4𝑡  12𝑡2 െ 12𝑡3  3𝑡4, 4𝑡 െ 6𝑡2  4𝑡3 െ 2𝑡4, 1 െ 6𝑡2  12𝑡3 െ 6𝑡4ሻ 

úeklinde verilip grafi÷i de aúa÷Õdaki gibi elde edilir (ùekil 4.6). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺെ1,1,0ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ1,0, െ1ሻ, 𝑑2 ൌ 𝑃3 െ 𝑃2 ൌ ሺ0,0,1ሻ,  

𝑑3 ൌ 𝑃4 െ 𝑃3 ൌ ሺെ1,െ1,0ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  
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𝐷0
0 ൌ 𝐷1

1 ൌ 𝐷3
3 ൌ 2,  𝐷0

2 ൌ 𝐷2
3 ൌ 𝐷0

3 ൌ 0, 

𝐷0
1 ൌ 𝐷1

2 ൌ 𝐷1
3 ൌ െ1, 𝐷2

2 ൌ 1 

olmak �]ere (4.23)-(4.25) eúitlikleri ile (4.63) ve (4.64) eúitlikleri aúa÷Õdaki gibi  

𝛼2ሬሬሬሬ ൌ ሺሺ1 െ 𝑡ሻ7  3𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6െ11𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5 

   22𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 24𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3  11𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2െ8𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ, 

           ሺ1 െ 𝑡ሻ7 െ 6𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ67𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5 െ 3𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 

െ12𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3  7𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2െ4𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ, 

          െ2ሺ1 െ 𝑡ሻ7  7𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6 െ 9𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ59𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 

3𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ34𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ െ 2𝑡7ሻ, 

𝛽2 ൌ 3ሺ1 െ 𝑡ሻ8 െ 8𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ7  10𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6 െ 8𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ5  13𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4 

െ20𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3  18𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 8𝑡7ሺ1 െ 𝑡ሻ  2𝑡8, 

𝛾2 ൌ 2ሺ1 െ 𝑡ሻ6 െ 6𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5  18𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 18𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3  3𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2  2𝑡6, 

𝛼5ሬሬሬሬ ൌ ሺሺ1 െ 𝑡ሻ7 െ 4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ66𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5 െ 3𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 3𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3 

                                 6𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2െ4𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ  𝑡7, 

           ሺ1 െ 𝑡ሻ7 െ 4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ69𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5 െ 13𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 

 13𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 9𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ24𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ െ 𝑡7, 

ሺ1 െ 𝑡ሻ7 െ 2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6  5𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 8𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3  6𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2െ2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻሻ, 

𝛽5 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ6 െ 4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5  8𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 10𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3  8𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2 

                         െ4𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ  𝑡6 

elde edilir. B|ylece (4.59)-(4.62) eúitliklerinden ve yukarÕda elde edilen fonksiyonlardan 

4. dereceden Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet 

vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺെ1,1,0ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√6

ሺ1,1, െ2ሻ, 𝑉3 ൌ 1
√3

ሺ1,1,1ሻ 𝜅1 ൌ 9
8√6

, 𝜅2 ൌ 1
6
 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri de, 

𝑉1 ൌ ሺ0,0,1ሻ, 𝑉2 ൌ ሺ0,0, െ1ሻ, 𝑉3 ൌ 1
√2

ሺ1, െ1,0ሻ 𝜅1 ൌ 3
8
, 𝜅2 ൌ 1

4
 

elde edilir.  
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ùekil 4.6. 𝔼3 de 4. dereceden Be]ier e÷risi 
 

4.2.4. 𝔼𝟑 de n. dereceden Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.15. 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 ∈ 𝔼3 olmak �]ere 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼3 de (3.7) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir n. dereceden Be]ier e÷risi olsun. 

Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 Frenet 

e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ,షభሺ௧ሻ
షభ
సబ

∥∑ ,షభሺ௧ሻ
షభ
సబ ∥

                                                                                                      (4.68) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈయሬሬሬሬሬ 
‖ఈయሬሬሬሬሬ ‖

  (4.69) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ఈలሬሬሬሬሬ 
‖ఈలሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                                 (4.70) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ −1


ඥఉయ

ඥሺఊయሻయ
   (4.71) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ −2


ඥఉల
ఉయ

                                                                                                            (4.72) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝜉 ൌ 𝑛3ሺ𝑛 െ 1ሻሺ𝑛 െ 2ሻሺ∑ ∑ 𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉∆3𝑃
−1
,=0

−3
=0   

െ∑ ∑ 𝐵,−3ሺ𝑡ሻ ቀ𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ
2
〈∆3𝑃, ∆1𝑃〉∆1𝑃

−1
=0

−3
=0 ሻ,             (4.73)  

𝛾 ൌ 𝑛4ሺ𝑛 െ 1ሻ2ሺ𝑛 െ 2ሻ 

ሺ∑ ∑ ∑ 𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−2ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆3𝑃, ∆2𝑃〉〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉−1
,=0

−2
=0

−3
=0   

െ∑ ∑ ∑ 𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−2ሺ𝑡ሻ ቀ𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ
2
〈∆3𝑃, ∆1𝑃〉〈∆2𝑃, ∆1𝑃〉−1

=0
−2
=0

−3
=0 ሻ,      (4.74)  
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𝛽 ൌ 𝑛4ሺ𝑛 െ 1ሻ2ሺ𝑛 െ 2ሻ2 

ሺ∑ ∑ 𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆3𝑃, ∆3𝑃〉〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉−1
,=0

−3
,=0   

െ൫∑ ∑ 𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆3𝑃, ∆1𝑃〉−1
=0

−3
=0 ൯

2
ሻ,                                                                (4.75) 

eúitlikleri ile verilip  

ఙకሬ −ఊఏሬሬ 

∥ாభ∥మ ൌ 𝑛5ሺ𝑛 െ 1ሻ3ሺ𝑛 െ 2ሻ𝛼6ሬሬሬሬ                                                                                                (4.76) 

vekt|r de÷erli fonksiyonu ve 
ఙఉ−ఊమ

‖ாభ‖మ ൌ 𝑛6ሺ𝑛 െ 1ሻ4ሺ𝑛 െ 2ሻ2𝛽6                                                                                              (4.77) 

reel de÷erli fonksiyondur. Burada kontrol noktalarÕ 𝑃 ∈ 𝔼3 olmak �]ere 𝜃  ve 𝜎 sÕrasÕyla 

(4.38) ve (4.41) eúitliklerinde ve 𝛼3ሬሬሬሬ , 𝛽3 ve 𝛾3 fonksiyonlarÕ da (4.35)-(4.37) eúitliklerinde 

verilmiútir. 

 

øspat. (3.7) denklemi ile verilen 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci, ikinci ve �o�nc� t�revleri 

sÕrasÕyla (3.20) eúitli÷inden elde edilmek �]ere 𝑉1ሺ𝑡ሻ ve 𝑉2ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ 

e÷rili÷i Teorem 4.8 in ispatÕndaki gibi bulunur. 

AyrÕca (2.4) eúitli÷inden  

𝐸3 ൌ ሺ𝑃0
ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ െ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉

ாమ
∥ாమ∥మ ൌ ఙకሬ −ఊఏሬሬ 

ఙ∥ாభ∥మ  

úeklinde ya]Õlabilir. Burada  

𝜉 ൌ ሺ𝑃0
ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉𝐸1,  

𝛾 ൌ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, ሺ𝑃0

ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ〉‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉,  

𝛽 ൌ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, ሺ𝑃0

ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ〉‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0
ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉2  

olmak �]ere t�revler verilen eúitliklerde yerine ya]ÕlÕrsa 

ఙకሬ −ఊఏሬሬ 

∥ாభ∥మ ൌ 𝑛5ሺ𝑛 െ 1ሻ3ሺ𝑛 െ 2ሻ𝛼6ሬሬሬሬ   

olarak bulunur. Burada, 𝔼3 de olmak �]ere 𝜃  ve 𝜎 sÕrasÕyla (4.38) ve (4.41) eúitliklerinde 

verilmiú olup 

𝐸3 ൌ ሺ−1ሻሺ−2ሻఈలሬሬሬሬሬ 
ఉయ

                                                                                                     (4.78) 

olarak bulunur. 

AyrÕca 𝐸3 vekt|r�n�n io oarpÕmÕndan  

〈𝐸3, 𝐸3〉 ൌ ఙఉ−ఊమ

ఙ∥ாభ∥మ                                                                                                         (4.79) 
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olmak �]ere 
ఙఉ−ఊమ

‖ாభ‖మ ൌ 𝑛6ሺ𝑛 െ 1ሻ4ሺ𝑛 െ 2ሻ2𝛽6  

olarak bulundu÷undan  

〈𝐸3, 𝐸3〉 ൌ మሺ−1ሻమሺ−2ሻమఉల
ఉయ

  

elde edilir. Bununla birlikte (4.78) eúitli÷inden 〈𝐸3, 𝐸3〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼6ሬሬሬሬ , 𝛼6ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽3𝛽6 

olarak bulundu÷undan 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ
𝐸3

‖𝐸3‖
ൌ

𝛼6ሬሬሬሬ 
‖𝛼6ሬሬሬሬ ‖

 

úeklinde elde edilir. B|ylece 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risinin ikinci Frenet e÷rili÷i de (4.39), (4.42) ve 

(4.79) yardÕmÕyla  

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ
‖𝐸3‖

‖𝐸2‖‖𝐸1‖
ൌ

𝑛 െ 2
𝑛

ඥ𝛽6

𝛽3
 

bulunur. Burada 𝛼6ሬሬሬሬ  ve 𝛽6 fonksiyonlarÕ (4.76) ve (4.77) eúitlikleri ile verilmiútir. ∎ 

 

4.3. 𝔼𝟒 de Bezier Eğrileri 

Bu b|l�mde d|rt boyutlu gklid u]ayÕnda verilen Be]ier e÷rileri ioin Frenet elemanlarÕnÕn 

hesaplanmasÕyla ilgili sonuolar verilmiú ve |rneklerle desteklenmiútir. 

 

4.3.1. 𝔼𝟒 de kuadratik Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.16. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝔼4 olmak �]ere 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼4 de (3.3) 

parametrelendirmesiyle  verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir kuadratik Be]ier e÷risi olsun. Bu 

takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
2ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 

Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ
∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥

                                                                                                     (4.80) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻௗభሺబ
బሻ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻሺబ

భሻ−௧ௗబሺభ
భሻ

∥ሺ1−௧ሻௗభሺబ
బሻ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻሺబ

భሻ−௧ௗబሺభ
భሻ∥

                                                            (4.81) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ 0                                                                                                                      (4.82)  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 1
2

∥ሺ1−௧ሻௗభሺబ
బሻ+ሺ௧ௗభ−ሺ1−௧ሻௗబሻሺబ

భሻ−௧ௗబሺభ
భሻ∥

∥ሺ1−௧ሻௗబ+௧ௗభ∥ర                                                           (4.83) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ 0  (4.84) 
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eúitlikleriyle verilir. Burada, kolaylÕk olmasÕ aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ 0,1  olmak �]ere fark 

operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io oarpÕmÕ 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak 

verilmiútir. 

 

øspat. (3.3) denklemi ile verilen 𝑃0
2ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri (4.4) ve (4.5) 

eitli÷inde verilmiú olup �o�nc� ve d|rd�nc� t�revleri  ሺ𝑃0
2ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝑃0

2ሻప௩ሺ𝑡ሻ ൌ 0 dÕr. 

B|ylece 𝑉1ሺ𝑡ሻ ve 𝑉2ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ e÷rili÷i Teorem 4.1 in ispatÕndaki gibi 

bulunur. Bununla birlikte �o�nc� ve d|rd�nc� t�revleri sÕfÕr oldu÷undan 𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ

0  ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ 0 oldu÷u aoÕkoa g|r�l�r. ∎ 

 

Örnek 4.17. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺ1,1, െ1,1ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ1,െ1,1, െ1ሻ ve 𝑃2 ൌ ሺെ1,1,1,1ሻ 

olan kuadratik Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú 

noktalarÕndaki ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 Frenet e÷rilikleri Teorem 

4.16 yardÕmÕyla aúa÷Õdaki gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 kontrol noktalarÕ ioin kuadratik Be]ier e÷risi 

𝑃0
2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑃0  2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡𝑃1  𝑡2𝑃2 

                                               ൌ ሺ1 െ 2𝑡2, 1 െ 4𝑡  4𝑡2, െ1  4𝑡 െ 2𝑡2, 1 െ 4𝑡  4𝑡2ሻ 

úeklinde verilip grafi÷inin 𝔼3 deki i]d�ú�m� aúa÷Õdaki gibi elde edilir elde edilir (ùekil 

4.7). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺ0,െ2,2, െ2ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺെ2,2,0,2ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 𝐷1

1 ൌ 12, 𝐷0
1 ൌ െ8, 

olmak �]ere (4.80)-(4.84) eúitliklerinden kuadratik Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ−௧,−1+2௧,1−௧,−1+2௧ሻ
‖ሺ−௧,−1+2௧,1−௧,−1+2௧ሻ‖

  

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ−3+5௧,5−4௧,2−5௧,1+4௧ሻ
‖ሺ−3+5௧,5−4௧,2−5௧,1+4௧ሻ‖

  

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 1
4

‖ሺ−3+5௧,5−4௧,2−5௧,1+4௧ሻ‖
‖ሺ−௧,−1+2௧,1−௧,−1+2௧ሻ‖ర   

olarak bulunur. AyrÕca teoremde de belirtildi÷i �]ere 𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ 0 ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ

𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ 0 olup Be]ier e÷risi d�]lemsel bir e÷ridir. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri 

ve Frenet e÷rili÷i, 
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𝑉1 ൌ 1
√3

ሺ0, െ1,1, െ1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√39

ሺെ3,5,2,1ሻ, 𝜅1 ൌ 13
12√39

 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rili÷i de, 

𝑉1 ൌ 1
√3

ሺെ1,1,0,1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√39

ሺ2,1, െ3,5ሻ, 𝜅1 ൌ 13
12√39

 

elde edilir.  

 
 

ùekil 4.7. 𝔼4 de kuadratik Be]ier e÷risinin i]d�ú�m� 
 

4.3.2. 𝔼𝟒 de kübik Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.18. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝔼3 olmak �]ere 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼3 de (3.5) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir k�bik Be]ier e÷risi olsun. Bu 

takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
3ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 

Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ
∥ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ∥

                                                                                              (4.85) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈభሬሬሬሬሬ 
‖ఈభሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                              (4.86) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ఈరሬሬሬሬሬ 
‖ఈరሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                                   (4.87) 

𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ 0  (4.88) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 2
3

ඥఉభ

ඥሺఊభሻయ
   (4.89) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 1
3

ඥఉర
ఉభ

                                                                                                               (4.90) 

𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ 0 (4.91) 
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eúitlikleriyle verilir. Burada, kontrol noktalarÕ 𝑃 ∈ 𝔼4 oldu÷undan  𝛼1ሬሬሬሬ , 𝛽1 ve 𝛾1 

fonksiyonlarÕ (4.10)-(4.12) eúitliklerindeki gibi ve 𝛼4ሬሬሬሬ  ve 𝛽4 fonksiyonlarÕ da (4.53) ve 

(4.54) eúitliklerindeki gibi verilebilir.  

 

øspat. (3.5) denklemi ile verilen 𝑃0
3ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri (4.13) ve (4.14) 

eúitlikleri ile verilmiú olup �o�nc� t�revi de (4.55) eúitli÷i úeklinde hesaplanmÕútÕr. AyrÕca 

bu e÷rinin d|rd�nc� t�revi de sÕfÕrdÕr. 

B|ylece 𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ ve 𝑉3ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ e÷rilikleri Teorem 4.11 

nÕn ispatÕndaki gibi bulunur. Bununla birlikte ሺ𝑃0
3ሻప௩ሺ𝑡ሻ ൌ 0 oldu÷undan 𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ 0  ve 

𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ 0 oldu÷u aoÕkoa g|r�l�r. ∎ 

 

Örnek 4.19. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺ1,1,1,0ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ1,0,1,1ሻ, 𝑃2 ൌ ሺ1,1,0,1ሻ ve         

𝑃3 ൌ ሺ0,1,1,1ሻ  olan k�bik Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú 

noktalarÕndaki ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 Frenet e÷rilikleri Teorem 

4.18 yardÕmÕyla aúa÷Õdaki gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 kontrol noktalarÕ ioin k�bik Be]ier e÷risi 

𝑃0
3ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑃0  3ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡𝑃1  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑃2  𝑡3𝑃3 

                                 ൌ ሺ1 െ 𝑡3, 1 െ 3𝑡  6𝑡2 െ 3𝑡3, 1 െ 3𝑡2  3𝑡3, 3𝑡 െ 3𝑡2  𝑡3ሻ 

úeklinde verilip grafi÷inin 𝔼3 deki i]d�ú�m� aúa÷Õdaki gibi elde edilir elde edilir (ùekil 

4.8). 

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺ0,െ1,0,1ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ0,1, െ1,0ሻ, 𝑑2 ൌ 𝑃3 െ 𝑃2 ൌ ሺെ1,0,1,0ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 𝐷1

1 ൌ 𝐷2
2 ൌ 2, 𝐷0

1 ൌ 𝐷1
2 ൌ െ1, 𝐷0

2 ൌ 0 

olmak �]ere (4.10)-(4.12) eúitlikleri ile (4.53)-(4.54) eúitlikleri aúa÷Õdaki gibi  

𝛼1ሬሬሬሬ ൌ ሺെ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ  𝑡4, 

ሺ1 െ 𝑡ሻ4  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2  4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻെ2𝑡4, 

െ2ሺ1 െ 𝑡ሻ4  4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ  𝑡4, 

ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻሻ, 

𝛽1 ൌ 3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3  6𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ  3𝑡4, 

𝛾1 ൌ 2ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ3  8𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 4𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ  2𝑡4, 
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𝛼4ሬሬሬሬ ൌ ሺെ3ሺ1 െ 𝑡ሻ2, ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ െ 𝑡2, 

ሺ1 െ 𝑡ሻ2  2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ െ 𝑡2, ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ  3𝑡2ሻ, 

𝛽4 ൌ 4 

elde edilir. B|ylece (4.85)-(4.91) eúitliklerinden ve yukarÕda elde edilen fonksiyonlardan 

k�bik Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet vekt|rleri ve 

Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺ0, െ1,0,1ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√6

ሺ0,1, െ2,1ሻ, 𝑉3 ൌ 1
2√3

ሺെ3,1,1,1ሻ 𝜅1 ൌ 1
√6

, 𝜅2 ൌ 2
9
 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri de, 

𝑉1 ൌ 1
√2

ሺെ1,0,1,0ሻ, 𝑉2 ൌ 1
√6

ሺ1, െ2,1,0ሻ, 𝑉3 ൌ 1
√11

ሺ0, െ1,െ1,3ሻ 𝜅1 ൌ 1
√6

, 𝜅2 ൌ 2
9
 

elde edilir.  

 
 

ùekil 4.8. 𝔼4 de k�bik Be]ier e÷risinin i]d�ú�m� 
 

4.3.3. 𝔼𝟒 de 4. dereceden Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.20. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ 𝔼4 olmak �]ere 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼4 de (4.19) 

parametrelendirmesiyle  verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir 4. dereceden Be]ier e÷risi olsun. 

Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
4ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉3ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 

Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ
∥ሺ1−௧ሻమௗబ+2ሺ1−௧ሻ௧ௗభ+௧మௗమ∥

                                                                                             (4.92) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈమሬሬሬሬሬ 
‖ఈమሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                              (4.93) 
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𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ఈఱሬሬሬሬሬ 
‖ఈఱሬሬሬሬሬ ‖

 (4.94) 

𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ ఈళሬሬሬሬሬ 
‖ఈళሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                                           (4.95) 

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ 3
4

ඥఉమ

ඥሺఊమሻయ
  (4.96) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ 1
2

ඥఉఱ
ఉమ

                                                                                                               (4.97) 

𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ 1
4

ඥఉమඥఉళ
ఉఱ√ఊమ

                                                                                                                          (4.98) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝛼7ሬሬሬሬ ൌ ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

2ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ  ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

3ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2 െ 𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷3

3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ  ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷1

1ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷1

3ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷3

3ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1ሻ 

         ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷1

1ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷2

2ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷1

2ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷0

0ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ         

         ሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷0

3ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 𝑡3𝑑3ሻሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷3

3ሻሺ𝑡3𝑑0ሻ  

          ሺ𝐷1
3ሻ2ሺ𝐷0

0ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ  ሺ𝐷1
3ሻ2ሺ𝐷0

2ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 𝑡3𝑑2ሻ  

         ሺ𝐷1
3ሻ2ሺ𝐷2

2ሻሺ𝑡3𝑑0ሻ  ሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷0

0ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1ሻ   

          ሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷0

1ሻሺ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 𝑡3𝑑1ሻ  ሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷1

1ሻሺ𝑡3𝑑0ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
2ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ  ሺ𝐷0𝐷0ሻሺ𝐷1𝐷1ሻሺ𝐷3𝐷3ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2  4𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷1
3ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2 െ 𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷2
3ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ        

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷3
3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

3ሻሺ𝐷2
2ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

3ሻሺ𝐷2
3ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ 

         ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

2ሻሺ𝐷3
3ሻሺ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1ሻ                                                                                      

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷1
2ሻሺ2ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷1
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2  𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ  

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷3
3ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ  

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷2
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷0
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2  𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ  
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          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷2
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  𝑡3𝑑3ሻ    

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷3
3ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 𝑡3𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷0
1ሻሺ𝐷1

3ሻሺ𝐷2
2ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 𝑡3𝑑3ሻ                                                                            (4.99) 

          ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
3ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0 െ 𝑡3𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷0
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷1
3ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  𝑡3𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷3
3ሻሺ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 𝑡3𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷2
2ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑1  𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷2
3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷1
1ሻሺሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑2 െ 𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷1
3ሻሺሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑1 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷0
3ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷2
3ሻሺ2𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
2ሻሺെሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑑0  𝑡3𝑑3ሻ 

          ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
3ሻሺെ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0 െ 𝑡3𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷3
3ሻሺሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  𝑡3𝑑2 െ 2𝑡3𝑑0ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  𝑡3𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
3ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  𝑡3𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷2
3ሻሺ𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑0  𝑡3𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷0

2ሻሺ𝐷2
3ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  𝑡3𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷0
1ሻሺെ2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑑2ሻ 

          ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0 െ 𝑡3𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷3
3ሻሺെ𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑑0  𝑡3𝑑1ሻ 

          ሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷3
3ሻሺെ𝑡3𝑑0ሻ, 

vekt|r de÷erli fonksiyonu ve 

𝛽7 ൌ  ሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

3ሻ2  ሺ𝐷0
2ሻ2ሺ𝐷1

3ሻ2  ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷1

2ሻ2 

         െሺ𝐷0
1ሻ2ሺ𝐷2

2ሻሺ𝐷3
3ሻ െ ሺ𝐷0

2ሻ2ሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷3

3ሻ െ ሺ𝐷0
3ሻ2ሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
2ሻ 

         െሺ𝐷1
2ሻ2ሺ𝐷3

3ሻሺ𝐷0
0ሻ െ ሺ𝐷1

3ሻ2ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷2

2ሻ െ ሺ𝐷2
3ሻ2ሺ𝐷0

0ሻሺ𝐷1
1ሻ  

         ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

1ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷3

3ሻ  2ሺ𝐷0
0ሻሺ𝐷1

2ሻሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷2

3ሻ  

         െ2ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷2

3ሻ  2ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

1ሻሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷3

3ሻ                                                               (4.100) 

         െ2ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷1

3ሻ  2ሺ𝐷0
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷1
1ሻሺ𝐷2

3ሻ 

         െ2ሺ𝐷1
2ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
3ሻሺ𝐷0

1ሻ  2ሺ𝐷1
3ሻሺ𝐷0

3ሻሺ𝐷2
2ሻሺ𝐷0

1ሻ           
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reel de÷erli fonksiyonu olup kontrol noktalarÕ 𝑃 ∈ 𝔼4 olmak �]ere 𝛼2ሬሬሬሬ , 𝛽2 ve 𝛾2 fonksiyonlarÕ 

(4.23)-(4.25) eúitlikleri ile ve 𝛼5ሬሬሬሬ  ve 𝛽5 fonksiyonlarÕ da (4.63) ve (4.64) eúitlikleri ile 

verilmiútir.  AyrÕca, burada kolaylÕk olmasÕ aoÕsÕndan 𝑖, 𝑗 ൌ 0,1,2,3  olmak �]ere fark 

operat|r� ∆1𝑃 ൌ 𝑑 ve fark operat|rlerinin io oarpÕmÕ 〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉 ൌ 𝐷
 olarak 

verilmiútir. 
 

øspat. (4.19) denklemi ile verilen 𝑃0
4ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci ve ikinci t�revleri (4.26) ve 

(4.27) eúitlikleri ile �o�nc� t�revi de (4.65) eúitli÷i ile verilmiútir. AyrÕca e÷rinin 

d|rd�nc� t�revi  

ሺ𝑃0
4ሻప௩ሺ𝑡ሻ ൌ െ24𝑑0  72𝑑1 െ 72𝑑2  24𝑑3                                                                (4.101) 

olarak elde edilir. B|ylece 𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ ve 𝑉3ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ 

e÷rilikleri Teorem 4.13 �n ispatÕndaki gibi bulunur. 

Bununla birlikte (2.4) eúitli÷inden  

𝐸4 ൌ ሺ𝑃0
4ሻప௩ሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

4ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ െ 〈ሺ𝑃0
4ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉

ாమ
∥ாమ∥మ െ 〈ሺ𝑃0

4ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸3〉
ாయ

∥ாయ∥మ  

oldu÷undan 〈ሺ𝑃0
4ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉,  〈ሺ𝑃0

4ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉  ve 〈ሺ𝑃0
4ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸3〉 io oarpÕmlarÕnÕn Maple 

programÕ yardÕmÕyla hesaplanmasÕ ve gerekli d�]enlemeler yapÕlmasÕ sonucunda 

𝐸4 ൌ 24ఈళሬሬሬሬሬ 
ఉఱ

                                                                                                                  (4.102) 

olarak bulunur. 

B|ylece (4.100) eúitli÷i yardÕmÕyla 

〈𝐸4, 𝐸4〉 ൌ 576𝛽7
𝛽5

                                                                                                         (4.103) 

úeklinde hesaplanÕr. AyrÕca (4.102) eúitli÷indeki 〈𝐸4, 𝐸4〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼7ሬሬሬሬ , 𝛼7ሬሬሬሬ 〉 ൌ

𝛽5𝛽7 olarak bulundu÷undan 

𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ ாర
‖ாర‖ ൌ ఈళሬሬሬሬሬ 

ඥఉళඥఉఱ
ൌ ఈళሬሬሬሬሬ 

‖ఈళሬሬሬሬሬ ‖
  

olarak elde edilir. 

Bununla birlikte �o�nc� Frenet e÷rili÷i de (4.28), (4.67) ve (4.103) eúitlikleri yardÕmÕyla, 

𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ ‖ாర‖
‖ாయ‖‖ாభ‖ ൌ 1

4
ඥఉమඥఉళ
ఉఱ√ఊమ

  

bulunur. Burada 𝛽5  fonksiyonu (4.64) eúitli÷inde ve 𝛾2, 𝛽2 fonksiyonlarÕ da  (4.24)-(4.25) 

eúitlikleri ile verilmiútir. ∎ 
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Örnek 4.21. Kontrol noktalarÕ 𝑃0 ൌ ሺ1,0,0,0ሻ, 𝑃1 ൌ ሺ1,1,0,0ሻ, 𝑃2 ൌ ሺ1,1,1,0ሻ, 𝑃3 ൌ

ሺ1,1,1,1ሻ ve 𝑃4 ൌ ሺ1,0,1,0ሻ  olan 4. dereceden Be]ier e÷risinin ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑡 ൌ 0 

baúlangÕo ve 𝑡 ൌ 1 bitiú noktalarÕndaki ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 

Frenet e÷rilikleri Teorem 4.20 yardÕmÕyla aúa÷Õdaki gibi hesaplanabilir; 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 kontrol noktalarÕ ioin 4. dereceden Be]ier e÷risi 

𝑃0
4ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ4𝑃0  4ሺ1 െ 𝑡ሻ3𝑡𝑃1  6ሺ1 െ 𝑡ሻ2𝑡2𝑃2  4ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑡3𝑃3  𝑡4𝑃4 

                   ൌ ሺ1,4𝑡 െ 6𝑡2  4𝑡3 െ 2𝑡4, 6𝑡2 െ 8𝑡3  3𝑡4, 4𝑡3 െ 4𝑡4ሻ 

úeklinde verilip grafi÷inin 𝔼3 deki i]d�ú�m� aúa÷Õdaki gibi elde edilir elde edilir (ùekil 

4.9).  

Fark operat|rleri   

𝑑0 ൌ 𝑃1 െ 𝑃0 ൌ ሺ0,1,0,0ሻ, 𝑑1 ൌ 𝑃2 െ 𝑃1 ൌ ሺ0,0,1,0ሻ,  

𝑑2 ൌ 𝑃3 െ 𝑃2 ൌ ሺ0,0,0,1ሻ, 𝑑3 ൌ 𝑃4 െ 𝑃3 ൌ ሺ0,െ1,0, െ1ሻ 

ve fark operat|rlerinin io oarpÕmlarÕ  

𝐷0
0 ൌ 𝐷1

1 ൌ 𝐷2
2 ൌ 1,  𝐷0

2 ൌ 𝐷0
1 ൌ 𝐷1

3 ൌ 𝐷1
2 ൌ 0, 

𝐷0
3 ൌ 𝐷2

3 ൌ െ1, 𝐷3
3 ൌ 2 

olmak �]ere (4.23)-(4.25), (4.63)-(4.64) ve (4.99)-(4.100) eúitlikleri aúa÷Õdaki gibi  

𝛼2ሬሬሬሬ ൌ ሺ0,െ3𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6െ6𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 3𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ, 

ሺ1 െ 𝑡ሻ7  𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3  9𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 4𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ, 

2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6 െ 𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5  9𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 7𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3  𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 6𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ െ 2𝑡7ሻ, 

𝛽2 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ8  4𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ6  10𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 8𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ3  6𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ2  𝑡8, 

𝛾2 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ6  9𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3  9𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 6𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ  2𝑡6, 

𝛼5ሬሬሬሬ ൌ ሺ0, 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5 െ 3𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3  െ3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2 െ 2𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ 

   𝑡7, 3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ5െ𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4  𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 3𝑡5ሺ1 െ 𝑡ሻ2  𝑡7, 

ሺ1 െ 𝑡ሻ7 െ 𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ6  2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 𝑡6ሺ1 െ 𝑡ሻ  𝑡7ሻ, 

𝛽5 ൌ ሺ1 െ 𝑡ሻ6 െ 2𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ5  3𝑡2ሺ1 െ 𝑡ሻ4 െ 2𝑡3ሺ1 െ 𝑡ሻ3  2𝑡4ሺ1 െ 𝑡ሻ2  𝑡6, 

𝛼7ሬሬሬሬ ൌ ሺ0,2ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 5𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2  𝑡3, 0,2ሺ1 െ 𝑡ሻ3 െ 5𝑡ሺ1 െ 𝑡ሻ2  𝑡3ሻ, 

𝛽7 ൌ 0 

elde edilir. B|ylece (4.92)-(4.98) eúitliklerinden ve yukarÕda elde edilen fonksiyonlardan 

4. dereceden Be]ier e÷risinin Frenet elemanlarÕ bulunur. O halde 𝑡 ൌ 0 ioin Frenet 

vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1 ൌ ሺ0,1,0,0ሻ, 𝑉2 ൌ ሺ0,0,1,0ሻ, 𝑉3 ൌ ሺ0,0,0,1ሻ,  𝑉4 ൌ 1
√2

ሺ0,1,0,1ሻ, 
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𝜅1 ൌ 3
4
, 𝜅2 ൌ 1

2
 𝜅3 ൌ 0 

ve 𝑡 ൌ 1 ioin Frenet vekt|rleri ve Frenet e÷rilikleri de, 

𝑉1 ൌ ሺ0,0,0,1ሻ, 𝑉2 ൌ ሺ0,0,0,െ1ሻ, 𝑉3 ൌ 1
√3

ሺ0,1,1,1ሻ 𝑉4 ൌ 1
√2

ሺ0,1,0,1ሻ 

𝜅1 ൌ 3
8√2

, 𝜅2 ൌ 1
2
 𝜅3 ൌ 0 

elde edilir.  

 
 

ùekil 4.9. 𝔼4 de 4. dereceden Be]ier e÷risinin i]d�ú�m� 
 

4.3.4. 𝔼𝟒 de n. dereceden Bezier eğrileri 

 

Teorem 4.22. 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃 ∈ 𝔼4 olmak �]ere 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risi 𝔼4 de (3.7) 

parametrelendirmesiyle verilen birim hÕ]lÕ olmayan bir n. dereceden Be]ier e÷risi olsun. 

Bu takdirde ∀𝑡 ∈ ሾ0,1ሿ ioin 𝑃0
ሺ𝑡ሻe÷risinin ሼ𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4ሽ  Frenet vekt|rleri ve 𝜅1, 𝜅2 ve 

𝜅3 Frenet e÷rilikleri, 

𝑉1ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ,షభሺ௧ሻ
షభ
సబ

∥∑ ,షభሺ௧ሻ
షభ
సబ ∥

                                                                                                      (4.104) 

𝑉2ሺ𝑡ሻ ൌ ఈయሬሬሬሬሬ 
‖ఈయሬሬሬሬሬ ‖

  (4.105) 

𝑉3ሺ𝑡ሻ ൌ ఈలሬሬሬሬሬ 
‖ఈలሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                                 (4.106) 

𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ ఈఴሬሬሬሬሬ 
‖ఈఴሬሬሬሬሬ ‖

                                                                                                              (4.107)    

𝜅1ሺ𝑡ሻ ൌ −1


ඥఉయ

ඥሺఊయሻయ
  (4.108) 

𝜅2ሺ𝑡ሻ ൌ −2


ඥఉల
ఉయ

                                                                                                          (4.109) 
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𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ −3


ඥఉయඥఉఴ
ఉలඥఊయ

                                                                                                          (4.110) 

eúitlikleriyle verilir. Burada, 

𝜆 ൌ 𝑛3ሺ𝑛 െ 1ሻሺ𝑛 െ 2ሻሺ𝑛 െ 3ሻ 

ሺ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉∆4𝑃
−1
,=0

−4
=0    

െ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ ቀ𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ
2
〈∆4𝑃, ∆1𝑃〉∆1𝑃ሻ,−1

=0
−4
=0                                     (4.111)  

𝛼 ൌ 𝑛4ሺ𝑛 െ 1ሻ2ሺ𝑛 െ 2ሻሺ𝑛 െ 3ሻ 

ሺ∑ ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−2ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆4𝑃, ∆2𝑃〉〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉−1
,=0

−2
=0

−4
=0   

െ∑ ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−2ሺ𝑡ሻ ቀ𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ
2
〈∆4𝑃, ∆1𝑃〉〈∆2𝑃, ∆1𝑃〉−1

=0
−2
=0

−4
=0 ሻ,   (4.112)  

𝜑 ൌ 𝑛4ሺ𝑛 െ 1ሻ2ሺ𝑛 െ 2ሻ2ሺ𝑛 െ 3ሻ 

ሺ∑ ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−3ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆4𝑃, ∆3𝑃〉〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉−1
,=0

−3
=0

−4
=0   

െ∑ ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−3ሺ𝑡ሻ ቀ𝐵,−1ሺ𝑡ሻቁ
2
〈∆4𝑃, ∆1𝑃〉〈∆3𝑃, ∆1𝑃〉−1

=0
−3
=0

−4
=0 ሻ,   (4.113) 

𝜙 ൌ 𝑛4ሺ𝑛 െ 1ሻ2ሺ𝑛 െ 2ሻ2ሺ𝑛 െ 3ሻ2 

ሺ∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆4𝑃, ∆4𝑃〉〈∆1𝑃, ∆1𝑃〉−1
,=0

−4
,=0   

െ൫∑ ∑ 𝐵,−4ሺ𝑡ሻ𝐵,−1ሺ𝑡ሻ〈∆4𝑃, ∆1𝑃〉−1
=0

−4
=0 ൯

2
ሻ,                                                       (4.114)                                                                 

eúitlikleri ile verilip  

ቀఒሬሬ ఙ−ఏሬሬ ఈቁ൫ఙఉ−ఊమ൯−ሺఙఝ−ఊఈሻሺఙకሬ −ఊఏሬሬ ሻ

ఙ‖ாభ‖ర ൌ 𝑛7ሺ𝑛 െ 1ሻ5ሺ𝑛 െ 2ሻ3ሺ𝑛 െ 3ሻ𝛼8ሬሬሬሬ                                (4.115) 

vekt|r de÷erli fonksiyon ve 
൫ఙఉ−ఊమ൯൫ఙ𝜙−ఈమ൯−ሺఙఝ−ఊఈሻమ

𝜎∥𝐸1∥4 ൌ 𝑛8ሺ𝑛 െ 1ሻ6ሺ𝑛 െ 2ሻ4ሺ𝑛 െ 3ሻ2𝛽8                                         (4.116) 

reel de÷erli fonksiyondur. Burada kontrol noktalarÕ 𝑃 ∈ 𝔼4 olmak �]ere 𝜃  ve 𝜎 sÕrasÕyla 

(4.38) ve (4.41) eúitliklerinde ve 𝜉 , 𝛾 ve 𝛽 fonksiyonlarÕ da (4.73)±(4.75) eúitlikleri ile 

verilmiútir.  

 

øspat. (3.7) denklemi ile verilen 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risinin birinci, ikinci ve �o�nc� t�revleri 

sÕrasÕyla (3.20) eúitli÷inden elde edilmek �]ere 𝑉1ሺ𝑡ሻ, 𝑉2ሺ𝑡ሻ  ve 𝑉3ሺ𝑡ሻ Frenet vekt|rleri 

ile 𝜅1ሺ𝑡ሻ ve 𝜅2ሺ𝑡ሻ  e÷rilikleri Teorem 4.15 in ispatÕndaki gibi bulunur. 

AyrÕca (2.4) eúitli÷inden  

𝐸4 ൌ ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ െ 〈ሺ𝑃0

ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉
ாభ

∥ாభ∥మ െ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸2〉

ாమ
∥ாమ∥మ െ 〈ሺ𝑃0

ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸3〉
ாయ

∥ாయ∥మ  
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         ൌ
ቀఒሬሬ ఙ−ఏሬሬ ఈቁ൫ఙఉ−ఊమ൯−ሺఙఝ−ఊఈሻሺఙకሬ −ఊఏሬሬ ሻ

ఙ‖ாభ‖మሺఙఉ−ఊమሻ   

úeklinde ya]Õlabilir. Burada  

𝜆 ൌ ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0

ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉𝐸1, 

𝛼 ൌ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, ሺ𝑃0

ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ〉‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉, 

𝜑 ൌ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, ሺ𝑃0

ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ〉‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉〈ሺ𝑃0

ሻᇱᇱᇱሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉, 

𝜙 ൌ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, ሺ𝑃0

ሻప௩ሺ𝑡ሻ〉‖𝐸1‖2 െ 〈ሺ𝑃0
ሻప௩ሺ𝑡ሻ, 𝐸1〉2 

olmak �]ere t�revler verilen eúitliklerde yerine ya]ÕlÕrsa 

൫𝜆 𝜎 െ 𝜃 𝛼൯ሺ𝜎𝛽 െ 𝛾2ሻ െ ሺ𝜎𝜑 െ 𝛾𝛼ሻሺ𝜎𝜉 െ 𝛾𝜃 ሻ ൌ 𝑛15ሺ𝑛 െ 1ሻ7ሺ𝑛 െ 2ሻ3ሺ𝑛 െ 3ሻ𝛽3𝛾3
2𝛼8ሬሬሬሬ  

olarak bulunur. B|ylece 

𝐸4 ൌ ሺ−1ሻሺ−2ሻሺ−3ሻఈఴሬሬሬሬሬ 
ఉల

                                                                                           (4.117) 

olarak bulunur. AyrÕca 𝐸4 vekt|r�n�n io oarpÕmÕndan  

〈𝐸4, 𝐸4〉 ൌ ൫ఙఉ−ఊమ൯൫ఙ𝜙−ఈమ൯−ሺఙఝ−ఊఈሻమ

𝜎∥𝐸1∥2ሺఙఉ−ఊమሻ
                                                                            (4.118) 

olmak �]ere 

𝜎‖𝐸1‖2ሺ𝜎𝛽 െ 𝛾2ሻ ൌ 𝑛14ሺ𝑛 െ 1ሻ6ሺ𝑛 െ 2ሻ2𝛽3𝛾3
2𝛽6 

olarak bulundu÷undan  

〈𝐸4, 𝐸4〉 ൌ మሺ−1ሻమሺ−2ሻమሺ−3ሻమ𝛽8
𝛽6

  

elde edilir. AyrÕca (4.117) eúitli÷inden 〈𝐸4, 𝐸4〉 oarpÕmÕ yardÕmÕyla 〈𝛼8ሬሬሬሬ , 𝛼8ሬሬሬሬ 〉 ൌ 𝛽6𝛽8 olarak 

bulundu÷undan 

𝑉4ሺ𝑡ሻ ൌ ாర
‖ாర‖ ൌ ఈఴሬሬሬሬሬ 

‖ఈఴሬሬሬሬሬ ‖
  

úeklinde elde edilir. B|ylece 𝑃0
ሺ𝑡ሻ e÷risinin �o�nc� Frenet e÷rili÷i de (4.39), (4.79) ve 

(4.118) eúitlikleri yardÕmÕyla, 

𝜅3ሺ𝑡ሻ ൌ ‖ாర‖
‖ாయ‖‖ாభ‖ ൌ −3


ඥఉయඥఉఴ
ఉలඥఊయ

  

bulunur. Burada 𝛼8ሬሬሬሬ  ve 𝛽8 fonksiyonlarÕ (4.115) ve (4.116) eúitlikleri ile verilmiútir. ∎ 
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4.4. 𝔼𝟑 de Bezier Yüzeylerinin Gerinim Enerjileri 

 

Bu kÕsÕmda 3-boyutlu gklid u]ayÕnda Be]ier y�]eylerinin gerinim enerjileri �]erinde 

durulmuútur. Gerinim enerjisi ile ilgili temel kavramlar verilip 2 ൈ 2 tipindeki ve 3 ൈ 3 

tipindeki Be]ier y�]eylerinin gerinim enerjileri hesaplanmÕútÕr. 

Esneklik teorisi m�hendislik problemlerinin o|]�m�nde |nemli bir uygulama alanÕdÕr. 

Mal]emelerin temel dayanma y|ntemlerinin m�hendislik yapÕlarÕndaki gerinim da÷ÕlÕmÕ 

hakkÕnda tatmin edici bilgiler sa÷lamak adÕna yetersi] olmasÕndan kaynaklÕ esneklik 

teorisi ile daha g�ol� y|ntemlere baúvurmak m�mk�n olmuútur. Bu y|ntemlerden birisi 

de gerinim enerjisidir (Timoshenko ve Goodier, 1951). 

Gerinim enerjisi deformasyon nedeniyle bir yapÕda oluúan enerji olarak tanÕmlanabilir. 

Bir yapÕ ya da bir mal]eme inúa ederken gerinim enerjisini g|] |n�nde bulundurmak 

oldukoa |nemlidir. grne÷in bir uoak tasarlarken en |nemli hususlardan birisi, 

malzemedeki gerinim enerjisidir. E÷er gerinim enerjisi ook b�y�kse bu uoa÷Õn bu 

kÕsmÕndaki g|vdesinde kÕrÕlmalara neden olabilir. Bu nedenle bu mal]emeleri 

oluútururken uygun gerinim enerjisine g|re hesaplama yapmak bu alanda |nem ar] 

etmektedir.  

Bir y�]ey �]erinde gerinim enerjisi hesaplamak ioin y�]ey �]erindeki e÷rilikler 

kullanÕlÕr. Parametre seoiminden ba÷ÕmsÕ] olarak bir y�]eyin úekli aynÕ oldu÷undan 

y�]eyin her noktasÕndaki asli e÷rilikler de parametreden ba÷ÕmsÕ]dÕr. O halde keyfi bir 

parametrelendirme ioin bir y�]eyin gerinim enerjisinin asli e÷rilikleri yardÕmÕyla 

hesaplanabilece÷i sonucu ortaya oÕkar (Bonneau, 1993). 

Araba, uoak vb. araolarÕn y�]ey materyalleri ioin matematiksel modelleme en yaygÕn 

olarak Be]ier y�]eyleri ile yapÕlmaktadÕr. Bu nedenle de bu b|l�mde bir Be]ier y�]eyinin 

farklÕ parametreler yardÕmÕyla gerinim enerjilerini hesaplayarak y�]ey gerilmesinde 

dayanÕklÕlÕk ioin nasÕl bir katkÕ sa÷ladÕ÷Õna |rnekler verilmiútir (Brama, 2018).  

 

Tanım 4.23. 𝑋:𝑈 ⊂ 𝔼2 → 𝑀 ⊂ 𝔼3 reg�ler y�]eyi olmak �]ere M y�]eyinin gerinim 

enerjisi 𝕎 

𝕎 ൌ ∫ ∫ ൫𝑘1
2  𝑘2

2൯√𝐸𝐺 െ 𝐹2𝑑𝑢𝑑𝑣௨భ
௨బ

௩భ
௩బ

                                                                  (4.119) 

úeklinde tanÕmlanÕr. Burada 𝑘1 ve 𝑘2 y�]eyin asli e÷rilikleri, E, F, G ise birinci temel 

form katsayÕlarÕdÕr (Timoshenko ve Goodier, 1951). 
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(2.24) ve (2.25) eúitlikleri yardÕmÕyla  

𝑘1
2  𝑘2

2 ൌ 4𝐻2 െ 2𝐾 

olmak �]ere  

𝑑𝐴 ൌ ඥ𝐸𝐺 െ 𝐹2𝑑𝑢𝑑𝑣 

y�]eyin alan elamanÕ olarak da verildi÷inden y�]eyin gerinim enerjisi  

𝕎 ൌ ∫ ∫ ሺ4𝐻2 െ 2𝐾ሻ𝑑𝐴௨భ
௨బ

௩భ
௩బ

                                                                                       (4.120) 

úeklinde ifade edilir.  

 

Örnek 4.24.  𝑃: ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0,1ሿ → 𝔼3  olmak �]ere M y�]eyi (3.26) parametrelendirmesi 

ile verilen 2 ൈ 2 tipinde bir Be]ier y�]eyi olsun. Y�]eyin kontrol noktalarÕ 𝑃, 𝑖, 𝑗 ൌ

0,1,2 olmak �]ere kontrol noktalarÕ matrisi 

CP ൌ ቌ
|

𝑃0,0
|

   
|

𝑃0,1
|

 
|

𝑃0,2
|

 
|

𝑃1,0
|

  
|

𝑃1,1
|

 
|

𝑃1,2
|

 
|

𝑃2,0
|

    
|

𝑃2,1
|

  
|

𝑃2,2
|

    ቍ 

                                  ൌ ൭
0 0 0
0 0,2 0,8
0 0,2 0,2

    
0,2 0,2 0,2
0 0,8 1

0,2 0,2 0,2
    

0,8 0,8 0,8
0 0,2 1

0,2 0,2 0,2
൱ 

ile verilsin. Bu takdirde 2 ൈ 2 tipindeki Be]ier y�]eyinin 𝑃ሺ0,1,0,1ሻ noktasÕndaki 

gerinim enerjisi aúa÷Õdaki gibi hesaplanÕr.  

(3.26) parametrelendirmesi yardÕmÕyla Be]ier y�]eyi 

𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑃,
2
=0

2
=0 𝐵,2ሺ𝑢ሻ𝐵,2ሺ𝑣ሻ  

olmak �]ere 𝑢 ൌ 𝑣 ൌ 0,1 ioin 

𝑃ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0,04402
0,06382
0,06876

൱ 

elde edilir. AyrÕca bu kontrol noktalarÕ ioin y�]eyin grafi÷i ùekil 4.10¶da verilmiútir. 

B|ylece y�]eyin birinci kÕsmi t�revleri alÕnÕrsa 

𝑃10ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 2൫𝑃+1, െ 𝑃,൯2
=0

1
=0 𝐵,1ሺ𝑢ሻ𝐵,2ሺ𝑣ሻ  

𝑃01ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 2൫𝑃,+1 െ 𝑃,൯1
=0

2
=0 𝐵,2ሺ𝑢ሻ𝐵,1ሺ𝑣ሻ  

olup aynÕ noktadaki de÷erleri  

𝑃10ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0,4804
0,1764
0,2912

൱, 𝑃01ሺ0,1,0,1ሻ ൌ ൭
0,0004
0,6604
0,2912

൱ 
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ve bu noktadaki birim normal vekt|r� 

𝑁ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
െ0,3766
െ0,3735
0,8476

൱ 

úeklinde bulunur. AyrÕca ikinci kÕsmi t�revleri 

𝑃20ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ 2൫𝑃0, െ 2𝑃1,  𝑃2,൯𝐵,2ሺ𝑣ሻ2
=0   

𝑃02ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ 2൫𝑃,0 െ 2𝑃,1  𝑃,2൯𝐵,2ሺ𝑢ሻ2
=0   

𝑃11ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 4൫𝑃+1,+1 െ 𝑃,+1 െ 𝑃+1,  𝑃,൯1
=0

1
=0 𝐵,1ሺ𝑢ሻ𝐵,1ሺ𝑣ሻ  

úeklinde olup buradan de÷erleri de 

𝑃20ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0,804

െ0,436
െ0,328

൱, 𝑃02ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0,004
0,444

െ0,328
൱, 𝑃11ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭

0,008
1,608

െ0,656
൱ 

olarak bulunur. B|ylece (3.33) ve (3.34) eúitliklerinden birinci ve ikinci temel form 

matrisleri  

ℱூሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ቀ0,3466 0,2014
0,2014 0,5209ቁ 

ℱூூሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ቀെ0,4180 െ1,1597
െ1,1597 െ0,4454ቁ 

úeklinde elde edilir. B|ylece Sonuo 2.17 ve Teorem 3.15 yardÕmÕyla y�]eyin bu 

noktalardaki Gauss ve ortalama e÷rili÷i sÕrasÕyla 𝐾 ൌ െ8,2773 ve 𝐻 ൌ െ0,7088 olup 

(4.120) eúitli÷inden y�]eyin gerinim enerjisi  

𝕎 ൌ 6,3672 

olarak bulunur.  
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ùekil 4.10. 2 ൈ 2 tipinde Be]ier y�]eyi 
 

Örnek 4.25.  𝑃: ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0,1ሿ → 𝔼3  olmak �]ere M y�]eyi (3.26) parametrelendirmesi 

ile verilen 3 ൈ 3 tipinde bir Be]ier y�]eyi olsun. Y�]eyin kontrol noktalarÕ 𝑃, 𝑖, 𝑗 ൌ

0,1,2,3 olmak �]ere kontrol noktalarÕ matrisi 

CP ൌ ቌ
|

𝑃0,0
|

   
|

𝑃0,1
|

 ⋯ 
|

𝑃1,0
|

    
|

𝑃1,1
|

⋯ 
|

𝑃3,0
|

    
|

𝑃3,1
|

 ⋯ 
|

𝑃3,3
|

    ቍ  

   ൌ ൭
0 0 0
0 0,2 0,8
0 0,2 0,2

    
0 0,2 0,2
1 0 0,2
0 0,2 0,2

    
0,2 0,2 0,8
0,8 1 0
0,2 0,2 0,2

    
0,8 0,8 0,8
0,2 0,8 1
0,2 0,2 0,2

    
1 1 1
0 0,2 0,8
0 0,2 0,2

    
1
1
0
൱ 

ile verilsin. Bu takdirde 3 ൈ 3 tipindeki Be]ier y�]eyinin 𝑃ሺ0,1, 0,1ሻ noktasÕndaki 

gerinim enerjisi aúa÷Õdaki gibi hesaplanÕr.  

(3.26) parametrelendirmesi yardÕmÕyla Be]ier y�]eyi 

𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 𝑃,
3
=0

3
=0 𝐵,3ሺ𝑢ሻ𝐵,3ሺ𝑣ሻ  

olmak �]ere 𝑢 ൌ 𝑣 ൌ 0,1 ioin 

𝑃ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0,0712
0,0712
0,0934

൱ 

elde edilir. AyrÕca bu kontrol noktalarÕ ioin y�]eyin grafi÷i ùekil 4.11¶de verilmiútir. 

B|ylece y�]eyin birinci kÕsmi t�revleri alÕnÕrsa 
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𝑃10ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 3൫𝑃+1, െ 𝑃,൯3
=0

2
=0 𝐵,2ሺ𝑢ሻ𝐵,3ሺ𝑣ሻ  

𝑃01ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 3൫𝑃,+1 െ 𝑃,൯2
=0

3
=0 𝐵,3ሺ𝑢ሻ𝐵,2ሺ𝑣ሻ  

olup aynÕ noktadaki de÷erleri  

𝑃10ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0,8160

0
0,3504

൱, 𝑃01ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0

0,8160
0,3504

൱ 

ve bu noktadaki birim normal vekt|r� 

𝑁ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
െ0,3670
െ0,3670
0,8547

൱ 

úeklinde bulunur. AyrÕca ikinci kÕsmi t�revleri 

𝑃20ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 6൫𝑃+2, െ 2𝑃+1,  𝑃,൯3
=0

1
=0 𝐵,1ሺ𝑢ሻ𝐵,3ሺ𝑣ሻ  

𝑃02ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 6൫𝑃,+2 െ 2𝑃,+1  𝑃,൯1
=0

3
=0 𝐵,3ሺ𝑢ሻ𝐵,1ሺ𝑣ሻ  

𝑃11ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ∑ ∑ 9൫𝑃+1,+1 െ 𝑃+1, െ 𝑃,+1  𝑃,൯2
=0

2
=0 𝐵,3ሺ𝑢ሻ𝐵,1ሺ𝑣ሻ  

úeklinde olup buradan de÷erleri de 

𝑃20ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
1,9200

0
െ0,8760

൱, 𝑃02ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ൭
0

1,9200
െ0,8760

൱,  

𝑃11ሺ0,1,0,1ሻ ൌ ൭
0
0

െ1,1520
൱ 

olarak bulunur. B|ylece (3.33) ve (3.34) eúitliklerinden birinci ve ikinci temel form 

matrisleri  

ℱூሺ0,1, 0,1ሻ ൌ ቀ0,7886 0,1228
0,1228 0,7886ቁ 

ℱூூሺ0.1,0.1ሻ ൌ ቀെ1,4535 െ0,9847
െ0,9847 െ1,4535ቁ 

úeklinde elde edilir. B|ylece Sonuo 2.17 ve Teorem 3.15 yardÕmÕyla y�]eyin bu 

noktalardaki Gauss ve ortalama e÷rili÷i sÕrasÕyla 𝐾 ൌ 1,8833 ve 𝐻 ൌ െ1,6895 olup 

(4.120) eúitli÷inden y�]eyin gerinim enerjisi  

𝕎ሺ0,1, 0,1ሻ ൌ 5,9603 

olarak bulunur (Brama, 2018).  
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ùekil 4.11. 3 ൈ 3 tipinde Be]ier y�]eyi 
 

Açıklama 4.26. Genel olarak bir kontrol noktalarÕ matrisi ele alÕnÕrsa 0 ൏ 𝑎 ൏ 0,5 

olmak �]ere 2 ൈ 2 ve 3 ൈ 3 tipindeki Be]ier y�]eyleri ioin kontrol noktalarÕ matrisleri 

sÕrasÕyla 

 ൭
0 0 0
0 𝑎 1 െ 𝑎
0 𝑎 𝑎

  
𝑎 𝑎 𝑎
0 1 െ 𝑎 1
𝑎 𝑎 𝑎

    
1 െ 𝑎 1 െ 𝑎 1

0 𝑎 1
𝑎 𝑎 0

  ൱                                            (4.121) 

ve  

൭
0 0 0
0 𝑎 1 െ 𝑎
0 𝑎 𝑎

    
0 𝑎 𝑎
1 0 𝑎
0 𝑎 𝑎

    
𝑎 𝑎 1 െ 𝑎

1 െ 𝑎 1 0
𝑎 𝑎 𝑎

    
1 െ 𝑎 1 െ 𝑎 1 െ 𝑎

𝑎 1 െ 𝑎 1
𝑎 𝑎 𝑎

    
1 1 1
0 𝑎 1 െ 𝑎
0 𝑎 𝑎

    
1
1
0
൱      (4.122) 

eúitlikleri ile verilir. Burada a parametresi Be]ier y�]eyinin úeklini belirlemektedir.  

Tanım 4.27. 𝑃: ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0,1ሿ → 𝔼3, Be]ier y�]eyi ve 𝕎ሺ𝑢, 𝑣ሻ gerinim enerjisi olmak 

�]ere gerinim enerjisi y�]eyi 

𝑄ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ  1
ఠ

𝕎ሺ𝑢, 𝑣ሻ𝑁ሺ𝑢, 𝑣ሻ: ሺ0,1ሻ ൈ ሺ0,1ሻ → 𝔼3                                          (4.123) 

parametrelendirmesi ile verilir. Burada 𝑁, Be]ier y�]eyinin birim normalidir. AyrÕca  1
ఠ

 

oarpanÕ gerinim enerjisini |loeklendirmek ioin kullanÕlÕr ve oi]imlenir yorumlanmasÕnÕ 

kolaylaútÕracak úekilde seoilir (Brama, 2018).  

Uo noktalarda sÕnÕr e÷rileri oluúturulurken birim normal vekt|r tanÕmlÕ olmadÕ÷Õndan 

gerinim enerjisini hesaplamak m�mk�n de÷ildir. Bu nedenle y�]ey parametrelendirmesi 

aoÕk aralÕklar �]erinden tanÕmlanmÕútÕr.  
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2 ൈ 2 tipindeki Be]ier y�]eyi ioin 𝜔 ൌ 10 de÷erine karúÕlÕk a parametresi ve y�]ey 

�]erindeki nokta seoimlerine ba÷lÕ olarak (uo noktalara yakÕn ve ortada) y�]eyin gerinim 

enerjileri aúa÷Õdaki oi]elgede verilmiútir.  

 
Çizelge 4.1. 2 ൈ 2 tipindeki Be]ier y�]eyinin gerinim enerjileri 
 

𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ 𝑎 ൌ 0,1 𝑎 ൌ 0,2 𝑎 ൌ 0,3 𝑎 ൌ 0,4 

𝑃ሺ0,1, 0,1ሻ 5,4073 6,3672 5,1640 3,8714 

𝑃ሺ0,5, 0,5ሻ 0,0277 0,1239 0,3141 0,6582 

𝑃ሺ0,9, 0,5ሻ 0,0027 0,0180 0,0848 0,5031 

 

Bununla birlikte di]elge 4.1 de verilen de÷erlerle bir Be]ier y�]eyi ve gerinim enerjisi 

y�]eyinin grafikleri de aúa÷Õdaki gibi verilebilir (ùekil 4.12). 

 

 
 
 

ùekil 4.12. 𝑎 ൌ 0,2 ve 𝑎 ൌ 0,4 ioin 2 ൈ 2 tipinde Be]ier ve gerinim enerjisi y�]eyi 
 

Ben]er úekilde 3 ൈ 3 tipindeki Be]ier y�]eyi ioin de 𝜔 ൌ 10 de÷erine karúÕlÕk a 

parametresi ve y�]ey �]erindeki nokta seoimlerine ba÷lÕ olarak (uo noktalara yakÕn ve 

ortada) y�]eyin gerinim enerjileri aúa÷Õdaki oi]elgede verilmiútir (Brama, 2018).  
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Çizelge 4.2. 3 ൈ 3 tipindeki Be]ier y�]eyinin gerinim enerjileri 
 

𝑃ሺ𝑢, 𝑣ሻ 𝑎 ൌ 0,1 𝑎 ൌ 0,2 𝑎 ൌ 0,3 𝑎 ൌ 0,4 

𝑃ሺ0,1, 0,1ሻ 0,3362 0,2980 0,1844 0,1528 

𝑃ሺ0,5, 0,5ሻ 0,0012 0,0062 0,0184 0,0444 

𝑃ሺ0,9, 0,5ሻ 0,0451 0,0534 0,0861 0,2292 

 

Bununla birlikte di]elge 4.2 de verilen de÷erlerle bir Be]ier y�]eyi ve gerinim enerjisi 

y�]eyinin grafikleri de aúa÷Õdaki gibi verilebilir (ùekil 4.13). 

 
 

ùekil 4.13. 𝑎 ൌ 0,2 ve 𝑎 ൌ 0,4  ioin 3 ൈ 3 tipinde Be]ier ve gerinim enerjisi y�]eyi 
 

ùekil 4.12-4.13 de 2 ൈ 2  ve 3 ൈ 3 tipindeki  Bezier y�]eylerinin a parametre de÷erlerine 

ba÷lÕ olarak gerinim enerjisi y�]eylerinin grafikleri verilmiútir. Gerinim enerjisi 𝕎  0 

oldu÷undan gerinim enerjisi y�]eyinin te÷et d�]leme g|re Be]ier y�]eyinin �]erinde 

olmasÕ ve 𝕎 ൌ 0 olmasÕ durumunda da iki y�]eyin bu noktalarda birbirine te÷et olmasÕ 

gerekmektedir. Gerinim enerjisi y�]eylerinin renklendirilmesine bakÕlÕrsa koyu olan 

kÕsÕmlarda d�ú�k gerinim enerjisinden aoÕk renkli kÕsÕmlara do÷ru y�ksek gerinim 

enerjisine geomektedir. Be]ier y�]eyi �]erinde ise gerinim enerjisi tek renk olarak 

karúÕmÕ]a oÕkmaktadÕr. Burada a nÕn k�o�k de÷erleri ioin y�]eyin merkezi neredeyse orta 

noktadaki enerjiyi verir. Fakat a de÷erleri arttÕkoa y�]ey úekli daha kavisli hale gelerek 

gerinim enerjisi de y�]eyin merkezinde artar.  

 

 
 



 

69 
 

5. TARTIùMA VE SONUÇLAR 
 

Bu te] oalÕúmasÕnda gklid u]aylarÕnda Be]ier e÷rileri ele alÕnmÕútÕr. Be]ier e÷rileri 

matematiksel modelleme ve geometrik tasarÕm konusunda oldukoa kullanÕlan |nemli 

e÷rilerdir. E. Erkan tarafÕndan 2019 da yapÕlan doktora te]i ³gklid D�]leminde ve gklid 

U]ayÕnda Be]ier E÷rileri´ kaynak olarak ele alÕnmÕú olup Be]ier e÷rileri ioin farklÕ bir 

metod uygulanmÕútÕr (Erkan, 2019). gklid d�]leminde Be]ier e÷rileri ile 3 ve 4 boyutlu 

gklid u]ayÕnda Be]ier e÷rileri ele alÕnmÕú ve bu e÷rilerin e÷rilikleri ile ilgili genel 

sÕnÕflandÕrmalar verilmiútir. Bu sÕnÕflandÕrma yardÕmÕyla n. dereceden bir Be]ier e÷risi 

ioin Frenet elemanlarÕnÕ form�llerini elde etmek m�mk�nd�r.  

Bununla birlikte 3-boyutlu gklid u]ayÕnda verilen Be]ier y�]eyleri ioin gerinim enerjileri 

ele alÕnmÕú ve |rneklerle birlikte bunlarla ilgili sonuolar elde edilmiútir. Bir y�]eyin 

gerinimi bir yapÕyÕ oluútururken m�hendislik alanÕnda oldukoa |nemlidir. Be]ier 

y�]eyleri |]ellikle araba, uoak vb. araolarÕn y�]ey modellemelerinde kullanÕlan y�]eyler 

oldu÷undan bunlarÕn �]erindeki gerinimi Be]ier y�]eyleri yardÕmÕyla hesaplamak 

kolaylÕk sa÷lar. 

Bu te] oalÕúmasÕ sonucunda hem rasyonel Be]ier e÷rileri hem de rasyonel Be]ier 

y�]eyleri ioin e÷riliklerin hesaplanmasÕ ve gerinim enerjilerinin bulunmasÕ bir aoÕk 

problem olarak d�ú�n�lebilir.  
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