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Damisman: Dog. Dr. Betiil BULCA SOKUR

Bu tez calismasinda Oklid uzayindaki Bezier egrileri ele alinmugtir. ilk olarak n.
dereceden bir Bezier egrisi i¢in Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu kullanilarak
Frenet vektorleri ve Frenet egrilikleri i¢in genel bir formiil elde edilmistir. ikinci olarak
Bezier ylizeylerinin gerinim enerjileri hesaplanmustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci béliimde tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilan E™ de egriler ve yiizeylerle ilgili
temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde Oklid uzaymda Bezier egrileri ve Bezier yiizeyleri tanitilmistir. 7.
dereceden bir Bezier egrisi ile ilgili 6zellikler verilmistir. Benzer sekilde verilen 6zellikler
Bezier yiizeyleri i¢in de tanitilmastir.

Dérdiincti bolimde diizlemde ve 3 ve 4-boyutlu uzaydaki Bezier egrilerinin Frenet
elemanlar1 hesaplanmis ve n. dereceden bir Bezier egrisi i¢in bir yontem elde edilmistir.
Ayrica Bezier ylizeylerinin gerinim enerjilerine deginilmis ve ilgili ornekler verilerek
uygun gerinim enerjisine sahip olma durumlari incelenmistir.

Besinci boliim ¢alismanin sonug¢ kismi olup verilen bu sonuglarla ileride karsimiza
cikabilecek agik problemler iizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Bezier egrileri, Bezier yiizeyleri, Frenet ¢atisi, gerinim enerjisi, asli
egrilikler
2022, vii + 72 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
BEZIER CURVES AND BEZIER SURFACES IN EUCLIDEAN SPACE
Tugce DIRIM

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Betiil BULCA SOKUR

In this thesis, Bezier curves in Euclidean space are discussed. Firstly, general formula for
Frenet vectors and Frenet curvatures is obtained by using the Gram-Schmidt
orthonormalization method for a Bezier curve of degree n. Secondly, the strain energies
of the Bezier surfaces were calculated.

This thesis consists of five chapters.

The first section is the introduction.

In the second section, the basic definitions and theorems about curves and surfaces in [E"
are given which is used in the next part of the thesis.

In the third chapter, Bezier curves and Bezier surfaces are introduced in Euclidean space.
The properties of a n.th degree Bezier curve are given. Similarly, the given properties are
also introduced for Bezier surfaces.

In the fourth chapter, the Frenet elements of the Bezier curves in the plane and in the 3
and 4-dimensional space are calculated and a method for a n.th degree Bezier curve is
obtained. In addition, the strain energies of Bezier surfaces are mentioned and giving
examples related to these, the state of having the appropriate strain energy has been
examined.

The fifth chapter is the conclusion part of the study, and with these results, open problems
that may arise in the future are emphasized.

Key words: Bezier curves, Bezier surfaces, Frenet frame, strain energy, principle

curvatures
2022, vii + 72 pages.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri 17. yiizy1l boyunca Oklid diizlemindeki egriler ve 3-boyutlu Oklid
uzayindaki ylizeyler iizerindeki egrilerin, diferansiyel hesab1 olarak incelenmesi alaninda
calismalar saglanmistir. Egrilerin diferansiyel geometrisi, diizlem ve Oklid uzayindaki
diizgiin egrileri diferansiyel ve integral hesap yontemleriyle ele alip klasik diferansiyel
geometri olarak adlandirilir. Bu sekilde ortaya ¢ikan klasik diferansiyel geometri egriler
ve ylzeylerin yerel Ozelliklerini arastirir. Bu anlamda yerel 6zellikler yalnizca bir
noktanin komsulugundaki davranigina bagli 6zellikleri verir. Bununla birlikte bu yerel
ozelliklerin egri veya yiizeylerin tiimiiniin davranis1 tizerindeki etkileri de global
diferansiyel geometri ile incelenir (Do Carmo, 2016; Korkmaz, 2012).

Diferansiyel geometri, egrilerin incelenmesinde uygun bir yontem olan egriyi parametre
ile ifade etme yolunu seger. Boylece egrilik ve yay uzunlugu gibi geometrik 6zellikler ve
bunlarla iligkili diger tim o6zellikler vektér hesabi kullanilarak tiirev ve integral
yardimiyla ifade edilir. Bir egriyi incelemek i¢in kullanilan en iyi yollardan biri egrinin
her noktasinda, o noktanin yakinindaki egriye en iyi uyarlanmig bir koordinat sistemi
saglayan hareketli cati1 olan Frenet catisidir. Egriler teorisi ylizeyler teorisine ve onun
yiiksek boyuttaki genellemelerine gére daha kolay uygulanabilirdir. Ciinkii Oklid
uzayinda diizgiin bir egrinin igsel geometrisi olmayip yay uzunlugu ile
paremetrelendirilir. Bdylece egriler geometrik degismezleri olan egrilikler ile
belirlenebilir (Do Carmo, 2016; Kiihnel, 2015).

Bununla birlikte egriler sanat, endiistriyel tasarim, mimarlik, otomotiv ve bunun gibi
birgok alandaki uygulamalarda ortaya c¢ikar. Egriler teorisi yardimiyla mimarlik ve
miihendislikte ¢ok sayida bilgisayar ¢izim paketinin olusturulmasini kolaylastirmak igin
bilgisayar destekli tasarim paketleri gelistirilmistir. Ozellikle basit ve anlagilir bir érnek
verilmek istenirse bilgisayarda yazilan yazi tiplerinin her karakterinin ana hatlar1 egrilerle
tanimlanir. Boylece dlgekleme doniisiimii ile farkli yazi tipi boyutlari, kesme ve donme
doniistimleri ile de 6zel yaz: tipi efektleri elde edilebilir (Marsh, 2005).

Bilgisayar grafikleri, bilgisayar bilimi, matematik ve miihendisligin kesistigi yerde izole
edilmis bir disiplinden daha fazlasidir. Hayatlarimizi 1yilestirmek konusunda
bilgisayarlari1 ve otomasyon sistemlerini nasil kullandigimiz kisminda bilgisayar

grafikleri bir 6ncli olmustur. Bu anlamda giiniimiizdeki en gelismis bilgisayar grafigi



uygulamalarinin ¢ogunun temeli matematikle atilmistir. Bunlar arasinda bilgisayar
destekli tasarim ve iiretim (CAD/CAM), geometrik modelleme, robotik, sanal gerceklik,
sinema efektleri vb. bir¢ok giincel ve kullanighh uygulama alani bulunmaktadir
(Mortenson, 1999).

Bilgisayar destekli tasarimlarin (CAD) temelini parametrik egriler ve parametrik yiizeyler
olusturmaktadir. Egriler ve yiizeylerin en dnemli matematiksel temsillerinden ikisi de
bilgisayar grafiklerinde ve bilgisayar destekli tasarimda kullanilan Bezier egrileri ve B-
spline formlaridir. Bilgisayar ortaminda, nesnenin tasarimi yapilirken, istenilen seklin
elde edilmesi i¢in belirli bir aralikla, noktalarin diizgiin bir sekil olusturularak
birlestirilmesi yani parametrik olarak verilen noktalarin ¢izimi sonucunda egrinin
olusturulmas saglanmistir. Bilgisayar destekli geometrik tasarimin (CAGD) baslangici
konik kesitlerinin ortaya konulmasi ile birlikte Roma dénemlerine kadar uzanmaktadir.
Bu alandaki bilimsel aragtirmalar ilk olarak R. Liming tarafindan yapilmistir. Ancak,
Liming’in sundugu bu yeni teknikler ugak tasariminda kullanigli olmasina ragmen diger
alanlarda kullanisli olmamistir (Farin, 2002; Marsh, 2005 ).

Bezier egrilerinin matematiksel temeli Bernstein polinomlar1 yardimiyla 1912°de
kurulmustur. Fakat yaklasik 50 yil sonra 1959 da Paul de Casteljau nun egrileri
degerlendirmek icin sayisal olarak kararli bir yontem olan De Casteljau algoritmasini
gelistirmesine kadar bu polinomlar grafiklere uygulanmamistir (Farin, Hoschek ve Kim,
2002). Paul de Casteljau Fransiz otomobil fabrikasi Citroen de calisan bir miihendis
olarak bu algoritma yardimiyla polinomlar: bilgisayar tasarima uygulayan ilk kisi olup
Fransa da bu ¢alismasiyla patent almistir; fakat bu calismas1 1980 lere kadar herhangi bir
yerde yayinlanmamistir (De Casteljau, 1985). Aymi yillarda Renault da miithendis olarak
calisan Pierre Bezier tarafindan bu egrilerle ilgili ¢aligmalar bagimsiz olarak yapilmistir.
1962 yilinda Bezier otomobil govdelerinin tasarlanmasi iizerinde calisirken Bernstein
polinomlarimi kullanarak bu egriler yardimiyla bir geometrik modelleme elde etmistir.
Boylece, polinom egri ve yiizeylerin Bernstein formunda ifadesiyle tamamen gelisen
Bezier egri ve yiizeyleri teorisi, P. Bezier’in ismiyle anilmaya baslamistir. Giiniimiizde
Bezier egri ve yiizeyleri denilen bu kavramlar Renault sirketinin kullandigt UNISURF
i¢in bir temel olusturmustur (Farin, 2002).

UNISUREF, arag¢ govdesi tasarimina ve aletlerine yardime1 olmak i¢in tasarlanmis oncii

bir ylizey CAD/CAM sistemi olup Fransiz miihendis Pierre Bezier tarafindan 1968



yilinda Renault i¢in gelistirilmis ve 1975 yilinda sirkette tam kullanima gegilmistir. 1999
yili itibariyle de yaklasik 1500 ¢alisani, otomobil tasarimi ve iiretimi icin UNISURF
kullanmistir (Bezier, 1971).

Bezier egrileri, bilgisayar grafiklerinde diizgiin egrileri modellemek i¢in yaygin olarak
kullanilir. Egri tamamen kontrol noktalarinin digbiikey govdesinde yer aldigindan,
noktalar grafiksel olarak goriintiilenebilir ve egriyi sezgisel olarak degistirmek igin
kullanilabilir. Fakat bu egriler polinom yapilar1 nedeni ile konik gosterimlerinde bazi
sorunlar ortaya ¢ikarmaktadir. Bu alandaki calismalar gelistirilerek rasyonel Bezier
egrileri elde edilmis ve konik gosterimleri saglanmistir.

Bezier egrilerinin kontrol noktalarinin sayisi ile egrinin derecesi dogrudan iligkilidir. #.
dereceden bir Bezier egrisinin elde edilmesinde n + 1 tane kontrol noktasina ihtiyag
vardir. Kontrol noktalarinin sirasiyla birlestirilmesiyle olusan dogru pargalarindan elde
edilen cokgen kontrol noktalari ¢okgeni olarak adlandirilir. Bu nedenle bir Bezier
egrisinin seklinin kontrolii aslinda kontrol noktalar1 ¢okgeninin degisimi ile elde edilir.
CAD programlari ve bilgisayar grafikleri ¢ciziminde egrinin kontrol noktalar1 ¢okgeni elde
edilerek program iizerinde kontrol noktalarinin yerlerinin degistirilmesi ile uygun egri
modelleri ¢ikarilabilir. Ayn1 zamanda yeni kontrol noktalar1 eklenerek kontrol noktasi
cokgeni tekrar elde edilebilir. Yeni nokta eklenmesi durumunda egrinin derecesinin
artmast ile birlikte egri parcalarinin birlesim noktalarindaki siireklilik sartlarinin
saglanmas1 da 6nemli konulardan biridir.

Bir Bezier egrisi kontrol noktalar1 ¢okgeni boyunca baglangi¢ ve bitis noktalarindan (ug
noktalardan) gecer, diger noktalar egri lizerinde bulunmak zorunda degildir. Bu nedenle
egri kontrol noktalar1 ¢okgenine sadece u¢ noktalarda baglidir. Ayrica egrinin kontrol
noktalarina ilgili doniisiimler uygulanarak, 6teleme ve dondiirme gibi afin dontistimler
egri lizerinde uygulanabilir hale gelir (Farin, 2002; Laurent ve Sablonniere, 2001; Rabut,
2002; Rogers, 2002).

Benzer calismalar egriler iizerinde oldugu gibi yiizeyler lizerinde de uygulanmistir.
Bezier ve De Casteljau’nun olusturduklari metodlar iki egrinin tensor carpimi alinarak bir
Bezier yiizeyinin elde edilmesinde de benzer sekilde uygulanabilir. Bezier tarafindan
otomobil gdvdelerinin yiizeyleri i¢in olusturulan yontem bir diger taraftan 1964 yilinda
yilizey yamalariin birlestirilmesiyle James Ferguson tarafindan Boeing firmasinda ugak

parcalarinin  tasarlanmasinda kullanilmistir.  Ayrica ilerleyen zamanlarda Ford



fabrikasinda ¢alisan Steven Anson Coons tarafindan da keyfi dort sinir egrisi verilerek
bir ylizey yamasi elde edilmistir.

Boylece verilen bu yontemler yardimiyla egri ve yiizey tasarim teknikleri egri ve ylizeyin
tamamen degismeden sadece yerel degisiklikler yardimiyla uygun bir modelleme
yapilmasina olanak saglamaktadir.

Bu tez ¢alismasinda ise simdiye kadar birgok matematik¢inin calistign Oklid uzayimndaki
Bezier egrileri icin egrilikleri ile ilgili genel sonuglar elde edilmistir. Bu alanda bir¢ok
makale ve tezler ¢alisilmis olmakla birlikte Esra Erkan’in doktora tezi bu ¢alismaya temel
kaynak olusturmustur (Erkan, 2019). Bununla birlikte bu c¢alismada daha onceden
yapilmis doktora ve yiiksek lisans tezleri ile bazi ¢alismalar temel kaynak olarak
kullanilmistir (Incesu, 2003; Luzum, 2018; Yilmaz, 2019; Ayar, 2019; Levent, 2013;
Erkan ve Yiice, 2018; Erkan ve Yiice, 2020).

Bu tez calismasinda Oklid diizleminde ve 3 ve 4-boyutlu Oklid uzayindaki Bezier egrileri
ele alinmis ve verilen n. dereceden bir Bezier egrisi i¢in Frenet elemanlarini elde etmek
i¢in genel bir ¢ikarim yapilmistir. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayinda bir Bezier yiizeyinin

gerinim enerjisi iizerinde durulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde ilk olarak tezin ilerleyen boliimlerinde ihtiyag duyulacak olan n-boyutlu

Oklid uzayinda egriler ve yiizeylerle ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. E™ de Egriler

Tamm 2.1. A # @ bir kiime ve V' de F cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun. Asagidaki
Oonermeleri saglayan bir
fiAXA->V

(P,Q) = f(P,Q)=PQ 2.1)
fonksiyonu varsa A kiimesine, V' vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay denir.

(AD)VP,QRE€Aicin f(P,Q)+ f(Q,R) =f(P,R)
(A2))VP e€AveVa€Vigin f(P,Q) = a olacak bi¢gimde bir tek Q € A noktas1 vardir.

Burada P,Q € A igin f(P,Q) = P—Q) seklinde gosterilir. P noktasina W vektoriiniin
baslangi¢ noktasi, Q noktasina da bitis (u¢) noktasi denir (Hacisalihoglu, 1982).

Tanim 2.2. V bir vektor uzayi, 4 da V ile birlesen bir afin uzay olsun. Py, Py, ..., P, € A

noktalar1 i¢in PyP;, PyP;, ..., PyP, € V vektorlerinin olusturdugu {POPl, PyP,, ...,POPn}
sistemi ¥ nin bir bazi ise {Py, P, ..., P,} nokta (n + 1)-lisine 4 afin uzayimn bir afin ¢atist
denir. Burada P, noktasina c¢atinin baslangi¢c noktas1 ve P;, 1 < i < n noktalarma da
¢atinin birim noktalar1 denir.

Eger boyV = n ise 4 ya n-boyutlu bir afin uzay denir (Hacisalihoglu, 1982).

Tamim 2.3. V sonlu boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. Bir ¥: ¥V X V — R fonksiyonu
bilineer, simetrik ve pozitif tanimli ise ¥ fonksiyonuna V' vektor uzayi lizerinde i¢-carpim

fonksiyonu, V vektor uzayina da i¢-¢arpim uzayr ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1982).

Tamim 2.4. 4, n-boyutlu V reel vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay olsun. Eger V' vektor
uzayinda bir i¢-¢arpim islemi olarak;

():VXV >R
(x,y) = {x,y) = XiLi %y (2.2)



Oklid carpimi tanimlanirsa 4 afin uzayma Oklid uzay: denir ve E" ile gosterilir

(Hacisalihoglu, 1982).

Tamm 2.5. E", n-boyutlu bir Oklid uzayr olsun. Py, Pi,..,P, € E" icin

{PO P, PyP;, ..., Py Pn} vektor kiimesi E™ ile birlesen V' vektor uzayinin bir ortonormal bazi
ise {Py, Py, ..., P} sistemine E™ de bir Oklid catisi veya bir dik cati denir (Hacisalihoglu,
1982).

Tanmm 2.6. I < R bir acik aralik olmak {izere verilen,
yilcR-E™, y(0) = (y1(0), v2(8), ..., va (D)) (2.3)
diferansiyellenebilir fonksiyonuna [E™ Oklid uzayinda parametrik egri denir

(Hacisalihoglu, 1982).

Tamim 2.7. Bir y:1 € R — E" egrisi verilsin. Vt € [ i¢in ||y’ (¢t)|| = 1 ise y egrisine
birim hizli egri denir. Ayrica y'(t) # 0 ise y egrisine regiiler egri adi verilir (O’Neill,
1997).

Tamm 2.8. y: I € R - E " regiiler parametrik bir egri olsun. Bu taktirde Vt € I igin y
nin yiiksek mertebeden tiirevieri y'(t),y" (t),y""(t), ...,y P (t) lineer bagimsiz ve
Y' @O,y @®),y" @), .,y D),y @V (t) lineer bagimh ise y egrisine d-rankli Frenet
egrisi ad1 verilir.

Eger y, d-rankli bir Frenet egrisi ise y'(t),y" (£),y"" (t), ...,y @ (t) vektorlerine Gram-
Schmidt ortonormallestirme metodu uygulanarak V;(t),V,(t), ...,V4(t) ortonormal d-

catis1 (Serret-Frenet Vektorleri) elde edilir. Yani;

E(0) =v' (0, Vi(®) = i

Ex() =v"(©) = (" (0, E(0) o

E;i(t)

E () =y©© - B5r @O, EO)iroop -

(2.4)

_ER ()
V() = Bl 2<k<d (2.5)

dir (Gluck, 1966).



Teorem 2.9. y: I € R — [E " d-rankli keyfi hizli bir Frenet egrisinin ortonormal ¢atisi
V1 (t), Va(t), ..., Vg (t) igin,

Ec(®) = y®©) = T,y (0, V() V;(0)
olmak {izere y egrisinin Frenet egrilik fonksiyonlari

IEksq
= < < —_
Ki(t) = gy 1Sksd-1 (2.6)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.10. y: I c R - E™ d-rankli keyfi hizli bir Frenet egrisi olmak iizere y nin
ortonormal gatis1 V; (t), V,(t), ..., V4 (t) nin tirevleri v(t) = ||y’ (t)]| i¢in

Vi(t) = v (O)V2(1)

Vi (®) = =v(©K;—1 (V-1 () + v(O)K;(E)Via (8), 2.7)
Vi(t) = —v(O)kg-1(OVi—1(t), 2<i<d—1

dir. Burada x4, ..., k4_1: I = R fonksiyonlar1 y nin Frenet egrilik fonksiyonlaridir (Gluck,

1966).

Sonug 2.11. Her bir d-rankl1 Frenet egrisi y nin V; (t), V,(t), ..., V4 (t) vektorlerine Frenet
d-¢atis1 ve (2.6) da verilen esitliklere de Frenet denklemleri adi verilir. Bu Frenet

denklemlerinin matris formundaki gosterilisi

[Vl’(t)] 0 K1 . : 0 14

[V2(®) | [—Kl 0 x, . . ”Vz]

[v:ol=v®)| . - . : . IlVSI (2.8)
. C . Kd_lJ

lVé(t) 0 . . —Kg-1 0 Vd

dir (Gluck, 1966).

2.2. E™ de Yiizeyler

Tamm 2.12. M yiizeyi X : U c E2 > E™ yamas1 ile verilsin. M nin p € X(u,v)
noktasindaki teget uzay1 T,(M), X, ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Béylece M nin

birinci temel formu
I = Edu® + 2Fdudv + Gdv? (2.9)

esitligi ile hesaplanir. Burada



E = (Xu, Xy)

F =(X,Xy), (2.10)
G = (Xy, Xp)

olup (, ) bir Oklid i¢ ¢arpimidir. (2.10) esitliginde verilen E,F,G ise birinci temel form
katsayilar1 olarak tanimlanir. Bununla birlikte (2.10) esitligi yardimiyla

|X, X X,||? = EG — F? =W? (2.11)
elde edilir. Eger X;, X X,, # 0 ise X(u, v) yamasi regiilerdir denir.

Tamm 2.13. M c E" yiizeyi X (u, v) regiiler yamast ile verilen bir yiizey olsun. E" de
Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda her X,Y € y(M) lokal vektor
alanlar1 i¢cin M ylizeyi lizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak {izere M
nin ikinci temel form dontisiimii

h: (M) X x(M) = y*(M) ; h(X,Y) = V5 Y — VY, (2.12)
biciminde tanimli olup Gauss denklemi olarak bilinir. Bu doniisiim iyi tanimli olup

simetrik ve 2-lineerdir (Chen, 1973).

Tanmm 2.14. M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. VX € y(M) ve ¢ €
x* (M) igin M nin sekil operatérii doniisiimii

A: (M) X X (M) = x(M); AgX = —Vyé + Vg & (2.13)
bigiminde tanimlanir. Burada A¢X, ¢ ya karsilik gelen sekil operatérii ve V* ise y*(M)
normal demete ait normal koneksiyondur. Herhangi X, Y € y(M) i¢in

(A:X,Y) = (h(X,Y), &) (2.14)
olmak iizere bu esitlikte Weingarten denklemi olarak bilinir. Bu operator self-adjoint ve

2-lineerdir (Chen, 1973).

Tamm 2.15. M c E" yiizeyi X (u, v) regiiler yamasi ile verilsin. X(u,v) yamasimnin 2.
mertebeden kismi tiirevleri X,,,,, X,,1,, Xi, Ve normal vektor alanlart Ny, Ny, ..., N, _, olmak
tizere olmak iizere M nin ikinci temel formu

11 = ck du? + 2cK,dudv + ¢k, dv? (2.15)
esitligi ile hesaplanir. Burada

e = (X Ni)s



ek, = Xy Ni), 1<k <n-2 (2.16)
Cécz = (varNk)

ikinci temel form katsayilar1 olarak tanimlanir (Mello, 2003).

Tamm 2.16. X (u,v): (u,v) € D € R? regiiler yamas: ile verilen M c E" yiizeyinin

Gauss egrilik fonksiyonu

1 on—
K = w2 roiCeficr, — (1)) (2.17)
ve ortalama egrilik vektor alani
H = Y323 Ny, (2.18)
dir. Burada
1 on-2
Hy =5 2, (Gefy — 2Fcfy + Ecsy) (2.19)

olup M yiizeyinin k inci ortalama egrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M nin ortalama

egrilik fonksiyonu H = ||H|| dir (Mello, 2003, 2009).

Sonu¢ 2.17. X(u,v): (u,v) € D € R? regiiler yamas: ile verilen M c E3 yiizeyinin

Gauss egrilik fonksiyonu

_ C111C%2—(C112)2
K ==t (2.20)

ve ortalama egrilik fonksiyonu

H = Gcly—2Fci,+Ecl,
2(EG—F?)

2.21)

dir.

Tamim 2.18. M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. M yiizeyinin bir p
noktasindaki sekil operatorii doniistimiiniin karakteristik degerlerine, p noktasindaki as/i
egrilikleri denir. Asli egriliklere karsilik gelen vektorlerin belirttigi dogrultulara da asli

dogrultular ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.19. M c E3 regiiler yiizeyi olmak iizere, K yiizeyin Gauss egriligi ve H
yiizeyin ortalama egriligi olsun. Bu taktirde asli egrilikler k; ve k, ile Gauss ve ortalama
egriligi arasinda

K = klkz (2.22)



ve

kq+tk,
2

H =

seklinde bir iligki vardir. Sonug olarak

k1=H+ VHZ_K
Ve
ky=H—-VHZ—K

elde edilir (Hacisalihoglu, 2000).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Bezier Egrileri

Bu boliimde Bezier egrileri ile ilgili bazi temel bilgiler verilecektir.
Bezier egrileri 6zel matematiksel gosterimlere sahip egriler olup polinom fonksiyonlari
yardimiyla elde edilmektedir. Bu egriler bilgisayar destekli geometrik tasarim ve
modellemede kullanidiklari i¢in uygulamali alanlarda 6nemli yere sahiptir.
Bezier egrileri, egriyi i¢inde barindiran kontrol ¢okgenine sahip olup sadece baslangic ve
bitis noktalar1 egri lizerinden oldugundan modellemede kullanim acgisindan avantaj
saglayan egriler olarak karsimiza g¢ikmaktadir. Boylece kontrol cokgeni iizerinden
istenilen degisiklikler yapma olanagi saglar (Bezier, 1971).
Bezier egrilerinin ortaya ¢ikisi 1962 yilinda Renault’da miihendis olarak calisan Pierre
Bezier tarafindan olmustur. Bezier, modellemede tasarimciya interpolasyon teknikleri ile
daha biiyiik bir esneklik vermek icin matematiksel bir formiil {izerinde calismaya
baslamistir. Bununla birlikte bu matematiksel formiil ayn1 zamanda birbirinden bagimsiz
olarak Citroen sirketinde miihendis olan De Casteljau tarafindan da 1960°l1 yillarda
gelistirilmistir. Bezier’in yaptig1 ¢aligmalar bilim diinyasinda daha erken yayinlandigi
icin bu egriler onun ismiyle anilip litaretiire Bezier egrileri olarak ge¢mistir. Fakat bu
egrilerin olusturulmasinda kullanilan bdlme algoritmasit da De Casteljau algoritmasi
olarak bilinir (Anand, 1992; Farin, 2002).
Bezier egrileri icin, egriye yaklasimi saglayan interpolasyon yontemi bu kontrol
noktalarindan ge¢me sart1 olmaksizin (baslangi¢ ve bitis noktalar1 harig) ve sirali noktalar
kiimesi olan (P, ..., P,) kontrol noktalarin1 kullanarak elde edilir. Bu noktalar, grafik
tizerinde temsil edilebilir ve kullanictya egrinin seklini kontrol imkan1 verir.
Bezier egrileri, serbest sekilli egrilerin gosteriminde kullanilan polinom fonksiyonlarim
baz almistir. n. dereceden Bezier egrisi, n + 1 kontrol noktasina sahip vektor degerli bir
fonksiyondur ve

P(t) = Xilo Bin(D)P;
ile verilir. Burada, verilen P; ler egrinin kontrol noktalaridir (Forrest, 1968).

B; ,,(t) fonksiyonu Bernstein polinomu olmak tizere

Bin(®)=(t'a-™io<e<1

11



ile tanimlanir ve
(?) = #'—1)" i=0,..,n
binom katsayilaridir. Bu gosterim karma fonksiyon olarakta adlandirilir ve tiim i degerleri
i¢in,
Bin(t)=0,0<t<1
ve
PoBin(®) =1 0<t<1

sartlarini saglar.
3.1.1. Bezier egri parcasinin olusturulmasi

Tamm 3.1. E* Oklid uzayinda verilen P, P; noktalar1 i¢in bu iki kontrol noktasini
birlestiren PyP; dogru pargasi bir lineer Bezier egrisi olusturur. Bdylece t € [0,1] olmak
lizere lineer Bezier egrisi,

P(t) =Pi(t) = (1 —t)Py +tP; ; (3.1
parametrizasyonu ile ifade edilir. Burada;

BO,l(t) =(1-1), B1,1(t) =t (3.2)
1. dereceden Bernstein polinomlar1 ve Py, P; kontrol noktalaridir (Kaplan ve Mann, 2006;

Marsh, 2005).

Tamm 3.2. E* Oklid uzayinda verilen Py, P; ve P, noktalari i¢in t € [0,1] olmak iizere
P(t) = P¢(t) = (1 —t)2Py + 2(1 — t)tP, + t2P, (3.3)
egrisine kuadratik Bezier egrisi denir. Burada

By, (t) = (1—1t)?

Bi,(t) =2(1-10t)t (3.4)
B, ,(t) = t?

2.dereceden Bernstein polinomlar1 ve Py, P; ve P, kontrol noktalaridir.
Tamm 3.3. E* Oklid uzayinda verilen Py, P;, P, ve P; noktalar1 igin t € [0,1] olmak
uzere

P(t) =P§(t) = (1 —t)3Py + 3(1 — t)?tP, + 3(1 — t)t2P, + t3P, (3.5)

12



egrisine kiibik Bezier egrisi denir. Burada;

Bys(t) = (1 - t)?

Bi3(t) =3(1 —t)%t (3.6)
B, 3(t) = 3(1 —t)t?
B35 (1) = t3

3. dereceden Bernstein polinomlar1 ve Py, P, P, ve P; de kontrol noktalaridir.

Sekil 3.1. n = 2 ve n = 3 i¢in Bernstein polinomlari

Tamm 3.4. E* Oklid uzayinda verilen Py, P, P,, ..., P, noktalar1 icin t € [0,1] ven < k
olmak iizere

P(t) = Py (t) = Xio PiBin(t) (3.7)
egrisine n. dereceden Bezier egrisi denir Burada;

Bin@®=(()A-" % ;0<i<n (3.8)
n. dereceden Bernstein polinomlar: ve Py, Py, P,, ..., P, kontrol noktalaridir. Bu kontrol

noktalarinin sirasiyla olusturdugu dogru parcalar1 yardimiyla elde edilen poligona kontrol

poligonu denir (David, 2006; Marsh, 2005).

3.1.2. Bernstein polinomlarinin ozellikleri
Bu kisimda (3.8) esitligi ile verilen Bernstein polinomlarmin o6zellikleri iizerinde

durulacaktir.

Birimin parcalanmasi 6zelligi: vVt € [0,1] igin

?:0 Bi,n(t) =1

13



dir, yani n. dereceden Bernstein polinomlarinin toplami 1 dir (Marsh, 2005; Farin, 2002).

Pozitiflik 6zelligi: Bernstein polinomlari, [0,1] aralig1 lizerinde pozitiftirler. Yani, Vt €

[0,1] i¢in B; ,(t) = 0 dir (Marsh, 2005).

Simetri 6zelligi: Bernstein polinomlar1 B; ,, (t) igin;
Bp_in(t) = Bin(1—1t), i=0,...,n
esitligi gecerlidir (Marsh, 2005).
Boylece, Bj,_;,(t) fonksiyonunun grafigi, B;,(1—t) fonksiyonunun grafiginin

yansimasidir.

Rekiirsiyon (6zyineleme) 6zelligi: n. dereceden Bernstein polinomlar1 B; ,(t), (n — 1).
dereceden polinomlar cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

Bin(t) = (1 = t)Bin-1(t) + tBi_1n-1(t), i=0,...,n.
Burada; B_; ,,_1(t) = 0 ve By, ,_1(t) = 0 dir (Marsh, 2005; Farin, 2002).

3.1.3. Bezier egrisinin tiirevleri

Tegetleri ve normalleri belirleme gibi egrileri kapsayan bir¢cok uygulama, tiirevlerin
hesabin1 gerektirir. Bezier egrilerinin tiirevleri, Bernstein polinomlarinin tiirevlerinden
elde edilir. Bunedenle n. dereceden bir Bernstein polinomunun tiirevleri asagidaki teorem

ile verilebilir.

Teorem 3.5. E¥ Oklid uzayinda (3.7) denklemi ile verilen bir Bezier egrisinin n.

dereceden Bernstein polinomlarmin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla,

i—-nt

Bin(t) = ;775 Bin(O), (3.9)
ve

" i(i-1)-2i(n—-1)t+n(n-1)t?
Bin(® = ( o ) Bin(6) (3.10)

ile ifade edilir. Ayrica, (3.9) esitligini

Bin(®) = n(Bioyn-1(8) = Bin 1 (8)) (3.11)
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ile gostermek miimkiindiir (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005).

Ispat. (3.8) esitligi ile verilen Bernstein polinomuna ¢arpimin tiirevi kurali uygulanirsa

Bi,(6) = (DA -t — (n— D1 — O™ 1eh)
= (%) (711)(1 _ t)n—iti

- (tl(zﬁz)) By ()

elde edilir. Yukarida elde edilen Bernstein polinomunun birinci tiirevine tekrar tiirev alma

islemi uygulanirsa

Bin(®) = (225) Bin(®) + (225) B ()

t(1-t) t(1-t)

(Zit—ntz—i) Bin(D) + ( i-nt )2 Bin(0)

t2(1-t)? t(1-t)

i(i-1)-2i(n-1)t+n(n-1)t?
( t2(1_t)2 ) Bl,n(t)

olarak bulunur. Ayrica,

Bin(®) = =() 0= D1 = " e+ (il - et

& [ —i—14i n! . o
= oy (DA =" T + o1 - )T

n(n-1)! i1 . o
= T IO Gy (0T

= n(_(nzl)(l _ t)n—i—lti + (111_—11)(1 _ t)n—iti—l
=n(Bi—1n-1(t) — Bin-1(8))

elde edilir. m

Teorem 3.5 yardimiyla n. dereceden Bernstein polinomlarinin tiirevlerini kullanarak .

dereceden Bezier egrilerinin tiirevleri i¢in asagida verilen teorem ve sonuglar elde edilir.

Teorem 3.6. E¥ Oklid uzayinda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bezier
egrisinin birinci tiirevi

P'(t) = n X155 Bin—1(t) A'P; (3.12)
seklindedir. Burada,

AP, = P, — P (3.13)
olup ileri fark operatorii olarak adlandirilir (David, 2006; Marsh, 2005). Kolaylik olmasi

agisindan ilerleyen boliimlerde fark operatorii ALP; = d; olarak gosterilmistir.

15



Ispat. Rekiirsiyon dzelliginden B_; ,_1(t) = By ,_1(t) = 0 olmak iizere (3.11) esitligi
de kullanilarak,
P'(t) = Xizo Bin(OP; = Xign(Bi—1,n-1(t) = Bin-1(t)) P;

= YiconBi_1n 1 (P — Xieon Bin_1 ()P

=Y onBi1n-1(OP — Xy nBip_1 (DP;
elde edilir. Son ifadenin toplamlar1 tekrar diizenlenirse

P'(t) = X156 n Bin-1(O)Pyy — Xig nBin-1(O)P;
= Y150 nBin_1 () (Pyy — P) = n X155 Bino1 (AP,

sonucu elde edilir. m

Bezier egrisinin ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevleri, birinci tiirev formiiliiniin

tekrar uygulanmasiyla elde edilir.

Sonuc 3.7. E* Oklid uzayinda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisinin

ikinci tiirevi,

P"(t) = n(n — 1) X157 Bin—2(t) AP, (3.14)
seklindedir. Burada

APy = (A'Piyy — A'P) = (Piyp — 2Py + P) (3.15)
dir (Marsh, 2005).

Sonuc 3.8. E* Oklid uzayinda (3.7) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisinin

r. tiirevi,

PO(D) = 2 B Binr () 7P, (3.16)
seklindedir. Burada,

APy = X5 o(=1)"7 () Pray (3.17)
dir. Ayrica,

ATP]_ — AT—1Pj+1 _ A‘r‘—lpj
esitligi vardir (Marsh, 2005).
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Sonuc 3.9. E* Oklid uzayinda (3.7) denklemi ile verilen . dereceden bir Bezier egrisinin

r. tiirevinin t = 0 ve t = 1 baglangi¢ ve bitis noktalarindaki degerleri sirasiyla,

Yico AP Bi () |e=0 =

n! n!

PO ()| = ATP, (3.18)

(n—-n)! (n-r)!

! -
POO)le=1 = 5oy ZiZg APy By (D=1 =

seklindedir (Marsh, 2005).

|
n. T

P, (3.19)

(n-r)!

3.1.4. Bezier egrilerinin o6zellikleri

E* Oklid uzayinda verilen Py, Py, ..., P, kontrol noktalarina sahip n. dereceden bir P(t)

Bezier egrisinin ozellikleri asagidaki gibidir.

Uc nokta interpolasyon ozelligi: Bir P(t) Bezier egrisinde baslangi¢ ve bitis degerleri
t =0vet =1i¢in P(0) = P, ve P(1) = B, dir (Marsh, 2005).

Uc nokta tanjant ozelligi: Bir P(t) Bezier egrisi igin u¢ noktalardaki tanjant vektorleri

icin P'(0) = n(P; — Py) ve P'(1) = n(b,, — b,,_1) 6zelligi saglanir (Marsh, 2005).

Konveks kabuk (Convex hull) ézelligi: E™ de noktalar kiimesi X = {xg, x1, ", X, }
olmak iizere bu kiimenin konveks kabugu

CH{X} = {agxg + -+ apxy| Xieoa; = 1,a; = 0}
seklinde tanimlanir. O halde P(t) Bezier egrisinde Vt € [0,1] i¢in P(t) € CH{P,, ..., B}
olur. Boylece bir Bezier egrisinin her noktasi egriyi olusturan kontrol noktalarinin
konveks kabugu i¢inde yer alir. Kontrol noktalarinin konveks kabugu da genel olarak

Bezier egrisinin konveks kabugu olarak adlandirilir (Marsh, 2005).

Afin doniisiimler altinda degismezlik: 7 bir afin doniistim olmak iizere bir P(t) Bezier

egrisi afin doniisiimler altinda invaryanttir. Yani;

T(P(©) = T(Eo PiBin(D) = Ziso T (P)Bin(0)
dir (Marsh, 2005).
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Varyasyon azaltma o6zelligi: Diizlemsel bir P(t) Bezier egrisi i¢in varyasyon azaltma
ozelligi, verilen belirli bir dogrunun P(t) Bezier egrisi ile kesisme sayist verilen

dogrunun kontrol poligonu ile kesisme sayisindan kiiciik veya esit oldugunu verir (Marsh,

2005).
3.1.5. De Casteljau algoritmasi

Sayisal analiz alaninda Bernstein formundaki veya Bezier egrilerindeki polinomlari
degerlendirmek i¢in 6zyinelemeli bir yontem olan De Casteljau algoritmasit miihendis
Paul De Casteljau tarafindan elde edilmistir.

De Casteljau algoritmasi, t € [0,1] parametresine karsilik bir Bezier egrisi tizerindeki bir
noktanin elde edilmesi icin bir yontem saglar. Ayrica bu yontem rastgele parametre

degerinde bir Bezier egrisini iki Bezier egrisine bolmek i¢in de kullanilir.

Teorem 3.10. Kontrol noktalar1 Py, Py, ..., P, olan n. dereceden bir Bezier egrisi verilsin.
vt € [0,1] igin
P =P,

%S

Pl=(-0pF/ " +th],  i=0..n—j j=1.,n (3.20)

olmak tizere P(t) = P§' dir (Marsh, 2005).

Ispat. Bernstein polinomlarinin 6zyineleme dzelligi
Bin(t) = (1 = )B;n—1(t) + tBi_1,n-1(t) (3.21)
kullanilarak De Casteljau algoritmasini elde etmek miimkiindiir. O halde (3.21) esitligi

kullanilarak,
P(t) = Yo PiBin(t) = 2o Pi((1 = t)B; n_1(t) + tBi_15-1(1))
= Yico(1 = )PBipn_1(t) + Xig tPiBi—1 n-1(t)

seklinde yazilabilir.

Ayrica, B, ,—1(t) = 0 ve B_;,,_4(t) = 0 oldugundan,

P(t) = X750 (1 = t)PB; 1 (t) + X7y tP;Bi_1 1 (t) (3.22)
elde edilir.
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Bu takdirde (3.22) esitliginde i indisi i + 1 ile olarak degistirilip ikinci toplam yeniden

numaralandirilirsa

P(t) = X155 (1 = )PBip_1(t) + X720 tPipqBin—1(t) (3.23)
= X0 (1 = )P, + tP 1) Binq(t)

bulunur.

Béylece, i =0, ...,n — 1igin P} = (1 — t)P; + tPiy; = (1 — t)P? + tP’,, almirsa
P(t) = X5 P Bin-1(t) (3.24)
elde edilir.
(3.24) esitligi de P}, ..., Pl_; kontrol noktalarina sahip (n — 1). dereceden bir P(t)
Bezier egrisini belirtir. Elde edilen Bezier egrisine ayn1 metod tekrar uygulanirsa
(n — 2). dereceden Bezier egrisi,

P(t) = Z{:oz PizBi,n—z (t)
olarak bulunur. Burada, i = 0, ...n — 2 i¢in

Ply = (1 =P} +tPyy
dir.
Boylece genel olarak, i = 0, ...n — j i¢in

P/ =1 -0p " + R
olmak tizere Bezier egrisi

P(t) = Xi2) B/ Bin-5(©)
esitligi ile verilebilir.

Ozel olarak j = n alinirsa,

P(t) = Xi=o P!'Bin-n(t) = P§ (3.25)
olarak elde edilir (Sekil 3.2). m

Py

R

. N

P? » Pl —» P?

« NN

B g Pl i B i P

0 1 2 n
PH >anl bPn—z bP,?‘g PO

Sekil 3.3. Bezier egrisi icin De Casteljau algoritmasi
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3.1.6. Bezier egrisi icin bolme algoritmasi

Egrilerde bolme isleminin bir¢ok uygulanabilir yonii vardir. Bolme algoritmasi egri
tasarimi i¢in bagimsizlik saglamak adina sirayla yeni kontrol noktalar1 olusturmanin bir
yoludur. Ornegin, iki Bezier egrisinin kesisimini hesaplamak, yeni Bezier egrilerini
olusturmak ve egri tasarimin1 kolaylastirmak i¢in bu metod kullanilabilir. Boylece egri
bolme yardimiyla egrinin bir parcasi degistirilirken diger kismina dokunulmadan
birakilabilir.

Bir Bezier egrisini verilen parametrelere bagli olarak iki egri parcasina ayirmak
miimkiindiir. Sonunda elde edilen egriler de yine Bezier egrileri olarak bulunur. Bu
durumda elde edilen yeni Bezier egrilerinin kendi yeni kontrol noktalarina sahip olmasi
gerektiginden orijinal kontrol noktalar1 seti atilip yerine yeni kontrol noktalar1 seti
tanimlanir. Burada n. dereceden bir Bezier egrisinin boliinmesi ile elde edilen yeni Bezier
egrileri de yine n. dereceden egriler olacaktir.

Bir Bezier egrisini t = t, parametre degerine karsilik iki egri pargasina ayirmak ve
sirastyla yeni kontrol noktalarini elde etmek icin (3.20) esitligi ile verilen de Casteljau
algoritmasini1 kullanmak miimkiindiir. Bunun i¢in Bezier egrisinin ¢ = a parametresine
bagl olarak iki yeni Bezier egri parcasina ayrilmasi ele alinirsa bu iki yeni egriden ilki
0 <t < a tanim araliginda ve ikincisi de @« < t < 1 tanim araliginda olup Ps,;(t) ve

Psq(t) seklinde verilir ve [0,1] araliginda Bezier formunda yazilabilirler (Sekil 3.4).

O halde bolme algoritmasi yardimiyla P = {P,, P, -+, B,} kontrol noktalari ile elde
edilmis olan poligonu sag ve sol tarafta olacak sekilde yeni kontrol noktalarindan elde
edilen P* = {P9,P3,---, P} ve P° = {P}, P}, -, B%} poligonlarmin birlesimi seklinde
elde etmek miimkiindiir (Marsh, 2005).

Sekil 3.4. Bezier egrisi i¢in bolme algoritmasi
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3.2. Bezier Yiizeyleri

Tamm 3.11. B; ,, (u) ve B} ,(v) sirasiyla u ve v parametrelerine bagh ve dereceleri m ve
n olan Bernstein polinomlari olsun. Béylece 0 < i <m ve 0 < j < n olmak iizere E3
Oklid uzayinda P;; kontrol noktalarimin olusturdugu bir Bezier yiizeyi, (u, v) € [0,1] x
[0,1] = U i¢in

P:UcR?- E3

P(u,v) =xm", Z?:o P;iB; m(uW)Bj (V) (3.26)

yamasiyla tanimlanir (Marsh, 2005).

Tamm 3.12. Bir Bezier yiizeyi i¢in m ve n sirasiyla Bernstein polinomlarinin dereceleri
olsun. Eger m = n = 3 ise yiizey bikiibik; m = n = 2 ise bikuadratik ve m = n = 1 ise
bilineer olarak adlandirilir. Eger m # n ise ylizey i¢in (m X n). dereceden bir Bezier

yiizeyidir denir (Sederberg, 2017).

Tanim 3.13. (3.26) parametrelendirmesiyle verilen Bezier yiizeyinin iki parametresinden
birinin sabitlenmesiyle, 6rnegin u = u, alinarak;
P(ug,v) = ?=0[Z?io PijBi,m(uo)]Bj,n(V)
= Xj=02j(wo)Bjn(v) (3.27)
egri denklemi elde edilir. Burada;
Q;(ug) = X% PijBim(uo)
dir. Boylece u parametresinin sabit tutulmasiyla elde edilen yiizey lizerindeki her egriye
v parametreli egri denir. Benzer sekilde v = v, alinarak;
P(u,vy) = ﬁo[Z}Lo Piij,n(Uo)]Bi,m(u)
= %120 Qi (Vo) Bim (W) (3.28)
bir baska egri denklemi elde edilir. Burada;
Qj(vo) = 1;:0 Piij,n(vo)
dir. Boylece v parametresinin sabit tutulmasiyla elde edilen yiizey iizerindeki egriye u

parametreli egri denir. Bu nedenle, bir Bezier yiizeyi u ve v parametreli egrilerin ailesi

olarak diistliniilebilir (Sederberg, 2017).
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Tanim 3.11 den de anlasilacag: lizere (m X n). dereceden bir Bezier yiizeyi lizerinde
(m + 1) X (n + 1) kontrol noktasi vardir. Bu kontrol noktalar1 i¢in (m + 1) ‘satirlar’ ve
(n + 1) ‘siitunlar’ olarak adlandirilir (Sederberg, 2017).

Bu verilen tanimlarla birlikte Bezier egrilerinde oldugu gibi Bernstein polinomunun

ozellikleri Bezier ylizeylerinde de benzer sekilde asagidaki gibi gosterilebilir.

Birimin par¢alanmasi 6zelligi: B; ,, (u) ve B;,, (v) sirasiyla u ve v parametrelerine bagh
ve dereceleri m ve n olan Bernstein polinomlar1 olmak tizere

2i%o Lj=0 Bim(WB;n(v) = 1
ozelligini saglar (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005).

Pozitiflik ozelligi: (u, v) € [0,1] X [0,1] i¢in;
Bi,m(u)Bj,n(v) =0
dir (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005).

3.2.1. Bezier yiizey yamasinin kismi tiirevleri

Yiizeyler teorisinde yiizey lizerindeki egrilikleri belirlemek i¢in verilen yiizey yamasinin
u ve v parametrelerine bagli kismi tiirevlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle (3.26)
esitligi ile verilen Bezier ylizeyinin B, (u,v) ve P,(u,v) kismi tiirevleri Teorem 3.6 da

verilen Bezier egrilerinin tiirev formiilleri yardimiyla elde edilir. Bezier yiizey yamasi
P(w,v) = X1 o(Zi26 PijBim (W) B n(v)
olmak {izere, u parametresine gore tiirev alinirsa,
P,(w,v) = X} o(m X (Pi+1)j — Pij)Bim—-1(w))Bja(v)
= X' Xiom (Piinyj — Pij)Bim-1 (W) B (v)
elde edilir. Burada Pl.E.l‘O) = m(P(Hl) i— P j) olmak iizere Bezier ylizey yamasinin u

parametresine gore kismi tiirevi

- 1,0

Pu(w,v) = 275 200 P Bimey (1) By (v) (3.29)

biciminde yazilir. Benzer sekilde, P(u, v) yamasinin v parametresine gore kismi tiirevi
— 0,

Py (w,v) = T 5123 PV By (W) By s (V) (3.30)
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olur. Burada Pl.S.O’l) = n(P;j+1) — P;;) dir. Elde edilen kismi tiirevlerin tekrar u ve v

parametrelerine gore tiirevlerini almaya devam ederek, yiiksek dereceden tiirevlere

ulagmak miimkiindiir (Marsh, 2005).

Teorem 3.14. Bezier yilizey yamasmin u parametresine gore a. dereceden, v

parametresine gore de (3. dereceden tiirevi alinirsa;

gat+B _ _
PR (u,v) = = P(w,v) = 15" 2720 Py P Bim-a (W) Bjn_p (v) (3.31)
elde edilir. Burada,
(e,B) _ n! m! B
P = ey Zheo Zico GV D' Q) (DPasemogep-n (3:32)
dir (Marsh, 2005).

Teorem 3.15. Bezier yiizey yamasmin birinci ve ikinci temel formlarinin matris

gosterimleri sirastyla

7, = ((PA2.PE0) (PAD,PODN _(E Fy 533)
= \(pon paoy  (pn poD) F G '
%S

F, = (P(Z’O):N> <P(1’1)’N) — CZ:lll C%Z (3 34)
TOPADN) (POD,NY) T \eh ek |

p(l.o) Xp(O,l)

olarak verilebilir. Burada N = m

olup yiizeyin birim normal vektoriidiir

(Brama, 2018).

3.2.2. Bezier yiizeyinin baz ozellikleri

Son nokta interpolasyon o6zelligi: 0 < i < n ve 0 < j < m olmak iizere (3.26) esitligi
ile verilen Bezier yiizey yamasi

(u,v) = (0,0) da P(0,0) = Py,

(u,v) = (1,0) da P(1,0) = Py,

(u,v) = (0,1) de P(0,1) = Py,

(w,v) = (1,1) de P(1,1) = By,
dir (Marsh, 2005).
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Son nokta teget ozelligi: (3.26) esitligi ile verilen Bezier yiizey yamasmin u ve v
parametrelerine gore birinci kismi tiirevlerinin (0,0) ve (1,1) ug noktalarindaki degerleri

(3.29) ve (3.30) esitlikleri yardimiyla
Py (u, V)| uwy=0,0) = Limo Xi=om (Pir1)j — Pij)Bjn(0)) B yn-1(0)
= mZ?l61(P<i+1)o — Pio) Bim-1(0) = m(Pyo — Poo)
ve
P,(w, )| upy=(1,1) = Z{i?)l(z:?:o m (P(i+1)j - Pij)Bj,n(O)) Bim-1(1)
= m A" (Pasvm — Pi) Bim-1(1) = m(Pyn — Pim—1)n)
elde edilir. Benzer sekilde v parametresine gore kismi tiirev alinarak ve bu kismi

tiirevlerin (0,0) ve (1,1) de aldig1 degerler bulunarak da
P,(w, V)| um)=(0,0) = M(Po1 — Poo),
B,(u, V)| wm=1,1) = M(Pmn — Pmn-1))
esitlikleri elde edilir (Incesu ve Giirsoy, 2004).

Konveks kabuk ozelligi: (3.26) yamasi ile verilen Bezier ylizeyi bir konveks kabuk
icinde yatar (Marsh, 2005).

Afin doniisiimler altinda degismezlik: 7" bir afin doniisiim olmak tizere bir P(u,v)

Bezier ylizeyi afin doniisimler altinda invaryanttir. Yani;
T(P(w,v)) =T(ZR, =0 P;iB; m(W)B;n(v)) = X% =0 T(Pij)Bim(W)Bjn(v)
dir (Marsh, 2005).
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4. BULGULAR

4.1. E? de Bezier Egrileri
Bu boliimde diizlemde verilen Bezier egrileri i¢in Frenet elemanlarinin hesaplanmasiyla

ilgili sonuglar verilmis ve orneklerle desteklenmistir.

4.1.1. E? de kuadratik Bezier egrileri

Teorem 4.1. Py, P, P, € E? olmak iizere PZ(t) egrisi E? de (3.3) parametrelendirmesiyle
verilen birim hizli olmayan bir kuadratik Bezier egrisi olsun. Bu takdirde Vt € [0,1] i¢in
PZ(t)egrisinin {V;,V,} Frenet vektorleri ve k; Frenet egriligi,

(1-t)do+td,

O = iogriai @
_ (1-0)d1D§+(td;—(1-t)do)D}—tdoDi

V2(t) = I(1—t)d, D+ (tdy—(1—t)do)DE—tdo DI (4.2)
_ 11(1-t)d,Dg+(td; ~(1-t)do)Dg ~tdo D1

() = 2 I(1—t)do+td, 14 (4.3)

esitlikleriyle verilir. Burada, kolaylik olmasi agisindan i,j = 0,1 olmak lizere fark
operatorii A'P; =d; ve fark operatorlerinin i¢ ¢arpmu (A'P;, A'P;) = Dl.j olarak

verilmistir.

Ispat. (3.3) denklemi ile verilen PZ(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla (3.12)
ve (3.14) esitliklerinden
(PO’ (t) = —2(1 —t)Py + 2(1 — t)P, — 2tP; + 2tP,
=21 —-t)(P; — Py) + 2t(P, — P,) (4.4)
elde edilir. Bununla birlikte d, = P, — Py ve d; = P, — P; oldugundan
(PO’ (t) =2(1 —t)d, + 2td,

elde edilir. Bunun tirevinden

(P)"(t) = —2d, + 2d, (4.5)
seklinde elde edilir. Boylece (2.4) ve (2.5) esitliklerinden E; = (P2)'(t) olmak iizere
_Ey _ 2(1-t)do+2tdy _ (1-t)do+tdy
() = IELI — 12(1—t)do+2tdyll  N(1—t)dg+td,ll

bulunur. Ayrica (2.4) esitliginde (4.4) ve (4.5) te verilen tiirevler kullanilirsa
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B _ IE2(P3) ©—(P) ) E)E
By = (P)" () — (P)" (1), ) iy = 1EAIL8) (O-C8) 0%,

elde edilir. Bununla birlikte

(do, do) = Dg, {do,d1) = D5, {ds,d1) = Di

esitlikleri yardimiyla
(E1, E1) = 4(1 —t)?DY + 8t(1 — t)D§ + 4t*D?
bulunur. Bdylece

__ 2(1-t)dyD§+2td1 D3 —2(1—t)doDE—2td oD} (4.6)

E
2 I(1—6)dg+td; 112

elde edilir. Buradan

V(0 = Er _ (1 —t)d, D} + td,D} — (1 — t)dyD} — td,D}
Il E; I Il (1 —t)d,D) + tdy D} — (1 — t)doyD} — tdyD1} |l
seklinde elde edilir. (2.8) esitliginden PZ(t) egrisinin egriligi
K, () = ||E2||2 _ ||2(1—t)d103+2td11)23—2(1—t)d01)3—2t;100%||
IE4 Il I(1-t)do+td112112(1—t)dg+2td |l

_ 111(1=t)d; D +(td; —(1-t)do) D3 —tdo D1 I
2 I(1—t)do+tdy 14

olarak bulunur. =

Ornek 4.2. Kontrol noktalart P, = (—1,2), P; = (0,4) ve P, = (3,2) olan kuadratik
Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0 baslangi¢ ve t = 1 bitis noktalarindaki {V;,V,}
Frenet wvektorleri ve k; Frenet egrilii Teorem 4.1 yardimiyla asagidaki gibi
hesaplanabilir;
Py, Py, P, kontrol noktalar1 i¢in kuadratik Bezier egrisi
Pe(t) = (1 —t)?Py + 2(1 — t)tP; + t?P, = (2t + 2t — 1, —4t2 + 4t + 2)
seklinde verilip grafigi de asagidaki gibi elde edilir (Sekil 4.1).
Fark operatorleri
do =P, —Py=(12),dy =P, — P, =(3,-2)
ve fark operatorlerinin i¢ carpimlari
Dy =5,D5 =—1,D{ =13

olmak iizere (4.1)-(4.3) esitliklerinden kuadratik Bezier egrisinin Frenet elemanlari

(1+2t,2—4t)
Vi(t) =

l(1+2t,2—40)I

_ (2-at—1-2t)
V() = I(2—4t,—1-28)l|

\%
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4ll(2-4t,-1-20)|
I(1+2t,2-40)]

K1 (t) =

olarak bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi,

1 J—(l-z) Vé J—(Z 1) Kl 5V§

ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi de,

4
13v13

1 1
V1 = \/T—3 (31 _2)) VZ = \/% (_2’ _3)’ K1 =
elde edilir.

Sekil 4.1. E? de kuadratik Bezier egrisi

4.1.2. E? de kiibik Bezier egrileri

Teorem 4.3. Py, P, P,,P; €E?  olmak iizere PJ(t) egrisi

de (3.5)

parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir kiibik Bezier egrisi olsun. Bu

takdirde Vt € [0,1] igin P (t)egrisinin {V;,V,} Frenet vektdrleri ve k; Frenet egriligi,

(1-t)2do+2(1—-t)td, +t?d,
(A-t)2do+2(1—-t)td,+t2d, ]l

&
V2(t) = el

V() =

a(®) =242y, 2 0

esitlikleriyle verilir. Burada,
a = (D)H((1 - B*dy +t(1 - 1)°d,)
+(D1)(=2t(1 = t)3d, + 2t3(1 — t)d,)
+(DF)(—t3(1 — t)d, — t*dy)
+(D)(—(1 = t)*dy + 2t(1 — )3d; + 3t*(1 — t)?d,)
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+(DH)(—t(1 = t)3dy + t3(1 = t)d;)
+(DA)(—3t%2(1 — t)%dy, — 2t3(1 — t)d, + t*dy)
vektor degerli fonksiyonu ve
B =—(1—=16)*(Dg)* — t*(1 — t)*(D§)* — t*(D})?
+(1 = )*(D) (D) +t*(1 — )*(Dg)(D3)
+2t(1 = £)*(Dg)(DP) + 263 (1 — t) (D) (D3) (4.11)
—2t(1 - )*(Dg)(Dg) + 2t2(1 — £)*(Dg) (DY)
—26%(1 = )(Dg) (DY) — 2t*(1 — )*(D§) (D7)
+t*(D1)(D3)
ve
y1 = (1— *(D) + 4t2(1 — )2(D1) + t*(D3) (4.12)
+4t(1 — £)3(DY) + 2t2(1 — )?(DE) + 4t3(1 — £)(DP)
reel degerli fonksiyonlaridir. Burada, (a5, a;) = B,y dir. Ayrica, burada kolaylik olmasi

agisindan i,j = 0,1,2 olmak iizere fark operatorii AP, = d; ve fark operatérlerinin i¢

garpimu (AP, A'P;) = Dij olarak verilmistir.

Ispat. (3.5) denklemi ile verilen P3(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla (3.12)

ve (3.14) esitliklerinden

(P3)'(t) = =3(1 — t)2Py — 6(1 — t)tP; + 3(1 — t)?P; — 3t?P, + 6(1 — t)tP, + 3t%P;
=3(1—1t)%(P, — Py) + 6(1 —t)t(P, — Py) + 3t%(P; — P,)

=3(1—t)%dy, + 6(1 — t)td, + 3t%d, (4.13)
ve
(P3)"(t) = —6(1 —t)dy + 6(1 — t)d, — 6td, + 6td,
=6(1—-1t)(dy —dy) +6t(d, —d;) (4.14)
olarak elde edilir. Boylece (2.4) ve (2.5) esitliklerinden E; = (P3)'(t) olmak iizere
Vl(t) _ B _ 3(1-t)%do+6(1—t)td,+3t%d, _ (1-t)%do+2(1—-t)td, +t3d,
lE, I 13(1—t)2do+6(1—t)td,+3t2d,|l I(1-t)2dg+2(1—t)td +t2d, |l

bulunur. Ayrica (2.4) esitliginde (4.13) ve (4.14) de verilen tlirevler kullanilirsa

B 1E2(PE) (©—(P3)" (0).EVE
Ey = (B (6) — {(B)" (1), Ey) oy = 1) O-() Oy

olup Maple programi yardimiyla yapilan hesaplamalar sonucu
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(Ey, E1) = 9(1 — 0)*(D) + 36t2(1 — )2(D7) + 9t*(D3) + 36t(1 — £)3(D})
+18t2(1 — £)2(D§) + 36t3(1 — t)(D5) (4.15)
=9I

Ve
((P3)" (1), Ey) = —18(1 — £)*(Dg) + 36t (1 — 2t)(1 — t)(D1)

+18¢3(D3) + 18(1 — £)2(1 — 4t)(D})

+18t(1 — 20)(1 — ©)(DE) + 18t2(3 — 4t)(D?) (4.16)
olmak tizere

54a; = ||E1|I2(P3)" (t) — ((P§)"' (©), E1)Ey

yardimiyla
E, =% 4.17)
1

olarak bulunur.

Boylece (4.17) yardimuyla,
By, Bp) = 22 (4.18)

1
seklinde bulunur. Ayrica (4.17) esitligindeki (E,, E,) ¢arpimi yardimiyla (a7, a;) = B1v1

olarak bulundugundan

—

_ B _ & o
VZ(t)_nEzn VBivri &l

esitligiyle verilir.
(2.6) esitliginden PZ (t) egrisinin egriligi (4.17) ve (4.18) esitlikleri yardimiyla
Bl _ 2 /By

AN

seklinde elde edilir. Burada a;,B; ve y; fonksiyonlar1 (4.10)-(4.12) esitlikleri ile

Ky (t) =

verilmistir. m

Ornek 4.4. Kontrol noktalar1 P, = (—1,1), P, = (0,0), P, = (1,0) ve P; = (1,1) olan
kiibik Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0 baslangi¢ ve t = 1 bitis noktalarindaki
{V1,V,} Frenet vektorleri ve k; Frenet egriligi Teorem 4.3 yardimiyla asagidaki gibi
hesaplanabilir;
Py, Py, P,, P; kontrol noktalar i¢in kiibik Bezier egrisi
P3(t) = (1 —t)3Py + 3t(1 — t)?2P; + 3t%(1 — t)P, + t3P;
= (=143t —1t3,1— 3t + 3t?)
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seklinde verilip grafigi de asagidaki gibi elde edilir (Sekil 4.2).
Fark operatorleri
do=P,—Py=(1,-1),d, =P, — P, =(1,0),d, =P; — P, =(0,1)
ve fark operatorlerinin i¢ carpimlari
DYy =2,D} =D?=D}=1,D3=-1,D? =0
olmak iizere (4.10)-(4.12) esitlikleri agagidaki gibi
a; = (1—3t+3t2—2t3,1—t+t3—th),
1 =1-—2t+3t?—2t3 + t*,
y, =2 —8t+ 16t% — 16t3 + 7t*
elde edilir. Boylece (4.7)-(4.9) esitliklerinden kiibik Bezier egrisinin Frenet elemanlari

(1-t2,—1+2t)
la-t2,-1+20)|

Vi) =

(1-3t+3t2-2t3,1-t+t3-t*)
[(1-3t+3t2-2t3,1—-t+t3-t9)]|

V2(t) =

2 V1-2t+3t2-2t3+t4
3./(2-8t+16t2-16t3+7t4)3

Ki(t) =

olarak bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi,

1 1 1
Vy = 5(1,—1): V, = 5(1,1), K1 =35

ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi de,
2
Vl = (011)1 VZ = (_1'0)9 K1 = 3

elde edilir.

Sekil 4.2. E? de kiibik Bezier egrisi
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4.1.3. E? de 4. dereceden Bezier egrileri

Tanmm 4.5. t €[0,1] olmak iizere (3.7) denklemi yardimiyla elde edilen

Py, P1, P, P3, P, € E? kontrol noktalarina sahip

Pi(t) = (1 —t)*Py + 4(1 — t)3tP; + 6(1 — t)?t?P, + 4(1 — )t3P; + t*P,

egrisine [E? de birim hizli olmayan 4. dereceden Bezier egrisi denir.

(4.19)

Teorem 4.6. P (t) egrisi E? de (4.19) parametrelendirmesiyle verilen birim hizli

olmayan bir 4. dereceden Bezier egrisi olsun. Bu takdirde V¢t € [0,1] icin Py (t) egrisinin

{V1,V,} Frenet vektorleri ve k; Frenet egriligi,

(1-t)3do+3(1—-t)%td,+3(1-t)t?d,+t3d;

Vl(t) = ||(1—t)3d0+3(1—t)2td1+3(1_t)t2d2+t3d3"
_a;

V2(8) = Iz |l
_3 B

Kl(t) - Z (Y2)3

esitlikleriyle verilir. Burada,
a; = (DO((1 - t)dy + 2t(1 - t)°dy + t2(1 — £)°d5)
+(DDH(=3t(1 = )°dy + 9t3(1 — )*d, + 6t4(1 — £)3dy)
+(D3)(—6t3(1 — H)*dy — 9t*(1 — £)3d, + 3t°(1 — t)ds)
+(D3)(—t5(1 — £)2dy — 2t°(1 — t)d, — t7dy)
+(D3)(—2t(1 — ©)°dy + 6t3(1 — t)*d, + 4t*(1 — £)3ds)
+(DD(=t2(1 — )5dy — t3(1 — O)*d, + t*(1 — £)3d, + t5(1 — £)%ds)
+(DD(=9t2(1 — £)°dy — 9t3(1 — )*dy + 9t*(1 — £)3d, + 9t5(1 — £)2d5)
+(D)(—4t3(1 — 0)*dy—6t*(1 — £)3d, + 2t5(1 — t)d3)
+(D3)(=5t*(1 — t)3dy — 9t5(1 — £)2d, + 3t°(1 — t)d,)
vektor degerli fonksiyonu ve
B2 = —(1 - DP(Dp)? — 4t2(1 — ©)°(D5)? — t*(1 — )*(Dp)?
—9t*(1 - )*(DD)? — 4t°(1 — )2(D})? — t5(D3)?
+(1 - £)°(Do)(D1) + 4t2(1 — )5(Dg)(D3)
+t4(1 = D*(DO)(D3) + 4t(1 — )7 (DH)(DY)
+262(1 = )8(Dg) (DY) + 463 (1 — )3 (D)(D3)
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+1263(1 — £)(Dg)(D3) + 4t5(1 — £)*(Dg)(D3)
—4t(1 — t)7 (Do) (DY) — 2t2(1 — £)(Dy) (DY)
+6t2(1 — £)5(Dg)(D]) + 4t3(1 — £)(Dg) (DY)
+14t*(1 — 4D (D3) — 12t3(1 — £)5(D3)(DD) (4.24)
—4t*(1 - )*(DF)(D]) — 6t2(1 — £)5(DF) (D7)
—4t3(1 — £)3(D§)(Dy) + 4t5(1 — £)*(D§)(D3)
+2t°(1 - D2(DF)(D3) — 4t (1 — 3D (D7)
—4t5(1 - £)3(Dp)(D3) — 10t*(1 — )*(DP) (D)
—4t5(1 - )3(Dp) (D) — 2t°(1 — )2(DP)(D3)
+9t*(1 - * (D)D) + 12t°5(1 — )3 (D1)(D3)
+4t5(1 — £)2(D])(D3) — 12¢5(1 — )3 (D1 (DY)
+6t5(1 — £)2(D))(D3) + 4t7 (1 — £)(DT)(D3)
—6t°(1 - H)2(D})(D3) — 4t7(1 — )(D])(D3)

+ t8(D3)(D3)
ve
y2 = (1= 6)°(DY) + 9t2(1 — )* (D) + 9t*(1 — ©)3(D3) + t8(D3)
+6t(1 — )5(Dp) + 6t2(1 — )*(DF) + 2t3(1 — 0)3(D}) (4.25)

+18:3(1 — )3(D?) + 6t*(1 — ©)2(D3) + 6t°(1 — £)(D3)
reel degerli fonksiyonlaridir. Burada, (@, @;) = f,¥, dir. Ayrica, burada kolaylik olmasi

acisindan i,j = 0,1,2,3 olmak iizere fark operatorii A'P; = d; ve fark operatorlerinin i¢

garpim (AP, A'P;) = Dij olarak verilmistir.

Ispat. (4.19) denklemi ile verilen Py (t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla (3.12)

ve (3.14) esitliklerinden;

(PH'(t) =41 —t)3dy + 12(1 — t)%td; + 12(1 — t)t%d, + 4t3d; (4.26)
ve
(PH"(t) = —12(1 — t)%dy + 12(1 — t)(1 — 3t)d, + 12t(2 — 3t)d, + 12t?%d, 4.27)
olarak elde edilir. Boylece (2.4) ve (2.5) esitliklerinden E; = (Pg)'(t) olmak iizere
_ E1 _ 4(-93do+12(1-t)%td; +12(1-0)t*d, +4t3d3
17 E T 14(1-9)3do+12(1-t)2td; +12(1—t)t2d, +4t3d5 |l

_ (A-93do+3(1-t)%td1 +3(1-)t%dy+t3d3
I(1-t)3do+3(1—-t)2td,+3(1—-t)t2d,+t3d;sll
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bulunur. Ayrica (2.4) esitliginde (4.26) ve (4.27) de verilen tlirevler kullanilirsa

" " E IEL 12 (Pg ”t—( P} ”t,E VE.
By = (P)" () = (P)" (), By ity = ") OZ) (OF0Ps

IE11I12 IE1 112

olmak {izere Maple programi yardimiyla yapilan hesaplamalar sonucu

(E;,E;) = 16(1 — £)6(DQ) + 144t2(1 — t)*(DH) + 96(1 — £)t>(D3)

+144t*(1 — t)2(D?) + 16t°(D3) + 96t (1 — t)°(DJ) (4.28)
+32t3(1 — £)3(D3) + 288t3(1 — £)3(D?) + 96(1 — t)%t*(D})
= 16y,
ve
((P)"(t), E1) = —48(1 — t)°(Dg) + 144t (1 — t)*(1 — 3t) (D)
+144t3(1 — t)(2 — 3t)(D?) + 48t5(D3) (4.29)

+48t2(1 — £)*(1 — 6t)(D3) + 96t (1 — t)3(1 — 3t)(DF)
+48t2(1 — t)2(D3) + 432t2(1 — t)?(1 — 2t)(DD)
+96t3(1 —t)(2 — 3t)(D3) + 48(5 — 6t)t*(D3)

olmak tizere

192a; = ||E11I(Pg)" (£) — ((P)"" (), E1)E;

yardimiyla
B, =22 4, %0 (4.30)
V2
elde edilir. Boylece (4.23) ve (4.24) esitlikleri yardimiyla E, nin i¢ ¢arpimi
(B, By} = 2 431)
2

seklinde bulunur. Ayrica (4.30) esitligindeki (E,, E,) ¢arpim yardimyla (@3, @3) = B,Y,
olarak bulundugundan
E, a; a;
AN A
esitligiyle verilir. (2.6) esitliginden Pg (t) egrisinin egriligi (4.28) ve (4.31) esitlikleri

V5(t) =

yardimiyla

IEll 3 /B.

IE ]2 4 (v,)3

K (t) =

olarak bulunur. Burada @, B, ve y, fonksiyonlari (4.23)-(4.25) esitlikleri ile

verilmistir. m
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Ornek 4.7. Kontrol noktalar1 Py = (—2,0), P, = (—1,1), P, = (0,1),P; = (1,0) ve P, =
(1,1) olan 4. dereceden Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢cin t = 0 baslangi¢ ve t = 1 bitis
noktalarindaki {V;,V,} Frenet vektorleri ve k; Frenet egriligi Teorem 4.6 yardimiyla
asagidaki gibi hesaplanabilir;
Py, P;, P,, P3, P, kontrol noktalar1 i¢in 4. dereceden Bezier egrisi
Pi(t) = (1 —t)*Py + 4(1 — t)3tP, + 6(1 — t)?t?P, + 4(1 — )t3P; + t*P,
= (=2 + 4t — t*, 4t — 6t% + 3t*)
seklinde verilip grafigi de asagidaki gibi elde edilir (Sekil 4.3).
Fark operatorleri
do =P, —Py=(11),d, =P, — P, = (1,0),
dy=P;—P,=(1,-1),d;s =P, —P; =(0,1)
ve fark operatorlerinin i¢ ¢carpimlari
Dd=D2=2,D}=D}=0,D; =-1
D}=D{=Df=D;=D§ =1
olmak iizere (4.23)-(4.25) esitlikleri agagidaki gibi
a;, = (1 -3t —4t? +17t3 — 6t* — 12t° + 6t7, -1 + 4t — t3 — 4¢t> + 8t — 5¢7),
B, = 1—8t% + 4t3 + 8t* — 8t + 4t°,
Y2 = 2 — 6t + 9t% + 40t3 — 18t* — 36¢° + 10t°
elde edilir. Boylece (4.20)-(4.22) esitliklerinden kiibik Bezier egrisinin Frenet

elemanlan

(1-t3,1-3t+3t3)
[[(1-t3,1-3t+3¢t3)]|’

Vi(t) =

(1-3t—4t2+17t3—6t*—12t5+6t7,—1+4t2—t3-4t5+8t°-5¢t7)
[[(1-3t—4t2+17t3—6t*—12t5+6t7,—1+4t2—t3-4t5+8t6-5t7)|’

Vo(t) =

3 J1-8t2+4t3+8t4—8t5+4t6

K1(t) =~
1(8) 4 /(2-6t+9t2+40t3—18t%—36t5+10t6)3

olarak bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi,
1 1 3
Vi= 7z D, Vv, = 7z (1,-1), 1, = 82
ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi de,
1 3
Vi =(0,1),V, = NG (—11), Kk, = :

elde edilir.
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Sekil 4.3. E? de 4. dereceden Bezier egrisi

4.1.4. E? de n. dereceden Bezier egrileri

Teorem 4.8. Py,P,..,P, € E? olmak iizere PJ(t) egrisi E? de (3.7)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir n. dereceden Bezier egrisi olsun.

Bu takdirde Vt € [0,1] igin P{*(t)egrisinin {V;,V,} Frenet vektorleri ve k; Frenet egriligi,

_ Tico Bin—1()P;
() = I By (P (4.32)
_ o3
V() = o (4.33)
-1 ﬁ
i, () = %J% (4.34)

esitlikleriyle verilir. Burada,
az = Um 27},;;0 Bmn—2(£)Bj n—1(t) B n—1(O)(A*P;, AT P, )A*B,
2

— YA T B2 () (Bino1(8)) (A%Pn, AP)ALR) (435)
vektor degerli fonksiyonu ve
B3 = ( Zr_nzzo Z?Eio Bin—2(t)Bmn—2 (t)Bj,n-l(t)Bk,n-1(t)(AZPi, Azpm><A1Pj; A'Py)

2 on— 2

—(2?=02 Z?:ol Bin_2(t)Bjn_1(t) (A%P;, Alpj)) ) (4.36)

ve
V3 = Z?,Eio Bjn—1(t)Byn—1(t) (A'P;, A*Py,) (4.37)

reel degerli fonksiyonlaridir.
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Ispat. (3.7) denklemi ile verilen P}*(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla (3.12)
ve (3.14) esitliklerinde verilmek tizere (2.4) ve (2.5) esitlikleri yardimiyla
E; = (P})'(t) oldugundan

-1 -1
Vo= B _ Ny Bino1 (AP, Y Bi g (AP,
LR T I Bino1 (DATP T IETS By 1 (DAL

bulunur. Ayrica (2.4) esitliginde (3.12) ve (3.14) de verilen tlirevler kullanilirsa

" " E IELI2(PI)" ()—((P)" (£),E4 )E g
E2 = (Pgl) (t) - <(P(7)1) (t)' El) "E11"2 = : > ||E1||20 : . = "E1"2

seklinde yazilabilir. Burada
6 = (P OIIE|I? = (PP (1), E1)E, (4.38)
olmak lizere verilen tirevler kullanilirsa

6 =n3(n—Da;

ve
(E1, E) = ny; (4.39)
esitlikleri yardimiyla
_ n(n-1az
E, = R (4.40)

olarak bulunur. Ayrica
o =((P)" (®), (P (MIELII> — ((Pg)" (£), E1)? (4.41)
olmak iizere

o =n*(n—1)%4;

seklinde elde edilir. Boylece E, vektoriiniin i¢ ¢arpimindan

__9 _ 200 _1)2Bs
By, Ey) = iz = n¥(n — 1)? 22 (4.42)
seklinde bulunur. Ayrica (4.40) esitliginden (E,, E,) c¢arpimi (a3, a3) = B3y5 olarak
bulundugundan
_ B _ a3
Vo(®) = 151 = e
seklinde elde edilir.

(2.6) esitliginden P§ (t) egrisinin egriligi (4.39) ve (4.42) esitlikleri yardimiyla

IE2ll _ n-1_Bs
IELIZ — n ()3

bulunur. Burada a3, B3, ¥3 fonksiyonlari (4.35)-(4.37) esitliklerinde verilmistir. m

K1 (t) =
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4.2. E3 de Bezier Egrileri
Bu béliimde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda verilen Bezier egrileri i¢in Frenet elemanlarinin

hesaplanmasiyla ilgili sonuglar verilmis ve 6rneklerle desteklenmistir.

4.2.1. E3 de kuadratik Bezier egrileri

Teorem 4.9. Py, P;, P, € E3 olmak iizere PZ(t) egrisi E3 de (3.3) parametrelendirmesiyle
verilen birim hizli olmayan bir kuadratik Bezier egrisi olsun. Bu takdirde Vt € [0,1] i¢in

PZ&(t) egrisinin {V;,V,,V3} Frenet vektorleri ve Ky, k, Frenet egrilikleri,

(1-t)do+tdq

Vi(t) = Dyt ids] (4.43)
_ (1-0)d1D§+(tdy—(1-t)do)D} —tdoDi

V2(t) = I(1—t)d, D +(tdy—(1—t)do)DE—tdo DI (4.44)

V3(t) =0 (4.45)
_1 I(1-t)d, D3 +(td,—(1—t)do)DE—tdo DIl

() = 2 I(1-)do+td, I (4.46)

K,(t) =0 (4.47)

esitlikleriyle verilir. Burada, kolaylik olmasi agisindan i,j = 0,1 olmak iizere fark
operatorii A'P; = d; ve fark operatorlerinin i¢c carpimi (AP, Ale) = Dij olarak

verilmistir.

Ispat. (3.3) denklemi ile verilen PZ(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri (4.4) ve (4.5)
esitliginde verilmis olup iiciincii tiirevi (PZ)"’(t) = 0 dir. Béylece V; (t) ve V,(t) Frenet
vektorleri ile x,(t) egriligi Teorem 4.1 in ispatindaki gibi bulunur. Bununla birlikte

(P)""(t) = 0 oldugundan V5(t) = 0 ve k,(t) = 0 oldugu acikca goriiliir. m

Ornek 4.10. Kontrol noktalar1 P, = (1,0,1), P, = (0,1,—1) ve P, = (—=1,1,0) olan
kuadratik Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0 baslangi¢c ve t = 1 bitis noktalarindaki
{V1,V,,V3} Frenet vektorleri ve k4, k, Frenet egrilikleri Teorem 4.9 yardimiyla asagidaki
gibi hesaplanabilir;
Py, Py, P, kontrol noktalar1 i¢in kuadratik Bezier egrisi

P(t) = (1 —t)?Py + 2(1 — t)tP; + t?P, = (1 — 2t,2t — t2,1 — 4t + 3t?)
seklinde verilip grafigi de asagidaki gibi elde edilir (Sekil 4.4).
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Fark operatorleri
dy=P—Py=(-11,-2),dy =P, — P, = (-1,0,1)
ve fark operatorlerinin i¢ ¢carpimlari
Dy =6,D}=-1,D] =2

olmak iizere (4.43)-(4.47) esitliklerinden kuadratik Bezier egrisinin Frenet elemanlari

—-1,1-t,—243t
V() = 22280 gy =

I(-=1,1—t,—2+30)||

(-=7+10t,1-3t,4—5t)
|(=7+10t,1-3t,4—5¢)||

Ky (£) = 1]1(=7+10t,1-3t,4-5t)|
1 T2 |I(-1,1-t,-2+430)|*

olarak bulunur. Ayrica teoremde de belirtildigi tizere V5(t) = 0 ve k,(t) = 0 olup
Bezier egrisi diizlemsel bir egridir. O halde t = 0 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet
egriligi,
1 1 11
Vl - ﬁ (_1;1; _2); VZ - ﬁ(_71114): K1 = 12_\/%

ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi de,

7

1 1
Vi=5(-101,V, =7=G-2-D,x =55
elde edilir.

05

1

Sekil 4.4. E3 de kuadratik Bezier egrisi
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4.2.2. E3 de kiibik Bezier egrileri

Teorem 4.11. Py, P,,P,,P; € E> olmak iizere P3(t) egrisi E32 de (3.5)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir kiibik Bezier egrisi olsun. Bu

takdirde Vt € [0,1] i¢in P(t) egrisinin {V,V,,V5} Frenet vektorleri ve Ky, k, Frenet

egrilikleri,

G R e e e e (4:48)
V2(t) = ||?}|| (449)
V3(t) = ng (4.50)
K, (t) = g% (4.51)
ko (6) = 3 (4.52)

esitlikleriyle verilir. Burada,
@ = -0 (1 - ©%d, — (DY 2y + (D) (1 - Oy
+Do)(DN(A - 0)%d; — (DD ~ dy
+DODNH(~(1 ~ )%d;y +t(1 - )dy) (4.53)
+D)DG)((A = 0%d1 — t(1 = )d2) + DDD (1~ )dy + t2dy)
+D)DI) (1 ~ O)do — t?dy) + (DD (~t(1 ~ t)dg + t7dy)
+(DDDH) (= = 0)*dg — t2d3) + (DD D)t*dy
vektor degerli fonksiyon ve
Bs = =(Do)* (D7) — (DP*(DD) — (DH* (Do)
+2(00)(D5) (D) + (P D) (4.54)
reel degerli fonksiyonu olup kontrol noktalar1 P; € E® oldugundan a7, B, ve y; fonksiyonlari
da (4.10)-(4.12) esitliklerindeki gibi verilebilir. Burada, kolaylik olmasi1 agisindan i,j =
0,1,2 olmak iizere fark operatdrii A'P; = d; ve fark operatorlerinin i¢ carpimi
(AP, A'P) = Dl.j olarak verilmistir.
Ispat. (3.5) denklemi ile verilen P3(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri (4.13) ve (4.14)
esitlikleri ile hesaplanmistir. Ayrica li¢iinci tiirevi de
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olarak elde edilir. Boylece V;(t) ve V,(t) Frenet vektorleri ile 4 (t) egriligi Teorem 4.3
in ispatindaki gibi bulunur.

Ayrica (2.4) esitliginden

Es = (P3)""(t) — ((P$)"'(¢), Ey)

Ey
IE1 112

E;
IE2 112

—{((P)"' (), E2)

oldugundan ((P3)"'(t),E;) ve ((P3)"'(t),E,) i¢ carpimlarmin Maple programi

yardimiyla hesaplanmasi ve gerekli diizenlemeler yapilmasi sonucunda

E, = %% (4.56)
B1
olarak bulunur.
Boylece (4.11) ve (4.54) esitlikleri yardimiyla,
36
(s, E3) = ﬁ—’f (4.57)

seklinde hesaplanir. Ayrica (4.56) esitligindeki (E5, E5) carpimu yardimiyla (a,, az) =
1B, olarak bulundugundan

E; ay ag
A NN A
olarak elde edilir. Bununla birlikte, (2.6) esitliginden P3 (t) egrisinin ikinci Frenet egriligi
de (4.15), (4.18) ve (4.57) esitlikleri yardimiyla,

IEsIl 1B
EEEN

bulunur. Burada ay ve B, fonksiyonlari (4.53) ve (4.54) esitlikleri ile verilmistir. m

V3(t) =

Ko () =

Ornek 4.12. Kontrol noktalari Py, =(10,1),P, =(0,1,1),P, = (1,1,0) ve P; = (1,1,1)
olan kiibik Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0 baslangi¢ ve t = 1 bitis noktalarindaki
{V1,V,,V5}  Frenet vektorleri ve kq,k, Frenet egrilikleri Teorem 4.11 yardimiyla
asagidaki gibi hesaplanabilir;
Py, Py, P,, P; kontrol noktalar i¢in kiibik Bezier egrisi

P3(t) = (1 —t)3Py + 3t(1 — t)2P, + 3t2(1 — t)P, + t3P;

= (1 -3t + 6t% — 3t3,3t — 3t? + t3,1 — 3t% + 3t3)

seklinde verilip grafigi de asagidaki gibi elde edilir (Sekil 4.5).
Fark operatorleri

dy=P, —Py=(-110),d, =P, — P, =(1,0,—-1),d, = P; — P, = (0,0,1)
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ve fark operatorlerinin i¢ ¢carpimlari
Dy =D}=2,D}=D?=-1,D?=1,D3=0
olmak tizere (4.10), (4.11), (4.51) ve (4.52) esitlikleri asagidaki gibi
a; = (1+ 2t —15t% + 19t3 — 19t*,1 — 8t + 21t% — 23t3 + 9t*,
—2 4 12t — 27t% + 32t3 — 15t%),

p1 = 3 — 16t + 34t? — 34t3 + 14t*, Y1 = 2 — 4t + 8t? — 16t3 + 11t%,

a, =1 -3t 1-3t+t%1-2t+t2), Bs=1
elde edilir. Boylece (4.48)-(4.52) esitliklerinden kiibik Bezier egrisinin Frenet

elemanlan
V. (t) = (—1+4t-3t%,1-2t+t%,—2t+3t?)
1 l(-1+4t—3t2,1-2t+t2,-2t+3t2)]|
V,(t) = (1+2t—15t2+19t3-19t*,1-8t+21t%-23t3+9t%,—2+12t-27t%+32t3-15¢t*)
2 T I(1+2t—15t2+19t3-19t4,1-8t+21t2—23t3+9t4,—2+12t-27t2+32t3-15t4)||’

(1-3t,1-3t+t%,1-2t+t?)
V3(t) =
[|(1-3¢t,1-3t+t2,1-2t+t2)||

ey (£) = 2 V3-16t+34t2-34t3+14t* (t) = 1
1 3\/(2 4t+8t2-16t3+11t4)3’ 2 3(3—16t+34t2-34t3+14t%)

olarak bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egrlhklerl

1 1 1
Vl - \/_E (_1;1;0); VZ - \/_E (1,1, _2)9 V3 \/— (1 1 1) K1 = \/—3 - 6
ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egrilikleri de,

Vv, = (0,0,1),V, = (—1,0,0), V5 = v_(—2,—1,0), Ky = g Ky =%

elde edilir.

Sekil 4.5. E3 de kiibik Bezier egrisi
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4.2.3. E3 de 4. dereceden Bezier egrileri

Teorem 4.13. Py, P;,P,,P;, P, € E3 olmak iizere Pj(t) egrisi E3 de (4.19)

parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir 4. dereceden Bezier egrisi olsun.

Bu takdirde Vt € [0,1] i¢in Py (t) egrisinin {V;,V,,V5} Frenet vektorleri ve Ky, k, Frenet

egrilikleri,

o= e
ACE=

Va(®) = ||§-?u

() =2

k() = 1155

esitlikleriyle verilir. Burada,

@5 = (D) (—(1 = £)d; — t(1 — £)°s)
+(D3)2(2t(1 — £)6d, —2t3(1 — £)*dy)
+(DH2(3(A — 0)*dy + t*(1 — £)3dy)
+(DH?2(=3t2(1 — £)5dy — 3¢t°(1 — £)2d3)
+(D)2(—2t*(1 — £)3dy + 2t°(1 — t)d,)
+(D3)2(—t%(1 — )dy — t7d,)
+(DO)YDD((A — t)7dy + t(1 — £)5ds)
+(DDH (=1 —t)7d; + 2t(1 — £)6d, + 3t2(1 — £)5d3)
+(DHDH(—t(1 — 0)°d;y + t3(1 — £)*dy)
+(DY)(D3)(—2t(1 — )°d; + 2t3(1 — D)*d3)
+HDO) (DI (—t3 (1 — t)*dy — t*(1 — £)°d,)
+(DY)(DH((1 - t)7dy — 2¢(1 — £)°dy — 3t2(1 — £)5d3)
+(DO) (DD (E(1 — £)°d; — £3(1 — £)*d3)
+(DY)(DH((1 - t)7dy + 463(1 — £)*d5 + 3t2(1 — 1)°dy)
+(DHDH(E(1 — 0)°dy + t3(1 — )*d, + 2t*(1 — £)3ds)
+(DY)(DH(E3(1 — 0)*dy — 2t*(1 — £)3d; — 3¢t5(1 — £)2d,)
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+(DH (DD (—(1 = £)7dy — 3t2(1 — £)5d, — 4t3(1 — £)*ds)
+(DH(DH(Bt2(1 — )%d, + 2¢3(1 — O)*d, — t4(1 — £)3ds)
+(D3)(DD)(—2t(1 — )°dy + 3t2(1 — £)5d; —5t*(1 — £)3dy)
+(DH(DH(4t3(1 — £)*d; + 4t*(1 — )3dy)
+(DH D (1 — 0)3dy — t5(1 — t)dy) (4.63)
+(D)H(DH(—t3(1 — t)*dg + 2t*(1 — £)3d,+3t5(1 — £)2d,)
+(D)(DH(—t(1 — ©)°dy—t3(1 — )*d, — 2t*(1 — £)3dy)
+(D)H(DH(—2t3(1 — )*dy — t*(1 — )3dy — t6(1 — t)ds)
+(DHDH (B (1 - £)2d, — 563(1 — t)*dy — 2t5(1 — t)d3)
+(DH(D3)(—3t2(1 — )3dy + t3(1 — )*d, + t*(1 — £)3d, — 3t5(1 — £)2d5)
+(DH (DBt (1 — £)2d; + 4t*(1 — £)3dy + t7ds)
+(DHDH (Bt (1 — £)2dy + 2t°(1 — t)d; — t7dy)
+(D1)(DH(Bt2(1 — £)5d, + 3t°(1 — £)2ds)
+(DD(D3)(Bt3(1 — t)*dy — 3t°(1 — £)2d, + 2t5(1 — t)d3)
+(DD (DD (2t*(1 — £)3d,y — 2t5(1 — t)dy)
+(D3)(DY)(2t(1 — )°dy — 3t2(1 — £)5d, + 5t*(1 — £)3d3)
+(DH (D (—4t*(1 - £)3dy — 3t°(1 — £)2d; — t7d5)
+(DHDH (61 — )dy + t7d,)
+(D3) (DY) (—3t2(1 — £)5d; — 263(1 — D)*d, + t*(1 — £)3dy)
+(D3)(DH(BE2(1 — )%dy — 5t3(1 — )*d, —5t*(1 — £)3d, + 3t5(1 — £)%ds)
+(D3)(DF)(t*(1 — 0)3dy + 263(1 — )*dy + t°(1 — t)d3)
+(D3)(DF)(—t*(1 = )3dy + t5(1 — t)dy)
+(D3)(DH(=3t5(1 — £)2dy — 2t5(1 — t)dy + t7d,),
vektor degerli fonksiyonu ve
Bs = —(1— ©)°(D)*(D3) — 2t(1 — ©)°(D)(D3)

—t2(1 - )*(Dg)*(D3) — (1 — ) (DH*(D1)

+262(1 - *(D*(DY) — t*(1 — ©)*(DF*(D3)

—t2(1 - )*(D)*(D1) — t*(1 — *(D5)*(D3)

—263(1 - )3 (D)D) — (1 — ) (DDH2(DY)

—263(1 - )*(D)?(D5) — t5(DH2(D3)

—t2(1 - )*(DH?(Dg) + 2t*(1 — 2(D})* (DY)
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—t8(D})2(D3) — t*(1 — H2(D3)(Dp)

—t8(D3)?(D1) — 2t5(1 — £)(D3)?(Dy)

+(1 = DD (D)D) + t*(1 — (D) (DF)(D3)

+2t(1 - £)3(Do)(DD(D3) + t2(1 — )* (DY) (D1)(D3) (4.64)

—2t(1 — H3(D)(DN(DY) + 2t2(1 — )*(D)(D)(D3)

+2t3(1 — £)3(De)(DD(D3) — 2t2(1 — £)* (Do) (D7) (D)

—2t3(1 - )3 (D) (D(D3) + 2t(1 — )°(D) (D) (DY)

—2t2(1 - )*(D) (Dg)(D3) — 2t3(1 — > (D) (Do) (D3)

—2t(1 - £)3(D5)(Dp)(D1) — 2t2(1 — )4 (D) (D) (DY)

+2t3(1 - )3 (DD DY) + 2t* (1 — H2(DH (D) (D3)

—2t5(1 - ) (DG (DD(D3) + 2t3(1 — £)* (D) (D) (DY)

+2t5(1 — ) (D) (D) (D3) + 2t(1 — £)°(D5) (Do) (DY)

+2t2(1 - )* (D) (Do) (DY) + 2t2(1 — H*(DF) (Do) (D3)

+2t3(1 - )3 (D) (Dg)(D3) + 2t3(1 — 3 (D) (D1)(D3)

+2t*(1 - )2(D)(D(D3) — 2t*(1 — H2(D) (DD (DY)

+2t5(1 = )(D) (DD (D3) — 2t5(1 — ) (D) (DF)(D?)

+2(1 - )5(DDH(D)(DY) + 2t3(1 — )* (D) (Do) (D3)

+2t*(1 - )2(D1)(Dg)(D3)) — 2t*(1 — )2(D])(D3)(Dp)

+2t5(D})(D3)(D]) — 2t3(1 — )3 (D1)(DF)(D3)

—2t*(1 - )2(DDDHD3) — 2631 — 3 (D) (Do) (D)

+2t5(1 - )(DH) (D) (D3) + t5(D1)(DF)(D3)
reel degerli fonksiyonu olup kontrol noktalar1 P; € E? oldugundan a3, B, ve y, fonksiyonlar1
da (4.23)-(4.25) esitliklerindeki gibi verilebilir. Ayrica, burada kolaylik olmasi agisindan
i,j =0,1,2,3 olmak iizere fark operatdrii A'P; = d; ve fark operatdrlerinin i¢ ¢arpmmi

(AP, A'P) = Dl.j olarak verilmistir.

Ispat. (4.19) denklemi ile verilen Pg(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri (4.26) ve
(4.27) esitlikleri ile hesaplanmistir. Ayrica {igiincii tiirevi de

(PY)"(t) = 24(1 — t)dy — 24(2 — 3t)d + 24(1 — 3t)d, + 24td; (4.65)
olarak elde edilir. Boylece V;(t) ve V,(t) Frenet vektorleri ile k4 (t) egriligi Teorem 4.6

in ispatindaki gibi bulunur.
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Bununla birlikte (2.4) esitliginden
E3 = (Py)"" () = ((P3)"" (t), E1) = — ((Pg)""' (t), E2)

oldugundan ((Py)""'(t),E;) ve ((P})"'(t),E,) i¢ carpimlarinin Maple programi

Eq
IE1 11

E;
IE, 112

yardimiyla hesaplanmasi ve gerekli diizenlemeler yapilmasi sonucunda

E, = 2% (4.66)
B2

olarak bulunur.

Boylece (4.64) esitligi yardimiyla
5768
B2

seklinde hesaplanir. Ayrica (4.66) esitligindeki (E5, E5) ¢arpimi yardimiyla (as, as) =

(E3, E3) = (4.67)

B2Bs olarak bulundugundan
Es @

_ % _
IEsl ~ JByB; Tzl

V3(t) =

olarak elde edilir.
Bununla birlikte (2.6) esitliginden Py (t) egrisinin ikinci Frenet egriligi de (4.28), (4.30)
ve (4.67) esitlikleri yardimiyla,

IEsIl  1Bs

IENNEN 2 B,

bulunur. Burada as ve Bs fonksiyonlari (4.63) ve (4.64) esitlikleri ile verilmistir. m

Ornek 4.14. Kontrol noktalari Py, =(10,1),P, =(0,1,1),P, = (1,1,0),P; = (1,1,1) ve

Ko () =

P, = (0,0,1) olan 4. dereceden Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0 baslangic ve t = 1
bitis noktalarindaki {V;, V5, V5} Frenet vektorleri ve k4, k, Frenet egrilikleri Teorem 4.13
yardimiyla asagidaki gibi hesaplanabilir;
Py, Py, P,, P3, P, kontrol noktalari i¢in 4. dereceden Bezier egrisi

Py(t) = (1 —t)*Py + 4(1 — t)3tP; + 6(1 — t)%t2P, + 4(1 — t)t3P; + t*P,

= (1 — 4t + 12t% — 123 + 3t*, 4t — 6t2 + 4t3 — 2t*,1 — 6t + 12t3 — 6t*)
seklinde verilip grafigi de asagidaki gibi elde edilir (Sekil 4.6).
Fark operatorleri

do=P,—Py=(-110),dy=P,— P, =(1,0,—-1),d, = P; — P, = (0,0,1),

d; =P, —P;=(—1,-1,0)

ve fark operatorlerinin i¢ carpimlari
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Dy =Di =Dj =2, D§ =D; =D§ =0,
D{=D}=D}=-1,D}=1

olmak tizere (4.23)-(4.25) esitlikleri ile (4.63) ve (4.64) esitlikleri asagidaki gibi

a; = ((1—t)" +3t(1 —)°—11t2(1 — £)°

+2263(1 — £)* — 24t*(1 — £)3 + 11t5(1 — £)2-8t°(1 — 1),
(1—-1t) —6t(1—t)°+7t?(1 —t)> —3t3(1 —t)*
—12t*(1 — )3 + 7t°(1 — t)?—4t°(1 — v),
—2(1—-0)7 +7t(1 — £)® — 9t2(1 — £)°>+9t3(1 — t)*
+3t*(1 — t)3+4t°(1 —t) — 2t7),
B, =3(1—-1t)8—8t(1—1t)7 +10t2(1 —¢)® —8t3(1 —t)° + 13t*(1 — t)*
—20t5(1 —t)3 +18t°(1 — )2 —8t7(1 —t) + 2t8,
Y2 =2(1—0)°%—6t(1—1t)°+18t2(1 —t)* — 18t3(1 — )3 + 3t*(1 — t)? + 2t5,
a: = ((1—t)" —4t(1 —)°+6t2(1 —t)°> = 3t3(1 —t)* = 3t*(1 —t)3
+6t°(1 — t)?2—4t°(1 —t) + t7,
(1—-1t)7 —4t(1 —t)°+9t%(1 —t)°> — 13t3(1 — t)*
+13t*(1 — )3 —9t>(1 — )2 +4t°(1 —t) — t7,
1—-t)7 —2t(1—0)° +5t3(1 —)* —8t*(1 — )3 + 6t5(1 — £)2-2t°(1 — 1)),
fs=(1—-1)°—4t(1—1t)°>+8t>(1 —t)* —10t3(1 — )3 + 8t*(1 — t)?
—4t5(1 —t) + t°

elde edilir. Boylece (4.59)-(4.62) esitliklerinden ve yukarida elde edilen fonksiyonlardan
4. dereceden Bezier egrisinin Frenet elemanlar1 bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet

vektorleri ve Frenet egrilikleri,
L
V6

ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egrilikleri de,

1 1 °
Vl = \/—7(—1,1,0), VZ = (1,1, _2)’ V3 = \/_g(lilﬁl) K1 = 8_\/5’ K2 = 6

1 3 1
Vl = (0,0,1), VZ = (0,0, _1), V3 = \/_5(1, _1,0) Kl = g, Kz = Z

elde edilir.
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Sekil 4.6. E3 de 4. dereceden Bezier egrisi

4.2.4. E3 de n. dereceden Bezier egrileri

Teorem 4.15. Py, P, .., P, € E3 olmak iizere P{(t) egrisi E3 de (3.7)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir n. dereceden Bezier egrisi olsun.

Bu takdirde Vt € [0,1] igin P§ (t)egrisinin {V;,V,,V5} Frenet vektorleri ve k4, k, Frenet

egrilikleri,
_ Yo Bin—1(DP;

Vi(®) = I By p 1 (6)P (4.68)
_ az

V,(t) = B (4.69)
_ @

V5(t) = T (4.70)
_n=1 JBs

Kl(t) - n \/W (471)

Ky () = 22 P 4.72)

n  fs

esitlikleriyle verilir. Burada,

£=n’ (n—D(n -2 ;lklo Bin-3(t)Bjn—1(t)Bin—1(t)(A* P;, A'P,)A®P;

SIS I B (©) (Bjea () (A%P, ATB)AIR), (4.73)
=n*(n—-1)?(n-2)
(Zn y Yo 2 k=0 Bin—3 () Bmn—2 () Bjn—1(t) By 1 (£)(A3 Py, A* Py AT Py, A Py)

_Zn 3 n 2 Z;l OlBln 3(t)an z(t)( J. l(t)) <A3Pi,A1Pj)<A2Pm;A1Pj>)’ (4.74)
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B =n*(n—1)>*n-2)*
(0240 ?,Eio Bin—3(t)Byn—3(t)Bjn_1(t) By n_1(t){A3P;, A3 P )(A' P}, A Py)

— — 2
— (XS X720 Bin-3 (DB n_1 ((A3P, A*P}))), (4.75)
esitlikleri ile verilip
""i;"yf =n°(n—1)*(n - 2)ag (4.76)
1

vektor degerli fonksiyonu ve

B _ 16(n — 1)*(n — 2)2B¢ (4.77)

IE1 112
reel degerli fonksiyondur. Burada kontrol noktalar1 P; € E3 olmak iizere 6veo sirastyla
(4.38) ve (4.41) esitliklerinde ve a3, B3 ve Y3 fonksiyonlar1 da (4.35)-(4.37) esitliklerinde

verilmistir.

Ispat. (3.7) denklemi ile verilen PJl(t) egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri
strastyla (3.20) esitliginden elde edilmek tizere V; (t) ve V,(t) Frenet vektorleri ile x4 (t)
egriligi Teorem 4.8 in ispatindaki gibi bulunur.

Ayrica (2.4) esitliginden

By = (PR (6) = (PR (0), By s = (P (0, ) = 2210

IE11I12 IE2IIZ  ollELlI2

seklinde yazilabilir. Burada

£ = (P (OIE N2 — (PP (£), EE,
y = (P (©), (FF)" (MIEL NI — (P (), EtX(PE)"" (1), Ex),
B = (P (), (PF)" MIENIZ = ((P)"" (£), Eq)?
olmak tizere tiirevler verilen esitliklerde yerine yazilirsa
o&-y6
IE1 112

=n*(n—1)*(n - 2)ag

olarak bulunur. Burada, E® de olmak iizere 6veo sirastyla (4.38) ve (4.41) esitliklerinde

verilmis olup

nn-1)(n-2)ag

E; = 5 (4.78)
olarak bulunur.
Ayrica E3 vektoriiniin i¢ ¢arpimindan
2
(Es, E5) = 20 (4.79)

ollE11I2
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olmak lizere

aB-y
[1E1]1?

2

né(n —1)*(n —2)%Bs

olarak bulundugundan

2 _1\2 _2\2
<E3;E3) == (o 1)ﬁ§n 2 Fe

elde edilir. Bununla birlikte (4.78) esitliginden (Es, E3) ¢arpim yardimyla (@, @) = B3Bs

olarak bulundugundan
Ey _ ag
Va(t) = o = =5
’ IEsIl el

seklinde elde edilir. Boylece P§(t) egrisinin ikinci Frenet egriligi de (4.39), (4.42) ve
(4.79) yardimiyla

Bl n—2Be
2O =IEMNET - 7 B

bulunur. Burada a¢ ve B¢ fonksiyonlari (4.76) ve (4.77) esitlikleri ile verilmistir. m

4.3. E* de Bezier Egrileri
Bu boliimde dért boyutlu Oklid uzayinda verilen Bezier egrileri icin Frenet elemanlarinin

hesaplanmasiyla ilgili sonuglar verilmis ve 6rneklerle desteklenmistir.
4.3.1. E* de kuadratik Bezier egrileri

Teorem 4.16. Py, P;,P, € E* olmak iizere PZ(t) egrisi E* de (3.3)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir kuadratik Bezier egrisi olsun. Bu
takdirde Vt € [0,1] igin PZ(t)egrisinin {V;,V,,Vs,V,} Frenet vektorleri ve Ky, Ky, k3

Frenet egrilikleri,

(1-t)do+td,

Vl(t) = m (480)
__(-8)d (D) +(tds —(1-8)do) (D) —tdo (D])

V2(D) = I(1-t)d1(DJ)+(td1—(1—t)do)(Dg)—tdo (DIl (4.81)

V3(t) =W () =0 (4.82)
_ 11(1=t)d; (D) +(td1—(1-t)do)(D§)—tdo (D)l

ra(t) =3 I(1—Ddo+tdyI* (4.83)
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esitlikleriyle verilir. Burada, kolaylik olmas1 agisindan i,j = 0,1 olmak iizere fark
operatorii A'P; =d; ve fark operatorlerinin i¢ carpmmu (AP, A'P;) = Dl.j olarak

verilmistir.

Ispat. (3.3) denklemi ile verilen PZ(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri (4.4) ve (4.5)
eitliginde verilmis olup iiciincii ve dérdiincii tiirevleri (PZ)"'(t) = (P2)W(t) = 0 dur.
Boylece V; (t) ve V,(t) Frenet vektorleri ile x4 (t) egriligi Teorem 4.1 in ispatindaki gibi
bulunur. Bununla birlikte {iglincii ve dordiincii tiirevleri sifir oldugundan V3 (t) = V,(t) =

0 ve ky(t) = k3(t) = 0 oldugu agikga goriiliir. m

Ornek 4.17. Kontrol noktalar1 P, = (1,1,—1,1), P, = (1,—1,1,—1) ve P, = (-1,1,1,1)
olan kuadratik Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t =0 baslangic ve t =1 bitis
noktalarindaki {V;,V,,Vs,V,} Frenet vektorleri ve k4, k,, k3 Frenet egrilikleri Teorem
4.16 yardimiyla asagidaki gibi hesaplanabilir;
P,, P, P, kontrol noktalar1 i¢in kuadratik Bezier egrisi
Pé(t) = (1 —t)?Py + 2(1 — t)tP; + t2P,
= (1—2t%,1— 4t + 4t%, —1 + 4t — 2t%,1 — 4t + 4t?)
seklinde verilip grafiginin E3 deki izdiisiimii asagidaki gibi elde edilir elde edilir (Sekil
4.7).
Fark operatorleri
do=P,—Py=1(0,-2,2,-2),dy =P, — P, =(—2,2,0,2)
ve fark operatdrlerinin i¢ ¢arpimlari
DY =D} =12 D} = -8,

olmak iizere (4.80)-(4.84) esitliklerinden kuadratik Bezier egrisinin Frenet elemanlari

Vi(t) =

(—t,—1+2t,1—t,—1+2t)
[|(—t,—1+2t,1—t,—1+2t)||

(—3+5t,5—4t,2—5t,1+4t)
||(—3+45t,5—4t,2—5t,1+4t)||

Vo(0) =

Ky (£) = 1||(=3+5t,5—4t,2—5t,1+40)]|
1 4 ||(—t,—1+2t,1—t,—1+28)||*

olarak bulunur. Ayrica teoremde de belirtildigi tizere V5(t) = V,(t) = 0 ve k,(t) =
k5 (t) = 0 olup Bezier egrisi diizlemsel bir egridir. O halde t = 0 igin Frenet vektorleri

ve Frenet egriligi,
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1 1 13
V1 = ﬁ (0, —1,1, —1), Vz = E(—B,S,Z,l), K1 = IZ_N/E
ve t = 1 i¢in Frenet vektorleri ve Frenet egriligi de,
1 1 13
V1 = ﬁ (—1,1,0,1), Vz = \/% (2,1, —3,5), K1 = 12—\/@

elde edilir.

s

17

Sekil 4.7. E* de kuadratik Bezier egrisinin izdiisiimii

4.3.2. E* de kiibik Bezier egrileri

Teorem 4.18. Py, P;,P,,P; € E3 olmak iizere P3(t) egrisi E3 de (3.5)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir kiibik Bezier egrisi olsun. Bu
takdirde Vt € [0,1] icin P (t)egrisinin {V;,V,,Vs,V,} Frenet vektdrleri ve kq, i, k3
Frenet egrilikleri,

(1-t)2do+2(1—-t)td,+t?d,

(0 = ja a2 iay v (4.85)
V() = ”Z:f” (4.86)
V3(t) = ”Z:j” (4.87)
() =0 (4.88)
Ky () = g% (4.89)
K, (t) = gﬂi (4.90)
K3(t) = 0 (4.91)
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esitlikleriyle verilir. Burada, kontrol noktalar1 P; € E* oldugundan @j,B; ve y;
fonksiyonlar1 (4.10)-(4.12) esitliklerindeki gibi ve @, ve B, fonksiyonlar1 da (4.53) ve
(4.54) esitliklerindeki gibi verilebilir.

Ispat. (3.5) denklemi ile verilen P3(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri (4.13) ve (4.14)
esitlikleri ile verilmis olup tiglincii tiirevi de (4.55) esitligi seklinde hesaplanmistir. Ayrica
bu egrinin dordiincii tiirevi de sifirdir.

Boylece V; (t), V5 (t) ve V3(t) Frenet vektorleri ile x4 (t) ve k,(t) egrilikleri Teorem 4.11
nin ispatindaki gibi bulunur. Bununla birlikte (P3)¥(t) = 0 oldugundan V,(t) = 0 ve

k3 (t) = 0 oldugu agik¢a goriiliir. m

Ornek 4.19. Kontrol noktalari P, =(1,1,1,0), P, =(1,0,1,1), P, =(1,1,0,1) ve
P; = (0,1,1,1) olan kiibik Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0 baslangi¢ ve t = 1 bitis
noktalarindaki {V;,V,,V5,V,} Frenet vektorleri ve k4, ko, k3 Frenet egrilikleri Teorem
4.18 yardimiyla agagidaki gibi hesaplanabilir;
Py, Py, P,, P; kontrol noktalar i¢in kiibik Bezier egrisi
P3(t) = (1 —t)3Py + 3(1 — t)%tP; + 3t%(1 — )P, + t3P;

=(1—1t31-3t+6t>—3t3,1—3t%+3t3,3t —3t? +t3)
seklinde verilip grafiginin E3 deki izdiisiimii asagidaki gibi elde edilir elde edilir (Sekil
4.8).
Fark operatorleri

do=P,—P,=(0,-101),d, =P, — P, =(0,1,-1,0),d, = P; — P, = (—1,0,1,0)

ve fark operatorlerinin i¢ carpimlari

Dd=Dl=D2=2D}=D?=-1,D2=0
olmak iizere (4.10)-(4.12) esitlikleri ile (4.53)-(4.54) esitlikleri agagidaki gibi

a; = (—2t(1—t)3 +3t2(1 — )2 — 4t3(1 — t) + t4,
1-0*+2t(1—1)3 =3t2(1 — )% + 4t3(1 — t)-2t*,

21 -)*+4t(1—1t)3 = 3t2(1 —t)? + 2t3(1 — t) + t*,
(1—0)*—4t(1 —t)3 +3t2(1 — t)®> — 2t3(1 — t)),
B1=31—-t)*—4t(1—-1t)>+6t2(1—t)? —4t3(1 —t) + 3t%,

Y1 =2(1—0)*—4t(1 —t)® + 8t2(1 — t)* — 4t3(1 — t) + 2t*,
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a, = (31—t A —-t)?—-2t(1 —t) — t?,
1—-t)?+2t(1—1t)—t%3, (1 —-t)?>—2t(1 —t) + 3t?),
Ba=4
elde edilir. Boylece (4.85)-(4.91) esitliklerinden ve yukarida elde edilen fonksiyonlardan
kiibik Bezier egrisinin Frenet elemanlar1 bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet vektorleri ve

Frenet egrilikleri,

1 1 1 1 2
Vl = 5 (0' _1)0)1)) VZ = ﬁ (0;1; _2;1), V3 = ﬁ (—3,1,1,1) K1 = ﬁ’ Ky ==

9
ve t = 1 icin Frenet vektorleri ve Frenet egrilikleri de,
1 1 1 1
V), = = (-1,0,1,0),V, = 7 (1,-2,1,0), V; = ﬁ(o' -1,-1,3) k, = 7 Ky, ==

elde edilir.

Sekil 4.8. E* de kiibik Bezier egrisinin izdiisiimii

4.3.3. E* de 4. dereceden Bezier egrileri

Teorem 4.20. Py, P;, P, P;, P, € E* olmak iizere Pj(t) egrisi E* de (4.19)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir 4. dereceden Bezier egrisi olsun.
Bu takdirde Vt € [0,1] icin Py (t)egrisinin {V;,V,, V3, V3} Frenet vektorleri ve Ky, Ky, K3

Frenet egrilikleri,

_ (-t?do+2(1-t)td,+t2d,

i(®) = I(1-t)2do+2(1-t)td, +t2d, |l (4.92)
_ %

2(0) == (4.93)
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as

Va(®) = (4.94)
V,(t) = % (4.95)
Ky () = Z% (4.96)
Ko () = %% (4.97)
Ks(t) = if—ﬁ (4.98)

esitlikleriyle verilir. Burada,

@; = (D)’ (D) (~(1 = ©)3d3) + (DH DH((1 — ©3d, — t(1 — £)dy)
+(Dg)2(D3)(t(1 — £)2dy) + (D2 (DD (—(1 — t)3dy)
+(DPD2(DH(A = D3dy — t2(1 — £)d3)+ (D)D) (—t3(1 — t)dy)
+(DN2DD(EA — £)2dy)+(D)2 (D) (—t2(1 — t)d,)
+(D2(DD(—t(1 — ©)%d; + t2(1 — )d,+(DDHZ (D) (—(1 — £)3dy)
+(DD2(D)((A — )3dy — t3d5)+(DD2(D3)(t3dy)
+(DD2DR)(E(1 - £)%d,) + (D)? (D) (—t(1 — t)2dy — t3d;)
+(D)2(D3)(t3do) + (D3)? (Do) (—t2(1 — t)d,)
+(DN2(D)(E2(A - t)dy — t3dy) + (D3)2(D])(t3do)
+(DDDH(D3)((1 = t)3ds) + (DODO)(D1D1)(D3D3)(—t(1 — t)2d,)
+(D)DDD)(—(1 = )3d, + 4t(1 — )%dy)
+(DNDH DN - 0)3d, — t(1 — £)2dy)
+(DDHDH((1 - )3d; + t2(1 — t)ds)
+(DDHDH(E( — O)%d; — t2(1 — t)d,)
+DHDH DI (-1 — 1)3d; — t2(1 — t)ds)
+(D)(DD (D) (—t(A — 1)2dy + t2(1 — t)dy)
+(D)(DH DA - t)dy)
+(Dp)(DHDH(2(1 - )3dy)
+(D)(DH(DN (-1 = 3d, + t(1 — £)%dy)
+(Dp)(DH D) (—t(1 — t)2dy + t3(1 — t)d,)
+(D)(DS) (DI (—(1 — £)3dy — t2(1 — t)ds)
+(D)(DH D) (-(A = D3d, + t(1 — £)?dy)
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+(D)(DH (D) (—( — £)3d, + t3d3)
+(D)(DHDH(—t(A — )2d,y — t3d,)
+(Dp)(DHDH((1 - )3dy — t3d3) (4.99)
+DHDDDH(( - )3dy — t3d3)
+(DHDHDH (-1 — )3dy — t2(1 — t)d3)
+DHDHDH(-A - 1)3d, + t3d3)
+(DHDHDI)(E2A - t)dy — t3dy)
+(DDDDHN((1 = )3d; + t2(1 — t)ds)
+(DDDDH(E( — O)%d; — t2(1 — t)d,)
+DHDHDD(( — )3d, — t(1 — £)%dy)
+(DDDHDH((t( - O)%d; — t2(1 — t)dy)
+(D)DH D) (221 — t)dy)
+(DDDHDH(—A = )3dy + t3dy)
+(DDDY(D)(—t(A — t)2do — t3d,)
+(DDHDHDI)((t(1 — )2dy + t3d, — 2¢3d,)
+(DHDHD (A — £)%dg + t3d,)
+(DDHDY(D)(—t?(1 — t)dy + t3d,)
+(DH D)D) (L — O)3dy + t3d,)
+(DDDF (D) (—t2(1 — t)dy + t3d;)
+(D (D)D) (—2t(A — 1)%d,)
+(DNDHDHA2A - t)dy — t3d,)
+(DD (D)D) (—t3(1 — t)d, + t3dy)
+(DHDDD3)(—t3dy).

vektor degerli fonksiyonu ve

By = (Dp)2(D3)? + (D§)(DD)? + (D)(DD?
—(D)2(D)(D3) — (DHA(DD(D3) — (DD (D3)
—(DH2DH DY) — (DDA(DY)(D3) — (D3)*(DY)(D1)
+(D)(DD(D3)(D3) + 2(D)(D(D)(D3)
—2(D§)(Do)(D)(D3) + 2(DH (Do) (DT)(D3) (4.100)
—2(DH)DHDH(D) + 2(DHDH(D1(D3)
—2(DDH(D3)(D3)(Dg) + 2(DH(DF)(D3)(Dp)
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reel degerli fonksiyonu olup kontrol noktalari P; € E* olmak iizere a,, 3, ve v, fonksiyonlar
(4.23)-(4.25) esitlikleri ile ve @z ve Bs fonksiyonlar1 da (4.63) ve (4.64) esitlikleri ile
verilmigtir. Ayrica, burada kolaylik olmasi acisindan i,j = 0,1,2,3 olmak {izere fark
operatorii A'P; =d; ve fark operatorlerinin i¢ ¢arpmu (A'P;, A'P;) = Dij olarak

verilmistir.

Ispat. (4.19) denklemi ile verilen Pg(t) egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri (4.26) ve
(4.27) esitlikleri ile tgiincii tlirevi de (4.65) esitligi ile verilmistir. Ayrica egrinin
dordiincii tlirevi

(PHW(t) = —24dy + 72d1 — 72d;, + 24d; (4.101)
olarak elde edilir. Boylece V;(t), V,(t) ve V3(t) Frenet vektorleri ile x;(t) ve k,(t)

egrilikleri Teorem 4.13 {in ispatindaki gibi bulunur.

Bununla birlikte (2.4) esitliginden
Ey = (P (0) = (P (0), Ey) o = (P (0), By o — (P (2), B

oldugundan ((Py)™(t), E1), ((P3)™(t),E,) ve ((P$)™(t), Es)i¢ carpimlarinin Maple

Eqy
E1 112

E3
IE311?

programi yardimiyla hesaplanmasi ve gerekli diizenlemeler yapilmas: sonucunda

E, = 2% (4.102)
Bs

olarak bulunur.
Boylece (4.100) esitligi yardimiyla

5768,

<E4, E4> = Bs

(4.103)

seklinde hesaplanir. Ayrica (4.102) esitligindeki (E,, E,) ¢arpimi yardimiyla (a7, a;) =
P57 olarak bulundugundan

—

Ey ay a;z
V t) = = =
4(t) IEall — VB/Bs el

olarak elde edilir.

Bununla birlikte {i¢iincii Frenet egriligi de (4.28), (4.67) ve (4.103) esitlikleri yardimiyla,

_ Bl 1YBaBs
k3(8) = o iET = 3 pevrs

bulunur. Burada B fonksiyonu (4.64) esitliginde ve y,, 8, fonksiyonlari da (4.24)-(4.25)

esitlikleri ile verilmistir. m
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Ornek 4.21. Kontrol noktalar1 Py = (1,0,0,0), P, = (1,1,0,0), P, = (1,1,1,0), P; =
(1,1,1,1) ve P, = (1,0,1,0) olan 4. dereceden Bezier egrisinin Vt € [0,1] i¢in t = 0
baslangi¢c ve t = 1 bitis noktalarindaki {V;,V,,V5,V,} Frenet vektorleri ve Ky, Ky, k3
Frenet egrilikleri Teorem 4.20 yardimiyla asagidaki gibi hesaplanabilir;
Py, P;, P,, P3, P, kontrol noktalar1 i¢in 4. dereceden Bezier egrisi
Pi(t) = (1 —t)*Py + 4(1 — t)3tP, + 6(1 — t)?t?P, + 4(1 — t)t3P; + t*P,
= (1,4t — 6t2 + 4t3 — 2t*,6t% — 8t3 + 3t*, 4t3 — 4t%)
seklinde verilip grafiginin E3 deki izdiisiimii asagidaki gibi elde edilir elde edilir (Sekil
4.9).
Fark operatorleri
do =P, — P, =(0,1,0,0),d, =P, — P, =(0,0,1,0),
d, =P;—P,=1(00,01),d; =P, —P; =(0,-1,0,—1)
ve fark operatorlerinin i¢ ¢arpimlari
Dd=D} =D2=1,D¢ =D} =D} =D?=0,
D3=D;=-1,D3 =2
olmak tizere (4.23)-(4.25), (4.63)-(4.64) ve (4.99)-(4.100) esitlikleri asagidaki gibi
a; = (0,-3t(1 —t)°—6t3(1 —t)* —t*(1 — )3 = 3t5(1 — )2 — 3t°(1 — 1),
1-t)7+3A-)*=9t* (1 —t)3 +9t°(1 — t)? — 4t°(1 — 1),
2t(1— ) —t?2(1—t)> +9t3(1 —t)* = 7t* (1 — )3 + t5(1 — t)?> — 6t°(1 — t) — 2t7),
Bo=(1—0)8+4t2(1—t)® +10t*(1 — t)* — 8t>(1 — ) + 6t°(1 — t)? + ¢8,
V2= (1 —0°+9t2(1 —)* = 2t3(1 — )3 + 9t*(1 — £)? — 6t°(1 — t) + 2t°,
a: =(0,3t2(1— )5 =331 —)* = 2t*(1 — )3 + -3t°(1 —t)? — 2t°(1 — 1)
+t7,3t2(1 —t)°—t3(1 - O)* + t*(1 — )3 = 3t° (1 - t)?> + t7,
1-0)"—-t(1-0+23A-t)*—t°(1 —1¢t) +t7),
fs=(1—-0)°—2t(1—1t)°+3t2(1 —t)* —2t3(1 — )3 + 2t*(1 — t)? + t°,
a; = (0,2(1 —t)3 = 5t(1 — )2 +t3,0,2(1 — )3 = 5¢t(1 — t)? + t3),
B =0
elde edilir. Boylece (4.92)-(4.98) esitliklerinden ve yukarida elde edilen fonksiyonlardan
4. dereceden Bezier egrisinin Frenet elemanlari bulunur. O halde t = 0 i¢in Frenet

vektorleri ve Frenet egrilikleri,

v, =(0,1,0,0), V, = (0,0,1,0), V5 = (0,0,0,1), V, = \/%(0,1,0,1),
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K —3K' —1K =0
1= pK2 =5K =

ve t = 1 icin Frenet vektorleri ve Frenet egrilikleri de,

v, = (0,0,0,1), V, = (0,0,0,—1), V5 = %(0,1,1,1) V, = %(0,1,0,1)

1
=-Kk.=0
2 3

3
Ki =—— K
1 8v2’ 2

elde edilir.

Sekil 4.9. E* de 4. dereceden Bezier egrisinin izdiigiimii

4.3.4. E* de n. dereceden Bezier egrileri

Teorem 4.22. Py, P, .., P, € E* olmak iizere PJ(t) egrisi E* de (3.7)
parametrelendirmesiyle verilen birim hizli olmayan bir n. dereceden Bezier egrisi olsun.
Bu takdirde Vt € [0,1] igin PJ(t)egrisinin {V;,V,,V3,V,} Frenet vektorleri ve Ky, k, ve

K3 Frenet egrilikleri,

ho = S, 100
Vo(t) = ”Z:z” (4.105)
V3(t) = ”Z:j” (4.106)
Va(t) = ugn (4.107)
Ky () = ”T‘l% (4.108)
Ko () = "7_2% (4.109)
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Ks(t) = "T‘E’JE—JJ_E (4.110)

esitlikleriyle verilir. Burada,
I=n3(n—1Dn-2)(n-23)
(e k20 Bin-a(£)Bjn—1 () Bin_1 (){AT P;, AT P )A*P;

S S Binea () (Binea (0) (A*R, ATB)ARY, (@.111)
a= n4(n - 1D*(n-2)(n—23)
e Xm ]k OBln 4(t)Bpn—2(t)B n—1(t)Bk,n—1(t)<A4Pi'Asz)(AlpjrAlPk)

A T T B a(OBmno(®) (Biaoa () (AP, ALRYAR,, ATB), (4.112)
=n*(n—1)2(n—-2)*(n-3)
(2” e St Binea () B3 (DBt () Bion1 (E)(A*Py, A3 P AP, APy)
A T T B (OB (®) (Biaoa () (AP, AIPYASR, ATBY), (4.113)
¢ =n*(n—12%*(n—-2)%(n—3)?
(EF20 X eto Bin-4(t) Byn—a(t)B) 1 (£) By oy (£){A* P, A*P)(A P}, A Py)
—(B 023 Binea (D By s ((A*P, AP)) ), (4.114)
esitlikleri ile verilip

(Ao-8a)(s8-r*)-(0p-ya)(0E-y8) _

n’(n — — —
STE m—1°n-2)°3(n-3)ag (4.115)
vektor degerli fonksiyon ve
B—v? § 4 2
(@b ) oda) (09" _ 18(n — 1)6(n — 2)*(n — 3)2B, (4.116)

ollELN*
reel degerli fonksiyondur. Burada kontrol noktalar1 P; € E* olmak iizere 6veo sirastyla

(4.38) ve (4.41) esitliklerinde ve g,y ve [ fonksiyonlar1 da (4.73)—(4.75) esitlikleri ile

verilmistir.

Ispat. (3.7) denklemi ile verilen P{(t) egrisinin birinci, ikinci ve iigiincii tiirevleri
sirasiyla (3.20) esitliginden elde edilmek iizere V;(t), V,(t) ve V3(t) Frenet vektorleri
ile k1 (t) ve k,(t) egrilikleri Teorem 4.15 in ispatindaki gibi bulunur.

Ayrica (2.4) esitliginden
= (™ (1) = (PM™ (), Ey) —

IE; ||2 —{(F)™ (), EZ) IE, ||2 — (BRI (), E3) IE; ||2
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_ (Ao-8a)(oB-v?)-(op-ya)(0E—v0)
B ollE1 12 (sB~y?)
seklinde yazilabilir. Burada
1= (PP OIEN? — (P (©), EDEy,
a = (P (@), (P MIELI? — (P37 (£), E1N(PE)" (¢), Ex),
((P (), (P EMIELNI? — ((Pg)™ (£), EtN(PED"' (¢), E1),
= (PO (), (P (N EL NI — ((Pg)™ (), E1)?
olmak tizere tiirevler verilen esitliklerde yerine yazilirsa
(o — 6a)(aB —y?) — (69 — ya)(o¢ —y8) = n'S(n — 1)7(n — 2)*(n — 3)B3y5%@3

olarak bulunur. Boylece

n(n-1)(n-2)(n-3)ag

E, = 5 (4.117)
6

olarak bulunur. Ayrica E, vektoriiniin i¢ ¢carpimindan

(E,, Eq) = (2 Not-a’)-(ooya)” (4.118)

0||E1|| (aB-v?)
olmak lizere
ollElI?(aB —v?) = n'*(n — 1)®(n — 2)*B3y3°Ps
olarak bulundugundan

n?(n-1)2(n-2)%(n-3)*f4
Be

elde edilir. Ayrica (4.117) esitliginden (E,, E,) ¢arpimu yardimiyla (@g, @g) = f¢fs olarak

(E4; E4) =

bulundugundan
ag
|E4 I Tl

Va(t) =

seklinde elde edilir. Boylece P{'(t) egrisinin liglincli Frenet egriligi de (4.39), (4.79) ve
(4.118) esitlikleri yardimuyla,

k() = _lEsll  _ n=3yBs/Bs
3 IEIELl  n Beyys

bulunur. Burada ag ve Bg fonksiyonlari (4.115) ve (4.116) esitlikleri ile verilmistir. m
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4.4. E3 de Bezier Yiizeylerinin Gerinim Enerjileri

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda Bezier yiizeylerinin gerinim enerjileri iizerinde
durulmustur. Gerinim enerjisi ile ilgili temel kavramlar verilip 2 X 2 tipindeki ve 3 X 3
tipindeki Bezier yiizeylerinin gerinim enerjileri hesaplanmistir.

Esneklik teorisi miithendislik problemlerinin ¢oziimiinde 6nemli bir uygulama alanidir.
Malzemelerin temel dayanma yontemlerinin miithendislik yapilarindaki gerinim dagilimi
hakkinda tatmin edici bilgiler saglamak adina yetersiz olmasindan kaynakli esneklik
teorisi ile daha gii¢lii yontemlere bagvurmak miimkiin olmustur. Bu yontemlerden birisi
de gerinim enerjisidir (Timoshenko ve Goodier, 1951).

Gerinim enerjisi deformasyon nedeniyle bir yapida olusan enerji olarak tanimlanabilir.
Bir yap1 ya da bir malzeme insa ederken gerinim enerjisini goz oniinde bulundurmak
oldukca onemlidir. Ornegin bir ucak tasarlarken en o©nemli hususlardan birisi,
malzemedeki gerinim enerjisidir. Eger gerinim enerjisi ¢ok biiylikse bu ucagin bu
kismindaki govdesinde kirilmalara neden olabilir. Bu nedenle bu malzemeleri
olustururken uygun gerinim enerjisine gore hesaplama yapmak bu alanda 6nem arz
etmektedir.

Bir yiizey {lizerinde gerinim enerjisi hesaplamak icin yilizey tizerindeki egrilikler
kullanilir. Parametre se¢iminden bagimsiz olarak bir yiizeyin sekli ayni oldugundan
yiizeyin her noktasindaki asli egrilikler de parametreden bagimsizdir. O halde keyfi bir
parametrelendirme i¢in bir ylizeyin gerinim enerjisinin asli egrilikleri yardimiyla
hesaplanabilecegi sonucu ortaya ¢ikar (Bonneau, 1993).

Araba, ugak vb. araclarin yiizey materyalleri i¢in matematiksel modelleme en yaygin
olarak Bezier ylizeyleri ile yapilmaktadir. Bu nedenle de bu boliimde bir Bezier yiizeyinin
farkli parametreler yardimiyla gerinim enerjilerini hesaplayarak yiizey gerilmesinde

dayaniklilik i¢in nasil bir katki sagladigina 6rnekler verilmistir (Brama, 2018).

Tamm 4.23. X:U c E? > M c E3 regiiler yiizeyi olmak iizere M yiizeyinin gerinim
enerjisi W

1% u
W= [" [, (k" + k;*)VEG — F2dudv (4.119)
seklinde tanimlanir. Burada k, ve k, ylizeyin asli egrilikleri, E, F, G ise birinci temel

form katsayilaridir (Timoshenko ve Goodier, 1951).

61



(2.24) ve (2.25) esitlikleri yardimiyla
ki® 4 k,® = 4H? — 2K
olmak tizere
dA =\ EG — F?dudv
yiizeyin alan elamani olarak da verildiginden ylizeyin gerinim enerjisi
W= [ [ '(4H? — 2K)dA (4.120)

seklinde ifade edilir.

Ornek 4.24. P:[0,1] x [0,1] —» E3 olmak iizere M yiizeyi (3.26) parametrelendirmesi
ile verilen 2 X 2 tipinde bir Bezier yiizeyi olsun. Yiizeyin kontrol noktalar1 Py, i,j =

0,1,2 olmak tizere kontrol noktalar1 matrisi

| [ R I I |
CP = Poo Poa1PozPio PiiPi2Pop Pr1 Pop

0 O o 02 02 02 08 08 08
= <O 02 08 0 08 1 0 02 1 )
o 02 02 02 02 02 02 02 0,2

ile verilsin. Bu takdirde 2 X 2 tipindeki Bezier yiizeyinin P(0,1,0,1) noktasindaki
gerinim enerjisi agagidaki gibi hesaplanir.
(3.26) parametrelendirmesi yardimiyla Bezier yiizeyi
P(u,v) = i2=0 Z?:o Py Bi,z(u)Bj,z ()
olmak tizere u = v = 0,1 i¢in

0,04402
P(0,1,0,1) = (0,06382)
0,06876

elde edilir. Ayrica bu kontrol noktalar1 i¢in ylizeyin grafigi Sekil 4.10°da verilmistir.

Boylece yiizeyin birinci kismi tiirevleri alinirsa
Pu,v) = ¥, Z?:o 2(Pi+1,j - Pi,j) B;1(w)B;,(v)
P (u,v) = X7 X}=0 2(Pij+1 — P j) Biz(WB;j 1 (v)
olup ayn1 noktadaki degerleri

0,4804 0,0004
P1(0,1,0,1) = <0,1764>, P°1(0,1,0,1) = <0,6604)

0,2912 0,2912
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ve bu noktadaki birim normal vektori

—0,3766
N(0,1,0,1) = (—0,3735>
0,8476

seklinde bulunur. Ayrica ikinci kismi tiirevleri
P20 (u,v) = %50 2(Py; — 2Py + P, ;)B; ,(v)
P2 (u,v) = 3% 2(P;o — 2P;1 + P;2)B;, (1)
P (u,v) =¥l X 4(Piy1j+1 — Pije1 — Piyrj + Pij) Bia(w)B;1(v)

seklinde olup buradan degerleri de

0,804 0,004 0,008
P2°(0,1,0,1) = (—0,436), P°2(0,1,0,1) = ( 0,444 >, P1(0,1,0,1) = ( 1,608 >
—-0,328 -0,328 —0,656
olarak bulunur. Boylece (3.33) ve (3.34) esitliklerinden birinci ve ikinci temel form
matrisleri

F,(0,1,0,1) = (0'3466 0,2014)

0,2014 0,5209

—0,4180 —1,1597)
—-1,1597 —0,4454

seklinde elde edilir. Boylece Sonu¢ 2.17 ve Teorem 3.15 yardimiyla yilizeyin bu

Fu(0,1,01) = (

noktalardaki Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla K = —8,2773 ve H = —0,7088 olup
(4.120) esitliginden yiizeyin gerinim enerjisi
W = 6,3672

olarak bulunur.
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Sekil 4.10. 2 x 2 tipinde Bezier yiizeyi

Ornek 4.25. P:[0,1] X [0,1] > E® olmak iizere M yiizeyi (3.26) parametrelendirmesi
ile verilen 3 X 3 tipinde bir Bezier ylizeyi olsun. Yiizeyin kontrol noktalar1 P;j, i,j =

0,1,2,3 olmak tizere kontrol noktalar1 matrisi

| | | I
CP = P0,0 PO,l ces P1,0 Pl,l'” P3’0 P3‘1 e P3'3

0 O o o0 02 02902 02 08 08 08 08 1 1 1 1
= <O 02 081 0 02 08 1 o 02 08 1 0 02 08 1)
0 o2 02 0 02 02 02 02 02 02 02 02 0 02 02 0

ile verilsin. Bu takdirde 3 X 3 tipindeki Bezier yiizeyinin P (0,1, 0,1) noktasindaki
gerinim enerjisi agagidaki gibi hesaplanir.
(3.26) parametrelendirmesi yardimiyla Bezier yiizeyi

P(u,v) = X} %30 Py j Biz(w)B;3(v)

olmak tlizere u = v = 0,1 i¢in
0,0712
P(0,1,0,1) = (0,0712)

0,0934
elde edilir. Ayrica bu kontrol noktalar1 i¢in ylizeyin grafigi Sekil 4.11°de verilmistir.

Boylece yiizeyin birinci kismi tiirevleri alinirsa
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PYu,v) = X7 X3, 3(Piy1,j — Py j) Bi,(W)B;3(v)
PO (w,v) = ¥} 230 3(Pijs1 — Pij) Bis(W)B;,(v)

olup ayni noktadaki degerleri

0,8160 0
P19(0,1,0,1) = ( 0 ), P°1(0,1,0,1) = <0,8160>

0,3504 0,3504

ve bu noktadaki birim normal vektoru

—0,3670
N(0,1,0,1) = (—0,3670>
0,8547

seklinde bulunur. Ayrica ikinci kismi tiirevleri
P, v) = X0 230 6(Piv2j — 2Py + Pij) Bia(WB;3(v)
PO2(u,v) = ¥} o Xjoo 6(Pijs2 — 2Py j41 + Pij) Biz(W)B; 1 (V)
P (u,v) = X% X5 9(Piy1,j+1 — Pivrj — Pijs1 + Pij) Bis(WB;, (v)

seklinde olup buradan degerleri de

1,9200 0
P2°(0,1,0,1) = ( 0 ) P°2(0,1,0,1) = < 1,9200 )

—0,8760 —0,8760

0
P11(0,1,0,1)=< 0 >
—~1,1520

olarak bulunur. Boylece (3.33) ve (3.34) esitliklerinden birinci ve ikinci temel form
matrisleri

0,7886 0,1228)
0,1228 0,7886

—1,4535 —0,9847)
—0,9847 —1,4535

seklinde elde edilir. Boylece Sonug¢ 2.17 ve Teorem 3.15 yardimiyla yiizeyin bu

:F'I(O)l) 0)1) = (

F,;(0.1,0.1) = (

noktalardaki Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla K = 1,8833 ve H = —1,6895 olup
(4.120) esitliginden ylizeyin gerinim enerjisi

wW(0,1,0,1) = 5,9603
olarak bulunur (Brama, 2018).
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Sekil 4.11. 3 x 3 tipinde Bezier yiizeyi

Aciklama 4.26. Genel olarak bir kontrol noktalar1 matrisi ele alinirsa 0 < a < 0,5

olmak tizere 2 X 2 ve 3 X 3 tipindeki Bezier yiizeyleri i¢in kontrol noktalar1 matrisleri

sirastyla
0 0 0 a a a l1-a 1-a 1
0 a 1-a0 1-a 1 0 a 1 (4.121)
0 a a a a a a a 0

ve

0 0 0 0 a a a a 1-a 1—-a 1—a 1—-a 1 1 1 1
0 a 1-a 1 0 a 1-a 1 0 a 1-a 1 0 a 1-a 1 (4.122)
0 a a 0 a a a a a a a a 0 a a 0

esitlikleri ile verilir. Burada a parametresi Bezier yiizeyinin seklini belirlemektedir.
Tamm 4.27. P:[0,1] x [0,1] - E3, Bezier yiizeyi ve W(u, v) gerinim enerjisi olmak
lizere gerinim enerjisi yiizeyi

Q(w,v) = P(u,v) + = W(w, v)N(u,v): (0,1) x (0,1) - E (4.123)
parametrelendirmesi ile verilir. Burada N, Bezier yiizeyinin birim normalidir. Ayrica %

carpan1 gerinim enerjisini Ol¢eklendirmek i¢in kullanilir ve ¢izimlenir yorumlanmasini
kolaylastiracak sekilde secilir (Brama, 2018).

Ug noktalarda sinir egrileri olusturulurken birim normal vektér tanimli olmadigindan
gerinim enerjisini hesaplamak miimkiin degildir. Bu nedenle yiizey parametrelendirmesi

acik araliklar iizerinden tanimlanmuistir.

66



2 X 2 tipindeki Bezier yiizeyi i¢in w = 10 degerine karsilik a parametresi ve yiizey
tizerindeki nokta se¢imlerine bagli olarak (u¢ noktalara yakin ve ortada) ylizeyin gerinim

enerjileri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.1. 2 x 2 tipindeki Bezier yiizeyinin gerinim enerjileri

P(u,v) a=0,1 a=0,2 a=0,3 a=04%
P(0,1,0,1) ‘ 5,4073 6,3672 5,1640 3,8714 ‘
P(0,5,0,5) ‘ 0,0277 0,1239 0,3141 0,6582 ‘
P(0,9,0,5) ‘ 0,0027 0,0180 0,0848 0,5031 ‘

Bununla birlikte Cizelge 4.1 de verilen degerlerle bir Bezier yiizeyi ve gerinim enerjisi

yiizeyinin grafikleri de asagidaki gibi verilebilir (Sekil 4.12).

oY
bR
R

SN

7

SN

=
N

N

Sekil 4.12. a = 0,2 ve a = 0,4 i¢in 2 X 2 tipinde Bezier ve gerinim enerjisi yiizeyi

Benzer sekilde 3 x 3 tipindeki Bezier ylizeyi i¢in de w = 10 degerine karsilik a
parametresi ve ylizey tizerindeki nokta segimlerine bagh olarak (u¢ noktalara yakin ve

ortada) yiizeyin gerinim enerjileri agagidaki c¢izelgede verilmistir (Brama, 2018).
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Cizelge 4.2. 3 x 3 tipindeki Bezier yiizeyinin gerinim enerjileri

P(u,v) a=0,1 a=0,2 a=20,3 a=04
P(0,1,0,1) ‘ 0,3362 0,2980 0,1844 0,1528 ‘
P(0,5,0,5) ‘ 0,0012 0,0062 0,0184 0,0444 ‘
P(0,9,0,5) ‘ 0,0451 0,0534 0,0861 0,2292 ‘

Bununla birlikte Cizelge 4.2 de verilen degerlerle bir Bezier yiizeyi ve gerinim enerjisi

yiizeyinin grafikleri de asagidaki gibi verilebilir (Sekil 4.13).

il

"

A
il
W

e
A
S

L

W

Sekil 4.13.a = 0,2 ve a = 0,4 i¢in 3 X 3 tipinde Bezier ve gerinim enerjisi ylizeyi

Sekil 4.12-4.13 de 2 X 2 ve 3 X 3 tipindeki Bezier ylizeylerinin a parametre degerlerine

bagl olarak gerinim enerjisi ylizeylerinin grafikleri verilmistir. Gerinim enerjisi W > 0

oldugundan gerinim enerjisi yiizeyinin teget diizleme gore Bezier yiizeyinin iizerinde

olmasi ve W = 0 olmas1 durumunda da iki yiizeyin bu noktalarda birbirine teget olmasi

gerekmektedir. Gerinim enerjisi yiizeylerinin renklendirilmesine bakilirsa koyu olan

kisimlarda diisiik gerinim enerjisinden acik renkli kisimlara dogru yiiksek gerinim

enerjisine gecmektedir. Bezier ylizeyi lizerinde ise gerinim enerjisi tek renk olarak

karsimiza ¢ikmaktadir. Burada a nin kiigiik degerleri i¢in ylizeyin merkezi neredeyse orta

noktadaki enerjiyi verir. Fakat a degerleri arttik¢a yiizey sekli daha kavisli hale gelerek

gerinim enerjisi de yiizeyin merkezinde artar.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez calismasinda Oklid uzaylarinda Bezier egrileri ele almmustir. Bezier egrileri
matematiksel modelleme ve geometrik tasarim konusunda olduk¢a kullanilan 6nemli
egrilerdir. E. Erkan tarafindan 2019 da yapilan doktora tezi “Oklid Diizleminde ve Oklid
Uzayinda Bezier Egrileri” kaynak olarak ele alinmis olup Bezier egrileri i¢in farkli bir
metod uygulanmistir (Erkan, 2019). Oklid diizleminde Bezier egrileri ile 3 ve 4 boyutlu
Oklid uzayinda Bezier egrileri ele alinmis ve bu egrilerin egrilikleri ile ilgili genel
siiflandirmalar verilmistir. Bu siniflandirma yardimiyla n. dereceden bir Bezier egrisi
i¢in Frenet elemanlarini formiillerini elde etmek miimkiindiir.

Bununla birlikte 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen Bezier yiizeyleri icin gerinim enerjileri
ele alinmig ve Orneklerle birlikte bunlarla ilgili sonuglar elde edilmistir. Bir yiizeyin
gerinimi bir yapiyt olustururken mihendislik alaninda olduk¢a Onemlidir. Bezier
yiizeyleri 6zellikle araba, ugak vb. araglarin ylizey modellemelerinde kullanilan yilizeyler
oldugundan bunlarin iizerindeki gerinimi Bezier yiizeyleri yardimiyla hesaplamak
kolaylik saglar.

Bu tez calismast sonucunda hem rasyonel Bezier egrileri hem de rasyonel Bezier
yiizeyleri i¢in egriliklerin hesaplanmasi ve gerinim enerjilerinin bulunmasi bir agik

problem olarak diisiiniilebilir.
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