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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
t-BALANSIRLAR VE t-BALANS SAYILARI
Samet AYDIN
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN
Bu tezde t > 1 tam sayis1 i¢in balans sayilarinin genellestirilmisi olan t-balans sayilari
ele alinmig ve t-balans sayilarinin, t-balansirlarin ve Lucas t-balans sayilarinin genel te-

rimleri, balans ve Lucas-balans sayilarina bagli olarak elde edilmistir.

Birinci boliimde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, balans, kobalans ve genellestirilmis
balans sayilar1 hakkinda genel bir bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde materyal ve yontem belirtilmistir.

Ugiincii béliim tezin orijinal kismi1 olup bu bdliimde, t > 1 tam sayis1 igin t-balans sayi-
lar1 ele alinmistir. t-balans, t-balansir ve Lucas t-balans sayilarinin genel terimlerinin
belirlenebilmesi igin ilk olarak 2x? — y? = 2t% + 4t + 1 Pell denkleminin tiim pozitif
(%n, V) tam say1 ¢oziimleri kiimesi belirlenmis ve bu kiime yardimiyla t-balans, t-ba-
lansir ve Lucas t-balans sayilarinin genel terimleri, balans ve Lucas-balans sayilarina
bagli olarak elde edilmistir. Tiim bu islemler t > 2 tam sayis1 i¢in 2t% + 4t + 1 in tam
kare olup olmamasina gore iki durumda ele alinmustir.

Dordiincii boliimde ise sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Balans Sayilari, Kobalans Sayilari, t-Balans Sayilari, Pell Denk-
lemleri, Coziim Sinifi, Kuadratik Form.

2022, vi + 56 sayfa
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MSc Thesis
t-BALANCERS AND t-BALANCING NUMBERS
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Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this thesis, the general terms of t-balancing numbers, t-balancers and Lucas t-balan-
cing numbers for an integer ¢ > 1 are determined in terms of balancing and Lucas-balan-
cing numbers.

In the first section, some notations and definitions on Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas,
balancing, cobalancing and generalized balancing numbers are given.

In the second section, the material and method are given.

In the third section, which is the original part of the thesis, the general terms of t-balan-
cing numbers, t-balancers and Lucas t-balancing numbers are given. For this reason, first
the set of all positive integer solutions (X, yy,) of the Pell equation 2x? — y? = 2t% +
4t + 1 is determined by using its set of representatives. Later the general terms of t-
balancing numbers, t-balancers and Lucas t-balancing numbers are determined in terms
of balancing and Lucas-balancing numbers by using the set of integer solutions. Here the
problem is considered in two cases: 2t* + 4t + 1 is a perfect square or not for an integer
t = 2.

In the last section, result is given.

Keywords: Balancing Numbers, Cobalancing Numbers, t-Balancing Numbers, Pell Equ-
ations, Set of Representatives, Quadratic form.

2022, vi + 56 pages
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1. GIRIS

Bu boliimde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, balans, kobalans ve balans sayilarinin
genellestirilmisi olan diger balans sayilar1 hakkinda temel bilgiler ve gosterimler verile-
cektir.

1.1 Tam say1 Dizileri

Sayilar teorisinde en 6nemli tam say1 dizisi Fibonacci tam say1 dizisidir. Bu dizi E, ile

gosterilir ve bu dizinin indirgeme bagintis1 n > 2 i¢in

Fn = Fn—l + Fn_z, FO = O,F1 = 1

dir.

Dizinin genel terimi

145 1-/5
ap =—— ve pi = —
olmak iizere n = 0 i¢in
a* — gn
E, = 1 —Bi1
a; — Py
olarak da verilebilir. Ustelik
Fn+1 _
] =
n—oo Fn

dir.

Bu tam say1 dizisinin ilk n-terim toplami



n
D Fi=Fup-1

olup katsayilar matrisi

dir. Bu matris yardimiyla

[Fn+1 Fn ] — [1 1]71
Fn Fn—l 1 0

dir. Bu esitligin her iki tarafinin determinant1 alinirsa, Cassini 6zdesligi olarak bilinen

Foy1Fno1 — Fn2 ="
esitligi elde edilir.

Fibonacci tam say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise

dir.
Lucas tam say1 dizisi ise L,, ile gosterilir ve bu dizinin indirgeme bagintisi n > 2 igin
Ly=L, 1+Ly, 5 Ly=2L=1
dir. @; ve [, yukaridaki sayilar olmak {izere dizinin genel terimi n = 0 i¢in
Ly = af + B1

olarak da verilebilir.



Bu tam say1 dizisinin ilk n-terim toplami

n
ZLL = Lpys —

i=1
olup iirete¢ fonksiyonu ise
D" =
T 1-x—x?
n=0

dir.

Fibonacci ve Lucas tam say1 dizileri arasindaki en 6nemli cebirsel esitlik n > 1 igin

L, 1+1L
Ly = Fypq+ Fyyq ve Fn:%
dir. Ustelik
Ly, + FN5
lim —=+vV5 ve T~ =qal
n—-oo n 2

dir.

Pell tam say1 dizisi ise P, ile gosterilir ve bu dizinin indirgeme bagintis1 n > 2 i¢in

PTL :2Pn_1+Pn_2,PO :0,P1 =1

dir.

Dizinin genel terimi

a=1+vV2 ve f=1—-2

olmak tizere n > 0 i¢in



dir.

Pell tam say1 dizisinin ilk n-terim toplami

n
ZP n+1+P—1
i

i=1

olup iirete¢ fonksiyonu

dir.
Pell tam say1 dizisinin katsayilar matrisi

1ol

olup

Ppi1 ]: 2 1]”
Pn Pn—l 1 0

dir. Yine bu esitligin her iki tarafinin determinant1 alinirsa
PpyiPpy — P7 = D"
oldugu gortiliir.
Pell-Lucas tam say1 dizisi ise Q,, ile gosterilir ve bu tam say1 dizisinin indirgeme bagintisi

n = 2 igin

Qn = 20p-1+0n—2,Q =0, =2



dir. @ ve f yukaridaki sayilar olmak iizere dizinin genel terimi n > 0 i¢in

Qn=a™+p"

dir.

Pell-Lucas tam say1 dizisinin ilk n-terim toplanu

2

L

n
Qi _ Qn+2 - Qn+1 -4
=1

olup iirete¢ fonksiyonu ise

dir.
Bu iki tam say1 dizisi arasindaki en 6nemli baginti n > 1 i¢in

Pyn
Qn =Ppq +Pyyq ve Qn:P_

n

dir. Ustelik

+ 22P,
llm _—= 2\/5 ve M = Ofn
now P, 2

dir.

pveq, p> —4q > 0vep # q + 1 6zelliginde herhangi iki tam say1 olmak iizere, n > 2

icin indirgeme bagintilari

Up=Un(0,q) =pUp_1 —qU,_5, Uy =0,U; =1
ve

Vo =V, @) =pVnoy — qVy_2,Vo =2,V, =p



olan tam sayi dizileri i¢in kolayca goriilecegi iizere
U,(1,-1) = F, ve U,(2,—1) =B,
ve

(L, =1) =L, ve 1(2,-1) =Qy

dir, yani yukarida bahsedilen dort tam say1 dizisi, esasinda U,, ve V, tam say1 dizilerinde

p ve q nun 6zel halleridir.

Bu tam say1 dizilerinin genel terimleri ise

_ pt/p*-4q _ p—V/p*-4q
Xy =——— Ve X, = ————
2 2
olmak tizere n > 0 i¢in
n n
X1 — X
U,=—— ve V,=x1"+x%

X1 —X 2

dir.

Bu tam say1 dizilerinin katsayilar matrisi

M=[1 ol
olup
[Un+1 Un ]: p _Q]n
U, U, 1 0

dir. Dolayisiyla
Un+1Un-1 — Ur% =q"

dir. Ustelik bu matris yardimiyla



o2l ol e =

dir. Bu tam sayi dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari ise

ZU X" = Z x™ _fopx
" 1—px+qx2 1—'px+qx2

n=0 n=0

dir.

1.2 Balans ve Kobalans Sayilar
Behera ve Panda (1999) tarafindan ilk defa tanimlanan balans sayilari
1+2+-4+n—-1=0n+D+M+2)++n+r) (1.1)

denklemini ger¢ekleyen n > 1 tam sayilarina denir. Buradaki r > 1 tam sayilarina ise
balansir denir. Ornegin 6, 35,204 birer balans sayisi iken, bu sayilarin balansirlar sira-

styla 2, 14, 84 diir.

(1.1) esitliginden

-2n—1++vV8n%2 +1
r= > (1.2)

olur. (1.2) esitligine gore n bir balans sayisidir & 8n? + 1 bir tam karedir.

Balans sayilar B,, ile gosterilir ve bu sayilarin indirgeme formiilii n > 1 i¢in

BTL+1 = 6Bn - Bn—liBO = 0, Bl = 1,B2 =6

dir.



Dikkat edilirse balans sayilarinin karakteristik denklemi

x2—6x+1=0
olup bu denklemin kokleri

y=3+2v2 ve § =3-22

dir.
Belli A, ve A, sabitleri i¢in balans sayilarinin genel terimi

B, =My + 6"
olsun. Bu takdirde n = 2 ve n = 3 i¢in

By, = My2 4+ 21,62 ve By =MAy3+21,63

denklem sisteminden

M= ved, =2

olarak elde edilir. O halde balans sayilarinin genel terimi n > 0 igin

V2 . 2 n—gm
B =yt o=t

8 8 W2

dir.

Balans sayilarinin ilk n-terim toplami



n
SBTL_BTL—I_]‘
B; =
2 B=

i=1
olup, negatif indisli balans sayilar1 ise n > 1 i¢in

B_p =6B_ni1 —B_n42 = —By
dir.

Balansirlar ise Ry, ile gosterilir ve bu sayilarin indirgeme formiiliin > 1 i¢in
Rn+1 S 6Rn _Rn—l + Z,RO S Rl S O,RZ S 2
dir.

y ve 6 yukaridaki sayilar olmak {izere balansirlarin genel terimi n > 1 i¢in

Ry

_Y'CELEV) M1 +V2) 1
- 42 2

dir.

(1.2) esitligine dikkat edilirse B, bir balans sayisidir < 8B2 + 1 bir tam karedir. Buna

gore
C,=+8B2+1

bir tam say1 olup bu tam sayiya Lucas-balans sayis1 denir. Ornegin, 3,17, 99 birer Lucas-

balans sayisidir.
Lucas-balans sayilarinin indirgeme formiilii n > 1 i¢in

Cn+1 = 6Cn - Cn—1’ CO = 1, Cl = 3, Cz =17



olup genel terimi n = 0 i¢in

dir.

Lucas-balans sayilarinin ilk n-terim toplami

5, —Cphq —2
Cl: n 47’11

n
i=1
olup negatif indisli Lucas-balans sayilar1 ise n > 1 i¢in

Con =6C_p11—Copyr =Cy

olarak tanimlanir.
Balans ve Lucas-balans sayilar1 arasindaki belki de en 6nemli baginti
sin(x + y) = sinxcosy * cosxsiny ve sin2x = 2sinxcosx
trigonometrik bagintilarina benzeyen
Bmin = BnCy £ CB, ve By, = 2B,C,
bagintilaridir.
Panda ve ark. (2005) ise

1424+ +n=n+D+0+2)+-+(Mn+r1) (1.3)

10



denklemini gercekleyen n > 1 tam sayilarina kobalans sayisi, 7 > 1 tam sayilarina ise
kobalansir demislerdir. Ornegin 2, 14,84 birer kobalans sayis1 iken, bu sayilarin koba-

lansirlar sirasiyla 1, 6, 35 dir.

(1.3) esitliginden

_—2n—1+\/8n2+8n+1
B 2

r (1.4)

olur. Bu son esitlige gore n bir kobalans sayisidir <& 8n? + 8n + 1 bir tam karedir.

Kobalans sayilar1 b,, ile gosterilir ve bu sayilarin indirgeme formiilii n > 1 i¢in

bn+1 = 6bn _bn_1 + z,bo = bl = O,bz =2
dir.

Yukarida tanimlanan y ve § i¢in bu sayilarin genel terimi n = 0 igin

Y14V +6M(1+V2) 1
a 2

b
n 4\/2

olup ilk n-terim toplami

5bp, —bp,_1+2—2n
bi= 4

n
i=1

dir.
Kobalansirlar ise 7, ile gosterilir ve bu sayilarin indirgeme formiilii n > 1 igin
Tpe1 =06 — T, 1o =11 =0, =1

dir. Kobalansirlarin genel terimi ise n > 0 i¢in

11



dir.

(1.3) esitligine gore b,, bir kobalans sayisidir < 8b2 + 8b,, + 1 bir tam karedir. Buna

gore

cp = /8b2 + 8b, + 1

bir tam say1 olup bu tam sayiya Lucas-kobalans sayis1 denir. Ornegin, 7,41, 239 birer

Lucas-kobalans sayisidir.
Lucas-kobalans sayilariin indirgeme formiilii n > 1 i¢in

Cny1 = 6Cp —Cpoq,Co =C1 =1, =7
olup genel terimi n > 0 i¢in

Lt ++2) = 5"(1 +V2)
n 2

dir. Lucas-kobalans sayilarinin ilk n-terim toplami ise

dir.

Balans, balansir, kobalans ve kobalansir sayilar1 arasinda n = 1 i¢in

By =1y41 Ve Ry = by

seklinde bir iligki vardir. Dolayisiyla (1.1) ve (1.3) den

12



5 _ 2b, +1+/8b%+8b, +1

n

dir.

2

ve

_ —2B,—1+

n

2

Asagida Cizelge 1.1. de tiim bu balans sayilarin ilk on terimi verilmistir.

Cizelge 1.1. Tiim balans sayilarinin ilk on terimi

B, b, Cn Cn
1 1 0 3 1
2 6 2 17 7
3 35 14 99 41
4 204 84 577 239
5 1189 492 3363 1393
6 6930 2870 19601 8119
7 40391 16730 114243 47321
8 235416 97512 665857 275807
9 1372105 568344 3880899 | 1607521
10 7997214 | 3312554 | 22619537 | 9369319

(1.2) esitligine gore

“x bir balans sayis1 & 8x? + 1 bir tam kare”

oldugundan y > 1 tam says1 i¢in 8x2 + 1 = y? denilirse buradan

2

13

y?—8x%2 =1

8BZ + 1




Pell denklemi elde edilir. (Barbeau (2003) ve Mollin (1996)). Bu denklemin tam say1
¢Ozlimlerin = 1 igin

Vp + 2,78 = (3 +V8)" (1.5)
olmak iizere (yy, X;,) seklindedir. Benzer sekilde

Yn =X V8= (3-V8)" (1.6)
olup (1.5) ve (1.6) dan

BB -3 -VB)"
n — 4‘\/5

(1.7)

elde edilir ki bu balans sayilariin genel terimidir. Diger yandan
a?=3+2V2=y ve B2=3-2V2=6
oldugundan (1.7) den balans sayilarinin genel terimi n > 1 i¢in

2" — p2n
g = —F"
42

olarak elde edilir. Pell sayilarinin genel teriminin

an_lgn

2V2

Py

olduguna dikkat edilirse, bu son iki esitlikten

oldugu gortiliir.

14



Benzer sekilde diger balans sayilariin genel terimleri

aZn—l __ p2n-—-1 1 aZn + 2n a2n—1 + 2n—1
d -=, an—ﬁ ve ¢, = £
42 2 2 2

b, =

dir. Ustelik B,, = PZ—" esitligine benzer sekilde

_PZn—l_1

b, = > y Cp =Py + Py ve ¢y =Py g+ Popy

dir. (Ray (2009)).

1.3 Ucgensel Sayilar

n > 1 tam say1 olmak iizere
nn+1)
n = T

seklindeki sayilara iicgensel sayilar denir. Ornegin, 1, 3, 6 birer iiggensel sayidir.

Yukarida tanimlanan B,, balans sayilari ile T, liggensel sayilar1 arasinda bir iligki vardir.

Gergekten de (1.1) esitligi

(m+r)(n+r+1)
> =

nZ

olarak yeniden diizenlenirse

— R2
TBn+Rn - Bn

oldugu goriiliir, yani “n bir balans sayisidir © n? bir iiggensel sayidir.”

15



Benzer sekilde yine yukarida tanimlanan b,, kobalans sayilar ile T,, iicgensel sayilari

arasinda da bir iligki vardir. (1.3) esitligi yeniden diizenlenirse

n+r)(n+r+1)
> =

n®+n

olur. Buna gore

Tbn+rn = brzl + b,
dir, yani “n bir kobalans sayisidir & n? + n bir iiggensel sayidir.”

Kare iiggensel sayilar ise hem iiggensel hem de tam kare olan sayilardir. Ornegin, 1, 36,

1225 birer kare tiggensel sayidir.
Kare tiggensel sayilar S,, ile gosterilir ve t,, ve s, tam sayilari i¢in bu sayilar

_talta )

n — T Sn
formundadir. Ustelik bu t,, ve s,, tam sayilar1 ile B,, ve b,, sayilar1 arasinda
S, =B, ve t, =B, +b,

seklinde bir iligki vardir. Buna gore

dir, yani kare iiggensel sayilar aslinda balans sayilarini kareleridir.

Ustelik kolayca goriilecegi lizere n > 1 icin




olup

(in _ '8271)2 aZn __pR2n . aZn + ﬂZn -2
), Sp=m=————— Ve [, =
42

dir.

1.4. Genellestirilmis Balans Sayilari

Balans sayilar1 gliniimiizde bir¢cok matematik¢i tarafindan ele alinmis ve bu sayilar degi-

sik balans sayilarina genisletilmislerdir.

Liptai (2004 ve 2006), E, ve L, sayilar1 ile B,, sayilar1 arasindaki iligkiyi ele alarak sadece

1 sayisinin hem balans hem de Fibonacci ve Lucas sayisi1 oldugunu ifade etmislerdir.
Kovacs ve ark. (2010) ise a > 0 ve b > 0 sayilar1 i¢in
(a+b)+@2a+b)+-+(@n—-1)+b)=(an+1)+b)+--+(amn+r)+b)
denklemini gercekleyen n > 1 tam sayisi i¢in an + b ye (a, b)-balans, r > 1 tam sayisi
icin ar + b ye ise (a, b)-balansir demisglerdir ve bu sayilarin genel terimlerini elde etmis-
ledir.
Liptai ve ark. (2009) ise y, k, [ > 4 6zelligindeki sayilar i¢in
ot x—Df=@+D'++@-1"

denklemini ele almiglar ve bu denklemin tam say1 ¢oziimlerini incelemislerdir.

Tengely (2013) ise B,, bir balans sayis1 olmak iizere
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By=u(u+1Dw+2)(u+3)(u+4)

esitligini gercekleyen u tam sayisinin olamayacagini ispatlamistir.
Panda ve ark. (2015) hemen hemen balans sayilarini, Panda (2017) ise hemen hemen
kobalans sayilarini ele almiglardir. Daha sonra ise Tekcan (2019) bu sayilarin genel te-

rimlerinin

By =3By, bzp =2bpy1 —bn, bap-1 =4bp — by g +1,
Ch =3Cp, Con = Cpaz — 4Cni1, Cano1 = Cny1 — 20
ve
Bin-1=Bn-1+Ch1, B3n=—B,+Cp, by =3b, +1,
Con-1 = 8By_1 + Cn1,Cop = 8By — G, " = 3¢y

seklinde oldugunu gostermistir. Tersine tiim balans sayilarmin genel terimlerinin ise

B =B_Tt b =b;n—1_b;n—2_1 =C_r>; c =C;n—1_C;n—2
n 3’ n 2 r¥n 3’ n 2
Ve
o _Bme B BTl _Gha-Ch &
H_T’ n — 3 ) n_Tp Cn—?

seklinde oldugunu ve ayrica

2B, . .
Py = _3 yPon_1 = byp_1 — byp_s
veya
" " 2b; +1
Pyn = Bons1 — Bony Pon1 = —3

oldugunu gostermistir.

Ozkog ve Tekcan (2017) ise k > 1 tam say1 i¢in

18



B¥=0, B¥=1, BX,, =6kB¥—BF_,, n>1
bk =0, b¥ =2, bk, , =6kbl —bk_+2, n>2
Ck=1,ck=3 ck,=6kck-CcF,, n>1

ck=1,ck=7 ck =6kck—-ck ,, n>2
k-balans sayilarmni ele almislar ve bu sayilarin genel terimlerini elde etmislerdir.
Tekcan ve Erdem (2020) ise t > 1 tam sayis1 i¢in t-kobalans sayilarini ele almislar ve bu
sayilarin genel terimlerini elde etmislerdir. (1.2) esitliginde, esitligin sag tarafindaki her
bir terime t eklemek suretiyle elde edilen

1+24+-+n=mn+1+)+n+2+t)+—+n+7r+t)

esitligini saglayan n > 1 tam sayisina t-kobalans, r > 1 tam sayisina ise t-kobalansir
demislerdir ve bu sayilari sirasiyla by, ve ;! ile gostermislerdir. Ustelik “bY, bir t-kobalans

sayisidir & 8(b%)? + 8(t + 1)bL, + (2t + 1)? bir tam karedir” gergegini dikkate alarak

ct = \/8(19,2)2 + 8(t + 1)bL + (2t + 1)2

tam sayisina Lucas t-kobalans sayisi diyerek, tiim bu sayilarin genel terimlerini elde et-

miglerdir.

Yine Szalay (2007), Panda ve ark. (2018), Patel ve ark. (2018), Ray (2015), Gozeri ve
ark. (2017), Olajos 2010, Panda ve ark. (2011) ve Panda (2017) de yine balans sayilarini

degisik durumlarda ele alarak incelemislerdir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

t-balans sayilari, balans sayilarinin daha genel halidir. S6yle ki ¢ > 1 tam say1 olmak

tizere (1.1) esitliginin sag tarafindaki her bir terime t eklemek suretiyle elde edilen
142+ +n—-1=mn+1+t)+(n+2+t)+--+(n+r+t) (2.1
denklemini saglayan n > 1 tam sayisina t-balans, v > 1 tam sayisina ise t-balansir denir.
Ornegin,
1. 1,4,9,26,55,154, - 1-balans sayisidir ve 1-balansirlar 1, 3, 10, 22, 63, --- diir.
2. 7,12,46,75,273, --- 2-balans sayisidir ve 2-balansirlart 2,4, 18,30,112, --- dir.

3. 10,15,66,95,392, - 3-balans sayisidir ve 3-balansirlan 3,5, 26,38, 161, --- dir.

t-balans sayilar1 Bt ve t-balansirlar da R, ile gosterilirse (2.1) den

_ —2B}—2t—1+8(B))? + 8tBf + (2t + 1)?

RE > (2.2)
A%~
2Rt +1+/8(RL)2+8(t+ 1)R: + 1
B.,t.": — n \/ ( Tl) ( ) n (2.3)
2
dir.

(2.2) esitligine dikkat edilirse, “B} bir t-balans sayisidir & 8(Bt)? + 8tBt + (2t + 1)?

bir tam karedir”. Buna gore

ct = \/8(3,5)2 + 8tBL + (2t + 1)? (2.4)

bir tam say1 olup bu tam sayiya Lucas t-balans sayis1 denir.
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.J) esitligine gore, "Ry, bIr t-balansirdir < n)< +3(t+ nt Ir tam karedir".
2.3) esitligine gore, “R} bir t-bal d 8(RL)*+8 1DRE + 1 bi karedir”

Su halde y > 1 tam sayist i¢in

8(RY)?+8(t+ DR, + 1 = y?

denilirse, denklem

2QRL+t+1)*—y2 =2t>+ 4t + 1
denklemine doniismiis olur. Bu son esitlikte
x=2RE+t+1 (2.5)
olarak alinirsa
2x2 —y? =2t +4t+1 (2.6)

Pell denklemi elde edilmis olur.

t-balans sayilarinin, t-balansirlarin ve Lucas t-balans sayilarinin genel terimlerinin belir-

lenebilmesi i¢in su yol izlenecektir:

1. 1Ilk olarak (2.6) daki Pell denkleminin tiim (x,,y,) tam say1 ¢dziimleri kiimesi
belirlenecektir.

2. x, ler belirlendikten sonra (2.5) den R, lerin genel terimleri belirlenecektir.

3. R} ler belirlendikten sonra (2.3) den B{ lerin genel terimleri belirlenecektir.

4. B} ler belirlendikten sonra (2.4) den Cf lerin genel terimleri belirlenecektir.

Boylelikle B, Cf ve R lerin genel terimleri elde edilmis olacaktir.
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3. t-BALANS SAYILARI

Bu béliimde t > 1 tamsay1 olmak lizere t-balansir, t-balans ve Lucas t-balans sayilar
ele alinacak ve bu sayilarin genel terimleri balans ve Lucas-balans sayilarina baglh olarak

elde edilecektir.

3.1 x?2 — dy? = +n Pell Denklemi

d pozitif tam kare olmayan bir tam say1 ve n de pozitif bir tam say1 olmak iizere

x? —dy?=+n

tipindeki denklemlere Pell denklemi denir. x? — dy? = n denklemine pozitif Pell denk-

lemi, x? — dy? = —n denklemine ise negatif Pell denklemi denir.

x? — dy? = +n Pell denklemine dikkat edilirse, (x,y) bu denklemin bir tam say1 ¢o-
zimii ise

(—x, }’)’ (_x' _Y) ve (x, _y)

de denklemin birer tam say1 ¢6ziimii olur. Ancak genelde pozitif olan (x,y) tam sayi

¢oziimleri dikkate alinir. Ornegin, x2 — 7y? = 2 pozitif Pell denkleminin tam say1 ¢6-

zlimleri
(3,1),(45,17),(717,271),(11427,4319), (182115, 68833), -
iken, x? — 5y2 = —4 negatif Pell denkleminin tam say1 ¢oziimleri
(1,1),(4,2),(11,5),(29,13),(76,34),(199,89), (521, 233), -
dir.

x? — dy? = +n Pell denkleminde, d nin pozitif tam kare olmayan bir tam say1 olmasi

22



gerekir. Aksi halde denklem lineer iki denklemin ¢arpimui alarak yazilabileceginden denk-
lemin (varsa) sonlu sayida tam say1 ¢oziimii vardir veya yoktur. Gergekten de belli bir

k > 1 tam sayis1 i¢in, d = k? denilirse denklem
x(—dy*=4ne (x—ky)(x+ky) = +n
olarak yazilabilir. Bu durumda n nin ¢arpanlarina gore ihtimaller dikkate alinirsa denkle-

min (varsa) sonlu sayida tam say1 ¢oziimii elde edilmis olur. Ornegin, x? — 9y? = 7 po-

zitif Pell denklemi ele alinsin. Bu denklem

x2-9y? =7 (x-3y)(x+3y)=7

olarak yazilir ve 7 nin ¢arpanlarina gére durumlar incelenirse, denklemin tam say1 ¢ozii-

miiniin (4, 1) oldugu goriiliir. Benzer sekilde x? — 16y? = —10 negatif Pell denklemi

x2—16y?=-10 (x — 4y)(x + 4y) = —10

olarak yazilir ve yine —10 un ¢arpanlarina gore durumlar incelenirse, denklemin tam say1

¢Ozlimiiniin olmadig1 goriiliir.

x% — dy? = +n Pell denkleminde, 6zel olarak n = 1 alinirsa elde edilen

x? —dy?=+1

denklemine klasik Pell denklemi denir. Her d > 0 i¢in x? — dy? = 1 pozitif Pell denk-

leminin bir tam say1 ¢oziimii (+1, 0) dir. Bu ¢6ziime asikar ¢6ziim denir.

Her d i¢in x* — dy? = 1 denkleminin tam say1 ¢dziimleri varken, x? — dy? = —1 denk-

leminin tam say1 ¢oziimleri yoktur. Bu durum v/d nin basit siirekli kesirli devirli agilimi-

nin periyot uzunlugunun tek veya ¢ift olmasina baglidir.

x? — dy? = +1 Pell denklemini saglayan, asikar ¢oziimden farkli en kiiciik (x;,y;) tam
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say1 ¢ozlimiine denklemin temel ¢oziimii denir. Denklemin temel ¢6zliimii varsa, diger

tiim tam say1 ¢oziimleri bu temel ¢6ziim yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

Teorem 3.1.1. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olmak iizere Vd = [ay; @y, az -, a;]

olsun.A_,=0,A_,=1,B_,=1,B_.; =0 ven =0 icin
Ap=ay4p1 +Apn2 ve By =ayBy 1+ By
tanimlansin. Bu takdirde
ApBp_1 —Ap 1By = (=)' ve AyBp; —An_3B, = (-1D"a,

dir. Ustelik C,, = ;}—“ icin

n

(=D (=D"a,
C,—Cho1=—>>"—,0,—Cp_y =—"— lim C, = vd
n n-1 BB, , " n-2 B.B,_, ve nl_{lgo n Vd
dir. (Mollin 2008)
Ispat. 4, ve B, nin tamimlarma dikkat edilirse
A, Ap_q -
— _1 n—-1
Bn Bn—l ( )

oldugundan
ApBpn1 —Ap_1Bp = (_1)71—1

dir. Ikinci esitlik i¢in n = 1 olsun. Bu takdirde

ApByp p —An 2By =AB_;1—A_1By=-B;=a;=(-D'y

oldugundan esitlik n = 1 i¢in dogrudur. Esitligin n — 1 i¢in gerceklendigi kabul edilsin,

yani
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Ap1Bpns —Ap_3Bp_1 = (_1)n_1an—1

olsun. Bu takdirde
An—an—Z - An—ZBn—l = (_1)71—2

oldugu dikkate alinirsa

AnBy 2 — Ap 2By = (andn-1 + An—2)Bn—2 — Apn—2(anBy1 + By2)
= (Ap-1Bn—2 — Ap—2Bn-1)an
= (-1)"2a,
= (-Day

oldugu goriiliir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

d > 0 pozitif tam kare olmayan bir tam say1, P ve Q ise Q@ # 0 6zelligindeki tam sayilar
olmak iizere

_P+Vd
- Q

14

kuadratik irrasyoneli ele alinsin. A4,, ve B, ler Teorem 3.1.1 gibi olmak iizere asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2. Her j > 1 tam sayis1 igin A7 — dB} = (—=1)771Q;,4 dir. (Mollin 2008)

ispat. Vd = [ay; ar,a; —, a;] oldugu dikkate almirsa

Vi = Yi+1dj + A4

3.1)
Yj+1Bj + Bj-1
dir. Ustelik

Py + Vd
YVit1 = — (>
Qj+1

oldugundan (3.1) esitligi
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_ A t Vd) + Qj414) 4
Bj(Pjs1 +Vd) + Qj11Bj 4

haline gelir. Bu son esitlikten
AiPii1 + Qji1Ajy — dB; = (BiPyyy + Qi1 Bjoy — ADVd
elde edilir. Vd irrasyonel oldugundan

AjPjy1 + Qj414j-1 —dB; =0
BiPjy1 + Qj41Bj-1 —A4; =0

denklem sistemi elde edilir. ik denklem B; ve ikinci denklem A; ile ¢arpilir ve ilk denk-

lemden ikinci denklem ¢ikartilirsa

A? —dB} = Qj41(4Bj_1 — BjAj_1) = Q1 (1))

olur.

Teorem 3.1.3.Vd = [ay; a7, @, a;] olsun. j > 1 tam sayis1 igin

(Ajl—lile—l) Lgift
@) =\ Agjis, Bojis) Ltek
(Azji-1,Bzji—1) lte

x% — dy? = 1 denkleminin tam say1 ¢dziimleridir. [ gift iken x? — dy? = —1 denklemi-

nin tam say1 ¢oziimleri yoktur. [ tek iken denklemin tam say1 ¢oziimleri

(x,y) = (A(Zj—l)l—l' B(Zj—l)l—l)

dir. (Mollin 2008)

Ispat. Teorem 3.1.2 geregi j > 1 tam says1 igin
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A? - dB? = (-1)7'Q}4
dir. Diger yandan Q; = Qo = 1 dir. Dolayisiyla

Ajzl—l - dszl—l = (_1)lejl = (—1)ﬂ (3.2)

dir. [ ¢ift oldugunda x* — dy?® = 1 Pell denkleminin tam say1 ¢oziimleri (A;;_1, Bj;—1)

olur. Benzer sekilde
A%jl—l - dB%jl—l = (—1)2j (3.3)

oldugundan, [ nin tek olmasi durumunda bu pozitif Pell denkleminin tam say1 ¢oziimleri

(Azji—1, B2ji—1) dir. [ ¢ift iken (3.2) den

A]Zl—l - dszl—l =(-1't=1

oldugundan, x? — dy? = —1 negatif Pell denkleminin tam say1 ¢dziimleri yoktur, ancak

[ tek ise denklemin tam say1 ¢oziimleri (3.3) den (Azj-1)1-1, Bzj—1)1-1) olarak elde edi-

lir.
Sonuc 3.1.4. x? — dy? = 1 denklemi i¢in

_( (A1, Bi—1)  Lgiftise
G y1) = {(AZl_l,BZl_l) [ tek ise

dir. I nin ¢ift olmas1 durumunda x? — dy? = —1 denkleminin temel ¢dziimii yoktur, an-

cak [ nin tek olmasi durumunda ise (xq,y;) = (4;_1, B;—1) dir. (Mollin 2008)

Teorem 3.1.5. (x;,y;), x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢dziimii ise denklemin tiim

tam say1 ¢oziimleri
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Xn + yn\/a = (xl + yl\/a)n

olmak iizere (x,,y,) dir. (x1,y1), x? — dy? = —1 denkleminin temel ¢6ziimii ise denk-

lemin tiim tam say1 ¢oztimleri

Xon+1 T YZn+1\/a = (x; + 3’1‘/3)2%1

olmak iizere (X241, Van+1) dir. (Mollin 2008)
Ispat. x2 — dy? = 1 denklemi igin

N(xtn + ypVd) = x5 — dyi = (o + yVd)" (4 — V)" = (xf —dyP)* = 1
oldugundan, (x,, y,,) bu denklemin tam say1 ¢oztimleridir. Simdi denklemin bu (x,,, y;,)

tam say1 ¢ozlimiinden farkl bir (7, s) tam say1 ¢ézlimiiniin oldugu kabul edilsin. Bu tak-

dirde
Xy + yn\/a > Xp_1 + yn_l\/a >1

oldugundan, n ler biiylidiik¢e denklemin tam say1 ¢oziimleri de biiyiir. Dolayisiyla

(x; + VA" <71+ sVd < (x; + y,Vd)**!

olacak sekilde bir n degeri vardir. Buradan

(e + V)" <1+ sVd < (g + yVd) (xq + yVd)"

olup
1< (x— yl\/a)(r + S\/E) <x;+ yl\/a

dir. Eger u = rx,, — sdy, ve v = sx,, — ry, olarak alinirsa

u? —dv? = (x2 —dy?)(r? — ds?) =1,

yani denklemin
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1<u+vVd <x +y,Vd (3.4)
ozelliginde yeni bir (u, v) tam say1 ¢6zlimii elde edilmis olur. Diger yandan

u+vvd>1ve u+vvd)(u—vvd) =1

oldugundan 0 < u — vvd < 1 dir. Dolayisiyla

2u=(u+v\/a)+(u+v\/a)>1+0>1
2v\/3=(u+v\/a)—(u—v\/a)>1—1=0

olur ki bu (u, v) nin denklemin bir tam say1 ¢dziimii olmasi demektir. (x4, y;) denklemin

temel ¢6ziimii oldugundan x; < u ve y; < v ve bdylece x; + y;V/d < u + vVd olmasi
demektir ki bu ise (3.4) ile celisir. O halde denklemin (x,,y,) den farkli bir tam say1
¢Oziimii yoktur. Negatif Pell denklemi icin de benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 3.1.6.d = 13 icinV13 = [3;1,1,1,6] olup | = 5 dir. Buna gore Teorem 3.1.1 den
AO = 3, BO = 1,A1 = 4‘, Bl = 1,A2 = 7, Bz = 2,A3 = 11,B3 = 3A4 = 18,
B, =5,A; =119, B; = 33,44 = 137,B; = 38,4, = 256,
B, =71,Ag = 393, Bg = 109,49 = 649, By = 180
dir. Dolayistyla Sonug 3.1.4 geregi x? — 13y? = 1 denklemi i¢in
(x1,¥1) = (A9, By) = (649,180)

dir. Buna gore Teorem 3.1.5 geregi

X, + y,V/13 = 842401 + 233640V13
X3 + y3V13 = 1093435849 + 303264540v13
x4 + y,V13 = 1419278889601 + 393637139280v13

29



x5 + ysV13 = 1842222905266249 + 510940703520900v13
xg + ¥sV13 = 2391203911756701601 + 663200639532988920v/13

oldugundan, denklemin diger tam say1 ¢oziimleri

(x2,y,) = (842401,233640)
(x3,y3) = (1093435849,303264540)
(x4, ) = (1419278889601,393637139280)
(xs,ys) = (1842222905266249,510940703520900)
(x6,¥e) = (2391203911756701601,663200639532988920)

dir. x?2 — 13y? = —1 denklemi igin

(x1,y1) = (A4, By) = (18,5)

olup
x5 + y3V13 = 23382 + 648513
xs + ysvV13 = 30349818 + 8417525V13
x; + y,V/13 = 39394040382 + 1092594096513
Xg + Y9V13 = 51133434066018 + 14181862955045v13
X171 + y11V13 = 66371158023650982 + 18408047189707445v/13

oldugundan, denklemin diger tam say1 ¢oziimleri
(x3,y3) = (23382,6485)
(xs,y5) = (30349818,8417525)
(x7,y7) = (39394040382,10925940965)

(xo,y9) = (51133434066018,14181862955045)
(x11,V11) = (66371158023650982,18408047189707445)

dir.
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A tam kare olmayan pozitif bir tam say1 olmak tizere

QWD) ={x+yVA:x,y € Q}

say1 cisminde bir @ = x + yv/A elemanmin eslenigi ve normu sirasiyla ave N () ile

gosterilir ve

c_xzx—y\/z ve N(a) = aa
olarak tanimlanair.

Yine ayn1 A i¢in

VA
|( = A = 0(mod 4) ise
Pa =
1++VA
> A = 1(mod 4) ise

olmak lizere

Op ={x+ypr:x,y €7}

halkasindaki herhangi bir a elemanin normu bir

x? — %yz A = 0(mod 4) ise

X + xy —%yz A = 1(mod 4) ise

Pell formu belirtir, yani

N(a) = Fp(x,y)

dir. Gergekten de A = 0 (mod 4) olsun. Bu takdirde belli bir d tam sayisi i¢in A = 4d

olup ps = Vd ve boylece @ = x + yV/d elemaninin normu
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N(a) = (x + yVd)(x — yVd) = x* — dy* = F(x,y)

1+V1+4d
2

dir. Benzer sekilde A = 1 (mod 4) olsun. Bu takdirde py = olup

1+\/1+4d)_2x+y+y\/1+4d

a=x+y( > >

elemaninin normu

N(a) = (2x+y+32] 1+4d) (2x+y_z 1+4d) = x* +xy —dy* = Fa(x,y)

dir. Su halde her iki durumda da N(a) = F5(x, y) dir. (Flath 1989)

0, daki herhangi bir a elemani i¢in N(a) = £1 ise a ya birim denir. O, halkasinin bi-

rimlerinin kiimesi
Opr={ax €04p:N(a) ==1}
olsun. Bu takdirde

Pell*(A) = {(x,¥) EZ X Z: Fp(x,y) = £1}
ve Op kiimeleri arasinda
W: Pell*(A) - 0;, W(x,y) =x +ypa

seklinde birebir bir doniisiim vardir. Ustelik Pell*(A) kiimesinde herhangi iki (x;,y;) ve

(x2,y5) elemanmin ¢arpimi (ikili iglem)
X +ypa = (1 +y102) (X2 + ¥204)
icin (x4, y1) * (x2,¥2) = (x,y) dir. Kolayca goriilecegi lizere
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A
(x1%; + 2Y1Y2, %12 + y1x2) A = 0(mod 4)

(
|
(1, Y1) - (X2, ¥2) = 4 A1
L(x1xz + 3 Y12 X1y + y1x; + y1y2) A= 1(mod 4)

dir. Bu isleme gore Pell*(A) bir grup olup
W: Pell*(A) - 0;
bir grup izomorfizmidir. Benzer sekilde
Op1={a €05:N(a) =1} ve Pell"(A) = {(x,y) EZXZ: Fp(x,y) =1}

kiimeleri igin

W* : Pell*(A) - 0p 4
bir grup izomorfizmidir.
En kii¢iik ¢ > 1 birimine O, halkasinin temel birim denir ve &, ile gosterilir. Bu g, i¢in

en N(gp) =1 ise
TA =
gr  N(ep) = —1ise

tanimlansin. Bu takdirde

Pell*(A) = 0p = {+ep:n € Z} ve Pell*(A) = 03, = {x13:n € Z}
dir.
a, b, ¢ tam sayilar olmak iizere

F(x,y) = ax?® + bxy + cy?
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diskriminantt A = b? — 4ac > 0 olan bir form olsun. Bu takdirde bu form

(ax +b+2—\/Zy) (ax +b_2—\/Zy)

a

F(x,y) =

olarak yazilabilir. Bu durumda

b++A

MF={ax+ :x,yEZ}

kiimesine F nin modiili denir. (Flath 1989)
F nin Mg modiilii ile
ax? + bxy +cy®*=n

denkleminin tam say1 ¢éziimleri arasinda yakin bir iliski vardir. S6yle ki x; + y1p5 € Oy

ve ax +¥y € My icin

( b
X1 —=Yy ay
[x y] bt ; A = 0(mod 4) ise
—CY1 X1 +5}’1
[x" ¥']=A (3.5)
X+ =2y ayi
1
[x y] ? 1+b A = 1(mod 4) ise
\ —CY1 X1 +T}’1

olmak lzere

=ax' +

b+ VA b+ VA
(X1 + y1pa) | ax + y 5

dir. Buna gore

¥ ={(xy): F(x,y) =n} - {a € Mp : N(a) = an}
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olarak tanimlanan doniisiim i¢in

b+ VA
Y(x,y) =ax +

y

dir.
ax? + bxy + cy? = n denklemi yeniden diizenlenirse

n = ax? + bxy + cy? © 4an = 4a*x? + 4abxy + 4acy?
© 4an — 4acy? = 4a*x? + 4abxy
& 4an — 4acy? + b?y? = 4a®x? + 4abxy + b?y?
& (b% — 4ac)y? + 4an = 4a’x? + 4abxy + b?y?
© Ay? + 4an = (2ax + by)? (3.6)

olur. Yukarida tanimlanan 7, i¢in

1

antaz (Tho — 1
A2<A ) an >0 ise
A TA

0<y<h=
1

antaz (To + 1

U A2<A ) an < 0 ise
A TA

olsun. Bu takdirde Ay? + 4an nin tam kare olup olmadig1 dikkate alinir. Eger bu aralik-
taki bir y, degeri i¢in bu ifade tam kare ise (3.6) dan

—by, £ Ay¢ + 4an
2a

Ayé + 4an = (2axg + byg)? © x =

elde edilir ve boylece denklem igin bir

Rep = {[xo Yol}

¢Ozlim temsilcileri kiimesi elde edilmis olur. M, (3.5) deki matris olmak iizere, denklemin

tiim tam say1 ¢6ziimleri kiimesi
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{x(xy): [x y] = [xo yoIlM™, m € Z}

dir. Aksi halde denklemin tam say1 ¢oziimleri yoktur. Ornegin, 5x? + 14xy + 7y? =
10 denklemi i¢in, indefinite form F = (5,14, 7) olup A = 56 dur.

Feo(x,y) =x2 —14y2 =1

pozitif Pell denkleminin temel ¢6ziimii (x4, ;) = (15, 4) oldugundan Os¢ halkasinin te-
mel birimi &5 = 15 + 4v14 diir. N(e56) = 1 oldugundan

Tse = 15 + 414

dir. O halde
1
5.10- (15 + 4V14)|? /14 + 414
0<y<h= ( ) < >55.002
56 15 + 414

olarak elde edilir. Buna gore 0 < y < 5 araligindaki y degerlerinden yo =1 ve y; =5
icin Ay? + 4an = 56y? + 200 bir tam karedir ve y, = 1 igin x, = —3 ve y; = 5 i¢in
x, = —11, =3 diir. O halde

Rep ={[-3 1],[-11 5],[-3 5]}

Ve

m=[13 20

—28 43

olup, denkleminin tiim tam say1 ¢éziimleri kiimesi

{x(y): [x yl=[-3 1IM™, m € Z}U {*(x,y): [x y] = [-11 5]M™, m € Z}
U{x(xy): [x y] =[-3 5]M™, meZ}

dir.
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3.2 2x% — y%2 = 2t + 4t + 1 Pell Denklemi

t-balans sayilarinin, t-balansirlarin ve Lucas t-balans sayilarinin genel terimlerinin belir-
lenebilmesi i¢in

2x2 —y? =2t  +4t+1

Pell denkleminin tiim pozitif (x,, ¥,) tam say1 ¢oziimleri kiimesinin belirlenmesi gereki-

yordu. Bu denklem i¢in kuadratik form F = (2,0,—1) olup 7g = 3 + 2v2 ve
_[3 4
M= [2 ; (3.7)

dir.

Bu kisimda problem 2t? + 4t + 1 tam kare olup olmamasina gore iki durumda ele alina-

caktir.
1. Durum: 2t? + 4t + 1 in tam kare olmas1 durumu.

2t% 4+ 4t + 1 in hangi t degerleri i¢in bir tam kare ve hangi tam saymin karesi oldugu

asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.1. h > 1 tam sayis1 icin 2t% + 4t + 1 = h? denklemi, t = P,,,_, ve h = ¢,
icin gergeklenir (Tekcan ve Aydin 2022).

Ispat. 2t? + 4t + 1 = h? esitligi yeniden diizenlenirse 2(t + 1)2 — h? = 1 olur. Burada
t + 1 = w degisken degisimi yapilirsa 2w? — h? = 1 denklemi elde edilmis olur. Bu
denklem i¢in Rep = {[+1 1]} dir. F = (2,0, —1) oldugundan ¢6ziim matrisi (3.7) deki
M matrisidir. n = 1 i¢in denklemin tim (wy, h,,) tam say1 ¢oziimleri [1 — 1]M™ den

elde edilir. M nin n. kuvveti

C, 4B,

n __
M ‘[ZBn Cp
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oldugundan

C. 4B
wy, hy]=[1 -1 [" "]=—23 +C, 4B,-C
[ n Tl] [ ] ZBn Cn [ n n n Tl]

dir. Su halde 2w? — h? = 1 denkleminin tiim tam say1 ¢dziimleri w = —2B,, + C,, ve
h = 4B, — C, dir.t + 1 = w oldugundan 2t? + 4t + 1 = h? denkleminin tiim tam say1
¢oziimleri t = —2B, + C,, — 1 ve h = 4B,, — C,, dir. Ancak burada

_ZBn + CTL S Pz-n_l ve 4BTL - CTL S CTl

oldugundan 2t? + 4t + 1 = h? denkleminin tiim tam say1r ¢dziimleri t = P,,_; ve

h = c, dir.

Asagida Cizelge 3.1 de 2t + 4t + 1 = h? denkleminin ilk on tam say1 ¢6ziimii veril-

mistir.

Cizelge 3.1. 2t + 4t + 1 = h? denkleminin tam say1 ¢6ziimleri

n t h

1 1 1

2 4 7

3 28 41

4 168 239

5 984 1393
6 5740 8119
7 33460 47321
8 195024 275807
9 1136688 | 1607521
10 6625108 | 9369319
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2t? + 4t + 1 tam kare iken iki durum vardir: #Rep = 4 veya #Rep > 4.

Teorem 3.2.2. #Rep = 4 ise

(X3n41,Y3ne1) = @By + (t+ 1)Cy, (4t +4)B, + ()
(X3n-1,Y3n-1) = (=2hBy + hCy, 4hB, — h(y)
(X30,Y3n) = (2B, + (t + 1)y, (4t + 4)B, — Cp)

olmak tizere (2.6) daki denklemin tiim tam say1 ¢ozlimleri kiimesi

{(X3n41, Y3n+1): 1 = 03 U {(X30-1, Yan-1), (X3, Y3n) : 1 = 1}

dir (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. #Rep = 4 ise
Rep={[£(t+1) 1], [th h]}

olup

1. n>0igin (X341, V3ns+1) tam say1 ¢oziimleri [t +1 1]M™ den
2. n = 1igin (X3, Y3n) tam say1 ¢oztiimleri [t + 1 — 1]M™ den

3. n=1i¢in (X3,-1, Y3n—1) tam say1 ¢oziimleri [p — h]M™ den

elde edilir. Buna gore

C 4B
[X3n41 Yans] = [t +1 1] [Zéln Cnn =[(t+1)C, +2B, (4t+4)B,+ (]

_1][Cn 4B,

28 ¢ |=E+DC—2B, (4t + DB, —

[x3n Y3n] = [t +1

Ve
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C 4B,
[xBn—l y3n—1] = [h - h] [25 Cn = [_Zth + hC, 4hB, — hCn]
n n

oldugundan
{2B,+ (t+ 1)C,, (4t +4)B, +C,):n =0} U
{(=2hB, + hC,,4hB,, — hC,),(—2B, + (t + 1)C,,, (4t +4)B, — C,,) : n > 1}

dir.

Ornek 3.2.3 t = 4 olsun. Bu takdirde 2x% — y? = 72 pozitif Pell denklemi igin
Rep = {[£5 1],[+7 7]}

olup

{(5,1),(7,7),(13,17),(17,23),(35,49),(73,103),(97,137), ...}
dir.

Teorem 3.2.4. #Rep =2k > 4ise 1 <i < k — 2 igin t,;_; Ve ty;
t+1<t1<t3<"'<t2k_5<h,1<t2<t4<"‘<t2k_4<h
ve 2tZ;_, — t5; = 2t + 4t + 1 bzelligindeki pozitif tam sayilar ve

(Xr-Dn+1 Yek-Dn+1) = 2By + (t + 1y, (4t + 4)B, + C)
(Xk-Dn+i+1 Yk-1n+i+1) = (2taiBp + tyi_1Cn, 4tyi_1 By + 3;Cy)
(X@r-Dn+io Yk-1n+k) = (2hBy + hCy, 4hB, + hCy)
(X@k-Dn Yek-1)n) = (2B, + (t + 1C,, (4t + 4)B, — Cp,)

(X@r-1n-i» Yak-1)n-i) = (=2t3;By + t3;_1Cy, 4tpi_1 By — t5,C)

olmak tizere (2.6) daki denklemin tiim tam say1 ¢ozlimleri kiimesi
{(X@r-Dn+1 Yek-Dn+1), (X@re-Dn+ivr Yek-Dn+it1) (X@e-Dn+io Yk-1n+k)
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n = 0} U {(x@k-1)n Yr-1n) (X@k-1n-i Y@k-1n-1) i 1 = 1}

dir (Tekcan ve Aydin 2022).

Ispat. #Rep = 2k > 4 ise 1 < i < k —2igin ty;_; ve ty;

t+1<t1<t3<"'<t2k_5<h,1<t2<t4<"‘<t2k_4,<h

ve 2t5;,_, — t5; = 2t% + 4t + 1 dzelligindeki pozitif tam sayilar olmak iizere

Rep = {[£(t +1) 1] [£ty—1 txl,[£h A]}

dir. Burada

1. n=0i¢in (X2k-1)n+1, Y(2k-1)n+1) tam say1 ¢dziimleri [t +1 1]M™ den

2. n 2 0igin (Xr-Dnti+1 Y(2k-Dn+i+1) tam sayl ¢dziimleri [tp;_;  t5;]M™ den
3. n = 0i¢in (X@k—1)n+k Y(2k—1)n+k) tam say1 ¢oziimleri [h ~ h]M™ den

4. n = 1icin (X2k-1)n Y(2k—1)n) tam say1 ¢oziimleri [t +1 — 1]M™ den

5. n=1i¢in (X@k-1)n—i» Y(2k-1)n—i) tam say1 ¢dziimleri [tp;_; —t;]M™ den

elde edilir. Buna gore
{(ZBn + (t + 1)Cn; (4t + 4)Bn + Cn)' (ZtZiBn + tzi—1Cn; 4t2i—1Bn + tZiCn)'
(2hB,, + hCy,4hB,, + hC,) : n > 0} U

{(=2B, + (t + 1)C,, (4t + 4)B,, — C,),
(=2t3;By + 31 Cpy, 4ty 1By — t5;Cp) :n = 1}

dir.
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Asagida Cizelge 3.2 de baz1 t degerleri i¢in ¢oziim temsilcileri kiimesi verilmistir.

Cizelge 3.2 2t% + 4t + 1 tam kare

t Rep

{[£985 1],[£995 199], [+£1025 401], [£1267 1127],

984
[+1393 1393]}

5740 {[£5741 1], [£6001 2471], [£6739 4991], [+6805 5167,
[+8119 8119]}
([£33461 1], [£35155 15247], [£38935 28153],

33460

[+40409 32039], [+47321 473211}

{[+£195025 1], [+195083 6767], [+195257 13457],
[£197005 39401], [£197743 46207], [£199547 59737],
[£202985 79601], [£205933 93527], [£205973 93703],
195024 | [£207607 100657], [£209405 107849], [+211327 115103],

[+219883 143623], [+£222425 151249], [+227837  166583],
[+236623 189503], [+£243355 205849], [+243443  206057],
[+246977 214303], [+£250747 222887], [+254665 231601],
[+271133  266377], [£275807  275807]}

2. Durum. 2t% + 4t + 1 in tam kare olmamasi hali. Yine burada iki durum vardir:

#Rep = 2 veya #Rep > 2.

Teorem 3.2.5. #Rep = 2 ise
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(X2n+1,Y2n+1) = 2By + (t + 1)Cy, (4t + 4)B, + ()
(%20, Y2n) = (2B, + (t + 1)y, (4t + 4)B,, — Cp)

olmak iizere (2.6) daki denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi

{(X2n+1, Y2n+1) 1 1 2 03U {(X2n, Yon) 1 n 2 1}
dir (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. #Rep = 2 ise

Rep = {[+(t+1) 1]}

olupn=0i¢in [t+1 1]M™ denklemin tim (X2,41,V2n4+1) tam sayi ¢oziimlerini ve
n=>1i¢in [t +1 — 1]M™ denklemin tiim (X, ¥,,) tam say1 ¢éziimlerini {iretir. Dola-

yisiyla
{2B, + (t+1)C,, (4t+4)B, +C,):n =0} U
{(=2B,+ (t+1)Cp,, (4t +4)B, — C,) : n =1}
dir.

Ornek 3.2.6. t = 9 olsun. 2x% — y? = 199 denklemi icin Rep = {[+10 1]} olup

{(10,1), (28,37),(32,43),(158,223),(182,257),(920,1301), ... }
dir.

Teorem 3.2.7. #Rep = 2k > 2ise 1 < i <k — ligin ty;_4 ve ty;

t+1<t1<t3<"'<t2k_3,1<t2<t4<"‘<t2k_2

ve 2t3;_, — t5; = 2t% + 4t + 1 dzelligindeki pozitif tam sayilar ve

(X2kn+1Yakn+1) = 2By + (t + 1)C,, (4t + 4)B, + Cp)

(X2kn+i+1r Yakn+i+ ) = (2taiBy + ti_1Cp, 4ty 1By + t3;Cp)
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(X2kn> Y2kn) = (=2Bp + (t + )Gy, (4 + 4)By, — ()

(X2kn—is Yokn—i) = (—2t3iBp + t3i_1Cy, 4ty 1By — t5,C,)

olmak iizere (2.6) daki denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi

{(X2kn+1) Y2kn+1), (X2kn+i+1, Yokn+ivr): 1 = 0}

U {(X2kn Y2k )» (X2kn—i» Yakn—-i):n = 1}

dir. (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. #Rep =2k >2 ise 1 <i<k—1i¢in ty;_q Ve ty;, t+1<t; <tz <<
tokez 1 <ty <ty < <ty_p ve 2t5_, —t5; = 2t% + 4t + 1 bzelligindeki pozitif

tam sayilar olmak {izere

Rep ={[x(t+1) 1], [ttyi1 &3]}

dir. Burada
1. n=0i¢in (X2pn+1, Y2knse1) tam sayl ¢oziimleri [t +1  1]M™ den
2. n=1icin (X2pn, Y2ikn) tam say1 ¢oztimleri [t +1 — 1]M™ den
3. n>0i¢in (Xopntit1, YVoknsie1) tam sayl ¢oziimleri [ty;_;  ty;]JM™ den
4. n = 1igin (Xapn_i» Y2kn—i) tam say1 ¢oziimleri [ty;_; —ty;]M™ den

elde edilir. Su halde

{(2kn+1r Yokn+1)r Kzkn+iv » Yakn+i+ )i = 0}
U {(kan' Yan)' (kan—i: Yan—i): nz= 1}
dir.

Ornek 3.2.8. t = 53 olsun. 2x% — y? = 5831 Pell denklemi igin

Rep = {[£54 1],[56 21],[x60 37],[x70 63]}
olup
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{(54,1), (56,21), (60,37), (70,63), (84,91), (106,129),(126,161), -}
dir.

Asagida Cizelge 3.3 de bazi t degerleri i¢in ¢ozlim temsilcileri kiimesi verilmistir.

Cizelge 3.3 2t? + 4t + 1 tam kare degil

t Rep
53 {[£54 1],[x£56 21],[£60 37],[£70 63]}
57 {[+£58 1], [£62 31],[+74 65]}

134 {[£13 51],[+137 33],[£173 153],[+187 183]}

141 {[+142 1],[+148 59],[+182 161]}

{[£152 1], [+154 35],[+158 61],[+178 131],[+196 175],

151
[+212 209]}
([£299 1], [+£301 49], [+311 121], [£359 281], [+385 343],
298 [+415 407]}
| E275 TL[E277 47),[4293 143], [£295 1S1], [+307 193]

[+317 223],[+353 313],[+383 377]}

3.3. t-Balans Sayilan
Bir 6nceki alt boliimde
2x2 —y?2 =2t2+4t+1
Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi belirlendi. Bu kisimda ise bu tamsay1

cOzlimleri kiimesi yardimiyla, t-balans sayilarinin, t-balansirlarin ve Lucas t-balans sa-

yilariin genel terimleri elde edilecektir.
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Yine burada da iki durum s6z konusudur:

1. Durum: 2t? + 4t + 1 in tam kare olmas1 durumu.

Teorem 3.3.1. #Rep = 4 ise n = 1 i¢in

¢ 2B+ (+1)C, —t—-1
3n — 2

Rt =—ZBn+(t+1)Cn—t—1
3n—-1 2
—2hB, + hC, —t —1
2

. (4t+6)B,+ (t+2)C,—t
B3n= 2

t —
R3n—2 -

Bt — (4t +2)B, +tC, — t
3n-1 — 2

. _2hB,—t
3n—-2 2

Ciy = J8(B§n)2 + 8tB%, + (2t + 1)?

CBfn—l = \/8(B3tn—1)2 + 8tB3tn—1 + (2t + 1)?

Ctip = J8(B§n_2)2 + 8tBL,_, + (2t + 1)?

dir (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. 3.2.2 Teoremi ve (2.5) esitligi dikkate alinirsa x,, = 2R% + t + 1 oldugundan

¢ 2B+ (+1C,—t—1
3n — 2

olur. Buna gore (2.3) den
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. _ 2RS, +1+/8(RE)2+8(t+ DRS, +1
3n —
2

_ 2B+ (t+1)C,—t—1+1+ (4t +4)B, +C,
B 2
_(4t+6)B,+(t+2)C, -t

B 2

elde edilir. Boylece (2.4) den

ct, = \/8(B3fn)2 + 8tBL, + (2t + 1)?

olur. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 3.3.2. t = 4 i¢in 4-balans, 4-balansir ve Lucas 4-balans sayilari

Bj:1,5,13,18,40,86,115,243, ...
R;::0,1,4,6,15,34,46,99, ...
Ch:11,21,43,57,119,249,331,693, ...

dir.

Teorem 3.3.3. #Rep =2k > 4ise 1 < i<k —21igin ty;_q ve by, t +1 < t; <t3<

< tppes <A1 <ty <ty < <tye_g <h ve 2t5_; —t3; =2t + 4t + 1 Ozelli-

gindeki pozitif tam sayilar olmak iizere n > 1 icin

. 2B+ (t+ DG, —t—1
R(Zk—l)n - 2

. _—ZBn+(t+1)Cn—t—1
R(Zk—l)n—l - 2

,  —2t5Bp +ty1Cr—t— 1
Rk-1yn—i-1 = 2

Bt _ (4t+6)B,+ (t+2)C,—t
(2k-1)n 2
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. (4t + 2)B, +tC, —t
B(Zk—l)n—l = 2

Bt o (—2ty; +4ty_1) By + (t3i-1 — t2)Cp — t
(2k-1)n-i-1 2

C(t2k—1)n = \/8(B(t2k—1)n)2 + 8tB(tZk_1)n + (2t +1)?

Clok-1yn-1 = \/S(B(tZk—l)n—l)z + 8tB 1)1 + (2t + 1)?

Cor—1yn—i-1 = \/S(B(tZk—l)n—i—l)z + 8tBok_1yn—i—1 T (2t + 1)?

ven = 0 i¢in

_ ztlen + 2t2i—1Cn - t - 1

R€2k—1)n+i - 2
¢ 2hB, + hC, —t—1
Rek-vn+k-1 = 2
Bt o (2ty; + 4tyi1)Bp + (tzim1 + ) Cr — ¢
k-1)n+i 2
. 6hB,, + 2hC, —t
B(Zk—l)n+k—1 = 2

2
C(tzk—l)nﬂ' = \/8(B(tZk—1)n+i) + 8tB(t2k—1)n+i + (2t +1)2

C(tzk—l)n+k—1 = \/8(B€2k—1)n+k—1)2 + 8tB€2k—1)n+k—1 + (Zt + 1)2

dir (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. 3.2.4 Teoreminden elde edilir.

Ornek 3.3.4. 984-balans, 984-balansir ve Lucas 984-balans sayilar1 asagidaki gibidir.

B284 : 1,105, 221,705,901, 1125,2093, ---
R28%: 0,5,20,141,204, 281, 644, ---

C78* : 1971,2189,2451,3661,4179,4781,7443, -
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2. Durum: 2t% + 4t + 1 in tam kare olmamasi hali.
Teorem 3.3.5 #Rep = 2isen > 1 i¢in

. _2Bn+(t+1)Cn—t—1

2n — 2
Rt :—ZBn+(t+1)Cn—t—1
2n—-1 2
t t(cn+1 B 1) + 2Bpi1
an - 2
t t(cn+1 B 1) + 2B,
Bon-1 = 2

ci, = \/8(thn)2 + 8tBL, + (2t + 1)?

CLoq = \/8(thn_1)2 + 8tB},_, + (2t + 1)?

dir (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. (2.5) esitligi dikkate alimirsa Teorem 3.2.5 den

. _2Bn+(t+1)Cn—t—1
2n — 2

elde edilir. Diger yandan

4B, + Cp = Cpyq Ve 6B, + 2C, = 2By,

oldugundan (2.3) den

5t — 2R%, +1+/8(R,,)%+8(t+ DRE, +1
2n — 2
2B+ (t+1)C, —t— 141+ (4t +4)B, + G,
B 2

_ t(cn+1 - 1) + 2Bn+1
2

olur. Dolayisiyla (2.4) den
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ct, = \/8(Bzfn)2 + 8tBL, + (2t + 1)?

elde edilir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
Ornek 3.3.6. t = 9 i¢in 9-balans, 9-balansir ve Lucas 9-balans sayilari

BY :1,28,33,186,215,1106,1275, -
Ry :0,9,11,74,86,455,525, -+

C; :21,93,107,539,621,3141,3619, -

dir.

Teorem 3.3.7. #Rep =2k > 2 ise 1 < i<k —11i¢in ty;_q ve ty;, t +1 < t; <t3 <
e < tppeg 1<ty <ty < < typ_p vets_q — ty; = 2t + 4t + 1 6zelligindeki po-

zitif tam sayilar olmak iizere n > 1 i¢in

. _ZBn+(t+1)Cn—t—1

2kn — 2
. —2B,+(t+1)C,—t—1
Rokn-1 = >
" —2t; B, +t5;1C, —t—1
Ran—i— = 2
t t(cn+1 — 1) + 2By
BZle - 2
t t(cn+1 B 1) + 2B,
Bkn-1 = >
¢ (=2t + 4t 1) By + (L1 — )0 — t
Baokn-i-1 = 2

Chin = \/S(thkn)z + 8tBj, + (2t + 1)?

Cztkn—l = \/S(thkn—l)z + 8thtkn—1 + (Zt + 1)2
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Corn—i- = \/8(thkn—i—1)2 + 8tBjy, i1 + (2t + 1)?

ven = 0i¢in

Rt 2t5;By +tyi1Cp—t—1
2kn+i 2

¢ (2t + 4t 1)By + (-1 + 65))C — t
Ban+i - 2

Cokn+i = \/S(thknﬂ')z + 8By, + (2t +1)2

dir (Tekcan ve Aydin 2022).
Ispat. Teorem 3.2.7 den elde edilir.

Ornek 3.3.8. 53-balans, 53-balansir ve Lucas 53-balans sayilar asagidaki gibidir.

B> :1,12,22,40,61,91,117,160, -
R33:0,1,3,8,15,26,36,53,

C2%:109,133,157,203,259, 341,413,533, -
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4. SONUC

Bu tezde t > 1 tam sayis1 i¢in t-balans sayilari ele alinmis ve t-balans, t-balansir ve Lu-

cas t-balans sayilar1 tanimlanmis ve bu sayilarin genel terimleri elde edilmistir.

Hatirlanacag iizere

1+2++n—-1=Mm+1+t)+M+2+)+ -+ n+71+t)

denklemini saglayan n > 1 tam sayisina t-balans, r > 1 tam sayisina ise t-balansir de-

nildi.

t-balans sayilar1 Bt ve t-balansirlar da R}, ile gosterilirse yukaridaki esitlikten

Bt = 2RL+ 1+ JS(R;)ZZ +8(t+ DR +1

Ve

. _"2Bi-2t—1+ V8(BL)? + 8tBE + (2t + 1)2

R
" 2

elde edilir. Bu son esitlige gore Bt bir t-balans sayisidir & 8(Bf)? + 8tB. + (2t + 1)?

bir tam karedir. Buna gore

ct = \/8(3,2)2 + 8tB! + (2t + 1)2

bir tam say1 olup bu tam sayiya Lucas t-balans sayis1 denir.

Benzer sekilde RS bir t-balansirdir © 8(RY)? + 8(t + 1) R + 1 bir tam karedir. Buna

gore y > 1 i¢in
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8(RL)? +8(t+ DRL + 1 = y?

denilirse, bu denklem

2QRLE+t+ 12 —y2 =2t +4t+1

denklemine indirgenmis olur. Bu son denklemde
x=2R,+t+1
degisken degisimi yapilirsa

2x2 —y? =2t + 4t +1

denklemi elde edilmis olur.

Bu tezde ilk olarak 2x? — y? = 2t? + 4t + 1 denkleminin tiim (x,, ¥,,) tam say1 ¢ziim-

leri kiimesi belirlendi. x,, ler belirlendikten sonra x,, = 2R + t + 1 esitliginden

Xp—t—1

RG =T

ler elde edildi. R, ler belirlendikten sonra

Bt = 2RL+ 1+ JS(R;)ZZ +8(t+ DRE +1

ler elde edildi. B} ler belirlendikten sonra son olarak

ct = \/8(3,5)2 + 8tB}: + (2t + 1)2

ler elde edildi.
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Burada dikkat edilirse t-balans, t-balansir ve Lucas t-balans sayilarinin genel terimleri-
nin elde edilmesi problemi, esasinda 2x2 — y? = 2t? + 4t + 1 denkleminin tiim tam
say1 ¢ozlimleri kiimesinin belirlenmesine ve dolayisiyla da denklemin ¢oziimleri igin ¢6-
ziim temsilcileri kiimesinin belirlenmesine baglidir. Eger denklemi i¢cin Rep belli ise
denkleminin tiim tam say1 ¢éziimleri kiimesi kolayca elde edilir. Bu tam say1 ¢oziimleri
kullanilarak da t-balans, t-balansir ve Lucas t-balans sayilarinin genel terimleri elde edi-

lebilir.

Ancak yukarida verilen Cizelge 3.2 ve Cizelge 3.3 ten de goriilecegi iizere, t = 1 tam
sayis1 i¢in, Rep in ve bu kiimedeki elemanlarin t ye bagli olarak tek tiirlii ifade edilmesi

kolay degildir, ¢iinkii belli bir diizen yoktur.

54



KAYNAKLAR

Barbeau, E.J. (2003). Pell's equation. Springer-Verlag New York, Inc.

Behera, A. ve Panda, G.K. (1999). On the square roots of triangular numbers. The Fibo-
nacci Quarterly 37(2): 98-105.

Flath, D.E. (1989). Introduction to number theory. Wiley.

Gozeri, G.K., Ozkog, A. ve Tekcan, A. (2017). Some algebraic relations on balancing
numbers. Utilitas Mathematica 103: 217-236.

Kovacs, T., Liptai, K. ve Olajos, P. (2010). On (a, b) balancing numbers. Publ. Math.
Deb. 77(3-4): 485-498.

Liptai, K., Luca, F., Pinter, A. ve Szalay, L. (2009). Generalized balancing numbers. In-
dag. Mathem. N.S. 20(1): 87-100.

Liptai, K. (2004). Fibonacci balancing numbers. The Fibonacci Quart. 42(4): 330-340.
Liptai, K. (2006). Lucas balancing numbers. Acta Math. Univ. Ostrav. 14: 43-47.
Mollin, R.A. (1996). Quadratics. CRS Press, Boca Raton, New York, London, Tokyo.
Mollin, R.A. (2008). Fundamental number theory with appl. Chapman & Hall / CRC.
Olajos, P. (2010). Properties of balancing, cobalancingand generalized balancing num-
bers. Annales Mathematicae et Informaticae 37: 125-138.

Ozkoc, A. ve Tekcan, A. (2017). On k-balancing numbers. Notes on Number Theory and
Discrete Maths. 23(3): 38-52.

Panda, G.K. ve Ray, P.K. (2011). Some links of balancing and cobalancing numbers with
Pell and associated Pell numbers. Bull. of Inst. of Math. Acad. Sinica 6(1): 41-72.

Panda, K.G. ve Ray, P.K. (2005). Cobalancing numbers and cobalancers. International
Journal of Math and Math. Sci. 8: 1189-1200.

Panda, G.K. ve Panda, A K. (2015). Almost balancing numbers. Jour. of the Indian Math.
Soc. 82(3-4): 147-156.

Panda, G.K., Komatsu, T. ve Davala, R.K. (2018). Reciprocal sums of sequences invol-
ving balancing and Lucas-balancing numbers. Math. Reports 20(70): 201-214.

Panda, A.K. (2017). Some variants of the balancing sequences. Ph.D. dissertation. Nati-
onal Institute of Technology Rourkela, India.

Patel, B.K., Irmak, N. ve Ray, P.K. (2018). Incomplete balancing and Lucas-balancing
numbers. Mathematical Reports 20(70): 59-72.

Ray, P.K. (2009). Balancing and cobalancing numbers. Ph.D. dissertation. Department
of Mathematics, National Institute of Technology, Rourkela, India.

Ray, P.K. (2015). Balancing and Lucas-balancing sums by matrix methods. Math. Rep.
17(67): 225-233.

Szalay, L. (2007). On the resolution of simultaneous Pell equations. Annales Mathematics
and Informatics 34: 77-87.

Tekcan, A. (2019). Almost balancing, triangular and square triangular numbers. Notes on
Number Theory and Discrete Maths. 25(1): 108-121.

Tekcan, A. ve Erdem, A. (2020). ¢-cobalancing numbers and Lucas z-cobalancing num-
bers. Notes on Number Theory and Discrete Maths. 26(1): 45-58.

Tekcan, A. ve Aydin, S. (2022). On t-balancers, #-balancing numbers and Lucas #-balan-
cing numbers. Libertas Mathematica. Y aymna kabul edildi.

Tengely, S. (2013). Balancing numbers which are product of consecutive integers Publ.
Math. Deb.83(1-2):197-205.

55



Adi Soyadi

Dogum Yeri ve Tarihi
Yabanci Dil

Egitim Durumu

Lise

Lisans

Cahstig1 Kurumlar

fletisim (e-posta)

Yayinlar

OZGECMIS

:Samet AYDIN
:Bandirma, 11/02/1996

:Ingilizce

:Manyas Anadolu Lisesi, 2010-2014
:Uludag Universitesi, 2014-2019

:Bursa Uzman Kariyer Egitim Kurumlari, 2017-2021

:smtaydin.1996(@gmail.com

Tekcan, A. ve Aydin, S. (2022). On t-balancers, #-balancing numbers and Lucas #-balan-
cing numbers. Libertas Mathematica. Yayina kabul edildi.

56



