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OZET

Doktora Tezi
NOKTASAL 1-TiPINDE KANONIK VEKTOR ALANINA SAHIP YUZEYLER
Eray DEMIRBAS

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bir M ¢ R™¢ altmanifoldunun G Gauss déniisimii M iizerinde sifirdan farkli
tirevlenebilir bir f fonksiyonu ve sabit bir C vektori i¢in AG = f(G + C) esitligini
sagliyorsa M altmanifoldu noktasal 1-tipine Gauss doniisiimiine sahip oldugu sdylenir.
Eger f fonksiyonu sabit degilse, 1-tipindeki Gauss doniisiimii has olarak adlandirilir.
Noktasal 1-tipinde Gauss doniisiimiine sahip olan bir M altmanifoldu i¢in C sifir vektori
ise, birinci tiirden oldugu séylenir. Aksi takdirde, noktasal 1-tipinde Gauss doniistimiimiin
ikinci tiirden oldugu sdylenir. Son zamanlarda noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip
olan R* deki rotasyonel yiizeyler bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmustir.

M c R™? altmannifoldunun x konum vektorii alan1 x = xT + x" ayrisimina sahiptir.
Burada x” ve xV, sirasiyla x in tegetsel ve normal bilesenlerini olup x” kanonik vektor
alani olarak adlandirilir. Bir Riemann manifoldu tizerindeki bir vektor alani, bu manifold
tizerinde tanimlanan bir fonksiyonun gradyanti olarak ifade edilebilirse bu vektor alanina
konservatif denir. Bu fonksiyon, skaler potansiyel olarak bilinir. Enerjinin korundugu
fiziksel sistemlerin kuvvetleri konservatif vektor alanlaridir. Sonugta, p = %(x,x) igin f
nin gradienti Vp = x7 dir.

Bu calismada, M ¢ R™*¢ altmanifoldunun kanonik vektor alan1 x” nin AxT = o (xT +
C) sartin1 sagladigt durumlar incelenmistir. Bu esitlik M {izerinde sifirdan farkli
tiirevlenebilir bir fonksiyon ¢ ve sabit bir C vektorii igin gegerlidir. Bu esitlikte C vektorii
sifira esit ise x” kanonik vektor alanina noktasal 1-tipindedir denir. Bu ¢alismada sirasiyla
R* deki rotasyonel hiperyiizeyler ve rotasyonel yiizeylerin kanonik vektdr alan1 x” nin
noktasal 1-tipindedir olmasi ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmis ve bu sonuglari
destekleyici 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Déonel yiizey, sonlu tip ylizey, 1-tipinde Gauss doniigiimii

2022, x+ 55 sayfa.
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ABSTRACT

PhD Thesis
SURFACES WITH POINTWISE 1-TYPE CANONICAL VECTOR FIELD
ERAY DEMIRBAS

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARRSLAN

A submanifold M of a Euclidean space R™*¢ is said to have pointwise 1-type Gauss map
if its Gauss map G satisfies AG = f(G + C) for some non-zero smooth function f on M
and a constant vector C. A pointwise 1-type Gauss map is called proper if the function f
is non-constant. A submanifold with pointwise 1-type Gauss map is said to be of the first
kind if the vector C is zero vector. Otherwise, the pointwise 1-type Gauss map is said to
be of the second kind. Rotational surfaces in R* with pointwise 1-type Gauss map have
been studied by many researchers.

For the Euclidean submanifold M c R™*¢, the position vector field x can be decomposed
as follows: x = xT + xV, where x and x" denote the tangential and the normal
components of X, respectively. The tangent component x” known as canonical vector
field. If a vector field of a Riemannian manifold is the gradient of a function defined on
this manifold, this vector field is called conservative. This function, known as a scalar
potential. Conservative vector fields representing forces of physical systems in which

energy is conserved. Consequently, for p = %(x,x) the gradient Vp = x7 holds.

In the present study, we considered immersed submanifold M c R**¢ which has
pointwise 1-type canonical vector field x7, i.e. AxT = @(xT + C) holds for some non-
zero smooth function ¢ on M and a constant vector C. A pointwise 1-type canonical
vector field is called proper if the function ¢ is non-constant. We obtain some results of
rotational surfaces and rotational hypersurfaces in R**¢ whose canonical vector fields
xT satisfy this condition. We also give some examples which support the obtained results.

Key words: General rotational surfaces, position vector field, finite type surfaces, pointwise
1-type Gauss map.

2022, x+ 55 pages.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

U, Alt kiime

M Altmanifold

N Arakesit

m,n Boyut

Xa Dontisim

y Egri

y' Egri tiirevi

f Fonksiyon

vf f fonksiyonunun gradienti
dfy, f fonksiyonunun yéne gore tlirevi
G Gauss doniisiimi

K Gauss egriligi

Uy, xa) Harita

() I¢ ¢arpim

h Ikinci temel form

X Konum vektori

A Laplasian

[] Lie parantez operatdrii

Y M nin koneksiyonu

R7+d (n + d)-boyutlu Oklit uzay1
p Nokta

Il 1l Norm

xN Normal bilesen

vt Normal koneksiyon

xt (M) Normal vektdr alanlari kiimesi
H Ortalama egrilik

H Ortalama vektor alani

A Pozitif tamsayilar kiimesi

v R™*4 nin koneksiyonu

A Sabit fonksiyon

C Sabit vektor

A Sekil operatorii

R3 Minkowski uzay1

div(xT) Tanjant bilesenin divergenti
xT Teget bilesen

x(M) Teget vektor alanlart kiimesi
ot Ters fonksiyon

dx, Tiirev doniistimii

k Tiirevlenebilir fonksiyon

F Vektor alanm

M Varis uzayi



1. GIRIS

M, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak iizere x : M — R™*% bir izometrik
daldirma olsun. Bu daldirma altinda M ye R™*¢ i¢ine daldirilan n-boyutlu altmanifold
adi verilir. M nin en 6nemli geometrik nesnelerinden biri x konum vektoriidiir. Bu vektor

p € M noktasini o € R™**¢ referans noktasina baglayan x = op seklinde tanimli olan yer

vektorii ya da yarigap vektorii olarak da bilinir.

1970"erin sonlarindan beri Oklid uzayindaki sonlu tip altmanifoldlarinin incelenmesi
kapsaml1 bir sekilde gerceklestirilmistir. M ¢ R™™ altmanifoldunun x konum vektorii
M nin Laplasyeni A nin 6zvektorlerinin sonlu toplami olarak ifade edilebilirse M ye sonlu
tipte oldugu sdylenir. Diger bir deyisle x = xy + Z;‘zlxi s Ax=ix;,1<i<k
ayrisiminin saglanmasidir. Burada x, sabit, x; ler ise sabit olmayan vektor degerli
fonksiyonlar ve A; € R dir. Eger 44, 45, ..., A} birbirinden farkli ise M k-tipindedir denir.
Benzer sekilde, M iizerindeki tiirevlenebilir bir ¢ fonksiyonu A nin R™*¢-degerli
Ozvektorlerinin sonlu toplami oluyorsa ¢ ye sonlu tipdedir denir (bakiniz, (Chen, 1983),
(Chen, 1984; Chen, 1985; Yoon, 2001)). Sonlu tip altmanifold kavrami, dogal olarak M
nin G Gauss déniisiimiine genisletilebilir (Chen ve Piccinni, 1987). Eger, Oklid uzaymin
bir M altmanifoldu 1-tipinde bir G Gauss doniisiimiine sahipse, baz1 A € R ve bazi sabit
C vektorii i¢in AG = A(G + C), esitligi saglanir (Baikoussis ve Blair, 1992), (Baikoussis
vd., 1993), (Baikoussis ve Verstraelen, 1993) ve (Kim ve Yoon, 2001). Bununla birlikte,
Oklid 3-uzay R3 de helikoid, katenoid ve dik koni gibi baz tipik iyi bilinen yiizeylerin
Gauss doniistimlerinin Laplasi sifirdan farkli bazi f fonksiyonu ve bazi sabit C vektorleri
icin AG = f(G + C), sartin1 sagladigi gosterildi (Chen ve Kim, 2001). Eger f fonksiyonu
sabit degilse bu takdirde noktasal 1-tipindeki G Gauss doniisiimii has olarak adlandirilir.
Noktasal 1-tip Gauss doniisiimiine sahip bir M altmanifoldu igin eger C vektorii sifir
vektor ise birinci gesit oldugu sdylenir. Aksi takdirde, noktasal 1-tipindeki G Gauss
doniistimii ikinci gesit olarak ifade edilir (Chen ve ark. 2005), (Kim ve Yoon 2000a),
(Kim ve Yoon 2000b) ve (Kim ve Yoon 2005). Cho ve Kim 2001 yilinda yaptiklari
calismada minimal helikoidi birinci gesit noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip olma
durumunu incelediler. B.-Y. Chen, birinci ¢esit noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip
donel yiizeylerinin, sabit ortalama egrilikli donel ylizeylere karsilik geldigini gostermistir.

Ayrica, noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip rasyonel yiizeylerin bir



karakterizasyonu verildi (Chen vd., 2005). R3 de L,-noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime
sahip yiizeyler i¢in (Kim ve Turgay, 2013), Minkowski uzay1 R3 de noktasal 1-tipinde
Gauss doniisiime sahip diiz ylizeyler i¢in ise (Dursun ve Coskun, 2012) calismasi
incelenebilir. Son zamanlarda, noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip R* deki
rotasyonel yiizeyler birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir (Aksoy ve Yayli, 2020;
Arslan vd, 2014; Arslan vd, 2011-a; Arslan vd, 2011-b); Arslan vd., 2010; Arslan vd.,
2017; Bulca vd., 2012; Dursun ve Arslan 2011; Dursun ve Turgay, 2012-a). Bununla
birlikte noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip Minkowski 4 uzayindaki uzay benzeri
yiizeyler i¢in (Dursun ve Turgay, 2012-b; Dursun ve Turgay, 2019) ve Minkowski
uzayinda noktasal 1-tipinde Gauss dontisiime Sahip hiperyiizeyler i¢in (Dursun, 2009;
Dursun, 2015) ¢alismalarina bakilabilir.

M nin 6nemli invaryantlarindan biri ortalama egrilik vektor alan1 H dir. Fizikte, ortalama
egrilik vektor alani, altmanifold iizerine uygulanan burulma alanidir. Malzeme biliminde
ylizey gerilimi, yiizey stresi veya ylizey serbest enerjisi i¢in kullanilir (Chen, 2017). E.

Beltrami’nin iyi bilinen formiilii, pozisyon vektor alani X ile M nin ortalama egrilik vektor
alani H nin arasinda Ax = —nH, bi¢ciminde basit bir iligki saglar. Burada A, M nin
indirgenmis metrige gore Laplasyenini ifade etmektedir. Bu esitlikten M nin minimal
(yani H = 0) olmas1 igin gerek ve yeter kosul Ax = 0 olmasi, diger bir degisle, M nin
harmonik olmasidir (Chen, 1973).

M nin x pozisyon vektdr alani, x = x7 + xV bigiminde dogal bir ayrismaya sahiptir.
Burada xT ve xV, x in sirastyla teget ve normal bilesenleridir. B.Y. Chen 2017 yilinda
yapmis oldugu calismada Oklid altmanifoldlarinin konum vektdrii alanlariyla iliskili
diferansiyel geometride cesitli konularin bir arastirmasini sunmustur. Bu ayrisimda x7
tanjant bileseni kanonik vektor alani olarak bilinir (Chen ve Deshmukh, 2018). Bir
Riemann manifoldunun vektor alani, bu manifold {izerinde tanimlanan bir fonksiyonun
gradyani ise, bu vektor alanina konservatifdir denir. Bu fonksiyon, skaler potansiyel
olarak bilinir. Fiziksel kuvvetleri temsil eden konservatif vektor alanlari enerjinin

korundugu sistemlerdir (Marsden ve Tromba, 2003).



Bu caligma dort boliimden olusur. Birinci boliim giris boliimidiir.

Ikinci boliimde kuramsal temeller ve kaynak arastirmasma doniik tanim ve sonuglar
verilmistir. Ozellikle diferansiyellenebilir manifold, diferansiyellenebilir déniisiim, Levi-
civita koneksiyonu, tiirev doniisiimii ve difeomorfizm ile ilgili temel tanimlar ve esitlikler
tanitilmigtir. Boliimiin ilerleyen kisimlarinda imersiyonlar, altmanifoldlar, 2. temel form,
sekil operatorli, Gauss ve Weingarten formiilleri ve bunlar yardimiyla tanimlanan

ortalama egrilik vektor alan1 ve egriligi ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde materyal ve yénteme yer verilmistir. Bu bdliim iki kisimdan ibarettir.
Birinci kisimda x pozisyon vektor alant ve ayrisimu ile ilgili islemlere yer verilmistir.
Ozellikle p = %(x,x) uzaklik fonksiyonu olmak iizere y(M) nun gradiyenti Vp = xT
esitliginin saglandigi gosterilmistir. Bununla birlikte M altmanifoldunun ortalama egrilik
vektor alam H olmak iizere div(xT) = n + n(H, x) esitligi saglandigi gosterilmistir,
Boylece div(xT) = 0 ise xT vektdr alam sikistirilamaz oldugu sonucuna varilmistir.
Ikinci kistmda xT kanonik vektdr alanmin AxT Laplasyeni AxT nin hesabina yer verilmis,
xT nin harmonik olma kosulu AxT = 0 esitliginin saglanmas1 durumunda hangi sartlarin
ortaya cikacagl tartigthmstir. Ayrica tiirevlenebilir bir ¢ fonksiyonu icin AxT = @xT
esitliginin saglanmasi durumunda x” kanonik vektor alani noktasal 1-tipinde dir. Bu sart:
saglayan xT kanonik vektor alani ile ilgili baz1 sonuglara yer verilmistir.

Dérdiincii boliim bulgulardan ibaret olup iki kistmdan olusur. Birinci kisimda R™*? deki
donel hiperyiizeyler incelenmistir. Sirasiyla R3 deki doénel yiizeyler ile bunlarin
genellemeleri olan R* deki rotasyonel hiperyiizeler ve birotasyonel hiperyiizeler ele
almmstir. Ikinci kisimda R* deki rotasyonel yiizeler, kiiresel carpim yiizeyleri, meridyen
yiizeyleri ve tensdr garpim yiizeleri ele almmustir. Bu yiizeyleri x” kanonik vektér
alanlarinin noktasal 1-tipinde olmasi ile ilgili sonuglar elde edilmis ve bu sonuglart

destekleyici baz1 6rnekler verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boélimde, sonraki bolimlerde kullanilacak bazi temel kavramlar, teoremler ve
tanimlar ele alinmistir. Ozellikle tiirevlenebilir doniisiimler, altmanifoldlar, birinci ve
ikinci temel formlar, Gauss ve Weingarten denklemleri ve ortalama egrilik ile ilgili temel
kavramlara yer verilmistir. Bu boliimde, agirlikli olarak, (do Carmo, 1976), (do Carmo,
1979), (Chen, 1973; Gray, 1993) kaynaklarindan yararlanilmistir.

Tamm 2.1 M # @ kiimesi ve U, c R" agik alt kiimesi i¢in x,: U, = M doniisiimlerinin
bire bir (injective) bir ailesi (atlas1) {(Ug, x,): @ € Z*} bigiminde tanimlansin. Boylece

asagidaki sartlar saglanirsa M ye n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold adi verilir;
i) x4 (Ug,) larm sonlu birlesimleri M kiimesini ortecektir.

i) x,(Uy) N xﬁ(Uﬁ) =W # @ sartim saglayan herhangi a,f cifti i¢in x;1(W) ve
Xg L(W) kimeleri R™ nin acik alt kiimeleridir. Bununla birlikte, Xg 1o x, koordinat

degisimi fonksiyonlar tiirevlenebilirdir.
i) {(U,, x,)} ailesi i) ve ii) sartlariyla birlikte maksimaldir.

Burada (U,, x,) ¢ifti (ya da x, donlisimil) p € x,(U,) i¢in M nin p noktasindaki bir
parametrizasyonu (yada koordinat sistemi) olarak bilinir. Bununla birlikte x,(U,) lara

koordinat komsulugu (ya da harita) adi verilir (do Carmo, 1976).

Tamim 2.2 M ve M sirasiyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar olmak iizere
x:M — M déniisiimii verilsin. Bu takdirde x(p) noktasinda tanimlanan ¢: V < R* - M

parametrizasyonu i¢in x (@ (U)) < ¢(V) ve
¢ loxop:U c R* > R™

dontisimii  diferansiyellenebilir olacak sekilde p noktasinda bir ¢:U c R" - M
parametrizasyonu bulunabilirse x e diferansiyellenebilir doniisiim ad1 verilir (do Carmo,
1976).



Tamm 2.3 R3, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak {izere
Vi x(M) X x(M) = x(M); V(X,Y) = VxY

bi¢iminde tanimli V doniigimi VX,Y € y(M) ve f,g € D(M) i¢in asagidaki sartlari

saglar ise V ya M tizerinde bir afin koneksiyon denir (do Carmo, 1976);

1) fo_+_gyZ ES fVXZ + gVyZ dII’
2) Vi (fY + Z) = X(F)Y + fVyY + V,Z dir.

V da M nin bir afin koneksiyonu olsun.

)VX,Y € y(M™) igin VyY — Vy, X = [X,Y] ise V simetriktir.
VXY, Zeyxy(M")icin X(Y,Z) =(VyY,Z) + (Y, VyZ)

sart1 saglanirsa afin konneksiyonuna M {izerinde bir Levi-Civita koneksiyonu adi verilir

(do Carmo, 1976). Bu durumda (M, (, )) Riemann manifoldu yapisina kavusur.

Tamim 2.5 M ve M sirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 igin
x:M — M diferansiyellenebilir doniisiimii olsun. Herhangi p € M ve her vy, ET,M
tanjant vektorii igin bir y:(—¢,&) > M egrisi y(0) =p, y'(0) =v, olacak sekilde
secilsin. Boylece f = xcoy egrisi alindiginda dx,:T,M — Tx(p)M tirev donilistimi
dx,(v) = '(0) bigiminde taniml olan lineer bir doniisiim olup y egrisi segiminden

bagimsizdir (Chen, 1973).

Tamim 2.6 M ve M sirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 igin
x:M — M déniisiimii verilsin. Eger x doniisiimii diferansiyellenebilir, birebir, érten ve
x~ 1 de diferansiyellenebilir ise x doniisiimiine bir difeomorfizm ad1 verilir. Benzer sekilde
p €M ve x(p) € M noktalarinin komsuluklar1 sirasiyla U ve V olmak iizere bunlar
asmdaki x: U — V doniisiimii bir difeomorfizm ise x doniisiimiine bir lokal difeomorfizm

ad1 verilir (do Carmo, 1976).

Tamm 2.7 M ve M Riemann manifoldlar: i¢in x: M — M bir difeomorfizm olsun.

Herp € M ve X,Y € T,M tanjant vektorleri igin



(X, Y)p = (dxp (X), dxp ) )x(p)
sart1 saglanirsa x doniisiimiine bir izometri ad1 verilir (do Carmo, 1976).

Tamm 2.8 M ve M sirasiyla n ve m-boyutlu, m > n diferansiyellenebilir manifoldlar:
icin x:M — M doniisiimii verilsin. Bu takdirde dx,:T,M - Tx(p)fVT doniisimii  her
p € M igin injektif ise x e bir daldirma M ye de M nin daldirilan altmanifoldu ad1 verilir
(Chen, 1973).

Bununla birlikte x(M) alt uzay1 M den indirgenen alt uzay topolojisi ile birlikte x
daldirmas1 x(M) © M iizerinde bir homeomorfizm ise x € bir gomme M ye de M nmn

gomiilen altmanifoldu ad1 verilir (do Carmo, 1976).

Tamim 2.9 M altmanifoldu x: M —» R™* izometrik daldirmast ile verilsin. R™*4 de Levi-
Civita koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda her X;, X i € T,M lokal vektor alanlari

icin M altmanifoldunun R™*¢ dan indirgenmis Levi-Civita koneksiyonu V olmak iizere

M nin ikinci temel form doniistimii
h: x(M) X x(M) - x*(M); h(X;, X;) = Vy X; — Vy X; (2.1)

bi¢ciminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.1) esitligi Gauss formiilii olarak bilinir (Chen, 1973).

Tamm 2.10 M c R**¢ altmanifoldu x: M —» R™¢ izometrik daldirmasi verilsin.
Boylece M nin birim normal vektdrii N, 1 < a < d olmak lizere M nin sekil operatorii
doniigiimii

A (M) X (M) — x(M); Ay Xi = =V Ny + Vi, N, (2.2)

bigiminde tamimlanir. Burada Ay doniistimi N, ya karsilik gelen sekil operatoriidiir.
(2.2) esitligi Weingarten formiilii olarak bilinir (Chen, 1973).

Herhangi X;, X; € T,,M igin M nin 2. temel form katsayilar1
h = (An X0 X)) = (h(X0, X)), No); 1 <ij<nl1<a<d (2.3)

esitligi ile tanimlanur.



Tanmm 2.11 M c R™*4 altmanifoldu x;: M - R™*4 izometrik daldirmasi ile verilsin. Bu
takdirde M nin ortalama egrilik vektor alani

H= Z (X X)) (2.4)

k=1

3|

bi¢iminde tanimlanir.

Bununla birlikte, M nin ortalama egrili fonksiyonu H = ||H|| ile hesaplanir. Eger

H = 0ise M ye minimaldir denir (Chen, 1973).

Tammm 2.13 M c R**%¢ kompakt altmanifoldu x: M - R™*¢ izometrik daldirmasi

verilsin. M nin R™*%den indirgenmis metrige gdre Laplas operatdrii A ve M nin ortalama

egrilik vektorii H olmak iizere Ax = —nH Bertrami formiiliinii saglanir (Chen, 1973).

Tanmim 4.1.1: M c R™*4 gltmanifoldu x: M —» R™*4 izometrik daldirmasi ile verilsin. M

tizerinde taniml1 herhangi bir tiirevlenebilir ¥ fonksiyonu igin ¥ nin Laplasyeni

AY = Z (levxill’ - vvxixilp) (2.5)
i=1

seklinde tanimlanir (Chen, 1973).

Onerme 2.2.14: M c R?*4 yiizeyi x: M - R?*¢ izometrik daldirmas: ile verilsin. Bu

takdirde T, M nin bir {X;, X,} ortonormal bazi i¢in M nin Gauss egriligi

K= <h(X1,X1), h(XZ'X2)> - <h(X1'X2)' h(X1'X2)> (26)
dir (Chen, 1973).



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Pozisyon Vektor Alan1 ve Ayrisimi

M c R™4 altmanifoldu x: M —» R™**¢ izometrik daldirma ile verilsin. Bununla birlikte
p € M noktast R™* nin orijin noktas1 o ile birlestirildiginde x = op pozisyon vektérii

elde edilir. Dogal olarak
x=x" +xN (3.1)

teget ve normal ayrisimina sahiptir (Chen ve Deshmukh, 2018). Bu x vektoriin fizikte
onemli uygulama alanlart mevcuttur. Ornegin, bir cismin hareketinin ¢ anindaki durumu
x(t) pozisyon vektorii ile ifade edilir. Bu pozisyon vektoriiniin birinci ve ikinci tiirevleri

strastyla cismin t anindaki hizin1 ve ivmesini verir.

Tamm 3.1.1. D ¢ R™**% acik kiime, f:D — R tiirevlenebilir fonksiyon olmak iizere f

nin gradyenti

n+d af
vf=) =é
f . axl el
i=1
biciminde tanimlanir. Boylece D iizerine taniml bir F vektor alani
F=Vf (3.2)

bi¢iminde ifade edilirse F ye konservatif vektér alani ad1 verilir. f fonksiyonuna ise F

nin potansiyel fonksiyonu denir (Chen ve Deshmukh, 2018).

Onerme 3.1.2. D c R™¢ acik alt kime, f:D — R tiirevlenebilir fonksiyon ve

y:I € R - D c R™4 regiiler egri olsun. Bu durumda vt € I icin

d
—fr®) =V (r®).y'©) (3.3)
dir. Herhangi t, € I aninda x, = y(t,), vy = y'(t) olmak tizere (3.3) esitligi

dfp,(wo) = (Vf (po), vo) (3.4)

olup f nin x, noktasinda v, yoniinde tiirevini verir.



M c R™4 altmanifoldunun pozisyon vektorii (3.1) ayrisimi ile tanimlansm. M nin

ortonormal ¢atis1 {&;, &,, ..., &,} olmak iizere xT vektdr alani

n n
xT = Z(XT, 51)5i = Z(X, éi)éi

dir.
M c R™*4 altmanifoldu tizerindeki uzaklik fonksiyonu

p—z X, X)

olmak tizere p nin gradiyenti
n
Vp = Z(Zix,x) &;
i=1
esitligi ile hesaplanir. Boylece
vgix = gi
oldugundan (3.6) esitligi

n
Vo= ) ()%
i=1

dir. Buradan (3.5) ve (3.8) esitliklerinden

Vp = xT

oldugu goriiliir. Bu da bize xT nin bir konservatif vektdr alan1 oldugunu gosterir.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

M c R™*? altmanifoldunun pozisyon vektoriiniin teget bileseni olan x7 vektdr alanin

diverjansi

n
div(™) = ) (a7, 8)
i=1

(3.10)



seklinde hesaplanir. Buradan (2.1) Gauss formiilii
Vs xT = Vzx" + h(&;,xT)

ve (3.5) esitligi kullanilarak

n n
divie™) = Y (Vs | D (1,85 |.é)
i=1 j=1

n

= ) W8 08),8)

ij=1

n n n
= D (Tad0) (680 + ) (s, %,8) (@) + Z@,-,xwgié,-, é)

ij=1 ij=1

Z(V e],x)SU + Z 5% + Z(el,x)(l% € ,€;)

i,j=1 i,j=1 i,j=1

elde edilir. Bununla birlikte (3.12) esitliginde Gauss ve esitligi kullanilirsa

div(xT) = z (Vg6 + h(é; é),x) 6;; + Z 5% + Z(el,x)(v €, €;)

ij=1

n

Z(V €, X)8;; + Z(h(el,e]) X)6;; + z 5% + Z(e],x)(v €, &)

ij=

bulunur. Boylece son esitlikte

=1
n
Z 8% =n,
ij=1
ve
n

> (h(@,8), 18y = nH, x)
ij=1

yerine yazilirsa

10

(3.11)

(3.12)



n n
div(e™) = n+n(H )+ ) (Vs 085+ Y (6, 0Vad é)

i,j=1 i,j=1

bulunur (Chen ve Deshmukh, 2018). Ayrica herhangi Z € y(M) vektor alan1 ve wk

koneksiyon formlar i¢in

n
V8 = Z wE(D)é; 1<i<n (3.13)
k=1
dir. Burada w koneksiyon formlari olup wf = —w}, dir. Bununla birlikte

n n n n
D W 08y + ) Ve 80 = ) wh@E) Gund+ ) wi@) (@)

ij=1 i,j=1 ik=1 ij=1
bulunur. Bdylece son esitlik
div(xT) = n + n(H, x) (3.14)
halini alir.

Tammm 3.1.3 M c R™ tiirevlenebilir altmanifold olmak tizere Z € T(M) olsun. Bu
takdirde
div(Z) =0

ise Z e stkistirtlamaz vektor alani adi verilir (Chen, 2017).
Boylece (3.14) esitliginden (Chen, 2017) ¢alismasindaki asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.1.4 M c R™ tiirevlenebilir altmanifold olsun. M nin teget vektdr alani x7,

sikistirtlamaz olmasi icin gerek ve yeter kosul
(H,x)y=-1 (3.15)

olmasidir.
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3.2. AxT = @pxT Sartim Saglayan Altmanifoldlar

Tamm 3.2.1. M c R™*4 altmanifoldu x: M — R™**% jzometrik daldirma ile verilsin. M

tizerindeki herhangi bir Z vektor alani i¢in
Z=V,x (3.16)

esitligi saglandiginda x pozisyon vektoriine Z boyunca kongruent vektér alant adi verilir.

Burada V, R™*¢ Oklid uzaymin Levi-Civita koneksiyondur.
Buradan {€;},1 < i < n, M iizerindeki lokal ¢at1 alan1 olmak iizere
Vsx = ¢ (3.17)

14

dir. Diger bir degisle, M nin x pozisyon vektorii €; boyunca kongruent vektor alanidur.
Boylece x pozisyon vektdrii x = xT + xV¥  ayrisimma sahip oldugundan Gauss ve

Weingarten esitlikleri yardimiyla

= VgixT + h(e;, XT)—AxNéi + VlgiXN
dir. Boylece teget ve normal bilesenler yardimiyla
éi = VéixT—AxNéi (318)

h(é;,x") +Vigx" =0 (3.19)
esitlikleri elde edilir.

M nin V konneksiyonu ile iliskilendirilen egrilik tensorii herhangi €;, €;, &, € y(M) igin
R(&;,8)éx = Ve.Ve,x — Vo, Vs.6x — Vs,6,)6k (3.20)

ei,e]

biciminde tanimlanir. Buradan (3.18) esitligi kullanilarak

12



R(&j, & )x" = (VAXN) (é,8) — (VAxN) (éx. &) (3.21)
bulunur. Bu denklemden
(VAxN) (é}, ék) = ng(AxNé)k) — AN (ngé)k) (3.22)

bulunur (Chen ve Deshmukh, 2018). Boylece (3.5) yardimiyla xT vektdr alanmm

Laplasyeni
n

AxT = Z (v4.) (8.8) (3.23)
=1

esitligi ile hesaplanir. Sonug olarak (3.22) ve (3.23) esitlikleri kullanilarak

n

AxT = z (vgj(AxNéj) — A (véjéj)) (3.24)

j=1

esitliginin saglandig goriiliir.
Asagidaki tanim verilir.

Tamm 3.2.2. M c R**2 altmanifoldu x: M — R™**2 bir izometrik daldirma ile verilsin.

Bu takdirde M iizerinde tiirevlenebilir bir ¢ fonksiyonu i¢in

AxT = @xT (3.25)
sart1 saglanirsa xT vektdr alan1 noktasal 1-tipindedir denir. Burada ¢ tayin fonksiyonu

olarak adlandirilir.
Asikar olarak, ¢ = 0 olmasi durumunda xT vektdr alan1 harmonik tir.
Boylece (3.5), (3.24) ve (3.25) esitlikleri yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.3 M, n-boyutlu baglantili Riemann manifold olmak iizere x: M — R™*4 hir
izometrik daldirma olsun. O halde x7 vektdr alaninin noktasal 1-tipinde olmast icin gerek

ve yeter kosul

n

Z (Ve,(An&) — A (V2,8) - 006, 2)) =0, (3.26)

i=1

esitligini saglamasidir.
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4. BULGULAR

4.1. AxT = @xT Sartim Saglayan Rotasyonel Hiperyiizeyler

Bu kisimda rotasyonel hiperyiizeyler incelenmistir. Ilk olarak R3 deki rotasyonel
hiperyiizeyler, diger bir ifadeyle donel yiizeyler, ikinci olarak R* deki rotasyonel
hiperyiizeyler ve son olarak da R* deki birotasyonel hiperyiizeyler ele almmustir. Bu
hiperyiizeylerin xT vektor alanlarinin harmonik olmasi durumunda bazi sonuglar elde
edilmistir. Ayrica xT vektdr alanlarinin noktasal 1-tipinde olmasi incelenmis, elde edilen

sonugclar1 destekleyici bazi1 drnekler verilmistir.
Bu boliimde rotasyonel hiperyiizeyler ile ilgili asagidaki durumlar ele alinmustir:
I. Durum: (R3 deki donel yiizeyler)

R3 de
x(u,v) = (fi(w), f2(w)cosv, f,(wW)sinv), (4.1)

f>(u) # 0, koordinat yamasiyla verilen yiizey donel yiizey olarak bilinir. Buraday(u) =

(fi(w), f,(u)) M nin meridyen egrisidir (Gray, 1993). M nin ortonormal ¢at1 alan1

10x
&= Yo
. 1 0x
e, = f—_Z% (4.2)

g 1 ! ! s
e; = E(fz' —ficosv, —fisinv)

vektorleri tarafindan gerilir (Bulca vd., 2009). Burada

Y=V + ()? (4-3)

M iizerinde reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece x in teget bileseni

2
xT = Z(x, 88, =La, (4.4)
i=1 l/}

esitligi ile hesaplanir. Burada

14



2
=) W (45)
i=1

seklinde tamimlanmistir. Boylece (€;,€,) ¢at1 alanina gore Gauss ve Weingarten

denklemleri

vglé)z - 0,
[~1 = le(u) -

W A
vhHEW ' Yh@)

Vézéz =

elde edilir. Burada

k=ff' W - LA W (4.7)

reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece (4.6) daki esitlikler yardimiyla M nin

o)

74l
Y/

Buradan Az, matrisinin izi alarak asagidaki sonug elde edilir (Arslan vd 2017).

sekil operatorii matrisi

olarak bulunur.

Teorem 4.1.1 M c R3 donel yiizeyinin ortama egrilik vektdr alani

2fo1p?
dir. Burada ¢ ve k fonksiyonlar1 sirastyla (4.3) ve (4.5) esitliklerinde verilmistir.

2!
ﬁ:Cﬁ+¢ﬁ>%

Teorem 4.1.2 (4.1) koordinat yamasiyla verilen M c R3 donel yiizeyinin x7 teget

vektor alani sikistirilamaz olsun. Bu takdirde
(kfy +*f)o + 2fo9p* = 0

15



dir. Burada
o=fifz—fh (4-71)
ve Y, k tiirevlenebilir fonksiyonlar1 sirasiyla (4.3) ve (4.7) ve de tanimlanmustir.

Ispat. (4.1) ve (4.2) yardimiyla

fifa=fzh

1/J (4.7,)

(531 ) -

elde edilir. Basitligin hatirina o = fj f, — f5 f; alinirsa (€5, x) = % bulunur. Buradan M

nin teget vektor alan1 xT nin sikistirllamaz olmas1 durumunda

= kf; JAPH kfa fi
—1=(H,x) = <%> (es,x) = (kf: 2;21;0/)[ )a

elde edilir. Boylece son esitlik diizenlenirse istenilen sonug elde edilir. =

M yiizeyinin x” teget vektor alaninin Laplasini hesaplamak icin (4.6) da verilen vektor

alanlarinin teget bilesenlerine ihtiya¢ vardir. Buna gore

Vs, ;=0
Vs, €, =0,
D) P
Vs , 4.8
ey el wfz (u) 2 ( )
> f2w)
Vg, e, =
d’f 2 (u)
oldugu goriiliir. Buradan (4.4) ve (4.8) esitlikleri yardimiyla
1
Vé’le == _(1> é)l'
Y\Y/,
(4.9)
T __ T] f2 —)
é,X

TP

bulunur. Boylece (3.18) ve (4.9) esitliklerinden
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1
AXNél = Véle - 51 = (a (%) - 1) 51,
u

N N nfz N
Anweé, =Vax' —é, = <FE — 1> é,

(4.10)

elde edilir. Bununla birlikte (4.10) esitligindeki vektor alanlarinin é; ve €, yoniinde

tirevleri alinirsa

1/ 1 m@ %
P =555 (w))u

, , 2 (4.11)
R B U (O J () (fz(u)> ;
T Ty \ L) 2w \ W) !
bulunur. Benzer sekilde (4.8) ve (4.10) esitlikleri yardimiyla
AXN(Vglé)l) =0,
sy= L(lz_1(m f2); (4.12)
AorTae) =5 <f2 i), fz) “

elde edilir. Boylece, (4.11), (4.12) esitlikleri (3.24) de yerine yazilirsa x” vektdr alaninin

Laplasyeni
AxT = Vg (Awé,) — An(V5,8) + Ve (An8,) — An(Ve,8,)
, " 2
(66, 56530 )
olarak bulunur. Burada y ve n fonksiyonlar sirasiyla (4.3) ve (4.5) de tanimlanmustir.

Teorem. 4.1.3 M c R3 dénel yiizeyi (4.1) koordinat yamasiyla verilsin. Bu takdirde

xT vektor alanmin harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

(s (2) ) +2 (D) £-L(E) -

esitliginin saglanmasidir.
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Ornek 4.1.4 R3 de f;(w) = au + b, f,(u) = c # 0, meridyen egrisi ile verilen donel

yiizey bir silindir belirtir. Bu yiizeyin x” vektdr alan1 harmoniktir. []
Meridyen egrisinin birim hizli olmasi durumunda asagidaki sonuclar elde edilir.

Onerme. 4.1.5 M c R3 dénel yiizeyi (4.1) koordinat yamasiyla verilsin. Bu yiizeyin
meridyen egrisi birim hizl1 ise bu takdirde x” vektor alaninin harmonik olmasi igin gerek
ve yeter sart

f2 ()
f2(w)

n/l(u)_l_n/(u) fZ(u)> _

—n(u) (m =0 (4.15)

esitliginin saglanmasidir. Burada 77 tiirenlenebilir bir fonksiyon olup (4.5) esitliginde

tanimlanmaistir.

Sonug. 4.1.6 M c R?® birim hizli meridyen egrisine sahip bir donel yiizey olsun. Bu

takdirde x” vektor alanini harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
FFOA"+LRED+ QA+ AA+ L) — D AA + ) =0
esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.1.7 R3 de f;(u) = cu, f,(u) = V1 — c2u meridyen egrisi ile verilen donel

yiizeyinin x” vektdr alaninin harmoniktir. Bu yiizey bir koni belirtir. [
(4.4) ve (4.13) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa
1 1 ' N\
), el ) =
esitligi elde edilir.
Boylece asagidaki sonuglar ispatlanmis olur:

Teorem. 4.1.8 M c R3® donel yiizeyi (4.1) koordinat yamasiyla verilmis olan donel
yiizeyin xT vektdr alan1 noktasal 1-tipinde olup bu yiizeyin tayin fonksiyonu (4.16) ile

hesaplanir.
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Sonu¢ 4.1.9 M c R3 donel yiizeyin meridyen egrisi

y(u) = (r(u)cosu, r(u)sinu) (4.16),
biciminde polar koordinatlar ile verilsin. Bu takdirde x” vektdr alaninin noktasal 1-

tipinde olmasi igin gerek ve yeter sart tayin fonksiyonun

1 /() +r3r” N 1 /(D +r3r"\ (1 + cot 1 rr' r' + cot 2 B
rr’' \(r? + (r')?)? " rr' \(r2 + (r")2)? J\r cotu rr' \rz+ @2 ) \r cow) =9
olmasidir. Burada r(u) # sbt olan yarigap fonksiyonudur.

Tamim 4.1.10 M c R™**¢ altmanifoldu x: M —» R™*4 bir izometrik daldirma ile verilsin.

Bu takdirde bazi ¢ € [0,1] i¢in ||xT|| = c||x]| esitligi saglanirsa M ye sabit oranlidir denir.
(Chen, 2003).

Asagidaki 6nermenin detayli ispatt (Chen, 2003) de goriilebilir.

Onerme 4.1.11 R? de yatan regiiler bir y egrisinin sabit oranli olmasi igin gerek ve yeter
sart y nin agagidaki egrilerden birinin agik bir parcasi olmasidir:

(a) Orijinden gegen bir dogru,
(b) Orijin merkezli bir gember,
(c) Bir logaritmik spiral (polar koordinatlarda r = ae??, a, b € R) dir.

Aciklama 4.1.12 1) r = sbt olmas1 durumunda M c R® donel yiizeyi bir kiire belirtir.
Bu durumda n’ = 0 olacagindan (4.4) esitligi geregi x” = 0 bulunur. Diger bir degisle
x = x" olmalidir. Bu durumda ||Vp|| = sht oldugundan dénel yiizeyin kiiresel oldugunu

sonucuna varilir.

2)x¥N =0 olmast durumunda x = x7 dir. Béylece (4.7,) esitligi yardimiyla

(5 1

Y

elde edilir. Buradan da

(fifa—fif2) =0 (4.17)
oldugu gortliir. Bu da bize donel yiizeyin meridyen egrisinin orijinden gegen bir dogru
parcasi oldugunu gosterir. Boylece donel yiizey bir koni belirtir. Basit bir hesaplama ile
Ornek 4.5 de verilen f; ve f, fonksiyonlarinin (4.17) esitligini sagladig1 goriiliir.
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Sonug 4.1.9 dan yararlanarak asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 4.1.13 r = e* olmas1 durumunda meridyen egrisi logaritmik spiral belirtir. Elde

edilen donel yilizeyinin X" vektdr alammin noktasal 1- tipinde olmasi igin tayin

cotu(1+cotu)
ZeZu

fonksiyonun ¢ = olmasidir. [

Ornek 4.1.14 Dénel yiizeyin meridyen egrisi

= (] B o)

parametrelendirmesi ile verilen bir traktriks egrisi ise bu durumda yiizey R3 te Beltrami

yiizeyi belirtir. Bu ylizeyin bir parametrelendirmesi,

x(u,v) = (f /1 - }C‘—je‘zu/c du, e cosv , e % sin V)

. - .. e 1
dir. Sonug olarak Beltrami yiizeylerinin Gauss egriligi K = —= dir. Bu nedenle bu

yiizeyler parabolik pseudo-kiiresel yiizeyler smifina girmektedir. Pseudo-kiire, 1868
yilinda Eugenio Beltrami tarafindan tanimlanmais olup hiperbolik geometri i¢in bir model
teskil eder (Beltrami, 1868). Bu ¢alismalardan da bilindigi iizere pseudo-kiire negatif,
sabit Gauss egriligine sahiptir. Boylece yukaridaki parametrelendirme ile verilen
Beltrami yiizeyinin x” vektdr alaninin noktasal 1-tipinde olmast i¢in

ORI O
n@w) @)  c?

esitligi saglanmalidir. Buradan

]/1—Ee‘zu/cdu=—c/1—Ee‘zu/c—£ln ’1_7‘_28—2u/c_1
c2 c2 2 c2

totn [1-Xe-2ue 41

2 c?

oldugundan bu integral yardimiyla

n= \/1 _Ee—Zu/cf\/l _Ee—Zu/cdu _7\_2e—2u/c
c? c2 c
_ _7\2—2/_/_7\2—2/_5 _ M ou/c _
= |1 geuc<c1 C—zeuc 21n 1 C—Zeuc 1
c
+Eln< ’1—1‘—§e‘2‘1/c+1)

olarak hesaplanir. []
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I1. Durum: (R* deki Rotasyonel Hiperyiizeyler)
M c R* dénel hiperyiizeyi,
x(s,u,v) = (f1(s), f2(s)sinu, f,(s)cosusinv, f,(s)cosucosv) (4.18)
f2(s) # 0, koordinat yamasiyla verilsin. Burada
Y(s) = (f1(s), f2(5))

regiiler bir egri olup meridyen egrisi olarak bilinir (Do Carmo ve Dajczer, 1983; Giiler

vd., 2018). M nin tanjant uzayi

, lox

“1=pas

, = 2% 4.19
eZ - fz au’ ( ' )
, 1 ox

®3 = F cosu av

ortanormal vektorleri tarafindan gerilir. Boylece M nin birim normali

8, = — (f4, —fisinu, — f cosusinv, — f] cosucosv) (4.20)

14

olarak hesaplanir. Boylece (€;,€,,63) c¢ati alanmna gore Gauss ve Weingarten

denklemleri yardimiyla

OO
2 ¢f2(u) ! ¢f2(u) v

O B@ . tamu.,  f .
e ) R A AT A b

(4.21)

elde edilir. Burada ¢ ve k fonksiyonlar sirasiyla (4.3) ve (4.7) de verildigi gibidir.

Boylece, (4.21) de verilen vektor alanlarinin teget bilesenler
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Vglgl = 0,

V.6 = fa(w) 3

= YhHW
O

Vs, e, = vh €1, (4.22)
, W)

A
9 ffw) , | tanu ,

Vs.e3 =

“% T TR T B

oldugu gorilir. Bu durumda (4.21) yardimiyla M nin sekil operatoriiniin matris temsilcisi

ﬁ 0 0
1 f’ 1
A =0 L o (4.23)
0o o L
Yf,

olarak bulunur. Bu matrisin farkli bir yoldan hesaplanmasi i¢in bakiniz (Arslan vd.,
2021). Buradan (4.23) kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1.15 M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.18) koordinat yamasiyla verilsin. M

nin ortama egrilik vektor alani

kfy + 2°f1

H =
3% !

(4.24)
dir. Burada ¢ ve k fonksiyonlari (4.3) ve (4.5) esitliklerinde verilmistir.

Teorem 4.1.16 (4.18) koordinat yamasiyla verilen M c R* rotasyonel hiperyiizeyinin x”

teget vektor alani sikistirilamaz olsun. Bu takdirde

(kfz + 2% f{)o + 3f3* =0

esitligi saglanir. Burada o = f{f, — f,five ¥, k tiirevlenebilir fonksiyonlar1 sirasiyla

(4.3) ve (4.7) ve de tanimlanmgtir.
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Ispat. (4.1) ve (4.2) yardimiyla

fif=fzfi

<§4: ) - l/)

elde edilir. Boylece
o=fifa—fih
alinirsa (€,,x) = % bulunur. Béylece M nin xT teget vektdr alam sikistirilamaz olmast

durumunda

— k 2 2! k 2 21
~1=(H,x)= (%) () = 2 :f2$4f1)0

elde edilir. m

Simdi de M c R* rotasyonel hiperyiizeyinin x” teget vektdr alam yardmmiyla ilgili
asagidaki hesaplamalar1 yapalim. Bunun igin (4.18) yamasinin teget bilesenin

3
xT = Z(x, 8.8, = %51 (4.23)

i=1

esitliginden yararlanilir. Boylece (4.22) ve (4.23) esitlikleri yardimiyla

1
Vé XT = _(E> éll

! Y\p/
nfa(uw)
Vg, x" = VhW €, (4.24)
T _ nfz) .
A

bulunur. Boylece (3.18) ve (4.24) esitliklerinden

1
AXNé)l = V§1XT - 51 = (J (%)S - 1) 51;
L, L (nf@) e
A, =Vax" — &, = <¢2f2 N 1) é,, (4.25)
nfz(w) 1) P
Y2 fo(w) ’

AXNé)3 = Vé’3XT - 53 = (
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elde edilir. Bununla birlikte (4.10) esitligindeki vektor alanlarinin é; ve €, yoniinde

tirevleri alinirsa

Ve, (Agné)) = %(% 3) ) 2,

Ve (Awéy) = (l/’][ o 1) L0, (4.26)
Ve (Ans) = (lf?(ﬁ?) - 1) <‘ SRS R 52)

bulunur. Benzer sckilde

—Aw(Vz,8,) =0,

—Aw(Vs,8,) = % @ (%)S _ 1) 2, (4.27)

a2 = 15 (5 6), 1) %~ Fa (Fhas 1)

elde edilir. Boylece, (4.26), (4.27) esitlikleri (3.24) de yerine yazilirsa x” vektdr alanmin

Laplasyeni

3
AxT = Z (Vgi (AnE) — A (Véiéi))
i=1

2
1 1(77)) 2(77) fz 2n<fz’> N
=_[=(=) ) +=(=) 2-=(2) ié 4.28
w{(wlpss v\l n v \s) | (*28)
olarak bulunur. Burada i ve n reel degerli fonksiyonlar olup sirasiyla (4.3) ve (4.5) de

tanimlanmustir.

Teorem. 4.1.17 M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.18) koordinat yamasiyla verilsin. Bu

takdirde X' vektor alaninin harmonik olmast i¢in gerek ve yeter sart
2
1 2 , 2 4
<_ (M) ) N _<£) fa _ _Z<f_2> _0 (4.29)
Yw) \Yu)/, s Y\ f; YPi\fa

esitliginin saglanmasidir.

Meridyen egrisinin birim hizli olmas1 durumunda asagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonug¢. 4.1.18 (4.18) koordinat yamasiyla verilen rotasyonel hiperyiizeyi birim hizl

meridyen egrisine sahip olsun. Bu takdirde x" vektdr alaninin harmonik olmast icin gerek

ve yeter sart

n" W+ 2n'(w

' ’ 2
£ ﬁ(u)) L 430)

fo(w) fo(w)

esitliginin saglanmasidir. Burada 77 tiirenlenebilir bir fonksiyon olup (4.5) esitliginde

—2n(w) (

tanimlanmustir.

Ornek 4.1.19 f;(uw) = cu, fo,(u) = V1 —c?u, ¢? <1 meridyen egrisi ile verilen

rotasyonel hiperylizeyinin X" vektdr alanmm harmoniktir. Bu hiperylizeyin bir

parametrizasyonu
x(s,u,v) = (cs, (W1 —c?s)sinu, (/1 — c?s)cosusinv, (1 — czs)cosucosv)
dir. Bu hiperyiizeyin ortalama egriligi

u kf, + 2y%f] 2c
= = ’C
3fy3 3vV1 = c2u

olarak bulunur. [J
(4.23) ve (4.28) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa
2
1/1 2 , 2 ,
¢=_<_(z>) + 2 (D) f_z__nz<f_z> (431)
n\Y\p/) o mb\pJ fo mpt\fe
esitligi elde edilir.
Boylece asagidaki sonuclar ispatlanmis olur:

Teorem. 4.1.20 (4.18) koordinat yamasiyla verilmis olan rotasyonel hiperyiizeyinin

xT vektdr alan1 noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.31) ile hesaplanur.

Sonu¢. 4.1.21 (4.18) koordinat yamasiyla verilmis olan rotasyonel hiperyiizeyinin
meridyen egrisi (4.16), polar koordinatlarda verilsin. Bu takdirde x” vektor alaninin

noktasal 1- tipinde olmasi igin gerek ve yeter sart tayin fonksiyonunun

RGO N 2 (413" r’+ . 2 rr’ r’+ . 2
(p_rr’ (r2 + (rH?)? . rr' \(r2 + (r")2)?2 )\ r cots rr' \r2 + (r')2 J\r cots
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esitligini saglamasidir. Burada r(u) # sbt, yarigap fonksiyonunu belirtir.
I11. Durum: (R* deki Bi-rotasyonel Hiperyiizeyler)

R* de
M: x(s,u,v) = (fi(s)cosu, f;(s)sinu, f,(s)cosv, f,(s)sinv) (4.32)

koordinat yamastyla verilen hiperyiizeye bi-rotasyonel hiperyiizey ad1 verilir (Drugan vd.,

2018). M nin tanjant uzay1

xS xS
e p—tl p—vl —’
Pl
xu xu
e, = == 4.33
>l R (:59)
x17 xv
e, = = —
Tl f
ortanormal vektdrleri tarafindan gerilir. Béylece M nin birim normali
1
e, = — (f5(s)cosu, f5 (s)sinu, —f; (s)cosv, —f{ (s)sinv) (4.34)

Z

olarak hesaplanir. Burada 1 fonksiyonu (4.3) de tanimlanmustir. Boylece (€3, €5, €3) ¢ati

alanina gore Gauss ve Weingarten denklemleri yardimiyla

I (OIN (O
2 D) ! D) v
B W)
673 Yfo(u) ! AU *

(4.35)

elde edilir. Burada k ve i fonksiyonlar sirasiyla (4.3) ve (4.7) de verildigi gibidir.

Boylece, (4.35) de verilen vektor alanlarinin teget bilesenler

Vs, =0,
. AW

Vet =y
S fiw)

Vg, e, = lpfl(u)el' (4.36)
. L@

>

& T 0hM@ Y
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N (O
€73 Yfo(w) !

oldugu goriiliir. Buradan (4.35) yardimiyla M nin sekil operatoriiniin matris temsilcisi

5 00 \
45, = ko - o | (4.37)
0 0 I /
olarak bulunur. Bu matrisin farkli bir yoldan hesaplanmasi i¢in bakiniz (Arslan vd.,
2021).

Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1.22 M c R* bi-rotasyonel hiperyiizeyi (4.32) koordinat yamasiyla verilsin.

Bu taktirde M nin ortalama egriligi

kfifz +¢2u
H=—_1 — 4.38
THRTE (*38)
dir. Burada u reel degerli tiirevlienebilir fonksiyon olup
1= f1($)fi(s) — f2()f7(s) (4.39)

bigiminde tanimlanir.

Ornek 4.1.23 Meridyen egrisi 7 yarigapl bir gember olsun. Bu takdirde M bi-rotasyonel
hiperylizeyi

x(s,u,v) = ((rcoss)cosu, (rcoss)sinu, (rsins)cosv, (rsins)sinv) (4.40)
koordinat yamasina sahip H = — % sabit egrilikli hiperkiiredir (Drugan vd., 2018). [

Teorem 4.1.24 M c R* bi-rotasyonel hiperyiizeyi (4.32) parametrelendirmesi ile

verilsin. Eger M nin xT teget vektdr alani sikistirilamaz ise bu takdirde
(kfifz +Y*wWo +3fifop* =0 (4.41)
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dir. Burada o = f{'f, — f, five Y, k tiirevlenebilir fonksiyonlari sirasiyla (4.3) ve (4.7)

ve de tanimlanmistir.

Ispat. (4.32) ve (4.34) yardimiyla (é,, x) = %elde edilir. Boylece M nin xT teget vektor

alani1 sikigtirilamaz olmasi durumunda

2 2
1= (Hx) = <kf1f2 +y H) (B0 2) = (kf1f2 + vy H)a

3fifa? 3fif2*

elde edilir. m

Simdi de M c R* bi-rotasyonel hiperyiizeyinin xT teget vektdr alan1 yardimyla ilgili
asagidaki hesaplamalar yapalim. Bunun igin (4.23) esitliginden yararlanilir. Boylece

(4.36) ve (4.23) esitlikleri yardimiyla

1y |
V51XT = J(%) €1,

N

Ve, x" = %@, (4.42)
r_ nf2(s)

Vs.x
e P21 (s)
bulunur. Boylece (3.26) ve (4.42) esitliklerinden

1
AxNé)l == V§1XT —_ 51 == <_ (2) - 1) 51;

Y\P/
5 , [ nfi(s) 5
Awé, = Vx| — &, = <¢2f1 o 1) &, (4.43)
9 , nf2(s) N
Awés = Vg x" —é; = (W - 1) é;

elde edilir. Bununla birlikte (4.43) esitligindeki vektor alanlarinin €, ve €, yoniinde

tirevleri alinirsa

Ve, (AwE,) = %(% %) ) é,

9o (hniy) = - ) <nf1’(s) 1) ;. (444

YA \PRfils)
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9o At = - ) <nfz’(s) 1) :

RZAONZACHE
bulunur. Benzer sekilde

—AnN (Vglé)l) =0,

_ PR AONE YA
A (Vg,8,) G < ll}( ll’)s 1)e1, (4.45)

_ Ly f2(s) (17 q
AXN(Vg3€3) = m(a (a)s - 1) eq

elde edilir. Boylece, (4.45), (4.46) esitlikleri (3.24) de yerine yazilirsa x” vektdr alaninin

Laplasyeni
3

AxT = Z (Vgi (Ane) — A (Vgiéi))

i=1
_L(Lmy ) LAt ALy L (fl’)2f22+f12(fz’)2> )
_l/){<1/) (lp>s>s+¢< fifz >(1/J>S 1p2< F2fE ”}el (4.46)

olarak bulunur. Burada i ve n reel degerli fonksiyonlar olup sirasiyla (4.3) ve (4.5) de

tanimlanmaistir.

Teorem. 4.1.25 M c R* bi-rotasyonel hiperyiizeyi (4.32) koordinat yamasiyla ile

verilsin. Bu takdirde X' vektdr alaninin harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

Iy [ L(fifethfe\my _ L (fl')2f22+f12(f2’)2> ~
<¢<¢)S>S+¢< fifz >(¢) ¢z< IR n=0 (4.47)

esitliginin saglanmasidir. Burada 1 ve 77 tiirenlenebilir bir fonksiyon olup sirasiyla (4.3)

ve (4.5) esitliginde tanimlanmustir.
Meridyen egrisinin birim hizli olmas1 durumunda asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug. 4.1.26 M c R* bi-rotasyonel hiperyiizeyi (4.32) koordinat yamasiyla verilsin. O

halde M nin meridyen egrisi birim hizli ise bu takdirde X" vektdr alaninmn harmonik

olmasi icin gerek ve yeter sart
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e (M) y ((fl')zfzz +f12(fz')2>77 —0 (4.48)

fifa i

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.1.27 R3 de f,(s) = cs, f,(s) = V1 — c2s, c? < 1 meridyen egrisi ile verilen
bi-rotasyonel hiperyiizeyinin x” vektér alaninmn harmoniktir. Bu hiperyiizeyin bir

parametrizasyonu

x(s,u,v) = ((cs)cosu, (cs)sinu, (\/ 1 — c2s)cosv, ({1 — czs)sinv)

dir. Bu hiperylizeyin ortalama egriligi

q kfifz +%u 2¢?s — 1
= = 'C
3fifo3 3¢V1 — 252

2 <1,

olarak bulunur. []

(4.23) ve (4.46) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa
_1(im 1\ (At AR\ 1 (GDE + ()P
Y7 <1/) (w)> e (w)< fifs ) e ( 217 ) (4.49)

esitligi elde edilir. Boylece asagidaki sonuglar ispatlanmis olur:

Teorem. 4.1.28 (4.32) koordinat yamastyla verilmis olan bi-rotasyonel hiperyiizeyinin
xT vektor alan1 noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.49) ile hesaplanir. Burada i

ve 7] tiirenlenebilir bir fonksiyon olup sirasiyla (4.3) ve (4.5) de tanimlanmustir.

Sonug. 4.1.29 (4.32) koordinat yamasiyla verilen bi-rotasyonel hiperyiizeyin meridyen
egrisi (4.16), polar koordinatlarda verilsin. Bu takdirde x” vektdr alaninin noktasal 1-

tipinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart tayin fonksiyonunun
IR WAGHE S N 2 (DY +r3r"\ (1 © cot2
- (r2+ (r)?)? R (rz+ @22 ) \r cotes

A ! 2 1A
1 rr r 4r
——|——= ) 2(—] +4cces?2s ——cot2s — 2
rr' \r? + (r')? r r

esitligini saglanmasidir. Burada r(u) # sbt, yarigap fonksiyonunu belirtir.
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Ornek 4.1.30 Bi-rotasyonel hiperyiizeyin meridyen egrisi r = e’ seklinde bir logaritmik
spiral olsun. x” vektdr alaninin noktasal 1- tipinde ise bu takdirde tayin fonksiyonu

1 + 3cot2s — 2csec?2s
Q= P¥

dir. [
4.2. R* de AxT = @xT Sartim Saglayan Rotasyonel Yiizeyler

3-boyutlu diferansiyel geometride donel yiizeylerinin bircok alanda uygulamalari
mevcuttur. Bununla birlikte, F.N Cole 1890 yilinda 4-boyutlu Oklid uzayinda genel
rotasyonel yiizeyler ile ilgili ¢aligsmalar yapmistir. Daha sonra C.L.E Moore 1919 yilinda

bu tiir yiizeylerin asagidaki parametrelendirmesini tanimlamislardir;

X, (u,v) = x;(u)coscv — x,(u)sincv,
X, (u,v) = x;(u)sincv + x,(u)coscv, (4.50)
X3 (u,v) = x3(u)cosdv — x,(u)sindv,

X4(u,v) = x3(w)sindv + x,(u)cosdv

burada c,d € R ve y(u) = (x1 (), x,(u), x3 (u),x4,(u)) rotasyon yiizeyinin meridyen
egrisidir. Eger ¢ veya d sabitlerinden birisi sifira esit alinirsa (4.50) parametrelendirmesi
klasik rotasyonel yiizey olarak adlandirilir. Sabit egrilikli rotasyonel yiizeyler (Wong,
1946) ve (Coung, 2013) de calisilmistir. Sonlu koordinat tipinde rotasyon yiizeyleri
(Bayram vd., 2014) de ele alinmistir.

Bu kisimda genel rotasyonel yiizeyleri ii¢ farkli durumda incelenmistir;
I. Durum: Meridyen Egrisi
y(w = (W), 0, f2(w),0) (4.51)

olarak secildiginde genel rotasyonel yiizeyi

M;: x(u,v) = (fi(w)cosav, f; (u)sinav, f,(u)cosbv, f,(u)sinbv) (4.52)
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koordinat yamasiyla tanimlanir. Burada f;(u)ve f,(u)reel degerli tirevlenebilir
fonksiyonlar olup a?f + b?f? > 0, a, b € R sart1 saglanir (Arslan vd., 2012; Dursun ve
Turgay, 2012; Ganchev ve Mileusheva, 2012).

M; ylizeyinin tanjant uzay1

X, (u, v) = (ff (Wcosav, fi (W)sinav, f, (u)cosbv, f, (u)sinbv),

x,(u, v) = (—af;(W)sinav, af; (w)cosav, —bf,(u)sinbv, bf,(u)cosbv)

vektorleri tarafindan gerilir. Boylece 1.temel form katsayilar

911 = (xu ) = () + ()%,
912 = (xy, %y) = 0, (4.53)
922 = (Xp, Xp) = a®f7 + b2 ff

olarak hesaplanir. Boylece

P2 = (fD* + ()% (4.54)
¢? = a’fi + b*f (4.55)
aliirsa

gi11 = lpZ’

912 =0, (4.56)
922 = ¢2

elde edilir. Buradaki, i fonksiyonu daha 6nceden (4.3) de tanimlanmisti. Buradan (2.10)
esitligi yardimiyla M, yiizeyinin Christoffel sembolleri

ri — (g11)u 2 _ _ (911)v ~0
H 2911 ' H 292, '

G11)v (922)u
l"l — — 0’ 1"2 — , 457
12 2011 12 2022 ( )
L — _ (g22)u rz — (g22)v _
22 2911 22 292,

olarak hesaplanir. Boylece Gauss denkleminden
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Vi Xu = Flllxu + Flzlxv'
quxv = Fllz.xu + F:lzz.xv, (4‘-58)

— 711 2
Vi, Xp = Doy + I55x,,

elde edilir. Boylece (4.57) ve (4.58) esitlikleri yardimiyla

_ (911)ux
(922)
ruXv = zgz;‘xv, (4.59)
X = _(gzz)ux
WY 2911 "

bulunur. Buradan (4.56) esitligi kullanilarak

_ @y
xyXu = qu,
2
xyXv = %xw (4.60)
(@M
XXV = _qu

elde edilir, burada V, x,, = V, x, dir. M; yiizeyinin p € M; noktasindaki tanjant uzay1

nin bir ortogonal bazi

L Xy L X
é, = J”, 8, = E” (4.61)
bi¢iminde alinirsa
- xu
Vé’lel = V%J
1 1/1
= vauxu + a (a)u Xy (462)
1 W)y 1/1
L0 L1y,
P2 292 Y \yY/,
=0,
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1 1/1
— Ve, Xy +— (—) Xy (4.63)

Xy
Vs 8, = Vi, —2 A

1 1/1
qfn/) —— Vi, % +¢($)u Xy (4.64)
=ﬁ%xv++%(l) Xy
=0,

1 1/1
— Vi, Xy +— (—) Xy (4.65)

¢l/J

elde edilir. Boylece (4.52) ve (4.61) esitlikleri yardimiyla

(81, x) = a(ﬂf1 +ff)) —% (@5 x) = 0 (4.66)
elde edilir. Burada
nw) = fuf{ + fof) (4.67)

almmistir. Boylece, (3.8) ve (4.56) esitlikleri yardimiyla x” vektorii

2
= 8%
i=1
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olarak hesaplanir. Buradan, (4.68), (4.62) ve (4.65) esitlikleri yardimiyla

Vgle = Vi xT
7

1

— T
=—V, X

),
)a

u

v
oG
1

=56

Vs, xT = Vx,xT
¢

30,50

v

oy
= yr

bulunur. Boylece (3.18) esitliginden

AxNé)l = V§1XT - 51,

AXNé)Z = V@ZXT - 52

oldugu bilinmektedir. Buradan (4.69)-(4.71) esitlikleri kullanilarak

u

, 1m a
81 + i(%) Vé’lel

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

elde edilir. Bununla birlikte (4.72), (4.73) esitliklerinin €, ve €, yoniinde tiirevleri alinirsa

1/1

Vo, (Agvé;) = = (—(

Y \Y

o
u

) - 1) Vé’lél
u

35



330)

1
Vé’z(AXNé)Z) = _(n¢u 1) é)z + (Tld)u - 1) Vézé)z

p\pyp2 T/, P12

- ((’;ig ~1)vs,é; (4.75)

_ (1P N\ Pu

=~ (jz Vg &
dir. Benzer sekilde
Aw(Vs,8,) =0, (4.76)
A (Vz,6;) = —z—;AxNél

_ Qu (1 R

-5 ) 1) 77

elde edilir. Bununla birlikte (3.24) esitligi diizenlenirse
AXT = V5 (Awéy) + Vg, (Awé;) — An(Vs, ;) — An(Vs,6,) (4.78)

elde edilir. Sonug olarak, (4.74)-(4.77) esittlikleri (4.78) de yerine yazilirsa x! vektor

alanimin Laplasyeni
o =3\ G, - G- 0% 2 G, 1)

$(66)), 55 356, )s

olarak bulunur.

Eger Ax” = 0 sartim saglanirsa x” vektor alani harmoniktir denir. Bdylece (4.79)

esitliginden asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.31 M; c R* genel rotasyon yiizeyi (4.52) koordinat yamasiyla verilsin. Bu

takdirde x” vektdr alanmin harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
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1 2
(30,395 50,
v\ et Yo P/
olmasidir. Burada i, ¢ ve n reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar olup sirasiyla (4.3),
(4.55) ve (4.67) de tanimlanmustir.

Meridyen egrisi y nin birim hizli olmast durumunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.32 M; c R* genel rotasyon yiizeyi birim hizli meridyen egrisi ile verilsin. Bu

takdirde x” vektdr alaninin harmonik olmasi igin gerek ve yeter kosul

Nuu + Pu (g)u =0 (4.81)

esitliginin saglanmasidir.
Ispat. (4.80) esitliginde 1 = 1 alindiginda (4.81) elde edilir. m

(4.68) ve (4.79) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa

-3 50,

esitligi elde edilir. Boylece agsagidaki sonuglar ispatlanmis olur:

Teorem. 4.33 (4.52) koordinat yamasiyla verilmis olan genel rotasyonel yiizeyinin
xT vektor alan noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.82) ile hesaplanir. Burada 1,
¢ ve n reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar olup sirasiyla (4.3), (4.55) ve (4.67) de

tanimlanmaistir.
Meridyen egrisi y nin birim hizli olmast durumunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.34 M, ylizeyi birim hizli meridyen egrisine sahip bir genel rotasyonel yiizey
olsun. Bu takdirde x” vektdr alaninin noktasal 1-tipinde olmast igin gerek ve yeter kosul
tayin fonksiyonu

Q= nnﬂ + % <%>u (4.83)
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esitligini saglanmasidir.
Ispat. (4.82) esitliginde ¥ = 1 alindiginda (4.83) elde edilir. m

Ornek 4.35 (4.52) koordinat yamasinda
1 1
fitw) = Esin(icu),fz (w) = E(l — cos(icu)),a =1,b=2 (4.84)

almirsa Blaschke yiizeyi elde edilir (Kim ve Lee, 1993). Burada x fonksiyonu M;
yiizeyinin geodezik egriligidir. Bununla birlikte p € M; noktasi boyunca her bir
geodezigin E* de bir W-egrisi oldugunu da Y. H. Kim tarafindan ispatlamistir. Eger k
egriligi sabit secilirse Blaschke ylizeyi igin

n(u) = —sinGiew),
P =1, (4.85)

K2

p(u) = \/i sin?(ku) + % (1 — cos(ku))?

olarak hesaplanir. Ozel olarak k = 1 igin bu yiizeyinin k = 1 igin x? vektdr alaninin

noktasal 1-tipinde olmasi igin gerek ve yeter kosul bu yiizeyin tayin fonksiyonunun

<P=—Z

olmasidir. [

Ornek 4.36 (4.52) koordinat yamasinda f; (u) = u, f,(u) = 1,vea = 1,b € R* alalm.
Bu yiizey R3® deki y(u, v) = (vcosu, vsinu, bu) yamasiyla verilen helikoid yiizeyinin
{(x1, x5, x3,%4) € R*|x2 + x2 = 1} hipersilindir etrafinda déndiiriilmesiyle elde edilen
ylizey dongii yiizeyi olarak adlandirilir (bknz. (Geysens vd., 1983)). Bu yiizey i¢in n(u) =
u, P(u) = 1ve ¢p(u) = VuZ + b2 olarak hesaplanir. Bununla birlikte, dongii yiizeyinin
xT vektdr alaninin noktasal 1-tipinde olmast icin bu yiizeyin tayin fonksiyonunun
b2
’ =G

olmasidir.[]
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Tanim 4.37 (4.52) koordinat yamasindaa =b = 1 ve

fi(w) = r(wcosuy, (4.86)

fo(w) = r(u)sinu
alindiginda Vranceanu yiizeyi elde edilir (Vranceanu, 1977).

Vranceanu yiizeyi i¢in (4.80) esitliginde verilen fonksiyonlar

n(w) = r(wr'(w),
Yw) =/ @)?+ ('(w)?, (4.87)

¢w) =1r(u)
olarak hesaplanir. Boylece (2.53), (254), (4.52) ve (4.86) esitlikleri kullanilarak

Vranceanu yiizeyinin Gauss egriligi

(W) —rwr"(w)
K= ((r))? + (r'(w))?)? (4.88)

olarak hesaplanir.

Sonu¢ 4.38 M, yiizeyi (4.86) koordinat yamasiyla verilen bir Vranceanu yiizeyi olsun.
Bu takdirde M, yiizeyinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart r(u) = le#*; A, u € R
olmasidir (Arslan vd., 2011a).

Boylece Vranceanu yiizeyinin x! vektdr alam1 harmonik ise bu takdirde (4.86)

esitligindeki fonksiyonlar (4.79) da yerine yazilirsa

AT = 1 ) +1r3r” @) +r3r'r" —(@"H3(r? + (r)?) . 189
X = r—rz n (T")Z {((rz + (r/)2)2>u r(rz + (T')Z)Z }31 ( . )
elde edilir.

Sonuc¢.4.39 M, yiizeyi (4.86) koordinat yamasiyla verilen diiz bir Vranceanu yiizeyi

olsun. Bu takdirde M, yiizeyinin x” vektor alan1 harmoniktir.

Ispat. Vranceanu yiizeyi diiz oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Sonug 4.2.8 geregi
r(u) = 1e#%; A, u € R dir. Bu deger (4.89) de yerine yazilirsa Ax” = 0 elde edilir.
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Onerme 4.40 M, yiizeyi r(u) = u koordinat yamasiyla verilen bir Vranceanu yiizeyi

T 5+u?

olsun. Bu yiizeyinin x* vektdr alaninin noktasal 1.tipinde olmast i¢in ¢ = e

esitliginin saglanmasidir

Ispat. (4.89) deki esitliklerde r(u) = u alinip (4.82) de yerine yazilirsa istenilen sonug

elde edilir.

1l. Durum:

Meridyen egrisi y(u) = (fy(w), f(w), fs(w)) olarak alindiginda elde edilen rotasyon
yiizeyi

My: x(u,v) = (fi(w), (W), fz3(w)cosv, f3(w)sinv) (4.90)

u € I, v € (0,2m) koordinat yamasiyla temsil edilir. Bu yiizey y(u) birim hizli egrisinin
birim ¢ember etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir. (Gancheva ve Milousheva, 2008).
Literatiirde bu yiizey, R* de kiiresel ¢arpim yiizeyi olarak bilinir (Arslan vd., 2011),
(Arslan vd., 2012). Ayrica klasik rotasyonel yiizey olarak da adlandirilir (Moore, 1919).

M, c R* kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. M, nin ortonormal ¢at1 alan1

, Ox , 1 o0x 491
“T 2T Lo (+91)

dir. Boylece

2
X' = D T80 = (e (4:92)
i=1

elde edilir. Burada

3
AOEDWADIAO (4:93)

seklinde tanimli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Béylece (€;,€,) ¢ati alanina gore Gauss

ve Weingarten denklemleri yardimiyla

Vé)lé)l =0

Vé)lé)z = O,
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f3 (w)

Vs €, = , 4.94
8,1 — f3(u) €z ( )
Vs é> — _f3 (u) é)
¢ fs(w) !
elde edilir. Buradan, (4.92) ve (4.94) esitlikleri yardimiyla
Ve x" =1n'(Weéy,
s xT = JEAD) é (495)
Ve2 T](u) f (u) 2
bulunur. Boylece (3.26) ve (4.95) esitliklerinden
AXNél = (T]I(u) - 1)@1, (496)
" f3(w) ) 9
Ane, = e 497
xN €2 (77( )f3( ) 2 ( )

elde edilir. Bununla birlikte (4.96), (4.97) esitliklerinin €, ve €, yoniinde tiirevleri alinirsa

Ve, (Aner) =" (w)éy, (4.98)
NN LD, fs ()

Véz(AxNez) = <f3( ) n(u )<f( )> >@1 (4.99)

bulunur. Benzer sekilde

Aw(Vg,8,) =0, (4.100)
oy _ (3 (u) fs (W)

A (V3,8,) = <f( ) —n'(u )f3( )> (4.101)

elde edilir.

Sonug olarak, (4.98)-(4.101) esitlikleri (3.24) de yerine yazildiginda x” vektdr alaninin
Laplasyeni

’ ’ 2
AT = <17”(u) " n’(u)];zg; — (2 23) )51 (4.102)

olarak bulunur. Boylece (4.102) yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem. 4.41 M, c R* kiiresel ¢arpim yiizeyi (4.90) koordinat yamasiyla Vverilsin. Bu

takdirde X' vektor alaninin harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

, () )\
n"w)+n (u)f3(u) —n(w) <f3(u)> =0 (4.103)

esitliginin. Burada 77 fonksiyonu (4.93) de tanimlanmustir.

Ornek 4.43 Meridyen egrisi

fiw) = cu, f(w) =1 - c2u (4.104)
olmast durumunda kiiresel carpim yiizeyi x(u,v) = (cu, V1 — cZu,rcosv, rsinv)
parametrizasyona sahip olur. Bu yiizey orijinden gegen bir dogru ile r-yaricapli bir

¢cemberin Riemann carpimidir. Bu parametrizasyon i¢in (4.103) esitligi saglandigindan

X" vektor alanmin harmoniktir. [

Tamim 4.44 M, kiiresel carpim yiizeyin meridyen egrisi

y(w) = (fi(w), (W), sinu)
olarak alindiginda elde edilen rotasyon yiizey Otsuki yiizeyi olarak adlandirilir (Otsuki,
1966). Burada ()% + (f3)? = sin*u dir. Aym galigmasinda ayrica

4 4 .
8) iu) =3 cos® (3), () = 5sin (3),
b) fi(w) = %Sinzucos(Zu),fz (w) = %sinzusin(Zu)
durumlarini da goz 6niine almistir. a) durumu igin x(u, v) kooordinat yamasiyla verilen

yiizey R* {in 3-boyutlu alt uzayinda yatmayan Otsuiki kiiresi olarak adlandirilir. Bu
ylizeylerinin Gauss egriligi K =1 dir.

M, c R* Otsuki yiizeyi olmas1 durumunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.45 M, c R* kiiresel carpim yiizeyi bir Otsuki yiizeyi olsun. Bu takdirde M, nin

xT tanjant vektdr alaninin harmonik olmasi igin gerek ve yeter kosul

(Afi + LRDUD? = (WA + LB ffs — (AR + fof" — B+ ()H) =0

esitliginin saglanmasidir. Burada f;(u) = sinu ve (f{)? + (f3)? = sin?u dur.

(4.92) ve (4.102) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa
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" on'fs 7\’
0 _TJ,?E_ - (4.105)

esitligi elde edilir. Boylece asagidaki sonuglar ispatlanmig olur:

Teorem. 4.46 (4.90) koordinat yamasiyla verilmis olan kiiresel ¢arpim ylizeyinin
xT vektor alani noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.105) ile hesaplanir. Burada

n(w) herhangi tiirevlenebilir bir fonksiyon olup (4.93) de verilmistir.

1. Durum: Meridyen egrisi y:I € R — R3 |, y(u) =(f,(w),0, f,(w)) birim hizh
regliler bir egri olsun. Bu takdirde y nm p(v) birim kiiresel egrinin etrafinda

dondiiriilmesiyle elde edilen ylizey

Ms: z(w,v) = fi(WE1 + f(Wp(v) (4.106)

koordinat yamasina sahip olup bu yiizeye R* te meridyen yiizeyi ad1 verilir (Ganchev ve
Mileusheva, 2015). Burada E; = (1,0,0,0) birim vektordiir. Meridyen ylizeyleri 2. tip
rotasyonel yiizey olarak da bilinir (Arslan vd., 2014), (Bulca ve Arslan, 2015), (Arslan

vd., 2017). M5 nin ortonormal ¢at1 alan1

Y

el = %,

3 - 10 4.107
eZ _fz av' ( ) )
é>3 = Tl(v),

€y = fiwpW) + fL(WE,

vektor alanlari tarafindan gerilir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla

€
V.%,=0, (4.108)

€1

!
—~ . _2_)
vgzel_ fz c
! !

= 2 o K, 15

&% fz ar fz . fz “
ve
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8,3
= K >
V. o=—=8, (4.109)
€2 f2
V61§4= —Ky €1,
!
[~4 1>
4 6= T €2

elde edilir. Burada p = p(v) kiiresel egrinin egriligi k = k(v) ve

Ky =LA W - ' WH0W = - % (4.110)
(1-(Fw)?)

meridyen egrisinin egriligidir.

Buradan (2.6), (4.108) ve (4.109) esitlikleri kullanilarak M3 yiizeyinin Gauss egriligi

fi(w)

K = (h(ey,€1), h(ez, €2)) — (h(ey, 2), h(ey, 2)) = ey () T

fa(w)

olarak hesaplanir. Ayrica (4.110) esitliginden K = — ];T(;)) sonucuna varilir.
2

Ornek 4.47 M; c R* meridyen yiizeyinin meridyen egrisi fy(u) =c, fob(u) =u+b
parametrizasyonu ile verilsin. Bu egrinin egriligi , (u) = 0 dir. Bu durumda y egrisi diiz
bir dogrudur. Buradan M3 meridyen yiizeyinin Gauss egriligi K = 0 oldugundan R3 de
yatan acilabilir bir regle yiizeyidir. [

Ornek 4.48 M; c R* meridyen yiizeyinin meridyen egrisi fi(w) = cu, fo(u) =
V1 — c?u parametrizasyonu ile verilsin. Bu egrinin egriligi k, (u) = 0 dir. Bu durumda
y egrisi diiz bir dogrudur. Buradan M3 meridyen ylizeyinin Gauss egriligi K =0

oldugundan agilabilir bir regle yiizeyidir. [

M, yiizeyinin xT teget vektor alaninin Laplasini hesaplamak igin bazi hazirliklar yapmaya
ihtiyag¢ vardir. Buna gore (4.106) ve (4.107) esitlikleri yardimiyla

(én,x) =n),  (€,x)=0 (4.111)
elde edilir. Burada, n fonksiyonu (4.67) de tanimlandig: gibidir. Boylece, (3.8) ve (4.56)

esitlikleri yardimiyla x pozisyon vektoriiniin teget bileseni
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olarak hesaplanir. Buradan, (4.68), (4.62) ve (4.65) esitlikleri yardimiyla

Vgle = quXT
=n'(Wé; +n(WVs, & (4.114)
= U'(u)gp

Ve, x" = n(u)Ve,é

n(u )]]}Eug (4.115)
bulunur. Boylece (3.26) esitliginden
Awe =Vex" —é;i=1,2 (4.116)
oldugu bilinmektedir. Buradan (4.114)-(4.116) esitlikleri kullanilarak
Awné, = (' (w) — e, (4.117)
Awé, = (n(u):g;(( )) ) , (4.118)

elde edilir. Bununla birlikte (4.117), (4.118) esitliklerinin &, ve €, yoniinde tiirevleri

alinirsa
Vz,(Aweér) = Vg, {(n'(u) — 1Dé;}
=n"(we; + (m'(w) — 1)Vé1§1
=n"(wé; (4.119)

Ve, (Anéy) = Vs, {(U(u)% - 1) 52}
2 (W)

( A

2 (u

)\
<() @) )fz(

dir. Benzer sekilde

) Vs, 8, (4.120)

)#
)
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Aw(Vgz,8,) =0, (4.121)

N O
A (Vez 82) =Anw ( () 6’1)

f2' (W)

O —~ ' - Dé (4.122)

elde edilir.

Sonug olarak, (4.119)-(4.122) esitlikleri (3.32) de yerine yazilirsa x? vektdr alaninmn

Laplasyeni
T 17 1] fZH(u) 2 zll(u) N
Ax —{n (u)+n(u)<f2(u)> —n(u) Z(u)}el (4.123)

olarak bulunur.

xT vektdr alanm harmonik olmasi durumunda (4.123) esitliginden yararlanilarak

asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.49 M; c R* meridyen yiizeyi (4.106) koordinat yamasiyla verilsin. Bu

takdirde M yiizeyinin x” vektdr alanmnin harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

" ' 2”(u) 2 (u)
n"(u)+n (u)< fz(u)> n(u) AN (4.124)

olmasidir. Burada n(u) fonksiyonu (4.67) de tanimlanmustir.

(4.113) ve (4.123) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa

rn 1A 14 2 rn
n ni(s J2_
— + 4 4,125
v (f) 7 (4.125)

elde edilir. esitligi elde edilir. Boylece asagidaki sonuglar ispatlanmis olur:

Teorem. 4.50 (4.106) koordinat yamasiyla verilmis olan kiiresel ¢arpim yiizeyinin
xT vektor alan1 noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.125) ile hesaplanir. Burada

n(uw) fonksiyonu (4.67) de tanimlanmustir.
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Ornek 4.51 Ornek 4.47 de verilen meridyen yiizeyinin x” tanjant vektor alaninin noktasal
1-tipinde olmasi i¢in tayin fonksiyonu
1— (u+b)?
CEDE
olmalidir, burada b € R reel sabittir. [

Ornek 4.52 Ornek 4.48 de verilen M; c R* yiizeyinin x7 tanjant vektor alaninin
noktasal 1-tipinde olmasi i¢in tayin fonksiyonu

1
=——,u¥+0
o (u) o
olmalidir. [J

IV. Durum: (Tensor ¢arpim Yiizeyi)

Diizlemde bir 8 (u) = (cosu, sinw) birim gemberi ile bir y (v) = (f,(v), fo(v)) egrisinin

tensorel ¢carpimi
M,: x(u,v) = (fi(v)cosu, f, (v)cosu, f; (v)sinu, f,(v)sinu) (4.126)

v € I, € (0,2m) koordinat yamasiyla temsil edilir. Bu yiizeye R* de bir tensor carpim
yiizeyi ad1 verilir (Mihai vd., 1995), (Arslan vd., 2011c), (Bulca ve Arslan, 2014). Burada
y(u) egrisi profil egrisi olarak adlandirilir.

M, c R* tensor ¢arpim yiizeyi olsun. Bu takdirde M, iin tanjant uzay1

R 1 oJx 1 o0x (4.127)
6 =7T——=, 6 =T — .
T lv@llow” 2 lly' )l ov

vektorleri tarafindan gerilir. Boylece

xT = Z<XT, é;)é; = Z((l;)) é, (4.128)

i=1

elde edilir. Burada @ ve n tirevlenebilir fonksiyonlar olup (4.3) ve (4.5) de
tanimlanmustir. Boylece (€;,€,) c¢at1 alanina gore Gauss ve Weingarten denklemleri

yardimiyla
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s o 1@
LT o) ?

é, %2 =0
ezel - 0
R nw) |

3,6 =——— <€
a2 py(v)
elde edilir. Burada

p() = llx(u, V)|l = llyll

uzaklik fonksiyonudur. Buradan, (4.128) ve (4.129) esitlikleri yardimiyla

i O
T T pwi(v)

1 v
VgZXT (n( )) é)z
v

RIONI0)

bulunur. Boylece €; = Vgx" — A né; ve (4.131) deki esitlikler kullanilarak

., [ 7 N
Axver = (p(w—() B 1) &

Awéz = (zp(lv) (ZJ((?)> } 1) “

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

elde edilir. Bununla birlikte (4.133) esitliklerinin &; ve €, yoniinde tiirevleri alinip (4.129)

yardimiyla

() .\,
Ve, (Ave) = =20 @) <p(v)¢2(v) 1) ¢

Ly 1 1 m) "
Valh) = 5055 <¢(v> (z/)(v)))v &

bulunur. Benzer sekilde

N (B O S L [OA W
Aw(Ve,81) = =50 <¢(v) <¢(v)>v 1) ez'

A (V35,8,) =0
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elde edilir.

Sonug olarak, (4.134)-(4.137) esitlikleri (3.34) de yerine yazildiginda x” vektor alaninin

Laplasyeni

T — 1 ( 1 (U(v)) ) T](U) 7](1}) B n3(v) ;
> lp(”( v W), ) T <¢(v)>v P22 w) | (4.138)

olarak bulunur. Boylece (4.138) yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Teorem. 4.53 M, c R* tensor carpim yiizeyi (4.126) koordinat yamasiyla verilsin. Bu

takdirde X' vektor alaninin harmonik olmast icin gerek ve yeter sart

1 v v v 3(v
( <n()>>+ W _mwy _re) (4139
Y@ \v@)/,) - pp@) W)/,  p*W)Y* ()
esitliginin. Burada 77, ¢ ve p fonksiyonlar1 sirasiyla (4.3), (4.5) ve (4.130) de
tanimlanmustir.
Sonug 4.54 M, c R* tensér ¢arpim yiizeyinin profil egrisi yay parametresi ile verilsin.
Bu takdirde M, iin x” tanjant vektdr alaninin harmonik olmast igin gerek ve yeter kosul

g0y (4.140)

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.55 M, c R* tensor ¢arpim yiizeyinin profil egrisi y(v) = (cosv, sinv) birim

¢emberi olsun. Bu durumda yiizey
x(u,v) = (cosvcosu, cosvsinu, sinvcosu, sinvsinu)

parametrizasyona sahip Clifford tor yiizeyi olur (Yoon, 2003). Basit bir hesaplama ile bu

yiizeyin x” tanjant vektor alaninin harmonik oldugu gériiliir.

(4.128) ve (4.138) esitlikleri (3.25) de yerine yazilirsa

49



2

) A0 A

esitligi elde edilir. Boylece asagidaki sonuglar ispatlanmis olur:

Teorem. 4.56 (4.126) koordinat yamasiyla verilmis olan tensdr g¢arpim yiizeyinin
xT vektor alani noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.141) ile hesaplanir. Burada

1, Y ve p fonksiyonlari sirasiyla sirasiyla (4.67), (4.5) ve (4.130) de tanimlanmustir.

Sonug 4.57 M, ¢ R* tensér ¢arpim yiizeyinin profil egrisi yay parametresi ile verilsin.
Bu takdirde M, iin xT tanjant vektor alanmin noktasal 1-tipinde olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul tayin fonksiyonunun

123 ’ 2
§0=%+%—% (4.142)
olmasidir.

Ornek 4.58 M, c R* yiizeyinin profil egrisi f;(v) = cv, /L(v) = V1 —c?v

parametrizasyonu ile verilsin. Bu takdirde M, yiizeyi

x(u,v) = ((cv)cosu, (cv)sinu, (/1 — c?v)cosu, (1 — czv)sinu)

parametrizasyona sahip bir yiizey olur. Bu ylizeyin x” tanjant vektor alaninin noktasal 1-

tipinde olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tayin fonksiyonunun ¢ = 1 _ 1 olmasidr.

v
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5. TARTISMA ve SONUC

M c R**4 altmanifoldunun en &nemli geometrik nesnelerinden biri x pozisyon
vektoriidiir. Bu vektér p € M noktasin1 0 € R™**¢ referans noktasina baglayan x = op
seklinde taniml1 olan yer vektérii ya da yarigap vektoriidiir. Bu vektoriiniin ¥ = xT + xV

teget ve normal bilesenlere ayrisimi son zamanlarin popiiler konulardan biridir. M nin
onemli invaryantlarindan biri de ortalama egrilik vektor alani H dur. Fizikte, ortalama
egrilik vektor alami, altmanifoldlar tizerine uygulanan burulma alanidir. Malzeme
biliminde yiizey gerilimi, ylizey stresi veya yiizey serbest enerjisi i¢in kullanilir.
Diferansiyel geometride H nn Laplasi AH = 0 olmasi durumu “Chen conjecture” olarak
bilinir. Bu sarta sahip olan altmanifoldlar minimal olmasidir, diger bir degisle ||ﬁ|| =0

olmalidir. Biz bu calismada H yerine x7 alarak bazi sonuglar elde ettik. AxT = 0 olmasi
durumunda ||x7 || nin sifira esit olma zorunlulugunun olmadigini gosterdik. Ayrica Ax” =
@xT sartim saglayan altmanifoldlar igin bir karakterizasyon vermis olduk. Bununla
birlikte meridyen egrisi logaritmik spiral olan donel koni yiizeyinin AxT = 0 sartim
saglamadigin1 fakat ikinci sarti sagladigini gosterdik. Tim bu hesaplamalar ileriki
calismalarda yiiksek boyutlu yiizeyler ve altmanifoldlara uygulanmasi agisindan bir
baslangi¢ noktasi olusturacagini diistinmekteyiz.
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