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OZET

Doktora Tezi
R™ OKLIT UZAYINDA &-ALTMANIFOLDLARININ BiR KARAKTERIZASYONU
Yilmaz AYDIN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

R™ Oklit uzayindaki altmanifoldlar diferansiyel geometrinin énemli konularmdan birini
teskil etmektedir. Alan olarak, egriler, yiizeyler ve tiim hiperylizeyleri kapsamaktadir.
Altmanifoldlar bir x izometrik daldirma fonksiyonu yardimiyla tanimlanir. Bu
fonksiyon R™ nin vektor degerli fonksiyon olup altmanifoldun konum vektorii olarak
bilinir. Konum vektoriinliin 6zellikleri ile ilgili bugiline kadar cesitli calismalar
yaptlmistir. Bu vektor teget ve normal bilesenlerine ayristirildiginda herbir bilesenin
farkli geometrik 6zellikleri ortaya ¢ikmaktadir. Altmanifoldlarin 6nemli bir vektori de
ortalama egrilik vektoridiir. Bu vektor sayesinde altmanifoldlart karakterize etmek
miimkiindiir. Konum vektoriinun normal bileseni ile ortalama egrilik vektorii lineer
bagimli ise bu altmanifoldlar kendisi biiziisen (self shrinker) olarak adlandirilir. Bu tiir
altmanifoldlar fizikte soliton teori i¢in olduk¢a dnemlidir. Eger bu iki vektor alaninin
toplam1 bir ksi vektor alani olarak ifada edilirse bu tiir altmanifold ksi-altmanifoldu
olarak ifade edilir.

Rotasyon ve toroidal altmanifoldlar1 modern diferansiyel geometride 6nemli bir yere
sahiptir. Ozellikle R3 de rotasyon yiizeyleri bilgisayar destekli geometrik tasarimda
oldukca onemlidir. 4-boyutlu Oklit uzayinda rotasyon yiizeyleri zengin bir smmif
olusturmaktadir. Bu ¢alismada R™ Oklit uzaymdaki rotasyon altmanifoldlarinin Ksi-
altmanifoldu olmalar1 durumu ele alinmistr.

Anahtar Kelimeler:Doénel yiizey, A-hiperyiizeyi, -altmanifoldu, ortalama egrilik akis1
2022, xi+65 sayfa.
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ABSTRACT
PhD Thesis
A CHARACTERIZATION OF ¢-SUBMANIFOLDS IN EUCLIDEAN SPACE
Yilmaz AYDIN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Submanifolds in R™ Euclidean space constitute one of the important topics of
differential geometry. In this area, it includes curves, surfaces, and all hypersurfaces.
Submanifolds are defined with the aid of an isometric immersion x. This function is a
vector valued function on R™ and is known as the position vector of the submanifold.
Various studies have been carried out on the properties of the position vector. When this
vector is decomposed into its tangent and normal components, different geometric
properties of each component emerge. An important vector of submanifolds is the mean
curvature vector. Thanks to this vector, it is possible to characterize submanifolds. If the
normal component of the position vector and the mean curvature vector are linner
dependent, these submanifolds are called self-shrinking. Such submanifolds are very
important for soliton theory in physics. If the sum of these two vector fields is expressed
as a xi vector field then the submanifold is expressed as the xi-submanifold.

Rotation and toroidal submanifolds have an important place in modern differential
geometry. Especially in R3, rotation surfaces are very important in computer aided
geometric design. In 4-dimensional Euclidean space, rotation surfaces form a richclass.
In this study, the case of rotation submanifolds in R™ Euclidean space as Xi-
submanifolds is discussed.

Key words:Rotationalsurfaces, A-hipersurface, £-hypersurface, meancurvatureflow.

2022, xi + 65pages.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

U, Alt kiime

Brtt Acik yuvar

M Altmanifold

Xg Donitisim

vf ffonksiyonunun gradienti
df, f fonksiyonunun yone gore tiirevi

K Gauss egriligi

M, Hiperytizey ailesi

() I¢ garpim

h Ikinci temel form

hi; Ikinci temel form katsayilart
x Konum vektorii

A Laplasian

[] Lie parantez operatorii

L, Lie tlirev

VM nin koneksiyonu

R+ (n + d)-boyutluOklit uzay:

II. || Norm

xN Normal bilesen

vi Normal koneksiyon

N, Normal vektor alani

xt(M) Normal vektor alanlari kiimesi
H Ortalama egrilik

H Ortalama vektor alani

& Parallel vektor alani

S™(r) r-yarigapl kiire

Ric Ricci egrilik

v R™*4 nin koneksiyonu

A Sabit fonksiyon

A Sekil operatorii

div(xT) Tanjant bilesenin divergenti
x’ Teget bilesen

x(M) Teget vektor alanlart kiimesi
P! Ters fonksiyon

dx, Tiirev donlistimii

k Tiirevlenebilir fonksiyon



Vektor alani

Varis uzayi
Yar1 diizlem

m <l

Sekil 3.1. Bir ¢cembere biiziisen tor yiizeyi

Sekil 4.1. Biiziisen hiperkiireler
Sekil 4.2. Biiziisen hipersilindir
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1. GIRIS
M c R**? n-boyutlu tiirevlenebilir bir altmanifold olsun. M nin konum vektorii x

olmak iizere bu vektor
x=x" +x" (1.1)
tanjant ve normal bilesenlerine ayrisabilir (Chen, 2016).

Ortalama egrilik vektor alani H, M altmanifoldun en énemli degismezlerinden biridir.
Fizikte, ortalama egrilik vektor alani, varis uzayindan kaynaklanan altmanifolda

uygulanan burulma alanidir. Eger A € R sabiti igin
H+xN =0 (1.2)

esitligi saglanirsa M ye kendine benzerdir denir (Halldorsson, 2013). Burada A = 1 i¢in
daralan(Joyse vd., 2010), A = —1 i¢in genisleyendir (Ecker ve Huisken, 1989).

Eger ¢ € R sabiti i¢in
(H,x) = —% (1.3)
esitligi saglanirsa M ye homotetik soliton adi verilir (Kim ve Pyo, 2019).
Verilen bir M c R**? tiirevlenebilir altmanifoldu i¢in M nin H ortalama egrilik
vektoril i¢in bir  paralel vektor alan bulunabilir 6yleki

H+xV=¢
sart1 saglanirsa M™ ye &-altmanifoldu adi verilir (Li ve Chang, 2016), (Li ve Li, 2020).

Bu tez dort boliimden olusur. Birinci boliim girig bolimiidiir.

Ikinci boliimde kuramsal temeller ve kaynak arastirmasma doniik tanim ve sonuglar
verilmistir. Ozellikle diferansiyellenebilir manifold, diferansiyellenebilir déniisiim,
Levi-civita koneksiyonu, tiirev doniisiimii ve difeomorfizm ile ilgili temel tanimlar ve
esitlikler tanitilmistir. Boliimiin ilerleyen kisimlarinda imersiyonlar, altmanifoldlar, 2.
temel form, sekil operatorii, Gauss ve Weingarten esitlikleri ve bunlar yardimiyla
tanimlanan ortalama egrilik vektor alan1 ve Ricci skaler egriligi ile ilgili esitlikler

verilmistir.



Uciincii béliimde materyal ve yonteme yer verilmistir. Bu bdliim dért kisimdan ibarettir.
Birinci kisimda ortalama egrilik akisina yer verilmistir. Bu akinin etkisi altindaki bir
altmanifoldun kendine benzer olmasi ile ilgili esitlik verilmis, altmanifoldun genisleyen
ve bliziisen olmasi durumu incelenmistir. Daha sonra kendisi biiziisen hiperyiizeyler ile
ilgili temel sonuglara yer verilmistir. Bu tiir hiperyiizeylerin bir genellemesi &-
altmanifoldlaridir. Bu kisimda &-altmanifoldu olma kosulu incelenmistir. Tkinci kisimda
ters ortalama egrilik akisina yer verilmistir. Bu akiin tesiri altindaki bir altmanifoldun
homotetik soliton olmasi ile ilgili temel 6zeliklere yer verilmistir. Bununla birlikte bir
altmanifoldunun konum vektoriiniin sikistirilamaz olmasi o altmanifoldun homotetik
soliton olmasmni gerektirdigi ile ilgili sonuca yer verilmistir. Ugiincii kisimda agirlikl
hacim koruyan ortalama egrilik akisina yer verilmistir. Bu akinin etkisi altinda kalan bir
hiperyiizeyin A-hiperyiizeyi olmasi1 durumu incelenmistir. Dordiincii kisimda solitonlara
yer verilmistir. Ozellikle altmanifoldlarin Ricci solitonu ve Yamabe solitonu olmalari

durumunda olusan esitlikler irdelenmistir.

Dordiincti boliim bulgulardan ibaret olup tezin orijinal sonuglarini icermektedir. Bu
boliim ii¢ kisimdan olusur. ilk kisimda R"*! de donel hiperyiizeyler ele alinmistir.
Ikinci kissmda R™*“ de rotasyonel yiizeyler incelenmistir. Ozellikle R* de genel
rotasyonel yiizeyleri, R* de kiiresel ¢arpim yiizeyleri ve R* de meridyen yiizeylerinin
homotetik soliton ve & —yiizeyi olma kosullar ele alinmistir. Son kisimda ise R* ¢ de
rotasyonel altmanifoldlar incelenmistir. Ozellikle R>deki rotasyonel altmanifoldlarin

& —altmanifoldu olmasi ile ilgili sonuglar elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde tezin igeriginde kullanilan temel tanim ve kavramlar agirlikli olarak (do

Carmo, 1976; Chen, 1973) galismalarindan yararlanilarak verilmistir.

Tamm 2.1. M bos kiimeden farkli bir kiime ve U, € R" acik alt kiimesi i¢inx,: U, —
M doniisiimleri bire bir olacak sekilde verilsin.

i) x, (U,) larm sonlu birlesimleri M kiimesini Orter.

i) xq (Ug) N xp (Uﬁ) =W # @ sartim1 saglayan herhangi a,f ¢ifti i¢in x; (W) ve
X5 L(W) kimeleri R™ nin acgik alt kiimeleridir. Bununla birlikte Xz Lox, koordinat
degisimi fonksiyonlar1 tiirevlenebilirdir.

iii) (Ug, x,) ailesi (atlasi) i) ve ii) sartlariyla birlikte maksimaldir.

Yukaridaki ii¢ sart saglandiginda M kiimesine n-boyutlu tirevienebilir manifold adi
verilir(do Carmo, 1976).

Tamim 2.2. M ve Msirasiyla n ve m-boyutlu tiirevlenebilir manifoldlar: i¢in x: M — M
doniisiimii  verilsin. Eger x doniisimii diferansiyellenebilir, orten ve x~! de

diferansiyellenebilir ise x doniisiimiine bir difeomorfizm adi verilir (do Carmo, 1976).
Tamm 2.3. R3, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak {izere
Vix(M) x x(M) - x(M); V(X,Y) = VxY

bi¢iminde tanimli V dontsimii VX,Y € y(M) vef,g € D(M) i¢in asagidaki sartlari

saglar ise V ya M {lizerinde bir afin koneksiyon denir (do Carmo, 1976);

1) va+gYZ = fVXZ + gVyZ dlr

V da M nin bir afin koneksiyonu olsun.

)VX,Y € y(M") i¢inVyY — Vy X = [X,Y] ise V simetriktir.
NV X,Y,Z € y(M")iginX(Y,Z) = (VyY,Z) +(Y,VyxZ)
sart1 saglanirsa afin konneksiyonuna M tizerinde bir Levi-Civita koneksiyonu adi verilir

(do Carmo, 1976). Bu durumda (M, (, )) Riemann manifoldu yapisina kavusur.



Tamm 2.4. M ve Mtiirevlenebilir manifoldlar1 icin x: M — M bir difeomorfizm olsun.
Herp € M veX,Y € T, M tanjant vektorleri i¢in

(X,Y)y = {dx, (X), dx, (V))xpy
sart1 saglanirsa x doniisiimiine bir izometri adi verilir. Burada dx,: T,M - Tx(p)M tiirev

dontsimidiir (do Carmo, 1976).

Tamm 2.5. x: M — Mtiirevlenebilir doniisiimii verilsin. Bu takdirde dx, tlrev

doniisiimii her p € M icin birebir ise x e bir daldirma (immersion) M ye de M nmn
daldirilan altmanifoldu ad1 verilir (do Carmo, 1976).

Tammm 2.6. x:M — R**¢ Dir izometrik daldirma olsun. R"*¢de Levi-Civita
koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda her X i»X; € T, M lokal vektdr alanlart i¢in M
altmanifoldunun R™*¢ den indirgenmis Levi-Civita koneksiyonu V olmak iizere M nin
2. temel form dontistimii

h: (M) x x(M) > x*(M); h(X,, X;) = Vg X — Vy X (2.1)
biciminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.1) esitligi Gauss formiilii olarak bilinir(Chen, 1973).

Tamm 2.7. x: M - R™**? bir izometrik daldirma olsun. Boylece M nin N, ya karsilik
gelen sekil operatorii doniistimii

A: (M) X x(M) - x(M); Ay, X; = —Vy N, + Dy, N, (2.2)
bigiminde tanimlanir. (2.2) esitligi Weingarten formiilii olarak bilinir(Chen, 1973).

Herhangi X;, X; € T, M" birim teget vektorleri icin  M™ nin 2. temel form katsayilart
he = (A, X:, X)) = (h(X, X)), No); 1<ij<nl<a<d (2.3)

esitligi ile tanimlanur.

Tanmm 2.8. M c R*"*4altmanifoldu X: M — R"*? izometrik daldirmasi verilsin. Bu

takdirde M nin ortalama egrilik vektor alan

n

L1
A== h(x,%) 2.4)

k=1

bi¢iminde tanimlanir.



Bununla birlikte H = ||H|| ifadesine M nin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Eger
H = 0ise M ye minimaldir denir (Chen, 1973).

M altmanifoldunun V ve D koneksiyonlarina gére R ve R' egrilik tensorleri her
X, X;, X, € TM ve N, € T*M icin

R(X;, X; )Xy = Vi, Vi, Xi=Vx, Vx Xk = V[x, x| X, (2.5)
R*(X:, X )N, = h(X;, Ay X;) — h(X;, Ay X;)(2.6)
bigiminde tanimlanir. Béylece M altmanifoldunun Gauss ve Ricci denklemleri sirasiyla
Rijir = (R(Xi, X; ) Xie, X1) = (R(X;, X)), h(X;, X, )) — (h (X, XD, h(X;, X,))(2.7)
ve
4y

(R+(X:, X )N, Ng) = ([An,, Any 1X:, X;)(2.8)

dir. Buradan Maltmanifoldunun V+ koneksiyonunun diiz olmasi igin gerek ve yeter
kosul Ay sekil operatorii matrislerinin ayni anda kosegenlestirilebilir olmasidir (Chen,

1973). Boylece, M™ nin R;; Ricci ve r skaler egrilikleri sirasiyla
n
Ry = 2 Rikjk » (2.9)
k=1

K=
r = Z Rii (210)
i=1

dir. Gauss denklemi yardimiyla M nin skaler egriligi
02
r=n?|H| -5 (2.11)

ile hesaplanir, burada S ikinci temel formun karesi olup

d n
s=> > () (2.12)

a=1ij=1

seklinde tanimlanir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde sonuglarin elde edilmesinde uygulanan materyal ve yontemlere yer
verilmistir. Bu bdliim iki kisimdan olusmaktadir. {1k kisimda ortalama egrilik akisi, ters
ortalama egrilik akis1 ve agirlikli hacmi koruyan ortalama egrilik akisi ile ilgili temel
ozelliklere yer verilmistir. Ikinci kisimda ise solitonlar incelenmis, 6zellikle Ricci

soliton ile Yamabe soliton olma kosullar1 ele alinmustir.

3.1. Ortalama Egrilik Akis1
Tamm 3.1. n-boyutlu M < R**¢ altmanifoldu i¢in x: M — R**¢ ve
x(p,£):M - R"™ x(p,0) = x(p)

verilsin. Bu durumda M, = x(M", t) nin x(p, t) noktasindaki ortalama egrilik vektori

H(t) = H(p, t) olmak iizere

dx(p,t)
ot

=H(p,t), x{®0) =x() (3.1)

esitligini saglayan M, ailesine ortalama egrilik akist ad1 verilir (Brakke, 1978), (Joyse
ve ark. 2010).

(3.1) esitligi(Ecker ve Huisken, 1989; Montegazza, 2011; Cooper, 2011; Smoczyk,
2012; Sigal, 2014; Schulze, 2017) deki ¢alismalarda incelenmistir.

n-boyutlu M c R**! hiperyiizeyi icin x: M — R"*! izometrik daldirmasmin alan

fonksiyoneli
Alx) = j du (3.2)
M

ile hesaplanir. Burada u, R**! den indirgenen g metrigine gore kanonik dl¢iimdiir.

A fonksiyonelinin 1. varyasyonu



d d
—AGP ) = - J i, = J H2dy, (3:3)

oldugundan alandaki degisim artmayandir. Diger bir deyisle M, ailesi ortalama egrilik

akis1 boyunca yiizey alaninda artis olmayacaktir, fakat azalma miimkiin olabilecektir.
Ornek 3.2. R**! de bir yuvar
B (x) ={y e R**: |y — x| <7}

acik kiimesi seklinde tanimlanir. Ayrica lizere M, = OBf(J{)l, telcR, R der(t)
yarigapl i¢ ice gegmis (konsantrik) n-kiirelerinin bir ailesi olsun. Bilindigi iizere R**!
nin izometrileri altinda ortalama egrilik degismez (invaryant) kalacagindan (3.1) esitligi

r(t) yarigap fonksiyonunun bir adi diferansiyel denklemi olarak

' n
rO=-75 (3.4)

2

bi¢imine déniisiir. Bu takdirde 7(0) = p, My = 0B, olmak iizere t € (—00, ;)_n) i¢in

(3.4) denkleminin asikar olmayan bir ¢oziimii

r(t) = +/p? —2nt (3.5)

2
olupt » Z_n icin hiperkiire bir noktaya biiziisiir (Ecker, 2004), (bakiniz Sekil 4.1).[]

Ornek 3.3. R**! de
M, = 0B} " xR, telcR 0<k<n,

hiper silindiri verilsin. Bu takdirde (3.1) denklemi r(t) yarigap fonksiyonunun bir adi
diferansiyel denklemi
' n—k

= (3.6)

bi¢imine doniisiir. Bu takdirde



p?
r(0) = p, t € <—00,m>

i¢in (3.6) denkleminin asikar olmayan bir ¢oziimii

r(t) =+/p? —2(n—k)t (3.7)
dir (Ecker, 2004). Burada hipersilindir bir dogruya biiziisecektir (bakiniz Sekil 4.2).[]

Ornek 3.4. My, c R® dairesel tor yiizeyi birim g¢emberden p birim uzakliktaki
noktalarin geometrik yeri olarak tanimlansin. Bu takdirde p <% icin My 1n ortalama

egriligi H, pozitiftir. Farzedelim ki M, nin olusturdugu bolge ), olsun. Bdylece
maksimum prensibine gore t arttikca M, nin ortalama egriligi H, artacaktir (Ecker,

2004). Burada tor yiizeyi bir gembere biiziisecektir (bakiniz Sekil 3.1).[]
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Sekil 3.1. Bir ¢cembere biiziisen tor yiizeyi

3.1.1. Ters Ortalama Egrilik Akisi

Tammm 3.5. n-boyutlu M < R**¢ altmanifoldu Fy: M - R**¢ tiirevlenebilir daldirma

ile verilsin. Tiirevlenebilir daldirmalarin bir ailesi
F(p,t):M - R*™ F(p,0) = F(p) (3.8)

bi¢iminde tamimlansin. Bu durumda M, = F(M",t) altmanifoldunun F(p,t)

noktasindaki ortalama egrilik vektdrii H(t) = H(p, t) olmak iizere



(aFé;;, t)) ___H®Y F(p,0) = x(p) (3.9)

— 2’
|, o)

esitligi saglanirsa bu aileye ters ortalama egrilik akisi adi verilir (Castro ve Lerma,

2014).

M nin hiper yiizey olmasi durumunda ters ortalama egrilik akis1 ile ilgili birgok ¢aligma
yapilmistir, 6rnegin, bakiniz (Gerhadt, 1990; Huisken ve llmanen, 1997; Huisken ve
liImanen, 2008).

x:M — R*"*¢ daldirmasimin ters ortalama egrilik akisi altinda homotetilere gore akinin
degisimi
F(p,t) =e“x(p), c+0, t<O, (3.10)

biciminde olacaktir, burada x: M — R™**¢ daldirmast

—

H -
B x| %0 (3.11)

—1 2
4]

esitligini saglar. Burada (3.11) denkleminin ¢oziimleri sabit ¢ # 0 hizli ters ortalama

egrilik akist i¢in homotetik solitonlar olusturur. Eger ¢ < 0 ise ters ortalama egrilik
akisinin biizlisen ¢oziimleri vardir, ¢ > 0 durumunda ise genisleyen ¢oziimleri vardir

denir (Castro ve Lerma, 2017).

(3.11) denkleminin diizlemsel egriler i¢in ¢ozliimii (Drugan vd., 2018) da verilmistir.
Ozellikle, klasik logaritmik spiral ve gemberin involiitleri ters ortalama egrilik akisinin
genisleyen coziimleri oldugu gosterilmistir. Kapali olanlar ise merkezcil ¢gemberden

ibaret oldugu sonucu (Andrews, 2003) de verilmistir.

Aciklama 3.6. Bir M c R™*? homotetik soliton i¢in (3.11) sart:

—2 —n2 —

H|" = (H,Hy = — | H| x*, By = —c||H|" (x, H) (3.12)

bi¢cimine doniisiir. Bununla birlikte ||I7 || # 0 oldugundan (3.12) esitligi yardimiyla



- 1 1 5 1
—(x,H) = veya — (A, x, x) =7 veyal,|[x]|* = 2<n—z>
elde edilir. Burada g, M nin R®*¢ den indirgenmis metrigidir (Dugan vd., 2016).

Onerme 3.7. M c R™"! hiperyiizeyi H # 0 olacak sekilde verilsin. Bu takdirde M
hiperyiizeyinin ters ortalama egrilik akisinin bir homotetik soliton olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

(x,H) = —% (3.13)

olacak sekilde bir 0 # ¢ € R sabiti olmasidir.

Ispat. Detayli ispat i¢in bakimiz (Dugan vd., 2016). o

Tamm 3.8. M c R**¢ altmanifoldu H # 0 olacak sekilde verilsin. Bu takdirde M

uzerinde

=&t (3.14)

sart1 saglayan bir sabit & vektor alan1 bulunabilir ise M ye ters ortalama egrilik akisinin
bir translatorii ad1 verilir. Burada &+ vektdr alam & nin normal bilesenidir. & ye M

translatoriiniin hizi denir (Dugan vd., 2016).

Onerme 3.9. M c R™"! hiperyiizeyi H # 0 olacak sekilde verilsin. Bu takdirde M

hiperyiizeyi ters ortalama egrilik akisinin bir translatorii olmasi igin gerek ve yeter kosul
diire 3 bir sabit & vektor alan1 bulunabilir yleki

H &) =-1 (3.15)
olacak sekilde sabit bir & vektor alant olmasidir.

Ispat. Detayli ispat icin bakimiz (Dugan vd.,2016). o

10



Teorem 3.10. C c R? eprisi x:1 € R - R? regiiler parametrizasyonu ile verilen birim
g g p Y

hizli regiiler bir egri olsun. Eger C egrisi ters ortalama egrilik akisinin bir translatorii ise

bu takdirde C egrisi i yarigapli ¢gember ile tiretilen bir sikloid egrisine kongruentdir.

Ispat. Detayl1 ispat igin bakimiz (Dugan vd., 2016). o

Teorem 3.11. (Kompakt soliton olan kiirelerin tekligi) M cR™*! hiperyiizeyi ters
ortalama egrilik akisinin bir homotetik solitonu olsun. Eger M hiperyiizeyi kapali ise bu

takdirde M orijin merkezli bir kiiredir.

Ispat. Detayli ispat i¢in bakimz (Dugan vd., 2016). o

3.1.2. Agirhkh Hacim Koruyan Ortalama Egrilik Akisi

Tamm 3.12. Tiirevlenebilir daldirmalarm bir ailesi x(.,t): M - R**!, x(-,0) = x(*)

biciminde tanimlansin.

dx(t)
ot

= —a(®)N@®) +H®), x(t) =x(t) (3.16)

bi¢iminde tanimlanan ortalama egrilik akisina agirlikli hacmi koruyan ortalama egrilik

akisi denir. Burada

4

IH(t)<N(t),N >e 2du
a(t) =M

- (3.17)

j< N(t),N>e 2du

M

ve H(t)=H(,t) ve N (t) swrasiyla M, = x(M",t) nin ortalama egrilik vektori ve
birim normal vektorii, N ise M nin birim normal vektoriidiir.

(3.17) esitligi ile verilen agirlikli hacmi koruyan ortalama egrilik akisi

x*

V(t) = j< x(t),N>e 2du (3.18)
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seklinde tanimlanan agirlikli hacmi korur (Cheng ve Wei, 2015). Burada du hacim

elamant olup

du = |det - (X X, 3.19
U= elgij, gij = axi'axj (3.19)

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte agirlikli alan fonksiyoneli

A(t) = f e_gdut (3.20)
i

bigiminde tanmimlanir. Burada dy, fonksiyonu M nin x(.,t) yardimiyla indirgenen
metrige gore alan elamanidir. Boylece x(.,t):M — R*™*!, x(.,0) = x(.) bigiminde
tanimlanan tiirevlenebilir daldirmalarin bir ailesi (varyasyonu) olmak iizere, her t i¢in

V(t) sabit oluyor ise x(., t) ailesi x(.) in agwlikly hacmi koruyan bir ailesidir denir.

Agirliklt hacmi koruyan her bir x(.) ailesi agirlikli alan fonksiyoneli A(t) nin bir kritik

noktasi olmasi i¢in gerek ve yerer sart
H+(x,N) =2 (3.21)

esitliginin saglanmasidir. Burada H = ||I7 ||, M nin ortalama egriligi ve A bir reel

sabittir.

(3.21) sart1 saglanirsa M ye A —hiperyiizeyi adi verilir. Eger A =0 ise M kendisi
biiziisendir (Cheng and Wei, 2015).

Oklit uzaymndaki kompakt A-hiperyiizey érnekleri igin (Cheng and Wei, 2019), (Cheng
and Wei, 2015)ve agirlikli hacim koruyan ortalama egrilikli A-hiperyiizeylerin bir
siiflandirmast icin bakiniz (Zhu ve Chen, 2019). Bununla birlikte, R* deki rotasyonel
hiperyiizeylerin A-hiperylizeyi olma sartin1 saglamasi ile ilgili sonuglar (Arslan vd.,
2021) de verilmistir.

Kendisi-biiziisen  hiperyiizeyler ile  A-hiperyiizeylerin  bir  genellemesi  &-

altmanifoldlardir.
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Tamm 3.13. M c R**4 altmanifoldu x : M — R"*? izometrik daldirmasi ile verilsin.

M nin H ortalama egrilik vektor alani i¢in
H+xN=¢ (3.22)

sartin1 saglayan bir & paralel vektor alani bulunabilirse M ye &-altmanifoldu adi verilir
(Li ve Chang, 2016; Li ve Li, 2020).

Teorem 3.14. M c R™** altmanifoldu x: M —» R"**¢ izometrik daldirmas ile verilsin.
Bu takdirde M nin bir &-altmanifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi Z €

TpMn, 1</<ntanjant vektori i¢in
AgZ = AsZ +Z — VyxT, (3.23)

D,H = h(xT,Z) (3.24)
esitliklerinin saglanmasidir.

spat. M c R™* bir E-altmanifoldu olsun. Boylece tanim geregi
H=¢&—xV

sartin1 saglayan bir ¢ vektor alani bulunabilir. Buradan Gauss ve Weingarten esitlikleri
yardimiyla herhangi bir X € T, M, 1 < i < n tanjant vektori i¢in
ApZ = —V,H + D;H
= —V,&+V,xt + D,H
=V, +V,x—V,x" +D,H
=—V,&+V,x —V,x" —h(x",Z) + D,H
elde edilir. Bununla birlikte

‘vzx = Z,
oldugundan, son esitlik

AgX = AcZ +Z —Vyx" — h(xT,Z) + D,H

halini alir. Boylece teget ve normal bilesenlerden istenilen sonug elde edilir. m
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3.2. Ricci ve Yamabe Solitonlar
3.2.1. Ricci Solitonlan

Diferansiyel geometride Ricci akisi bir i¢ (intrinsik) geometrik akidir. Bu aki, bir (M, g)

Riemann manifoldunun Ricci tensorii Ric yardimiyla g Riemann metriginin

9]
ag(t) = —2Ric(g) (3.25)

deformasyonu ile elde edilir (Qiang Chen, 2013).
Ricci akist ile ilgili caligmalarin en 6nemli kismi Ricci solitonlaridir.

Tamim 3.15. (M, g) Riemann manifoldu iizerinde tiirevlenebilir bir vektor alani v

olmak tlzere

1
Eng + Ric = Ag (3.26)

esitligi saglanirsa (M, g)manifoldu bir Ricci soliton tanimlar. Burada A € R bir skalar,

Ric, (M, g) nin Ricci tensorii ve L, g, g metriginin v vektor alanina gore Lie tiirevi olup

herhangi X,Y € TM igin

(Lyg)X,Y) = g(Vxv,Y) + g(X,Vyv) (3.27)
bigiminde tanimlanir (Chen ve Deschmukh, 2014).

Ricci soliton (M, g, v, A) seklinde ifade edilir. Burada vvektor alanina potansiyel vektor
alani ad1 verilir. Ricci solitonlarin metrikleri Ricei akisi altinda kendine-benzer kalirlar.
Eger A > 0 ise Ricci solitonu biiziisen, A < 0 ise genisleyen, A =0 ise duragandir

denir. f = %llvll2 fonksiyonuna(M, g, v, 1) Ricci solitonun enerji fonksiyonu adi verilir

(Deshmukh ve Alsodais, 2020).

Tammm 3.16. v potansiyel vektér alani reel degerlibir f: M — R fonksiyonunun
gradienti oluyorsa, diger bir deyisle v = Vf ise bu solitona gradyent Ricci soliton adi
verilir ve Ricy ile gosterilir. Burada f ye potansiyel fonksiyonu adi verilir. Bir

(M, g,f,A) gradyent Ricci solitonun denklemi Ric; = Ag olarak ifade edilir, burada
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Ricy = Ric + Hess(f); Hess(f) = VVf

olup bu esitlige Bakry-Emery egriligi adi verilir (Chen, 2015). Eger Ricy = 0 oluyor ise
(M, g, f, A) gradyent duragan Ricci soliton olacaktir (Munteanu ve Wang, 2011).

Onerme 3.17. (M, g, f, A = 0)gradyent duragan Ricci soliton olsun. Eger, bir D ¢ M
acik kiimesi iizerinde ||Vf||? = sht.ise bu takdirde M nin tamaminda f = sht. dir ve g
bir Ricci flat metriktir (Chen ve Wang, 2011).

Eger fpotansiyel fonksiyonu sabit ise (M, g, f,A) ya asikar Ricci solitonu denir (Chen
ve Deschmukh, 2015).

Tamm 3.18. Bir (M, g,v, 1) Ricci solitonunda v vektor alani sifira esit, ya da g nin

Einstein olmasi durumunda

Ric(g) = Ag (3.28)
dir. Bu nedenle bu tiir manifoldlar birer asikar Ricci solitonudur(Cao ve Chen, 2013).

Ornek 3.19. i) Einstein manifoldlari icin (3.28) in asikar olmayan bir ¢oziimii

g() = (1 —2t)g0, go = 9(0)
dir.

i) (S™, go) kiiresi i¢in Ric(gy) = (n — 1) g, dir. Boylece (3.28) in asikar olmayan bir
¢Ozumu
g(t) = (1=2(n—-1)t)g,,

dir. Boylece T = 2; aninda kiire ylizeyi bir noktaya biiziigiir (Topping, 2006).]

(n-1)

Diisiik boyutlu n < 3 manifoldlarda n = 2 i¢in (Hamilton, 1988) ve n > 2 i¢in (ivey,

1993) asagidaki sonug verilmistir.

Onerme 3.20. Kompakt, biiziisen Ricci soliton igeren diisiik boyutlu n < 3 manifoldlar

sadece sabit pozitif kesitsel egrilikli olanlardir.
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Ornek 3.21. M = R? de ilk Ricci soliton érnegi duragan (4 = 0) olmasi durumunda
“cigar soliton” olarak bilinir. Bu 6rnek Hamilton tarafindan 1998 yilinda verilmistir. Bu
soliton i¢in metrik

_dx* +dy°®

I =142 492

ve potansiyel fonksiyonu f = —In(1 + x2 + y?)dir. Cigar solitonun (skalar) egriligi
1

= m >0
dir.[
Aciklama 3.22. iki boyutlu Riemann manifoldlar (yiizeyler) i¢in Ricci egrilik K Gauss
egriligine esit olacagindan Ric(g) = Kg dir. Boylece (3.28) Ricci akisi ylizeyin K < 0
oldugu bolgeyi genisletmeye, K > 0 oldugu bolgeyi ise biizmeye meyillidir. Bu nedenle
Ricci akisi 2-kiireyi daha yuvarlak hale getirmeye c¢alisir. Daha genel olarak, Ricci akis1

kapal1 bir yilizeyin Gauss egriligini sabit hale getirmeye zorlar (Topping, 2006).
Asagidaki teoremlerin detayli ispati igin bakiniz (Chen ve Deshmukh, 2014)

Teorem 3.23. M cR™*! bir hiperyiizey olsun. Eger (M, g,x", 1) bir Ricci solitonu ise
bu takdirde M asagidaki hiperyiizeylerden biridir;

I) Orijinden gegen hiperdiizlem,

i) Orijin merkezli hiperkiire,

iii) R™*! in orijininden gegen dogrularin iirettigi diiz bir hiperyiizey,

iv) S1(r) x R*™1, r > 0 kiiresel hipersilindir.

V) SK(k — 1) x R**, 2 < k < n — 1 kiiresel hipersilindir.

Teorem 3.24. McR""x:M —» R*"*! daldirmasi ile verilen yonlendirilebilir bir
hiperyiizey olsun. Bu takdirde (M, g,x", 1) bir Ricci solitondur <en azindan bir 2
sabiti vardir 6yleki A2 — (onH)A + (A — 1)I = 0, dir. Burada, H ortalama egrilik, A
sekil operatorii ve p = (x, N) de destek fonksiyonudur (Al-Sodais vd., 2014).

Asagidaki teoremin ispati i¢in bakiniz (Chen ve Deshmukh, 2015).

Teorem 3.25. (M, g)Riemann manifoldu (N, g)Riemann manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Farz edelim ki N manifoldu bir v concruent vektor alani ihtiva
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etsin. Bu takdirde (M, g,v", 1) bir Ricci soliton olmas: igin gerek ve yeter kosul
herhangi X,Y € TM igin

esitliginin saglanmasidir.

Tammm 3.26. (M, g)Riemann manifoldu M = R",S" veya(n — 1)-boyutlu bir N

Riemann manifoldu i¢in N X R olsun. Bu takdirde M nin Riemann metrigi

g=dr’+o()go (3.30)

bi¢iminde ise bu metrige katli ¢arpim metrigi ve Riemann manifolduna da katli ¢carpim

manifoldu denir.
Asagidaki sonu¢ H.-W. Brinkmann tarafindan 1925 de vermistir.

Teorem 3.27. (M, g) Riemann manifoldu bir katli ¢arpim manifoldu olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul bir f fonksiyonu vep: M — R fonksiyonu i¢in Hess(f) = pg esitliginin

saglanmasidir.
Asagidaki sonucun detayli ispati igin bakimiz (He vd., 2012)
Sonug 3.28. Herhangi bir ylizeyin gradient Ricci solitonu bir katli ¢garpimdir.

Tammm 3.29. (M, g) Riemann manifoldu olsun. M iizerinde bir v vektor alan1 ve
herhangi bir Z € TM vektor alani igin

Vv =uz (3.31)
sart1 saglanirsa v Ye konsdrkiiler vektor alami adi verilir. Burada V, M nin Levi-Civita
koneksiyonu ve u: M — R sifirdan farkli reel degerli fonksiyondur (Fialkov, 1939).
Eger u =1 ise v ye kongruent vektor alani adi verilir (Yano, 1943; Yano ve Chen,
1973).

Ornek 3.30. I € R acik aralik ve (M, §)Riemann manifoldu verilsin. Her s € I yay-
parametresi i¢in 0 # ¢(s) fonksiyonu tanimlansin. Bu takdirde M =1 X, M kath

carpim manifoldu ve M {izerinde bir
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g=ds*+¢*(s)g

katli ¢arpimin metrigi tanimlanmis olur. Boylece M tizerinde bir v = (p(s)j—s vektor

alani tanimlandiginda herhangi bir Z € TM ic¢in u = ¢ (s) olup v nin konsorkiiler

vektor alani oldugu goriliir (Chen, 2011). [0
Asagidaki teoremlerin detayli ispatlari (Chen, 2017) de verilmistir.

Teorem 3.31. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Eger M manifoldu sifirdan
farkli bir konsorkiiler v vektor alani ihtiva ediyorsa bu takdirde M lokal olarak

I X5 M bigiminde bir katli ¢garpim manifoldudur. Burada 0 # ¢(s) bir fonksiyonu ve

M da (n — 1)-boyutlu bir Riemann manifoldudur.

Teorem 3.32. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu (n > 3) olsun. Eger M manifoldu
tizerindeki bir (M, g, v, 1) Ricci solitonu sifirdan farkli bir konsorkiiler v vektor alani
icermesi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki sartlarin saglanmasidir;

1) (3.31) deki u fonksiyonu sifirdan farkli bir a sabittir,

i) A = adrr,

iii) M manifoldu lokal olarak I X, M biciminde bir katl1 ¢arpim manifoldunun agik
bir parcasidir. Burada s yay-parametresi,b € R ve M de (n — 1)-boyutlu bir Riemann

manifoldudur.
Teorem 3.32 nin bir sonucu asagida verilmistir.

Sonu¢ 3.33. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu (n > 3) olsun. Eger M manifoldu
tizerindeki bir (M, g,v, 1) Ricci solitonu sifirdan farkli bir v kongriient vektor alani
icermesi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki sartlarin saglanmasidir;

1) (3.31) deki u fonksiyonu p = 1 dir,

i) A =1d,

iii) M manifoldu lokal olarak I x; M biciminde bir katli ¢arpim manifoldunun agik bir
parcasidir. Burada s yay-parametresi,b € R ve M de (n — 1)-boyutlu bir Einstein

manifoldu olup Ricy = (n — 2)g sartin1 saglar.
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3.2.2.Yamabe Solitonlari

Tanmm 3.34. (M, g) Riemann manifoldu tizerinde tiirevlenebilir bir vektér alani v

olmak lizere

1
5Lyg = (R— g (332)

esitligi saglanirsa (M, g)manifoldu bir Yamabe soliton tanimlar. Burada A € R bir
skaler, R, (M, g) nin egrilik tensorii ve L, g, g metriginin v vektor alanina gore Lie

tiirevi olup (3.27) esitligi ile tanimlanir (Chen ve Deshmukh, 2017).
Asagidaki sonuglarin detayli ispat1 igin bakiniz (Chen ve Deshmukh, 2018).

Onerme 3.35. M ¢ R**! hiperyiizeyi olmak iizere (M, g,x", 1) bir Yamabe soliton
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
i)A = —1 ve M, R**! nin bir hiper diizleminin agik parcas1 veya

ii) 1 =R > 0 ve M, R*"! nin orijin merkezli bir hiper kiiresinin agik parcas1 olmasidir.

Teorem 3.36. M c R**¢ bir altmanifold olmak iizere (M, g, x”, 1) bir Yamabe soliton

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
G, Y), XY = (r— A — Dg(X,Y) (3.33)

esitliginin saglanmasidir. Burada r, M altmanifoldunun skaler egriligidir.
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4. BULGULAR

Bu béliim iic kisimdan olusmakta olup tezin orijinal sonuglarini igermektedir. ilk
kistmda R"*! de dénel hiperyiizeyler ele alinmustir. ikinci kisimda R™*¢ de rotasyonel
yiizeyleri incelenmistir. Ozellikle R* de genel rotasyonel yiizeyleri, R* de kiiresel
carpim Yiizeyleri ve R* de meridyen yiizeyleri ele alinmistir. Son kisimda ise R* ™ de
rotasyonel altmanifoldlar incelenmistir. Ozellikle R> deki rotasyonel altmanifoldlarin

& —altmanifoldu olmasi ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

4.1. R"*1 de Rotasyonel Hiperyiizeyler
Tamim 4.1 R? nin alt kiimesi olan yar1 diizlemi
H={(f,9) ER? : feR,g > 0}

seklinde tanimlansin. Bir C © R? egrisi

y:(ab) » H; y(®) = (f(6), g(®) (4.1

bigiminde tanimlansin. Bununla birlikte S®~1(1) birim kiiresi

P = p(tl’ ey tn—l) = (pl (tl, . tn—l): 1) (tl' ey tn—l)' vy P (tlr ey tn—l)) (42)

parametrizasyonu ile verilsin. Bu takdirde C egrisinin S"!(1) etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen donel hiperyiizeyi M,

x:(ab) xS - R, (4.3)
X(S, b1, s ty1) = £(5), () (P1 (trs wors tn=1), G($)P2(t1, oo tym1)s ooy G(8) P (b1, vy 1))

parametrizasyonu ile tanimlanir (do Carmo ve Dajczer, 1993).

Boylece M nin ortonormal ¢at1 alani

. lox
€ =03y
1 0x ]
é :§a—tj,2 <jsn (4.4)

- 1 ! ! ! !
€ny1 = 5(9 = pu=f P2 =f Pr)
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vektorleri tarafindan gerilir. Burada
n=yJ{F)*+(g)? (4.5)

tirevlenebilir fonksiyondur. Boylece (4.3) tin s ve t; ye gore ikinci mertebeden kismi

tiirevlerinden
X =(f (),9 ($)p), % =00,g()py), 2<i<n-1 (4.6)
elde edilir. Burada

0%x 0%x 9%p
Xss = m'xu = ﬁ»ﬂu‘ = 32
i i

dir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilar

k

7 , 2<i<n-1 (4.7)

hii=f

hyy = L
1 ng

olarak bulunur. Burada kfonksiyonu
k=f'g -fg" (48)
esitligi ile verilmistir (Arslan vd., 2021).

Bununla birlikte i # j i¢in h;; = 0 dir. Boylece M nin sekil operatorii matrisi (4.7)

yardimiyla
k
o)
a
e = | ng I (4.9
0 I
ng

olarak bulunur. Bu durumda (4.9) da elde edilen sekil operatorii bize (4.3)
parametrizasyonu ile verilen donel hiperylizeyin en ¢ok iki farkli asli egrilige sahip

oldugu sonucunu verir (Arslan vd., 2021).
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Bununla birlikte M nin pozisyon vektorii x ile €, 1 nin i¢ ¢arpimindan

A 5
(x, €n41) = " (4.10)

bulunur. Burada & destek fonksiyonu olup

§=fg —fg (4.11)
seklinde tanimlanmustir.

Buradan (4.9) kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2. M ¢ R**! dénel hiperyiizeyi (4.3) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

ortalama egriligi

1, kg + (n—Dnf’
H= ELZ(A5n+1) = ngnz

(4.12)

dir.
Asagidaki teoremlerin detayli ispatlari igin bakiniz (Chen ve Deshmukh, 2015)

Teorem 4.3. M c R**! farkhi iki asli egrilikli bir hiperyiizey olsun. O halde
(M™, g,vT, 2) bir Ricci soliton ise bu takdirde M nin k;,i = 1,2 asli egrilikleri

k?—(mH+8)k;+1—-1=0 (4.13)

esitligini saglar. Burada & destek fonksiyonu ve H da ortalama egriliktir.

Asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4. M c R**! rotasyonel hiperyiizeyi (4.3) parametrizasyonu ile verilsin. O
halde (M", g, xT, 1) bir Ricci soliton ise k; = k, yada (n — 2)k, + § = 0 dir. Burada §

destek fonksiyonu olup (4.11) de tanimlanmustir.

Ispat. M rotasyonel hiperyiizeyi kq, ko farkli iki asli egrilige sahiptir. (M", g,v", 1) bir
Ricci soliton oldugunu kabul edelim. Boylece (Teorem 4.3) den

(n—VDkiky + 6k =21-1,

(n—2)k3 + kiky + 6k, =2—1

22



esitlikleri saglanir. Burada 6 destek fonksiyonu olup (4.11) de tanimlanmistir. Burada
(Tl - 1)k1k2 + 6k1 = (Tl - Z)k% + klkZ + 6k2
oldugu goriiliir. Bu esitlik diizenlenirse

elde edilir.
Homotetik soliton ile ilgili asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.5. M c R™*! rotasyonel hiperyiizeyi (4.3) parametrizasyonu ile verilsin. M
nin ters ortalama egrilik akisinin bir homotetik soliton olmasi igin gerek ve yeter kosul
gks + (n—Dn?sf" 1

= 4.14
o C (4.14)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat. (4.12)esitligindeki H degeri (3.14) esitliginde yerine yazilirsa istenilen sonug

elde edilir.m

Ornek 4.6. Meridyen egrisiy(t) = (rcost, rsint), te (_%'%)’ r-yarigapl bir ¢cember

olsun. Bu durumda donel hiperyiizeyi bir hiperkiire belirtir. Buradan

=N+ @ =T,
k=r'g —fg =-r2
§=fg —fg=r?

sonucuna varilir. Béylece bu degerler (4.14) de yerine yazilirsa ¢ = 1 > 0 elde edilir.

Bununla birlikte

1
AN, xNy==-=1

c
oldugundand > 0 dir. Boylece hiperkiire daralan kendine benzer olup bir noktaya
biiztisiir, (bakiniz Sekil 4.1). [
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Ornek 4.7. Meridyen egrisiy(t) = (f(t), a) dogrusu olsun. Bu durumda donel
hiperyiizey bir hipersilindir belirtir. Buradan n = f'(t), § = —af (t), k = 0 bulunur.
Boylece bu degerler (4.14) denkleminde yerine yazilirsa ¢ =ﬁ> 0 elde edilir.

Boylece

1
c(xN,xN)zi

oldugundan A > 0 dir. Boylece hipersilindir daralan kendine benzer olup bir dogruya
biiziisiir, (bakiniz Sekil 4.2).
(4.14) denkleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii (Drugan vd., 2006) ¢calismasinda
f(t) = o (t)cost + o(t)sint
g(t) = ' (t)cost — o (t)sint
ve
acos(V1—ct) + bsin(vV1—ct); c<1
o(t) = acosh(mt) + bsinh(mt); c>1

a+ bt c=1

olarak bulunmustur. Burada a,b € R reel sabitler ve t € R parametredir. Yine ayni
calismada asagidaki siniflandirma verilmistir;

i) ¢ =1veb = 0ise egri |al-yarigapli gemberdir.

i) ¢ =1veb # 0ise egri |b|-yarigapli gemberin involiitiidiir

iii) ¢ >1vea = b =1iseegriklasik logaritmik spiraldir.

2
iv) c<lvea=1- /%’ A u €N, A+ uise egriepisikloid,

V) A< uve0 < c <1 iseegri hiposikloid
belirtir. [

Teorem 4.8. M c R™*! rotasyonel hiperyiizeyi (4.3) parametrizasyonu ile verilsin. M
nin A-hiperylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kg + ngn?s + (n— Dn’f —nign® =0 (4.15)

esitligin saglanmasidir.

Sonug. 4.9. M c R™*1rotasyonel hiperyiizeyi (4.3) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

kendisi biiziisen olmasi i¢in gerek ve yeter sart

kg + ngn?s + (n— Dn’f =0 (4.16)
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olmasidir.

Ornek 4.10. f(s) = coss ve g(s) = sins olsun. Bu takdirde elde edilen hiperyiizey

x(s, ty,ty, ..., t,_1) = (coss, sinspq, sinspy, ... , Sinspy,) (4.17)

parametrizasyonu ile verilen S™(1) hiperkiire belirtir. Bununla birlikte A1 = 0 elde

edildiginden hiperkiire kendisi-biiziisendir (Sekil 4.1).[]

Mp

Sekil 4.1. Biiziisen hiperkiireler

Ornek 4.11 M c R**! donel hiperyiizeyi f(s) =as+b ve g(s)=1r, ve 15 # 0
parametrizasyonu ile verilsin. Bu takdirde(4.16) denkleminden

n—1+ nry?
a=1"—TT
nry

bulunur. Boylece elde edilen A-hiperyiizeyi

x(s,t1,ty, e, ty_q) = (as + b, 19p1,70P2s - »T0Pn) (4.18)

parametrizasyona sahip olacaktir. Bu hiperyiizey ™ 1(rp) X R dairesel hipersilindiri

dir. Bununla birlikte bu hiperyiizeyin kendisi biiziisen (yani, A = 0) olmasi igin gerek ve

yeter kosul 7% = 111;“ olmasidir (Sekil 4.2). [

o
||" [p Hﬁ| -\5| \] \'| /Pi‘ Y \
Iﬁ“\ ./” /'I / J

Sekil 4.2.Biiziisen hipersilindirler
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4.2. R™*4 de Rotasyonel Yiizeyler

(n + d)-boyutlu Oklid uzayr R™*¢ nin Kartezyen koordinatlari xi,Xy,...,X,1q V€

ortonormal baz vektorleri

b = {é)l,é)z, ---'§n+d} (419)
olmak iizere M c R™**¢ yiizeyi

x(w,v) = o) + fr1(Wp(v) (4.20)

yamasiyla tanimlanir. Burada

yw) = (¢, frr1(W)) (4.21)
M yiizeyinin profil egrisi(yarigap vektorii) olup birim hizli parametrelendirmeye
sahiptir.

Ayrica

p(v) = (0, .,0; g1 (v), ...,gd(v)) (4.22)

seklinde tanimlanan p = p(v)vektor fonksiyonu

eIl =1, 1lp Il =1 (4.23)

olmak iizere S?~! ¢ R? birim kiiresi iizerinde bir egri belirtir. Boylece y profil
egrisinin p kiiresel egrisi etrafinda dondiiriilmesiyle olusan M yiizeyine R™*% de

rotasyonel yiizey ad1 verilir (Kuiper, 1970; Arslan vd., 2017).

M c R"*9rotasyonel yiizeyinin tanjant uzayi,

X = ¢ W+ frr1Wp®), (4.24)
Xy = fur1(W)p' (W)
vektor alanlari ile gerilir. Boylece, R**?deki standart i¢ ¢arpim yardimiyla M nin 1.

temel form katsayilari;

gllz(xu'xu)=11
gd12 = (xu ’ xv) = 0’ (4'25)
a2 =%y, Xp) = fn2+1(u)
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olarak bulunur. Bununla birlikte x(u, v) nin 2.mertebeden kismi tiirevleri,

Xyu = ¢” @ + fr;I+1(u)p(v);
Xy = fur1(Wp (), (4.26)

Xpy = fn+1 (u)p”(v)
seklinde elde edilirken, M nin 2. temel form doniisiimii,

1
h(xu: xv) = Xyy — <xuul Xy >xu - <xuvl Xy >xw
g1 922

h(xw xv) = Xyy — _<xuv» xu)xu - _(xuvrxv)xv' (4’-27)
911 922

1 1
h(xv'xv) = Xyy + _(xuwxv)xu - _<xvv' xv>xv
g 922

dir. Boylece (4.25)-(4.27) yardimiyla

h(xulxu) = xuu'
h(xy, %,) =0, (4.28)

h(xv'xv) = Xyp + fn+1fn+1xu

elde edilir (Arslan ve ark. 2017).

M rotasyonel yilizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egrilik vektorii H

K= %{(h(xu,xu), h(x,, %)) — (h(xy, x,), h(xy, X)), (4.29)
- 1
H= 5{g11h(xv,xv) + g22h(xy, x,) — 2g12h(xy, )} (4.30)

esitlikleri ile hesaplanir. Burada

9= 911922 — 9% (4.31)

M nin Riemann metrigidir.
Buradan (4.25) ve (4.28) esitlikleri (4.29) ve (4.30) de yerine yazilirsa yiizeyin Gauss

egriligi K ve ortalama egrilik vektori H sirstyla
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fn+1

K = _fn+1' (4.32)

2H = {0 + St + fusa fann ) (4:33)
fiv1

olarak bulunur. (4.24), (4.26) denklemleri (4.33) de yerine yazilarak

2fns1H = 0" @) + ((fos1)? = [EK)P @) + 419" (@) + fr 18’ (@) (4.34)

esitligi bulunur.

Bu ifadeler yardimiyla (Arslan vd., 2017) da asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.12. M c R"*%rotasyonel yiizeyi i¢in

far1 W) + Kfy 1 () = 0 (4.35)

esitligini saglar.

Sonug 4.13. M c R"*%rotasyonel yiizeyinin diiz olmas1 igin gerek ve yeter kosul

for1(W) =au+b (4.36)

olmasidir.

Teorem 4.14. M c R rotasyonel yiizeyi (4.20) parametrizasyonu ile
verilsin.k, ve k, sirasiyla y ve p egrilerinin egrilikleri olmak iizere M nin bir p

noktasindaki ortalama egriligi
1

7 + fia (i + 26) - Fr)2}? (4.37)

2H
dir.

Teorem 4.15. M ¢ R**¢ de rotasyonel yiizeyinin minimal olmas1 icin gerek ve yeter

kosul

Kp = aQ, (4.38)
1 ! n

Ky = le{(fn+1)2 + 2fpi1fusr (W) — a?} (4.39)

esitlikerinin saglanmasidir. Burada a sabit bir fonksiyondur.
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R* deki rotasyonel yiizeyler ile ilgili asagidaki 6zel durumlar ele alinmistir:

I. Durum. R*de genel rotasyonel yiizeyleri

4-boyutlu Oklit uzay1 R* de genel rotasyonel yiizeyi

M;: x(u,v) = (f(u)coscy, f(u)sincv, g(u)cosdv, g(u)sindv) (4.40)

parametizasyonu ile verilir (Ganchev ve Milousheva, 2008; Arslan vd., 2012; Arslan

vd., 2017). Burada, y(u) = (f (u), g(u)) rotasyonun meridyen egrisi olarak bilinir.

M in ortonormal ¢at1 alani

.19
i
.14
e = a%, (4.41)

1 ! li i !
€3 = ﬁ(g (w)coscv,g (w)sincv,—f (u) cosdv,—f (u)sindv),

€y = % (—=dg(u)sincv,dg(u) coscv,cf(u) sindv,—cf(u) cos dv)

dir. Burada,
nw) =V W)?+ (g’ W)?, (4.42)
pw) = c2f2(u) + d2g%(w) (4.43)

tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla

7, 0= 58

Vo= # é, (4.44)
V, o= n%éz +-5é

V, = —mé + 08

ve
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= K >
Vglgg— _77_361
= [
V§134— —Wez (4.45)
~ Qo > u -
V_)233= —Wez +W€4
—__9 z 4 H* >

5= a1t s
elde edilir. Burada,
K — fH g! _f,g”’
Y =c*ff +d%gg,
o =—c’fg+d*fg (4.46)
o=cd(f'g-fg),

pu=cd(ff +g99)

M, iizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

M; c R* rotasyonel yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirasiyla

2
K =%<K(’0 —0—2>, (447)
n“¢ ¢
- 1(rk @,
H _Z{U_Z-I_E} e3 (4.48)

dir. Burada ¢, x,n ve ¢ reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar1 (4.42), (4.43) ve (4.46)
de tanimlanmistir (Arslan vd., 2017). Boylece (4.48) esitligi yardimiyla M; ¢ R*

rotasyonel ylizeyinin ortalama egriligi

i ik +nPe
H =[] = LA e

4.49
olarak bulunur.
M; genel rotasyon ylizeyinin uzaklik fonksiyonunun karesi
1 2
e(w) = lIxll (4.50)

yardimiyla (1.1) ayrisimindan teget bileseni
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= Z(X, é)i)é)i (451)

olarak hesaplanir. Burada

o (W) = fWf W) +gwg W) (4.52)

dir. Boylece M; genel rotasyon yiizeyinin konum vektoriiniin normal bileseni

’

e (W
xV =x - 4.53
) (453)
oldugu goriiliir. Uzaklik fonksiyonunun gradyenti hesaplanirsa
2
grad(lel) = ) (x &) = x" (458
i=1

bulunur. Buradan x” vektdr alam bir ||g|| fonksiyonunun gradiyentine esit oldugundan

konservatif oldugu goriliir.

(Chen, 2015) ¢alismasindan yararlanilarak asagidaki sonuglart vermek miimkiin
olacaktir.

Teorem 4.16. M; c R*, (4.40) parametrizasyonu ile verilen bir genel rotasyonel yiizey
olsun. Bu takdirde x = x" olmasi igin gerek ve yeter kosul M; yiizeyinin R* de bir

kiiresel ytizey belirtmesidir.

Teorem 4.17. M; c R*, (4.40) parametrizasyonu ile verilen bir genel rotasyonel yiizey
olsun. Bu takdirde x = x” olmasi igin gerek ve yeter kosul M, yiizeyinin R* de yatan

bir konisel ylizey belirtmesidir.
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Tamm 4.18. x: M - R"*? izometrik daldirmasi ile verilen M altmanifoldunun ortalama

egrilik vektorii H ve konum vektoriiniin normal bileseni x" olmak {izere
H+x"=0 (4.55)

esitligi saglanirsa M altmanifoldu (3.1) denkleminin kendine-biiziisen bir ¢ozimii olarak

ifade edilir. Diger bir deyisle M ye kendine-biiziisen altmanifold adi verilir.

Ornegin, R? Oklid uzay1, S?(1) kiiresi, S?(1) x R silindiri ve S2(1) x §?(1) Clifford
tor yiizeyi R* deki kanonik kendine-biiziisen yiizeylerdir. Bununla birlikte R* deki
kompakt kendine-biiziisen yiizeyler S3(3) € R* de yatan kompak minimal yiizeylerdir
(Cheng vd., 2018).

Bazi1 o6rnekler asagida verilmistir.
Ornek 4.19. R?> de tanimlanan Tj(u) = (xl (w), x, (u)),O <u<lL; ve L) =

(y1(),y; (1)), 0 < v < L, parametrik egrileri kendine-biiziisen olsun. Bu takdirde

I (w) x T(v) = (x1(w), %, (v), y1 (W), y2(v)) (4.56)
Riemann carpimi R? de diiz Lagrange kendine-biiziisen bir yiizeydir. ]

Ornek 4.20. R? de tanimh T'(u) = (x1 (w), x, (u)), 0 < u < L egrisi kendine-biiziisen

kapali bir egri olsun. Bu takdirde I" egrisinin egriligi

2

ez
[, = €7 T= Tl
dir. Burada

¢z =141 - (r)De"

pozitif sabittir. Bununla birlikte, Anciaux 2013 yilinda yapmis oldugu ¢alismada
x(u, v) = (x;(w)cosv, x;(u)sinv, x, (u)cosv, x, (u)sinv)

parametrizasyonu ile verilen rotasyon yiizeyinin ortalama egrilik vektori ile ikinci temel

formun normlariin karesinin sirasiyla

r2

—2 ez

2
1 =5,
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-2

ez
|all* = c— (r* + 2r® + 4),
r
oldugunu gosterdi. Bununla birlikle Anciaux tor olarak bilinen bu yiizey R* kompakt

Lagrangian kendine-biiziisen bir ylizeydir. [

Ornek 4.21. R* de
1 m m m m
x(u,v) = —| cos f—u COSV, COS f—u sinv, sin f—u cosv, sin f—u sinv
n n n n n

m,n € Z, (m,n) = 1, parametrizasyonu ile verilen rotasyon yiizeyi Li-Wang tor yiizeyi

olarak bilinir. Bu yiizey kendine biiziisendir (Li ve Wang,2017). [

Teorem 4.22. M; c R* yiizeyi (4.40) parametrizasyonu ile verilen bir genel rotasyonel

yiizey olsun. Bu taktirde M;in bir homotetik soliton olmasi igin gerek ve yeter kosul
cs(Pp%k +n%p) +2n*p? =0 (4.57)

esitliginin saglanmasidir. Burada ¢, k,n ve ¢ reel degerli tiirevlienebilir fonksiyonlar
olup (4.45), (4.46) ve (4.49) de tanimlanmistir. Bununla birlikte 0 # ¢ € R reel sabittir.

Ispat. M; yiizeyi bir hometetik soliton olsun. Bu takdirde (x, H ) = —% esitligi saglanir.

Boylece (4.40), (4.41) ve (4.48) esitlikleri yardimiyla (x, H) = H{x,&;) elde edilir.

Ayrica

fg —9f _¢
n n

oldugundan istenilen sonug elde edilir. m

(x,€3) = (4.58)

Teorem 4.23. M; c R* yiizeyi (4.40) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey
olsun. Bu takdirde M in kendisine benzer olmasi igin gerek ve yeter kosul
d%k +ntp +216n%p? =0 (4.59)

esitliginin saglanmasidir. Burada ¢, k,n ve ¢ reel degerli tiirevlienebilir fonksiyonlar
olup (4.42), (4.43) ve (4.46) da tanimlanmustir.
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Ispat. M; c R* rotasyonel yiizeyi kendisine benzer olsun. Bu takdirde (Tamim 3.5)
geregi H+ax¥N=0 esitligi saglanmalidir. Bdylece bu esitligin her iki tarafinin €5 ile i¢
carpimi alinip (4.48) ve (4.53) esitlikleri kullanilirsa
2 2
% + /1% =0
bulunur. Bu esitlik diizenlenirse (4.59) elde edilir. m
Sonu¢ 4.24. (4.40) da ¢ =d =1 alinirsa M; rotasyonel yiizeyi Ornek 4.21 de

tanimlanan Anciaux tor yiizeyi belirtir. Bu ylizey kendine-biiziisendir.
Tamim 4.25. R* teki Vranceanu yiizeyi asagidaki parametrizasyon ile tammlanr;

f) =r(wcosu, g(u) = r(uw)sinu,a =b = 1. (4.60)
Burada r(u) reel degerli sifirdan farkli bir fonksiyondur (Vranceanu, 1977; Arslan
vd.,2012).

r(u) fonksiyonu reel sabit ise Vranceanu yiizeyi Clifford torusa donisiir, diger bir
deyisle ayn1 yarigapl iki tane diizlem g¢emberi elde edilir (Yoon, 2003).Vranceanu

yiizeyi i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.26. M; ¢ R* Vranceanu yiizeyi olsun. Bu taktirde M, nin Gauss egriligi ve
ortalama egrilik vektorii sirastyla

@)=

"

= 6T o (4.61)

gorr 30 - frz 5 (4.62)
2(r2 + (r')?2)z2

dir.

(4.57) ve (4.60) esitlikleri yardimiyla agagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.27. M; c R* bir Vranceanu yiizey olsun. Bu taktirde M; in bir homotetik

soliton olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
cri(rr’ =32 =2r)) + 202+ (r)?2 =0 (4.63)

esitliginin saglanmasidir.

34



Ornek 4.28. Vranceanu yiizeyinde r = sbt. almirsa Clifford tor yiizeyi elde edilir. Bu
yiizey diizdiir. Bununla birlikte (4.63) esitligi saglandigindan Clifford tor ylizeyi bir
homotetik solitondur.

Teorem 4.22 nin bir sonucu asagida verilmistir.

Sonuc 4.29. M; c R* bir Vranceanu yiizey olsun. Bu taktirde M; in kendine benzer

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
rr =30 )2 =2r2 +20r2(r 2+ (r')»)H2 =0 (4.64)
esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.30. Vranceanu yiizey Clifford tor yiizeyi olarak almirsa A = 1 durumunda
(4.64) esitligi saglanir. Bu nedenle Clifford tor yiizeyi daralan kendine benzer bir

yiizeydir.
Asagidaki sonucun detayli bir ispat1 (Arslan vd., 2017) de verilmistir.

Teorem 4.31. M yiizeyi R* de kompakt, kendine-biiziisen bir yiizey olsun. O halde ||I7||
sabit, ||h]| < 0, veya ||h|| = 0 ise bu takdirde M bir Clifford tor yiizeyi belirtir.

Teorem. 4.31 in tersinin de gegerli oldugu Ornek 4.30 dan anlagilmaktadir.
Asagidaki sonuglar elde edilir:

Y. Teorem 4.32. M cR**™ yiizeyi x : M — R"*? izometrik daldirmasi ile verilsin.

Bu taktirde M nin bir £-yiizeyi olmasi igin gerek ve yeter sart

2
Do =) (xEh(E,E), 1<is? (4.65)
j=1
ve
Apé =Agé +é —Vzx" (4.66)

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat. &-yiizeyi tammindan
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H=¢&—xV

dir. Herhangi é; € y(M) vektér alami i¢in Gauss ve Weingarten denklemleri

kullanilarak

Apé; = —Vgiﬁ + Dgiﬁ

= —Vgi(f — xN) + Dgiﬁ

Vs (6 —x+x")+Ds H (4.67)
= —ngf + Vgix — VgixT + Dgiﬁ

= Afé)l + ve"L-x - Vé'ixT - h(xT; é)l) + DgLﬁ

dir. Buradan Vs x = €, V& = —A;¢é; ve

2
x’ =Z(x,5j)7

j=1

yardimiyla(4.67) esitligindeki teget ve normal bilesenler taraf tarafa toplanirsa (4.65)
ve (4.66) elde edilir. m

Y. Teorem 4.33. M; c R* yiizeyi (4.40) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel

yiizey olsun. O halde M; bir &-yiizeyi ise bu takdirde

M 2 — Huk = 0 4.68
vl pk = (4.68)
esitligi saglanir.

ispat.(4.48)de verilen H ortalama vektor alaninin &; Ve &, ydniinde tiirevleri alinirsa

| R
Dg H = E(H)ueg, (4.69)
., H
DeH = —=8, (4.70)
ne

elde edilir. Bununla birlikte M; bir &-yiizeyi oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Y.
Teorem 4.33 den
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Dy H = (x,&)h(E, &) + (x,&)h(é,&,), 1<i<?2
bulunur. Ayrica, (4.44) deki esitliklerin normal bilesenleri
h(e;, ) = —=és,

L) =13€s

o
h(é,, &) = —=é,,
1, €2 Y 4

Y

h(é,, é;) = Wes

dir. Bununla birlikte ve (x, &,) = 0 esitligi kullanilarak

Ds H = (x,81)h(61,8) = (x,81) 56,

4 - - - - o -
Dz, H = (x,é;)h(é, &) = (x, 91)We4

elde edilir. Boylece (4.69), (4.70) ile (4.73) ve (4.74)
kiyaslanirsa

k1
(x, el>n_3 = E(H)u»

L, 0 Hp
(x, el>_

ne?r  ng?

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

esitlikleri karsilikli olarak

esitlikleri bulunur. Bu esitliklerden birinden (x, ;) cekilip digerinde yerine yazilirsa

(4.68) elde edilir. m

(4.49), (4.52) ve Y. Teorem 4.32 den yararlanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.34. M; c R* rotasyonel yiizey sabit ortalama egrilikli bir &-yiizeyi ise bu

takdirde M; asagidaki yilizeylerden birinin agik bir pargasidir;

() R*de bir minimal yiizey,
(i)  R*de bir kiiresel yiizey veya
(iii)  R*de profil egrisi diiz dogru olan bir yiizey.

37



Ispat. M, c R*rotasyonel yiizeyi (4.40) parametrizasyonu ile verilsin. Eger M; yiizeyi
bir £-yiizeyi ise bu takdirde (4.65) esitligi saglanir. Ayrica M; in ortalama egriligi sabit
oldugundan Huk = 0 dir. Boylece H = 0, u = 0 ya da k = 0 durumlar1 s6z konusudur.

[k durumda yiizey minimaldir. ikinci durumda

p=cd(ff +99)=0

dir. Bununla birlikte

pw=rfWf W +gwg =0

oldugundan(4.53) esitligi yardimiyla M; genel rotasyon ylizeyinin konum vektoriiniin
normal bileseni x" = x olmalidir. Bu durumda Teorem 4.16 dan M, yiizeyi R* de yatan
kiiresel bir yiizeydir. Ugiincii durumda k = 0 oldugundan meridyen egrisi y bir dogru

belirtir. m
Vranceanu yiizeyi i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.35. M; c R* rotasyonel yiizeyi (4.60) parametrizasyonu ile verilen bir

Vranceanu yiizeyi olsun. Eger M; bir -ylizeyi ise bu takdirde

r(u) = el e@dz+c (4.75)
dir. Burada

efg(z)dz+c2
u= dz + ¢, (4.76)

\/Z _ ezfg(z)dz+2c2

tiirevlenebilir bir fonksiyon olup
z=ru)?+1r'(w)?

1
T2 + 1w

0(z)

ve

(3z—5)(2)> (Bz—1e(2)
Z

d
- — 3
5,02 =120(2)° + 272

esitlikleri saglanir.
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Ispat. M; vyiizeyi (4.60) parametrizasyonu ile verilen bir Vranceanu yiizeyi olsun. O

halde M bir &-yiizeyi ise Y. Teorem 4.33 den

oH 2 Huk =0

esitligi saglanir. Bununla birlikte (4.42) (4.46) ve (4.60) esitliklerinden

B rr —3(r)?% —2r?

202 + (')?):

ve

k=rr" —2(f)?—r?
nt=r2+ )2
pu=rr,

o=—r?

elde edilir. Bu degerler yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

" N2 _ 2
r(r? + (r')?) (” 3C)” —ar > +r o =20 ) - r2)<
2(r2 + (r')?):z

rr — 30 )% — 2r2>
3 =0
2(r2 + (r)2):

diferansiyel denklemi elde edilir. Buradan bu denklemin
SH1(u):=r(u)+dif(r(u),u,u)-3«diff(r(u),uy2-2<r(u)"2:
>z(u):=diff(r(u),u) 2+r(u)"2:

>H(u):=H1(u)/(2*z(u)"(3/2)):

Sk(u):=r(u)+diff(r(u), u,u)-2+difF(r(u),u)2-r(u)"2:
>odeL:=r(u)«z(u)2+diff(H(u),u)+diff(r(u),u)<k(u)<H(u)=0:

>dsolve(odel);

Maple komutu kullanilarak elde edilen asikar olmayan bir ¢éziimden istenilen sonug

elde edilir. m

39



I1. Durum: R*de kiiresel carpim Yiizeyleri
Tamim 4.36. Meridyen egrisi
yilcR— R, yw) =(fiw), (W), fs(w)
birim hizli regiiler bir egri olsun. Bu taktirde y nin
p(v) = (cosv,sinv)
birim ¢emberi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey
My : X(u,v) = (fi(w), (W), f3(w) cos v, f3(u) sinv) (4.77)

yamasina sahip olup bu yiizeye R* te kiiresel carpim yiizeyi ad verilir (Bulca vd.,
2012, Arslan vd., 2017).

M, ylizeyinin ortonormal ¢at1 alani

B 0
T

= 19 4.78
N 1 " " " " :
e3 = ;(fl W), f, (w),f; (wosv,f; (u)sinv),
. 1 .
€4 = — (P23, P13, P12€OSV, P12SiNV )

4

vektor alanlar tarafindan gerilir. Burada
i, =+ (h 2+ (7 )2+ (f )2 (4.79)
y egrisinin egriligi ve
py W =f Wf @W-f @f W (4.80)

tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla
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& 4
'VZ &»=0 (4.81)
€1
s  _fia
ngel— fa 2
S f3 > f3 > k-
V., =——¢ — — e

62 f3 Ky f3 3 Ky f3 4
ve

v€133= K'yel + Téy

Vo.=Llg (4.82)
&3 Ky f3

elde edilir. Burada 7, meridyen egrisi y nin burulmasi ve

k=p,=fi W @-f Wfi @ (4.83)

M, tzerinde tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece, (4.82) deki esitlikler kullanilirsa

sekil operatorii matrisleri

Ky 0
Az, = 0 —f3 ],
oy f3 4.84
0 0 (4.84)
_ k
A€4_ 0 —_—
Kyf3

elde edilir. Buradan M; nin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirasiyla

B

K==

(4.85)

ve
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[ (LA PR 4.86
=5 Ky, ” €3 f3Kye4 (4.86)

14

dir. Boylece, basitligin hatirna M, nin ortalama egrilik vektori H= Hié; + H,e,

olarak secilirse M, nin 1. ve 2. ortalama egrilikleri sirasiyla

1 k —k
H1 == K'y + — ,H2 = (4‘87)
2 Ky ngKy

dir. Boylece asagidaki sonug verilir.

Teorem 4.37. M, c R* yiizeyi (4.77) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey
olsun. Bu taktirde M, nin minimal olmasi igin gerek ve yeter sart M, nin diiz yiizey

veya meridyen egrisi

A+ 2¢c, — ct

fi(w) =—1+AZ ! ln(\/u2+201u+2c2+u+c1)+c3

f(u)——zcz_cfln(\/u2+2cu+ZC +u+c)+c (4.88)

2(W) = 1 2 1 4 :
V14 A2

W) = +/u? + 2ciu + 2¢,
olan bir yilizey olmasidir. Burada cy, c¢,, c3, c4ve A reel sabitlerdir.
Ispat. Bakimz (Arslan ve ark. 2017) o

Teorem 4.38. M, c R* yiizeyi (4.77) parametrizasyonu ile verilen bir genel rotasyonel

yiizey olsun. Bu taktirde M, nin bir homotetik soliton olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1 1 k " " "
i E(Ky + E) (L fi W+ fHLf, W+ fHfs (W)
k
——— (LiWpz (W) + LWp1z (W) + f3(Wp12 (W)
2f3K'y

esitliginin saglanmasidir. Burada k, x, ve p;; reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar

14
olup sirastyla (4.83), (4.79) ve (4.80) de tanimlanmustir.
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Ispat. M, yiizeyi bir hometetik soliton olsun. Bu takdirde A¢iklama 3.6 daki

- 1
(X,H) = -
Cc

esitligi saglanir. Boylece (4.40)-(4.41) ve (4.48) esitlikleri yardimiyla
(xl ﬁ) = Hl(-x) é)3> + H2<xl 54)

elde edilir. Ayrica

1 " " "
(x,€3) = K_(fl(u)fl W+ L) f; (W) + f0)f; ()
y

1
(x,€,) = Py (fiWps () + frwp1z (W) + f3(Wpr2 (W)
y

dir. Boylece (4.78) yardimiyla istenilen sonug elde edilir. m

Teorem 4.39. M, c R* yiizeyi (4.77) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey

olsun. Bu taktirde M, nin kendisine benzer olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1 A " " "
§<Ky T K£> + —(iWh W+ LW W+ W) =0
14 14

N (4.89)

2f3Ky

A
T (f1 (Wp2s () + fL(Wp13 (W) + f3(Wp12 (u)) =0
y

esitliklerinin saglanmasidir. Burada k, ve p;; reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar

olup (4.79) ve (4.80) de tanimlanmustir.

Ispat. M, c R*rotasyonel yiizeyi kendisine benzer olsun. Bu takdirde Tanim 3.5 geregi
H+ 2N =0 esitligi saglanmalidir. Boylece bu esitligin her iki tarafinin €; ve é, ile ig

carpimindan

H1 + A(X, §3> =0
Hz + A(X, §4> =0

elde edilir. Boylece (4.77), (4.78) ve (4.87)esitlikleri kullanilarak istenilen sonug elde

edilir m
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I11. Durum: R* de Meridyen Yiizeyleri

v:IcR— R, y(uw) =(f(u),0, g(w)) birim hizh regiiler bir egri olsun. Bu takdirde

y nim p(v) birim kiiresel egrinin etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen ylizey

M : z(u,v) = f(WpW) + gWE; (4.90)

yamasina sahip olup bu yiizeye R* te meridyen yiizeyi adi verilir. Burada E; =
(1,0,0,0) birim vektordiir (Ganchev ve Mileusheva, 2015). Meridyen yiizeyleri 2. tip
rotasyonel yiizey olarak da bilinir (Arslan vd., 2014),(Arslan vd., 2017).

M3 ylizeyinin ortonormal ¢at1 alani

0
17 Bu
10
8y =-— (4.91)
fov
és = n(v)

€y =g Wpw) + f'(WE

vektor alanlart tarafindan gerilir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak

bazi hesaplamalar sonucunda

V.s,=0 (4.92)
€1

~ _f_’_,

VE)zfel_f 2

¥ .=-L kg 193

Vé,zez— €1 +f63 + ; €y

ve

ﬁg #=0
1

~—4 k—)

V,6=-7% (4.93)
2

V§1g4— —K,;, €1

[~14 g’ -

V,z,=——

52 4 f eZ
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elde edilir. Burada k = k(v) fonksiyonu p = p(v) nin kiiresel egriligidir.

"

kn=fWg W-f Wg = S S— (4.94)

VA -9

meridyen egrisinin egriligidir. Boylece, (4.93) deki esitlikler kullanilirsa sekil operatorii

matrisleri

(0 0 Km 0O
f 0 f

elde edilir. Buradan M3 iin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirastyla

’

_Gkm _ [
K="= (4.96)
- 1 '

dir. Boylece M3 ylizeyinin 1. ve 2. ortalama egrilikleri

k@) o _Ea )+ g W

"W T T @ (+99)
ve ortalama egriligi

_ KR + (e f + )W)
H = \/ T (4.99)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.40. M5 c R* yiizeyi (4.90) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey
olsun. Bu taktirde M5 {in minimal olmas1 igin gerek ve yeter kosul M yiizeyi R? iin alt

uzayinda yatan
90 = [VT= 07 @)du
f(w) =+vu?—-2cu+d,

meridyen egrili bir ylizey olmasidir.
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Teorem 4.41. M; c R* yiizeyi (4.90) parametrizasyonu ile verilen bir genel rotasyonel
yiizey olsun. Bu taktirde M5 {in bir homotetik soliton olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1
2f ()

| =

(e WF W + g WI(fFWg' W) + gw)f' W) = — (4.100)

esitliginin saglanmasidir. Burada k,,, reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar olup (4.94)

de tanimlanmustir.

Ispat. M; yiizeyi bir hometetik soliton olsun. Bu takdirde A¢iklama 3.6 daki

(ST

(x,ﬁ) = -

esitligi saglanir. Boylece
(x,€3) =0, (x, &) = f(wg' (W) + g(w)f' (W) (4.101)
ve

i Wf (W) + g (W)
2f(w)

H2:

esitlikleri ve
(x: H)) = H]_(xl 53) + H2<xF 54)

denklemi yardimiyla istenilen sonug elde edilir. m

4.3. R"*¥ de Rotasyonel Altmanifoldlar
(M4, §) d-boyutlu Riemann manifoldu ve
f:M?® = RP; f(x) = (%), fa(x), ., f, (X))

bir izometrik immersiyon olsun. Bununla birlikte g: S9! — RY standart immersiyonu
g6z 6niinde bulunduruldugunda M? nin $7-1 kiiresi etrafinda dondiiriilmesiyle bir M

rotasyonel altmanifoldu elde edilir. Bu altmanifold x € M% ve y € S9! i¢in
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o(x,y) = (f1 (x), f2(x), ---)fp—l(x)'fZ (x)g(y)) (4.102)

izometrik immersiyonu ile tamimlanir. Buradaki g(y) > 0 bileseni R?da pozisyon
vektorudir (Kuiper, 1970).

Eger M? altmanifoldu I € R icin RP de C = y(I) regiiler egrisi olarak almirsa

M c RP*9~1 rotasyonel altmanifoldu

x(s,y) = (f1 (s), f2(s), ---)fp—l(s)'fZ (s)g(y)) (4.103)

immersiyonu ile verilir. Burada g(y) bileseni RY da yatan birim hizli bir kiiresel egri ya
da kiiresel altmanifoldur (Arslan vd., 2019).

Bu bolimde daha 6nceden (Arslan ve ark. 2019) da tamimlanan R® deki 3-boyutlu

rotasyonel altmanifoldlar ele alinmistir. Bu altmanifoldlar iki durumda incelenmistir.

|. Durum: p = 2 ve q = 4 alindiginda M3 < R® rotasyonel altmanifoldu

x(s,u,v) = (f1(s), f2(s)g(w, v)) (4.104)
g, v) = (0,a;cosu, a;sinu, a,cosv, a,sinv) (4.105)

izometrik immersiyonu ile tanimlanir. Burada y(s) = (f1(s), f(s)) birim hizh
meridyen egrisi oldugundan(f;)? + (f;)? = 1 dir. Bununla birlikte (4.104) yiizey
yamasi T? c R* Clifford tor yiizeyi belirtir, a;, a, € R reel sabitler olup a? + a3 = 1
dir.

M; rotasyonel altmanifoldunun p € M; noktasindaki T, M5 tanjant uzay:

X = 20 = (), auf (s)eosu,an f (s)sinu, o (s)eosv, az f (s)siny)

x
X, = —— = (0, —sinu, cosu, 0,0) (4.106)
I, ]
xU .
X5 = = (0,0,0, —sinv, cosv)
(B
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ortanormal vektorleri tarafindan gerilir. Boylece M$ altmanifoldunun 1.temel formu

matrisi
gi1 Y912 913 1 20 . 0
I = (921 922 923> =0 aif; 0
931 Y932 Y933 0 0 aiff

(4.107)

dir. Bununla birlikte, M; rotasyonel altmanifoldunun p € Mj noktasindaki T; M7

normal uzay1
N, = - (f{ (), a1f,'(s)cosu, arf, (s)sinu, ayf, (s)cosv,ayf, (s)sinv)
N, = (0, aycosu, a,sinu, —a; cosv, —a, sinv)

ortonormal vektorleri tarafindan gerilir.

Béylece, bu ¢ati alanina gore M3 altmanifoldunun 2. temel form katsayilar:

hip =K
hl _ f2 hz _ a;
22 — T oM — T T
Kfa’ aifz
n a
h—%g - _ f2 2 1

kf, 2 axf

ve boylece 2.temel form doniisiimleri
h(Xy, X1) = kN

f

h(X,, X,) = N, — 2N

22 kf, | aify -
fzﬂ a

h(Xs X3) = — 22N, + ——N

33 kfy — axfy -

h(Xl;XZ) = h(XLXS) = h(Xz;Xs) =0

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

olarak hesaplanir (Arslan vd., 2019). Burada k fonksiyonu y(s) = (fi1(s), f2(s)) birim

hizli meridyen egrisinin egriligi olup

"

f2
V1-=(f)?

K =
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dir. Boylece (4.114) deki ifadeler (2.4) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki sonug elde
edilir.

Teorem 4.42. M} c R rotasyonel altmanifoldu (4.104) parametrizasyonu ile verilsin.

Bu takdirde M3 iin ortalama egrilik vektorii

3 "

| 1 2f, a? — a3

H:—Zh(X ,X)=—{<K——>N +< N 4..113
3L, X =3 v L e L ( )

dir.

Tamm 4.43. M™ c R™*¢ altmanifoldunun ortalama egrilik vektorii H i¢in

- 1
(H,x) = —~ (4.114)
esitligi saglanirsa M™ ye ters ortalama egrilik akisinin bir homotetik solitonu adi verilir.

Burada c sifirdan farkli sabittir. Eger ¢ < 0 ise biiziisen ¢oziimler vardir, ¢ > 0

durumunda ise genisleyen ¢oziimleri vardir denir (Castro ve Lerma, 2015).

Tanimdan da anlagilacagi iizere homotetik soliton ters ortalama egrilik akisinin kendine-
benzer ¢ozimiidiir.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.44. M3 c R® rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile verilsin.
Bu takdirde M; altmanifoldu ortalama egrilik vektorii ters ortalama egrilik akisinin bir

homotetik solitonu olmasi igin gerek ve yeter kosul

a —(£2
faf2 ;2(;-2 (f2) )> __3 (4.115)

G+ 10 :

esitliginin saglanmasidir.

ispat. M3 c R® rotasyonel altmanifolduters ortalama egrilik akismnin bir homotetik
solitonu olsun. Bu takdirde tanim geregi (H,x)=— %e$itligi saglanir. Boylece (4.113)

dan
gyl 2f2 \ 1y af — a3\
( 1x>_§{<K_K_f2>< 11x)+<a1a2f2>< 2'x>}

49




elde edilir. Ayrica

vy = DO TS By g

esitlikleri yardimiyla

Lo 2f,
(H,x) = 2 (K 5 > (4.116)
bulunur. Burada
w=hf +hfa (4.117)
tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece
w( 26\ _ 3
- <K Kf2> = (4.118)

dir. Bununla birlikte (4.112) esitligi (4.118) de yerine yazilirsa (4.115) elde edilir.m

Ornek 4.45. M} c R® rotasyonel altmanifoldunun meridyen egrisi y(s) = (coss, sins)

birim gemberi almirsa M3 altmanifoldu
g, v) = (coss, a;sinscosu, a, sinssinu, a,sinscosv, a,sinssinv)

parametrizasyonuna sahip bir kiiresel altmanifold olur. Ayrica ¢ = —1 oldugundan M;

ters ortalama egrilik akisinin bir biiziigen homotetik solitonudur.

Tamim 4.46. x: M —» R**% izometrik daldirmasi ile verilen M altmanifoldunun ortalama
egrilik vektorii H ve pozisyon vektdriiniin normal bileseni x" olmak {izere

H+ax¥N =0 (4.119)
esitligi saglanirsa M altmanifoldu ortalama egrilik akis1 denkleminin kendine-benzer bir
¢Oziimii olarak ifade edilir. Bu durumda, 2 = 1 igin daralan kendine benzer (kendisi
biiziisen), A = —1 igin genisleyen kendine benzer (kendisi genisleyen) bir ¢éziimiidiir

(Ecker ve Huisken, 1989).

Teorem 4.47. M3 c R® rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile verilsin.
Bu takdirde M3 altmanifoldu ortalama egrilik akis1 denkleminin kendine-benzer bir

¢Ozlimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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" '\ 2
1(fzfz”—2(1—(f2’)2)>2+<a%—a%>2 ol ffi=2(1- (1))
3 o1 = (f;)? a1a, [ H fzf;

esitliginin saglanmasidir. Burada p = fif, + fof; reel degerli fonksiyondur.

ispat. M} altmanifoldu ortalama egrilik akis1 denkleminin kendine-benzer bir ¢oziimii

olsun. Bu takdirde (4.119) esitligi saglanir. Boylece

(H,H) + MxV, H)y =0 (4.120)
ve buradan da

(H,H)y+ Ax,H) =0 (4.121)

elde edilir. Buradan (4.113) ve (4.116) esitlikleri (4.121) de yerine yazilirsa istenilen

sonug elde edilir. m

Y. Teorem 4.48. M3 c R®> rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile

verilsin. Bu takdirde M3 iin Ricci egrilikler

2f, i ()P 1
11 fz ) 22 33 f2 K'Z fz )
R12 = R13 = R23 = O (4122)

Ispat. M3 rotasyonel altmanifoldunun Gauss denklemi (2.7) esitliginden

Rijiw = (h(X, X)), h(X;, X)) — (h (X, X)), h(X;, X)) 1 < i,k < 3 (4.123)
dir. Basitligin hatirina

h(X;, X;) = hy (4.124)
alinirsa(4.126) denklemleri

Rija = Chy, b ) — Chae, by ), 1 < 4 j, k<3 (4.125)

halini alir.
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Boylece (4.111), (4.119), (4.125) esitlikleri (2.9) esitliginde yerine yazilirsa

3 3
Ry = z Rij1x = Z(Ulu{,hm) — (hy1, b)) = —hi1 (hgp + h3z)
=1 k=1

3 3
Ry, = Z Royak = Z((th’th) - (h22:hkk >) = —h%lhiz - (h%zh%3 + h%zhgs)
k=1 k=1

3 3

R33 = z R3j3 = Z(<h3k,h3k) — (h33, gy )) = —hi1his — (h3zhg, + h33h5,)
k=1 k=1

Ri =Ri3=Ry3=0

elde edilir. Boylece (4.110) deki ikinci temel form katsayilari kullanilarak istenilen

sonu¢ elde edilir. m

Teorem 4.49. M} c R® rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile verilsin.
Bu takdirde M3 iin skaler egriligi

2B +4ANS
r =
f22

(4.126)

dir.

Ispat. (4.111) esitlikleri (2.10) esitliginde yerine yazilirsa

N R._=£_<(fz”)2_i>
i=1 Cf K

f2

J-5)

elde edilir. Son esitlikte k =

degeri yerine yazilip yeniden diizenlenirse istenilen

sonu¢ elde edilir. m

Teorem 4.50. Mj c R® rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile verilsin.

Bu takdirde M3 iin skaler egriligi sifira esit ise bu takdirde

3 2/3
fals) = (5 (crs + c2>> NAOENIEID

dir. Burada c1, ¢; € R integral sabitleridir.
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Ispat. M3 rotasyonel altmanifoldu skaler egriligi sifira esit olsun. Bu takdirde Teorem
4.50 den

()2 +2f2f, =0

bulunur. Bu diferansiyel denklemin

>ode:= diff(f2(s),s)"2+2*diff(f2(s),s,s)*f2(s)=0;
>dsolve(ode);

Maple komutu yardimiyla ¢oziimiinden

3/2
—cs—¢c; =0

2
§(f2($))

bulunur. Ayrica ve (f;)? + (f;)? = 1 oldugundan istenilen sonug elde edilir. m

Teorem 4.51. M; c R® rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile verilsin.

Bu takdirde (M3, g, x, 1) nmin bir Ricci soliton olmast i¢in gerek ve yeter kosul

K (fofy + DD+ (K- Q- DU+ f£,)=0 (4.127)
esitliginin saglanmasidir. Burada x meridyen egrisinin egriligidir.

ispat. (M3, g, x", 2)bir Ricci soliton olsun. Bu takdirde Teorem 3.25 den dolay:
Ric(X, X)) = A — DX, X)) — (h(X, X)), xt); 1< 0,j <3 (4.128)

esitligini saglanir. Boylece (4.112), (4.118) ve (4.123) esitlikleri ve (4.128) de yerine

yazilirsa

2f, ..

A = (A — Dxy,

1 BN
_2<f2 + 7 )—(A 1)+Kf2‘u

elde edilir. Burada u = fif; + fof, reel degerli bir fonksiyondur. Birinci esitlikten p
cekilip ikinci esitlikte yerine yazilirsa (4.127) elde edilir. m
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Teorem 4.52. M} c R> rotasyonel altmanifoldu (4.105) parametrizasyonu ile verilsin.
O halde(M3, g,xT, 1) nn bir Yamabe soliton ise bu takdirde asagidaki ifadelerden biri
soz konusudur;

1) M} altmanifoldu sabit kesitsel egrilikli olup r = A + 1 dir.

2) M3 altmanifoldu konikseldir.

3) M} altmanifoldunun profil egrisi

a(BZb/anS/a _ 1) a 1
fo(s) = Sgblags/a veya f,(s) = E(W - 1> eb/aes/a (4.129)

dir. Burada a, b integral sabitleridir.

ispat.(Mf’,g,xT,A) nin bir Yamabe soliton olsun. Bu takdirde Teorem 3.36 dan
herhangi X;, X; € T, M; igin
esitligi saglanir. Burada r, M3 altmanifoldunun skaler egriligidir. Boylece (4.111)

esitlikler (4.130) de yerine yazilirsa
ku=r—A1-—1,

——u=xk(r—-1-1)

f2

J-5)

elde edilir. Bu iki esitlik ve k = kullanilarak

wh (f o+ 1=()) =0

elde edilir. Boylece asagidaki ii¢ durum sdzkonusudur;
1. durum: u =0,

2. durum: f, =0,

3.durum:(£,)% - £, f, = 1.

Bu durumlari sirasiyla irdeleyelim;

1. durum:u = 0 olsun. Bu durumda M; altmanifoldu sabit kesitsel egrilikli olup
r=A+1dir.
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2. durum: fz = 0 olsun. Bu durumda profil egrisi y orijinden gecen dogrunun agik bir

pargasidir. Bu durumda M3 altmanifoldu konikseldir.
3. durum: (£,)% — £, f, = 1 olsun. Bu diferansiyel denklemin

>sys:= [diff(f2(s),s)2-diff(y(s),s,s)*y(t)=1, diff(y(s),s)"2+diff(x(s),s)*2 =1];

>sol:= dsolve(sys);

Maple komutu yardimiyla asikar olmayan bir ¢6ziimii (4.129)deki fonksiyonlardir. m

Il. Durum: p = 3 ve q = 3 alindiginda M3 < R® rotasyonel altmanifoldu

x(s,u,v) = (f1(5), f2(5), f3() g (u, v)) (4.131)

g, v) = (cosu, sinucosv, sinusinv) (4.132)
izometrik immersiyonu ile tanimlanir(Arslan ve ark. 2019). Burada

y(s) = (f1(s), f2(s), f3(5)) (4.133)
birim hizli meridyen egrisi ve (4.133) yiizey yamas1 S?(1) c R3 kiire yiizeyi belirtir.

M3 rotasyonel altmanifoldunun p € M3 noktasindaki T, M3 tanjant uzayi

x ’ I ’ I
X, = m = (f1(s), f2(s), f3(s)sinucosv, f3 (s)sinusinv)
S
X
X, = ||xu|| = (0,0, —sinu, cosucosv, cosusinv) (4.134)
u
x‘U .
X3 = = (0,0,0, —sinv, cosv)
(EA

ortonormal vektorleri tarafindan gerilir.

Boylece M3 altmanifoldunun 1.temel formu matrisi

911 912 Y13 1 02 0
[=|921 Y922 gzz) ={0 f3 0 (4.135)
931 932 933 0 0 a3sin’u

dir. Bununla birlikte, M3 rotasyonel altmanifoldunun p € M5 noktasindaki T; M3

normal uzay1
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N; = %(fln (5), f5'(5), f3 (s)cosu, f5 (s)sinucosv, f; (s)sinusinv) (4.136)

N, = - (4, B, kycosu, k1 Sinucosv, k; sinusinv) (4.137)

ortonormal vektorleri tarafindan gerilir. Burada

ron o

A= f2f3 —f3f2

B=fifi —fifs (4.138)
ki=fifs —fifi

ve

K=V )2+ )2+ (f )3 (4.139)

dir. Bu ¢at1 alanina gére M3 altmanifoldunun 2. temel form katsayilart

h%l =K, h%l =0

f3 Kq

1 _ 2 — _ 4.14
f3” Kq
hl, = ——=- h%, = ——
33 kfy' Kf3

ve boylece 2.temel form doniisiimleri

h(X1,X1) = kN,

f3” K1

h(Xz,Xz) = _K_f?’Nl - K_f3N2 (4141)
f” K1

h(X3, X3) = = Ny = o

h(X1,X2) = h(X1,X3) = h(X3,X3) =0
olarak hesaplanir (Arslan ve ark. 2019).
(4.141) deki ifadeler (2.4) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.53. M5 c R® rotasyonel altmanifoldu (4.132) parametrizasyonu ile verilsin.

Bu takdirde M3 iin ortalama egrilik vektorii
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- 1 1 2 2K
H= §Z h(X, Xi) = §{<K - i) Ny —_1N2}: Kk#0 (4.142)

dir.

Sonug 4.54. M3 < R® rotasyonel altmanifoldu (4.132) parametrizasyonu ile verilsin. Bu

takdirde M3 iin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

fafs +2(f3)* =2 (4.143)

esitliginin saglanmasidir.

ispat. M3 altmanifoldu minimal olsun. Bu takdirde (4.142) geregi

"

2
K2=£veK1=O

f3

o

olmalidir. Buradan k; = 0 esitliginden f; f, — f,f; = 0 dir. Bdylece bazi A € R i¢in
fi = Af, dir. Profil egrisi y birim hizli oldugundan

o V1= ()2

N
dir. Béylecef, vef, niin tiirevleri f; = Af, ve
. fsfs
o=t T 21— (f)?
yardimiyla
N ¢ O LI AP
(A + () =Q+2)() D)
bulunur. Buradan
2fs _ o
fs ) ) )
=(fi )* + Efzr))zz('i‘”()];g )2
_ N2 f3 f3
BNRREI D!

elde edilir. Boylece

7. =(fz )"+

£ _EPA-ED+EPEP )
1- )9 -9 1=
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bulunur. Sonug olarak

"

n 2 f3
f3 <— - f’T) =0
i A=(£)?)
dir. Ayrica k # 0 oldugundan f3 # 0 dir. Boylece

"

2 f3

S EE—

fi =D
elde edilir. Son esitlik diizenlenirse (4.146) elde edilir. m

Teorem 4.55. M3 c R® rotasyonel altmanifoldu (4.132) parametrizasyonu ile verilsin.
Bu takdirde M3 altmanifoldu ortalama egrilik vektorii ters ortalama egrilik akismin bir

homotetik solitonu olmasi igin gerek ve yeter kosul

3
—— (k% f3 — 2f; (Af1 +Bf, + K1f3) = s (4.144)

f f

esitliginin saglanmasidir. Burada u = f; fl + £, fz reel degerli tiirevlenebilir bir

fonksiyon, 4, B, k; ve k fonksiyonlari (4.139) ve (4.140) da tanimlanmistir.

Ispat. M} c R> rotasyonel altmanifolduters ortalama egrilik akisinin bir homotetik

solitonu olsun. Bu takdirde tanim geregi (H, x) = —% esitligi saglanir. Boylece (4.143)

den

(H,x) = %{(K i];f >(1v1, ) — 22 <1v2,x>} (4.145)
elde edilir. Ayrica

Nux) =% w=fif) +Lf A (4.146)
Ny xy = 1t Bf *rafs (4.147)

oldugundan (4.145)-(4.147) esitlikleri yardimiyla

Kfs Kk Kf3 K

(K _i’!)ﬁ_ 2K (Af1 +Bf; + K1f3) _ 3
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse istenilen sonug elde edilir. m
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Y. Teorem 4.56. M3 c R®> rotasyonel altmanifoldu (4.132) parametrizasyonu ile

verilsin. Bu takdirde M3 iin Ricci egrilikler

po 2 _Khfs — () -

11 f3 ) 22 33 K'2 32 ’
R12 = R13 = R23 = 0 (414‘8)
dir.

Ispat.(4.141) deki 2. temel form katsayilari Y. Teorem 4.48 in ispatindakiRicci
egriliklerde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.m
Teorem 4.57. M3 c R® rotasyonel altmanifoldu (4.132) parametrizasyonu ile verilsin.

Bu takdirde M3 iin skaler egriligi

M fEf; = 2(f5 )? = 2if
r =
K2f32

(4.149)
dir.

Ispat.(4.122) esitlikleri (2.10) esitliginde yerine yazilirsa

3 . p p
_ _2f3 20k fafs — (f3 )2 — k%)
r = ; Rii = f3 + K2f32

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse istenilen sonug elde edilir. m

Sonug 4.58. M3 c R® rotasyonel altmanifoldu (4.132) parametrizasyonu ile verilsin. Bu

takdirde M3 iin skaler egriligi sifira esit ise bu takdirde

AkPfEfy —2(f; )2 —2Kki =0
dir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Son yillarda yiiksek boyutlu Oklit uzayinda rotasyonel yiizeyler ile ilgili cesitli
caligmalar yapilmaktadir. Bu ylizeylerin fizikteki uygulamalar1 biiylik 6nem arz
etmektedir. Ozellikle homotetik soliton, Ricci ve Yamebe soliton olusturmalari igin
dongii egrilerinin parametrik gosterimleri ifade edilebilir. Ozellikle R* de genel
rotasyonel yiizeyleri, R* de kiiresel ¢arpim yiizeyleri ve R* de meridyen yiizeylerinin
homotetik soliton ve & —yiizeyi olma kosullari ele almmustir. Son kisimda ise R* ¢ de
rotasyonel altmanifoldlar incelenmistir. Ozellikle R> deki rotasyonel altmanifoldlarin

& —altmanifoldu olmasi ile ilgili sonuglar elde edilmistir.
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