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OZET

Doktora Tezi
DUZGUN FIGURLER VE HECKE GRUPLARININ NORMAL ALTGRUPLARI
Osman AKBAYRAK

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Musa DEMIRCI

Bu doktora tezinde Erich Hecke tarafindan 1936 yilinda yayimlanan bir makalede
tanimlanmis olan Hecke gruplariin normal alt gruplari, diizgiin figiirler ile arasindaki
bire bir donlisim yardimiyla tespit edilmistir. Bu doniisiim 1978 yilinda Jones ve
Singerman tarafindan tanimlanmistir. 1993 yilina kadar cinsi 7’ye kadar olan diizgiin
figtirler bilindiginden Cangiil tarafindan Hecke gruplarinin cinsi 7’ye kadar olan normal
alt gruplarinin simgeleri belirlenmis, grup yapilar1 ve 6zellikleri calisilmistir. 2001 yilinda
Conder ile Dobcsanyi cinsi 15’e¢ kadar olan yonlendirilebilir diizgiin figiirleri
belirlemistir. 2006 yilinda Conder’in cinsi 101’e kadar olan yodnlendirilebilir diizgiin
figtirleri tespit etmesi ile Hecke gruplarinin cinsi 101°e kadar olan normal alt gruplarini
calismak miimkiin olmustur. 2011 yilinda Conder cinsi 303’e kadar olan yonlendirilebilir
diizgiin figiirleri siniflandirmistir.

Ayrica 2018 yilinda Delen ve Cangiil tarafindan tanimlanan yeni bir degismez olan
Omega degismezinin Ozelliklerinden bahsedilmis ve Hecke gruplarinin normal alt
gruplariin rankini bulmak icin kullanilan yontem ile arasinda bir bagint1 tespit edilmistir.

Tez bes boliimden olusmaktadir. {1k boliimde tez ile ilgili kisa bir bilgi verilmis ve tezin
olusumunda kullanilan tanimlara, temel kavramlara, teoremlere yer verilmistir. ikinci
boliimde teze kaynak olusturan tarihsel kuramlardan, ii¢iincii boliimde ise tezde elde
edilen sonuglara ulasmak icin kullanilan matematiksel kuramlardan, teoremlerden ve
yontemlerden s6z edilmistir. Dordiincii boliim tezin ana boliimiidiir. Bu bolimde tez ile
ilgili elde edilen yeni bulgular, tanim, teorem ve ¢ikarimlar verilmistir. Besinci ve son
bolimde ise tez ile ilgili tartisma ve sonuglara deginilmis, tezin yazimina kaynak olan
yeni bulgularin bagka alanlarda kullanilabileceginden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diizgiin figiir, Hecke gruplari, normal altgrup

2022, xiii + 88 sayfa.
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ABSTRACT

PhD Thesis
REGULAR MAPS AND NORMAL SUBGROUPS OF HECKE GROUPS
Osman AKBAYRAK

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Musa DEMIRCI

In this PhD thesis, the normal subgroups of Hecke groups which were defined by Erich
Hecke in an article published in 1936 were determined with the help of a one-to-one
correspondence between regular maps. This correspondence was described by Jones and
Singerman in 1978. Since regular maps up to genus 7 were known until 1993, the
signatures of normal subgroups of Hecke groups up to genus 7 were determined by
Cangiil, and their group structures and characteristics were studied. In 2001, Conder and
Dobcsanyi classified the orientable regular maps up to genus 15. It was possible to study
normal subgroups of Hecke groups up to genus 101 in 2006, with Conder's classification
of orientable regular maps up to genus 101. In 2011, Conder classified all orientable
regular maps up to genus 303.

In addition, a new invariant, which is called Omega invariant, defined by Delen and
Cangiil in 2018, was defined and the properties of this invariant were mentioned and
relations were determined between the rank of the normal subgroups of Hecke groups and
some graph parameters.

The thesis consists of five chapters. In the first chapter, a brief information about the
thesis is given and the definitions, basic concepts and theorems used in the formation of
the thesis are given. In the second part, the historical theories that constitute the source of
the thesis, and in the third part, the mathematical theories, theorems and methods used to
reach the results obtained in the thesis are mentioned. The fourth chapter is the main part
of the thesis. New findings, definitions, theorems and inferences about the thesis are given
in this section. In the fifth and last part, the discussion and conclusions about the thesis
are mentioned, and it is mentioned that the new findings that are the source of the writing
of the thesis can be used in other fields.

Key words: Regular map, Hecke groups, normal subgroup

2022, xiii + 88 pages.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Aciklama

Hecke grubu

Hecke grubunun ¢ift normal alt grubu
Yiizeyin cinsi

H(2,) Hecke grubunun simgesi

Kesirli dogrusal doniigiimler

Dogal sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Gergek sayilar kiimesi
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Ust yar1 diizlem

Elemanidir

Elemani degildir

Bir karmagik say1

Bir z karmasik sayisinin modiilii

H(A) Hecke grubunun bir temel bolgesi
Gergek say1 katsayili genel dogrusal grup
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Gergek say1 katsayili genel dogrusal grubun merkezi
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merkezi

Fuchsian grup, modiiler grup

Bir Fuchsian grubun alt grubu

Bir Fuchsian grubun simgesi

Bir I grubunun hiperbolik alani

Rasyonel sayilar cismine v/2 cebirsel eleman1 eklenerek
elde edilen cebirsel genisleme

Normal alt grup simgesi

Ucgen grubu

Bir @ homomorfizminin ¢ekirdegi

Bir H(A) Hecke grubunun normal alt grubu
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q elemanli Galois cismi
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n. mertebeden bir dihedral grup
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Bir G grubunun komiitator alt grubu

Bir F serbest grubunun serbest tabani

Bir X serbest grubunun ranki

n rankl serbest grup

A ile B gruplarinin serbest ¢arpimi

a € I indeksli altgrup ailesi

A, gruplarmin iiretecleri

A, gruplarinin bagintilar

Bir alt grup ailesi

Ust yar1 diizlemde bir z elemaninin ydriingesi
Bir topolojik doniisiim grubu

Graf
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Bir G grafinin kenar kiimesi

Bir G grafinin mertebesi

Bir G grafinin boyutu

Bir G grafinin en biiyiik kose derecesi
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Bir G grafinin derece dizisi
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1. GIRIS

H(A) ile gosterilen Hecke gruplar ilk olarak 1936 yilinda Erich Hecke tarafindan
yaymmlanan  “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch ihre

Funktionalgleichungen” adli makalede ge¢mektedir. Bu makalede, A € R* olmak iizere,
R(z) = —i ve T(z) =z + A kesirli lineer doniisimleri ile tretilen Hecke gruplar
tanimlanmis ve H(A) ile gosterilmistir. Burada S = R - T alinirsa S(z) = —ﬁ elde
edilir. Bu gruplar, Fuchsian grup 6zelliginde iken Dirichlet serilerinin ¢alisiimasinda
kullanilir. Hecke (1936), 1 < 2 iken 1 =4, = 2 cosg, q =3, q € Z oldugunda ya da

A =2 ve A € R oldugunda
A
FlZ{ZEU: |Re z| <§,|Z| >1}

kiimesinin H (A1) Hecke grubu i¢in bir temel bolge oldugunu, diger A > 0 degerleri igin
ise F3’nin bir temel bolge olmadigimi gostermistir. Buradan H(A) grubunun ancak ve
ancak 1 = 1, yada A = 2 ve A € R iken bir Fuchsian grup oldugu sonucuna ulagilir. Her
iki durumda da H(A) grubu, Hecke grubu olarak adlandirilir (Hecke, 1936). Bu tezde de
A < 2iken A = 4, durumundaki H (1) Hecke gruplar1 ¢aligilmustir.
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Sekil 1.1. H ()lq) Hecke grubu icin bir tarali ve bir beyaz bolgeden olusan bir temel bolge



H(2,) ile gosterilen Hecke grubu, PSL(2, R) grubunun mertebesi 2 olan R(z) = —éve

mertebesi q olan S(z) = — j tiretegleri ile tiretilen bir ayrik alt grubudur.
q

q=3i¢inA; =2 cosg = 1 olur. Bu durumda H(A3) Hecke grubu, modiiler grup olarak

adlandirilir ve I' ile gosterilir. Literatiirde en ¢ok ¢alisilan gruplardandir. Bu grubun

elemanlarinin tiim katsayilari ise rasyonel tamsayilardan olusur.

q =4 icin A, = Zcos% =+/2 ve ¢ = 6 icin A4 = ZCosg = +/3 olur. Bu iki durumda

katsayilar cismi ise rasyonel sayilar cismine V2 ve v/3 sayilari eklenerek olusturulan

Q(\/E) ve Q(\/g) cebirsel genislemeleridir.

q=5i¢cinAg = ZCOSE = 1+2\/§

olur. H(45) Hecke grubu da literatiirde ¢ok ¢alisilan diger
bir gruptur. Katsayilar cismi ise rasyonel sayilar cismine %g sayisi eklenerek olusturulan

derecesi iki olan Q (%g) cebirsel genislemesidir. H(43), H(4,), H(A5) ve H(A¢) Hecke

gruplari igin A, says1, derecesi 3’ten kiiciik olan bir polinomun kokiidiir.
H(2,) = (g;2,q, ) ile gosterilir (Cangiil, 1993). Burada
g : grubun lizerinde hakeret ettigi Riemann yiizeyinin cinsini,
2, q : eliptik elemanlarin mertebelerini,
oo : parabolik smif sayisini
ifade eder.

H.(24) < H(2,) dur. H,(2,) , H(A4)’nun 2 indeksli normal altgrubudur ve sadece g

cift iken mevcuttur.



(I, m,n) tiggen grubu
1 1 1 . . . .
7+ —+—> 1 iken kiire iizerinde, (g = 0)

+ = = 1 iken tor ylizeyi tizerinde, (g = 1)

S

Z+ -+~ < 1 iken en az iki delikli yiizey iizerinde, (g = 2)

hareket ederler.

Ker® =N< G olmak tizere &:G - G /N bir homomorfizmdir. Yani bir

homomorfizmin ¢ekirdegi bize G grubunun bir normal alt grubunu verir.

Jones ve Singerman, 1978’de H (Aq) Hecke gruplarini da igeren belirli liggen gruplarin
normal alt gruplari ile diizgiin figiirler arasinda bire bir doniistimiin varlig1 gosterilmistir.
Eger diizgiin figiirlere denk gelen doniisiim biliniyorsa, bu doniisiim vasitasiyla H (Aq)
Hecke gruplarinin normal alt gruplar1 bulunabilir. Bu tezde g, diizgiin figiiriin cinsini
gostermek lizere, 2 < g < 101 arasindaki diizgiin figiirler yardimiyla elde edilen H (Aq)

Hecke gruplarinin normal alt gruplar1 ¢aligilmastir.
®:H(2,) - H(4,) / He(24) igin Ker®d = H,(1,) < H(,) bir homomorfizmdir.

Bu o6zellikten faydalanarak bilinen diizgiin figiirlere karsilik gelen normal alt gruplar
bulabilmek i¢in ®: (2, q, ) — (I, m,n) homomorfizmi alinir ve bu homomorfizmin
cekirdegi hesaplanir. Tabii bu durumda @®:(2,q, ) — (I, m,n) homomorfizminin

mevcut olmasi gerekir. Bunun i¢in /|2, m|q ve n|oo olmalidir.

Macbeath (1963), H(2, ) Hecke grubunun, mertebesi 2 ve g olan sonlu iretegli iki devirli

grubun serbest ¢arpimina izomorf oldugunu gostermistir.



H(/’lq) = (g;2,q,0) iken H(/’lq) = Fyg4t-1 * Ly * Ly olur. Cinsin sifir oldugu

hatirlanirsa H (Aq) = (0;2,q,) iken g = 0 ve t = 1 oldugundan
H(Ag) = Fogy1-1 % Zy * Ly
olur. Buradan H(Aq) = C, * C, elde edilir (Macbeath, 1963).

Simdi diizgiin figlir kavramu ile ilgili bazi tanim ve ozelliklerden bahsedelim. S yiizeyi
tizerindeki bir figlir demek, S — G'nin bilesenlerinin basit-baglantili olmasi 6zelligi ile
birlikte bir G grafinin S yiizeyine yerlestirilmesi (gémiilmesi) demektir. Bu durumda bu
bilesenlerin her birini ¢okgen hiicreler olarak diisiinebiliriz. Boylece bir figiir, graftaki
koseler ve kenarlar ile g¢okgen hiicrelerdeki yiizlerden olusacaktir. Figiiriin bir
otomorfizmi, gomiilii grafi muhafaza eden yiizeyin yon koruyan bir homeomorfizmidir
ve G gomili grafi lizerinde ayni etkiye sahip olmalart durumunda, bu tiir iki
homeomorfizmin 6zdes oldugunu kabul ederiz. Bir figiir, otomorfizm grubunun,
otomorfizmin yonlendirilmis kenarlarinda gecisli olmasi durumunda diizgiin olarak
adlandirilir. Dolayisiyla bir diizgiin figiiriin tim yiizleri ayni kenar ve kdse sayisina sahip
olacaktir. Bu durumda her bir yiiziin kenar sayisma figiiriin katlilig1 ad1 verilir. Ornek
vermek gerekirse, yirmi tane eskenar iggenden olusan bir diizgiin yirmi yiizliiniin her bir

yiizlintin kathilig1 3, bir kiipiin her bir yiiziiniin kathilig1 da 4 tiir.

Tezde kullanilan bir diger kavram olan omega degismezi, Delen ve Cangiil tarafindan
2018’de yayimlanan bir makalede ge¢mektedir. Bir T aga¢ grafinda, A, en biiyiik kose
derecesi ve a;, i. kose derecesinin sayisini gostermek iizere, bu T agac¢ grafinin
yapraklarinin sayisi a; (pendant koseler),

a; =2+as+2a,+3as+4ag+ -+ (A—2)a,

ile gosterilir.



Bu esitlik as + 2a, + 3as +4ag + -+ (A —2)ay —a; = —2 olarak  yeniden
diizenlenebilir. Esitligin sol tarafi {2 ile gosterilebilir. Bu degismez, bir grafin derece dizisi
yardimiyla bile, bu graf hakkinda yapisal ve saymaya dayali bilgi verme konusunda ¢ok

biiyiik potansiyele sahiptir (Delen ve Cangiil, 2018).

D = {16, 2(@2) 3(a3) ... Al@)} bir cizilebilir derece dizisi ve onun temsili de bir G grafi

olsun. Bu G grafinin Q(G) degismezi de derece dizisi yardimiyla

Q(G) =az+2a,+3as+4ag+ -+ (A—2)ay — a4

A
=) (i-2a

seklinde tanimlanir. m tane kenara ve n tane koseye sahip herhangi bir G grafi igin omega
degismezi, Q(G) = 2(m — n)’dir (Delen ve Cangiil, 2018). Bir diizgiin doniisiim ayni

zamanda bir graf oldugundan bu gosterim diizgiin doniisiimler i¢in de kullanabilir.

Bu tezde de bilinen diizgiin figiirlerden faydalanarak Hecke gruplarinin normal alt
gruplaria karsilik gelen bazi1 parametreler arasindaki benzer iligkiler ¢alisilmistir. Bu

yapilirken yeni bir graf degismezi olan () omega degismezinden de yararlaniimistir.

Tezin ilk boliimi tezde kullanilan temel kavramlari agiklayict ve Hecke gruplarinin
normal alt gruplarmi tanitan kisimdir. Ikinci béliimde teze kaynak olusturan temel
kuramlardan, diizgiin figiirlerden bahsedilmistir. Ugiincii béliimde ise kullanilan
matematiksel kuramlardan, teoremlerden ve yontemlerden s6z edilmistir. Dordiincii
bolimde ilk olarak Q omega degismezi ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.
Sonrasinda Hecke gruplarinin normal alt gruplar ile ilgili elde edilen yeni bulgular,
tanim, teorem ve sonuglar verilmistir. Belirlenen serbest ve serbest olmayan normal alt
gruplarin bir kismi tablolar halinde gosterilmistir. Besinci ve son boliimiinde ise tez ile
ilgili tartisjma ve sonuglara deginilmis, yeni bulgularin bagka alanlarda nasil

kullanilabileceginden bahsedilmistir.



Bundan sonraki kisimda tezde kullanilacak bazi temel kavramlar ve teoremler verilmistir.
Daha fazla bilgi i¢in (Cangiil, 1993), (Cangiil, 1994), (Cangiil, 1995), (Cangiil, 1996),
(Fine, 1976), (Baskan, 1980), (Cangiil ve Singerman, 1998), (Jones ve Singerman, 1978),
(Demirci, Akbayrak, Ozbek ve Ana, 2021), (Fine ve Rosenberger, 1999), (Hecke, 1936),
(Jones ve Singerman, 1987), (Ozdemir, Demirci ve Cangiil, 2006), (Macbeath, 1963),
(Demirci, Soydan ve Cangiil, 2006), (Delen ve Cangiil, 2018), (Lyndon ve Schupp, 1977),
(Johnson, 1980), (Siran, 2006) ve (Cangiil, 2017) kaynaklarina bakilabilir.

1.1. Tanum. p bir asal say1 olmak {izere, tim q = p™ seklinde kuvvetler i¢in, GF(q) ile

gosterilen g elemanli bir tek cisim vardir. Bu g elemanli cisme Galois cismi denir.

1.2. Tammm. Eger K cismi g = p™ mertebeli sonlu bir cisim, yani K = GF(q) ise,

GL(2,K) ile gosterilen,

GL(2,K) = {(‘C‘ Z) :a,b,c,d € K, ad — be # 0}

bigiminde taniml1 gruba genel lineer grup denir.
GL(2, K)’nin merkezi Z(GL(Z, K)) ile gosterilir ve GL(2, K) nin bir normal alt grubudur.

1.3. Tamm. PGL(2,K) = GL(2,K)/Z(GL(2,K)) olarak tamimlanan ve PGL(2,K) ile

gosterilen gruba projektif genel lineer grup denir.
1.4. Tamm. GL(2, K) grubunun determinant1 1 olan matrislerinden olusan

SL(2,K) = {(Ccl Z) ta,b,c,d € K,ad — bc = 1}

bi¢iminde tanimli alt grubuna ozel lineer grup denir.



1.5. Tamm. PSL(2,K) = SL(Z,K)/Z(SL(Z,K)) bi¢ciminde tanimlanan PSL(2,K) ile

gosterilen gruba projektif 6zel lineer grup denir.
En ¢ok calisilan projektif gruplar PSL(2,Z), PSL(2,R) ve PSL(2, C) gruplaridur.

1.6. Tamum. I" bir topolojik grup olsun. Bu I grubunun higbir elemani, I"’nin bir yi1gilma

noktast olmuyorsa I grubuna ayrik grup denir.

1.7. Tanmm. PSL(2,R) grubunun sonlu iiretece sahip ayrik bir alt grubu vardir. I ile

gosterilen bu alt gruba bir Fuchsian grup denir.
Her I Fuchsian grubu

* ay, by, -, a4, by (hiperbolik)
Xy, X (eliptik)

*  pyg, -, D (parabolik)

* hy,-, hy (hiperbolik sinir elemant)

iiretecgleri ve

bagintilar1 ile gosterilir. Kisaca I' Fuchsian grubu (g; mq,:-,m,; t;u) simgesine
sahiptir. Burada g sayis1 U/I" Riemann ylizeyinin cinsidir. I' Fuchsian grubu bu yiizeyin
tizerinde ayrik olarak hareket eder. m4, ---, m,. = 2 tamsayilar1 I" grubunun periyotlaridir.
t sayisi parabolik siif sayisidir. u sayisi ise hiperbolik sinir elemanlarinin sayisidir. Tez
konusunun temeli olan Hecke Gruplart hiperbolik sinir elemani igermezler. Dolayisiyla

birinci tiirden Fuchsian grup olduklarindan (g; m4, -+, m,; t) simgesiyle gosterilirler.



1.8. Tanmm. I', (g; m4, -+, m, ; t; u) simgesine sahip bir grup ve

T
1
,u(F)ng—Z+2(1——)+t+u
i=1 mi

olarak tanimlansin. Eger u(I") > 0 ise simgesi (g; m4, -+, m,; t; w) olan bir I Fuchsian
grubu vardir. L(I"), bir I' grubunun limit noktalarindan olusan bir kiime olmak iizere,
L(I') = R ise I, birinci tiirden bir Fuchsian gruptur ve w(I") > 0 olur. Bir I' Fuchsian
grubu i¢in bu grubun temel bolgesinin hiperbolik alanmi 27 - u(T) ile bulunur. I3, I’
grubunun sonlu indekse sahip bir alt grubu iken bu gruplarin alanlar1 oranini veren esitlik
[[: ] =2m - u(ly)/2m - w(r)’dir. Sadelestirme yapildiginda [I : ;] = u(l7)/u(l)

formiilii elde edilir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formuiilii denir.

Burada 2m - u(I7) ve 2m - u(I') sirasiyla I'; ve I' grubunun temel bolgesinin hiperbolik

alanin1 gostermektedir.

Bu tezin 6nemli unsurlarindan birisi de tiggen gruplardir. [, m, n sayilar ikiye esit veya

ikiden biiyiik tamsayilar olmak iizere, agilar1 "/}, '/ ve ™ /5 olan hiperbolik bir tiggen

ele alinsin. Sekil 1.2°de goriilen bu tiggenin kenarlarindaki o, 0, Ve g3 yansimalarindan

olusan bir I'* grubu
I =(oy,0,, 03| 012 = 022 = 032 = (0203)l = (030)™ = (0,0)" = 1)

seklinde tanimlansin. Burada oy, 0, ve g5 yansimalari yon korumayan elemanlar; 0,03,

0307 Ve 0,0, yon koruyan elemanlar olarak adlandirilir. A kosesinin etrafindaki 27T/ I

acilik donme x = 0,03 ve B kosesinin etrafindaki 2”/ m acilik donme y = 030, olmak
tizere, C kosesinin etrafindaki 2”/71 acilik dénme xy olur. Bunlar yon koruyan
izometrilerdir. Boylece I'* grubunun yalniz yon koruyan elemanlariyla olusturulan

r={(xy]| @)= @)"=((xy)"=1I) seklinde tanimli bir alt grubu elde edilir.



Bu alt grup, Fuchsian bir grup oldugundan (0; [, m, n) seklinde bir simgeye sahiptir ki bu

simge genelde (I, m, n) olarak kullanilir.

A < (> B

01

Sekil 1.2. Bir hiperbolik ticgen

1.9. Tamim. Ayni zamanda bir Fuchsian grup 6zelliginde olan ve (I, m,n) simgesi ile
gosterilen I' = (x,y | (x)' = (¥)™ = (xy)™ = I} seklinde tanimli bu I grubuna bir

ticgen grubu denir.

I' grubunun indeksi 2 oldugundan bu grup, I'* grubunun bir normal alt grubudur. H(/lq)
Hecke grubu (0; 2, q, ©) simgesiyle gosterilen bir liggen gruptur. Parabolik elemanlar,
sonsuz mertebeli eliptik elemanlar gibi ifade edilebilir. Buradan (xy)® =1 durumu
gegersiz olur ve H (Aq) Hecke grubu, (0;2,q, ) simgesiyle gosterilen bir tiggen grup
oldugundan 2 ve g mertebeye sahip sonlu devirli iki tane grubun serbest ¢arpimina

izomorftur.

H(1g) = (2,q,0) = (x,y | ()%= (») = 1)

seklinde gosterilir. Bu durumda yukarida tanimladigimiz diggen, ™/,, /g ve ®/oo = 0

acilartyla birlikte Sekil 1.3’te gosterilen iki ticgenden birine doniisiir.



"/q

Sekil 1.3. Hiperbolik Uggenler

Simdi sik kullanilan baz1 grup ¢esitlerini hatirlayalim. Tek bir eleman ile liretilen gruplara
devirli gruplar denir. Devirli gruplar C, = (a : a® = I) bigiminde gdosterilir. Uggen
grubu olarak gosterimleri de Vn € N i¢in (1,n,n) seklindedir. Bu gruplar |C,| =n
mertebelidir. Eger m tek say1 ise Cpp, = (@, B : @? = ™ = I, aff = Ba) oldugundan bu
devirli grubun tiggen grubu olarak gosterimi ise (2,m,2m) big¢imindedir. C,,, devirli

gruplari, cinsi g = 1 olan yiizeylerde hareket ederler.

Diizgiin bir ¢okgenin yon koruyan ve korumayan tiim simetrilerinden olusan gruba
dihedral grup denir. Bu gruplar D, ={(a,f :a"™ =% = (af)? =) biciminde
gosterilir. |D,,| = 2n mertebelidir. D,, dihedral grubu, tiggen grubu olarak (2,2,n),
(2,n,2) veya (n, 2,2) bigiminde gosterilebilir.

n tane elemana sahip bir kiimenin biitiin permiitasyonlarindan olusan bir kiime,
fonksiyonlardaki bileske islemine gére grup olusturur ve bu gruba simetrik grup denir.

Simetrik grup S,, ile gosterilir. |S,,| = n! mertebelidir.

Simetrik gruba temel teskil eden kiimenin ¢ift permiitasyonlarindan olusan kiime simetrik
grubun bir alt grubudur ve bu alt gruba alterne grup denir. Alterne grup A,, ile gosterilir.
|A,,| = n!/2 mertebelidir. Cok kullanilan simetrik ve alterne gruplar D; = S; = (2,2,3);
A, =(2,3,3); S, = (2,34); Ag = (2,3,5) gruplandir.

10



1.10. Tamim (i, n, t arasindaki baginti). N, H(/lq) Hecke grubunun u sonlu indeksli bir
normal alt grubu ve N’nin parabolik sinif sayisi olarak gosterilen t sayis1 da bu grubun
parabolik devirli en biiyiik normal alt grubunun denklik sinifinin sayis1 olsun. N’nin
seviyesi (level) n’yi T™ € N sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 olarak tanimlanirsa

U, n, t arasinda bir bagintiya ulasilir. Bu baginti

seklindedir.

1.11 Taniminda verilen ve permiitasyon metodu olarak bilinen metot, H(4,) Hecke

gruplarinin normal alt gruplarinin simgelerini belirlemek i¢in kullanilmaktadir.

r, (g; my,--,m,; t;u) simgesine sahip bir grup iken parabolik elemanlar1 sonsuz
mertebeli  eliptik  elemanlar  gibi  disinilirse ' grubunun  simgesi
(g; mq, -, My, Myyq, -, Mypy,) seklinde yazilabilir. Burada m, ; = - =m,,;, = ©
olur. I3, I' grubunun u indeksli bir normal alt grubu, baska bir deyisle [I" : I;] = u olsun.
x;Vt € I igin v; en kiiciik tamsay1 iken m; < oo ise v; < oo ve v;|m; oldugu agiktir. I’
grubundaki x;’lerin bazilar1 I7’deki m; issiine sahip olabilir. Periyodlar 1 < i < p igin
V; = m; Ve Xx;;, elemanlari n; < m;,,, Usslne sahip olacak sekilde yeniden diizenlenirse
I grubunun (g; myq, -+, My, Myyq, -, Mpyp) SiMgeSip +q =r+tvel < k; < oo iken

(g; My, My, Naky, o, Ny kq) seklinde yazilabilir.

1.11. Tamm. Simgesi (g; mq, -, My, Mypq, >+, Myy;) seklinde olan p+q =71+t ve
1 < k; < oo iken (g; my, -, My, Naky, ,nqkq) olarak yazilabilen I" grubu igin I3, bu
I' grubunun p indeksine sahip bir normal alt grubu ise I3 alt grubunun simgesi

u

i ®
<gl;k1(ﬁ); ---,kl(”q)> seklindedir. Burada kl-(“i) ifadesi k; mertebeli elemandan u/n;

tane oldugunu belirtir. Riemann-Hurwitz formiilii ile cinsi gosteren g, sayisi bulunabilir.

Bu metoda permiitasyon metodu denir (Singerman, 1970).
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Reidemeister-Schreier yontemi olarak bilinen ve 1.12 Taniminda verilen metot H(A,)
Hecke gruplarinin sonlu indekse sahip normal alt gruplar igin iiretecleri bulmakta

kullanilir:

1.12. Tanmm. Sonlu {g;} tiretecleriyle tiretilen bir G grubu ve onun H ile gosterilen bir alt

grubu olmak tizere H alt grubunun iiretegleri agagidaki sekilde bulunur:

1) H alt grubu i¢in bir Schreier sistemi (transversali) segilir.

2) Schreier sisteminin bir elemani, G grubunun bir {ireteci ve bu iki elemanin

carpiminin Koset gosterimlerini igeren sirali garpimlari alinir (Johnson, 1980).

2 ile gosterilen bir Schreier sistemi (a) ve (b) sartlarini saglayan koset gosterimlerinin bir

kiimesidir:

@1 e’

(b) 2 sagdan sadelestirme 6zelligi ile kapalidir. Baska bir deyisle g; - g, =+ g;. € Z

iken g;, * gi, *** 9i._, € X eleman1 da X kiimesinde olmalidir.
2, H alt grubu i¢in bir Schreier transversali iken H alt grubunun bir Schreier tireteci
(2’nm bir eleman1) X (G ’nin bir iireteci) X (6nceki ¢carpimin koset gdsterimi)~?
bi¢iminde gosterilir (Johnson, 1980). Bu metoda Reidemeister-Schreier yontemi denir.
1.13. Tamm. G, bir grup iken g, h € G ve ayn1 zamanda [g, h] = ghg~1h™! olmak iizere

(lg, h] : g, h € G) ile tammlanan G’ ile gosterilen alt gruba bu G grubunun komiitator alt

grubu denir.
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1.14. Yardimci Teorem. G', G grubunun bir komiitator alt grubu iken G /G’ ile gosterilen
boliim grubu en genis degismeli boliim grubu olarak tanimlanir. Bagka bir deyisle G /N
bolim grubu, G grubunun G /G’ boliim grubundan farkli, degismeli bir boliim grubu ise

G' < N < G sart1 saglanir ve bir @: G/G' - G/N homomorfizmi vardir.
1.15. Tamm. Uretecleri arasinda higbir bagmt: bulunmayan gruplara serbest grup denir.

1.16. Tamim. Parabolik elemanlari igeren birinci tiirden Fuchsian gruplarin serbest grup

olmasi igin gerek ve yeter sart eliptik eleman igermemeleridir. Bu durumda bahsedilen

gruplar Fpg,¢—1 = (g; 0®) simgesiyle gosterilirler.

1.17. Tamm. Bir F grubunun X ile gosterilen bir alt kiimesi i¢in, bu alt kiimeden H ile
gosterilen bir grubun igine @ ad1 verilen herhangi bir fonksiyon var ise, @ adi verilen
homomorfizmin F grubundan H ile gosterilen bir gruba @* ad1 verilen tek bir genislemesi

mevcuttur. Bu X kiimesine F grubunun serbest taban: denir (Lyndon ve Schupp, 1977).

Bir F grubunun X ile gosterilen bir alt kiimesi i¢in, 1.17 Tanimindaki sart1 saglayan X

tabani ile F grubu bir serbest grup olusturur.

1.18. Tammm. X ile gosterilen serbest tabanin mertebesine F adli grubun rank: denir
(Lyndon ve Schupp, 1977).

Ranki 0 olan bir grup asikar, ranki 1 olan bir grup ise sonsuz mertebeden devirli gruptur.

1.19. Tammm. X = {x;, -+, x,} ve X kiimesinin mertebesi |X| = n ise F adi verilen grup

X = {xq,-+, x,} Uzerinde serbesttir denir ve F, ile gosterilir (Lyndon ve Schupp, 1977).

1.20. Teorem. Iki serbest grup ancak ve ancak ranklari esit ise izomorftur (Lyndon ve
Schupp, 1977).
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1.21. Teorem. (a) F grubu ancak ve ancak F = (X;) bi¢iminde gosteriliyorsa bir serbest
gruptur.

(b) G ile gosterilen her grup bir serbest grubun homomorfik olarak goriintiisiidiir.

(c) Bir serbest grup torsion-free 6zelligine sahiptir (biikiimsiizdiir), baska bir deyisle bir
serbest grupta birim elemandan baska mertebesi sonlu bir eleman bulunamaz (Fine ve
Rosenberger, 1999).

1.22. Teorem (Nielsen-Schreier). Bir serbest grubun alt gruplarindan her biri serbest
gruptur (Fine ve Rosenberger, 1999).

1.23. Tamm. A = (ay,-*; Ry, ) ile B = (by,-+; 84, -+ ) iKi serbest grup olsun. A ile B
gruplarinin serbest carpimi G = A * B = {(aq,**, by, **; Ry, +++, Sy, -+ ) ile gosterilir. A ve

B gruplarina G grubunun ¢arpanlar: denir (Fine ve Rosenberger, 1999).

1.24. Tanim. A, = (irA, : bagA,) serbest gruplart @ € I gruplarin bir ailesi iken bu
gruplarin serbest ¢arpimi G =* A, ile gosterilir. Serbest carpimin tiretegleri ve bagintilart
A, gruplarinin iireteclerinin kendi aralarinda ve bagmtilarinin kendi aralarinda ayrik

olarak birlesimlerinden olusur (Fine ve Rosenberger, 1999).

1.25. Teorem. G = A* B oldugunda A - G ve B — G bire-bir eslemeler olur. G

grubunun A’nin iireteglerinden tiretilen bir alt grubu

(A grubunun iiretegleri, A grubunun bagintilart)

bigiminde gosterildiginden bu alt grup A grubuna izomorf olur. Bu durum B grubu i¢in
de gecerli oldugundan A ve B gruplar1 G grubunun alt gruplari gibi diigiiniilebilir (Fine
ve Rosenberger, 1999).

Serbest ¢arpimlar ile serbest gruplar pek cok ortak 6zellige sahip olduklarindan serbest
gruplar i¢in gegerli olan Nielsen-Schreier teoremi, Kurosh teoremi ile serbest ¢carpimlara

genisletilmistir.
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1.26. Teorem (Kurosh altgrup teoremi ). G grubu, A, alt gruplarinin bir serbest carpimi1

o=[]-»
a

ile gosterildiginden, F bir serbest grup iken G grubunun bir H alt grubu da

H=F=1_[*ﬁﬁ

B

iken

ile gosterilir. Burada V5 igin S alt grubu, bir A, alt grubuna eslenik olur (Cangiil, 1993).

1.27. Teorem. G = A= B grubu i¢cin H € A ve K c B iken, H ve K alt gruplan ile
tiretilen alt grup, bu gruplarin (H,K) = H x K ile gosterilen bir serbest ¢arpimidir
(Cangiil, 1996).

1.28. Teorem. H(2,) Hecke grubu, mertebesi 2 ve g olan sonlu iiretece sahip iki tane

devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur. Bu durum H (Aq) = C, * Cy ile gosterilir

(Machbeath, 1963).

1.29. Tamim. [G, X] bir topolojik doniisiim grubunu gostermek tizere P c X olsun. Eger
91, 9> € G ve g, # g, iken g, N g, = @ oluyorsa P’ye bir G-paketleme denir (Cangiil,
1996).

P’ye bir G-paketleme demek, P’de her bir yoriingeden en ¢ok bir tane eleman bulunuyor

demektir.

1.30. Yardimei1 Teorem. Bir [G, X] doniisiim grubunun H ve K ile gosterilen iki tane alt
grubu i¢in P bir H-paketleme, Q bir K-paketleme iken H ve K alt gruplarinin tiretegleri
ile tiretilen A = (H, K) ile tammli grup icin PUQ = X, PN Q # @ ise A grubu H ile K
gruplarinin serbest carpimidir ve A = H * K ile gosterilir (Cangiil, 1996).
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1.31. Tanim. U st yar1 diizleminde F ile gosterilen agik bir kiime iken

i.  Vz € U elemani igin G (z) yoriingesi F (F nin kapanis1) ile en az bir noktada kesisir,

ii. Vz € U elemani i¢in G(z) yoriingesi F ile en ¢ok bir noktada kesisir,

sartlar1 saglaniyorsa F kiimesi G ig¢in bir temel bélgedir denir (Cangiil, 1996).

Simdi graflarla ilgili bilgi verelim. Diizgiin figiirlere gegis yapmak igin graflardan
yararlanacagiz. Graflar ile ilgili daha detayl1 bilgi i¢in (Cangiil, 2017) kaynagina bakiniz.

1.32. Tammm (Graf). Kose olarak adlandirilan elemanlardan olusan sonlu bir V kiimesi
ile bu kiimenin herhangi iki elemaninin olustugu ikilileri kenar kabul eden sonlu bir E

kiimesi olsun. V ile E kiimesinden olusan G = (V, E) ile gosterilen yapiya graf denir.

Genel olarak, |E(G)| = m kenara ve |V (G)| = n koseye sahip G = (V, E) ile gosterilen
bir G grafi i¢in n sayist bu grafin mertebesini, m sayisi ayni grafin uzunlugunu gosterir.
Bir v € V(G) kosesi igin, v kosesinin derecesi d,, ile gosterilir. Derecesi bir olan bir kose,
pendant (sarkik, sallantili, flama) kdse olarak adlandirilir. Benzer sekilde pendant kdseye
sahip bir kenar da pendant kenar olarak adlandirilir. Bir grafta bir kdsenin en kiigiik
derecesi § ve en biiyiik derecesi A ile gosterilir. Bir G grafi i¢in, e kenari ile bagli olan u
ve v koseleri bitisik (komsu) koseler ise e = u - v ile temsil edilir. Bu durumda u ve v
koselerine bitisik koseler, e kenarma da u ve v ile baglantilidir, denir. Bitisiklik ve
baglantililik, graf teorinin graflarin lineer cebirsel ¢alismalari ile alakali bir alt dali olan

spektral graf teoride cok 6nemli bir rol oynar.

Bir G grafindaki bir e kenarin her iki ucu da ayni v kosesi ise bu kenara o kosede bir
dongii denir. vy, v,,---,v, birbirinden farkli n tane kose olmak flizere ardisik
V1V, U3, , Un_1V, kenarlaria sahip olan bir G grafina patika graf denir ve P, ile
gosterilir. Bir patikanin iki ug kdsesini bir kenar ile birlestirerek elde edilen bir G grafina
devir grafi denir ve C,, ile gosterilir. Bir grafta hi¢ bir devir yoksa bu grafa devirsiz graf

denir.
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Bir merkezi kdse ve her biri sadece bu koseye birlestirilen ¢evrel koselerden olusan bir G
grafina yildiz graf denir. n tane koseye sahip bir yildiz graf S,, ile gosterilir. n — 1 tane
kenar1 vardir. v4, vy, -+, v, birbirinden farkli n tane kdse olmak {izere bu n tane kdseyi
birlestiren tiim kenarlarin ¢izilmesiyle elde edilen bir G grafina n koseli bir tam graf denir
ve K, ile gosterilir. Bir tam grafta her bir kose diger tiim koselerle birleseceginden bu tam

n(n —

grafin 1)/ o tane kenar vardir. r tane kdseye sahip bir A kose kiimesi ve s tane

koseye sahip bir B kose kiimesi igin A’nin her bir kdsesini B’nin her bir kdsesine
birlestirerek elde edilen bir G grafina iki parcali tam graf denir. |A| =r ve |B| =s
oldugundan bu graf K,  ile gosterilir. K,. ¢ grafi, r + s tane koseye ve r - s tane kenara
sahiptir. Bir C, devir grafinin herhangi bir ksesine s uzunluklu bir P, patika grafinin
eklenmesiyle elde edilen grafa bir larva graf: denir ve T, ile gosterilir. Bir larva grafi

r + s tane kose ve r + s tane kenara sahiptir.

Bir G grafinda u ve v iki tane kdse olmak {izere u’dan v’ye giden bir patika bulunabilirse
bu iki koseye G grafinda baglantili késeler denir. Iki kdsenin baglantili olmasi, komsu
olmasindan farkli bir kavramdir. Komsu iki kose bir tek kenar ile birlestirilir. Baglantili
iki kose ise bir patika ile birlestirilir. Bu patika tek bir kenar da olabilir. Ozetle komsu iki
kose cifti baglantili iken, baglantili kose ¢ifti komsu olmayabilir. Bir G grafindaki her
kose ¢ifti baglantili bir kose cifti ise bu G grafina baglantili graf denir. Baglantili olmayan
bir grafa da baglantisiz graf denir. Hig bir devir igermeyen n tane kdseye sahip baglantili

bir G grafina n koseli agag graf denir ve T, ile gosterilir.

1.33. Tamim (Derece dizisi). Bir G grafinin tiim kdselerinin derecelerini igeren kiimeye
G grafinin bir derece dizisi denir ve DS(G) = {O(ao), 1(a1) 2(az) 3(as) ... A(“A)} seklinde

gosterilir.
1.34. Tamim. D kiimesi, azalmayan ve negatif olmayan tamsayilarin bir kiimesi olsun.

Eger bir G grafinin derece dizisi D kiimesine esit ise D’ye G grafinin bir ¢izimi

(realization) ya da ¢izilebilir (realizable) derece kiimesi denir.
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Simdi figiirler ve diizgiin figiirler ile ilgili baz1 tanimlar1 verelim.

1.35. Tamim. G, sonlu baglantili bir graf olsun. 2-boyutlu hiicrelerin birlesiminden olusan
S — G bolgesinin siirlari harig olacak sekilde bir kompakt baglantili S yiizeyi i¢ine sonlu

baglantili bir G grafinin gomiilmesine figzir denir.

Bu figiirii M ile gosterelim. Figiirler yonlendirilebilir ya da yonlendirilemez olabilirler.

Bu c¢aligmada S yiizeyini yonlendirilebilir bir yiizey olarak ele alacagiz.

1.36. Tamim. Bir M figiiriiniin g ile gdsterilen cinsi, lizerine gomiildiigi S ylizeyinin cinsi
gibi tanimlanabilir. Bu cins asagidaki esitlikle bulunabilir. Bahsedilen M figiiriiniin kose

sayist |V|, kenar sayisi |E| ve yiiz sayis1 |F| olmak {izere,

2—2g; Eger S yonlendirilebilir ise
x(M) =[V|-|E| +|F| =
2—g; Eger Syonlendirilemez ise

esitligine Euler karakteristigi denir.

1.37. Tanim. Bir M figiirliniin yiizlerinin sayisinin en kiigiik ortak kati m ve ayni figiiriin
koselerinin sayisinin en kiigiik ortak kati1 n ise bu durum {m,n} ile ifade edilir. {m,n}
ikilisine M figiiriiniin tipi denir.

1.38. Tamim. Bir S yiizeyi izerinde hareket eden bir M figiiriinii ele alalim. Ayn1 S yiizeyi
tizerinde kose ve yiizlerin yer degistirmesiyle olusan figiire M 'nin dual figiiri denir ve bu
dual figiirtin tipi de {n, m} seklindedir.

1.39. Tanim. Bir kenar ve buna bagl bir koseden olusan bu ikiliye M ’nin bir dart: denir.

Bu dart, Sekil 1.4’te goriildiigii gibi kenar iizerinde bagl bir kdseye dogru ¢izilen bir ok

ile gosterilir. M nin dartlarinin kiimesini p4,,+ 1le gosterecegiz.
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v
[

Sekil 1.4. Bir v kosesine ait bir a dart1 (oku)

1.40. Tanim. M’nin dartlarinin etki alanini (yOniinii) koruyan S’nin yon koruyan

homeomorfizmine M’nin bir otomorfizmi denir.

1.41. Tanim. M’nin tiim otomorfizmlerinin kiimesine M nin bir otomorfizm grubu denir

ve AutM ile gosterilir.

1.42. Tamm. M figiiriniin AutM ile gosterilen otomorfizmlerinin grubu, M’nin pg,, ile

gosterilen dartlarinin kiimesi tizerinde gecisli (transitive) ise M figiirtine bir diizgiin figiir

N

Sekil 1.5. Bir projektif diizlemde bir diizgiin figiir ve duali

denir.

Bir figiir diizgiin ise tiim kdseleri kendi i¢inde ayn1 degere, tiim yiizleri de kendi i¢inde
ayni degere sahiptir. Bu ifade ayn1 zamanda, her bir koseye bitisik ayn1 sayida yiiz, her

bir yiize bitisik ayni sayida kose var anlamindadir.



Sekil 1.6. Tor iizerine K, tam grafinin gémiilmesiyle elde edilen {6,3}, 1 diizgiin figiirii

Simdi diizgiin bir M figiirii i¢in Euler karakteristigini tanimlayalim.

1.43. Tammm. Cinsi g, tipi {m,n} olan bir M diizgiin figiiriiniin dartlarinin sayisi
|Aut(M)| sayisina esittir. Asimetrik (chiral) bir diizgiin figliriin dartlarinin sayisi
|Aut(M)| = 2+ |E| ve yansimali bir figiiriin dartlarinin sayist |Aut(M)| = 4 - |E| dir.
IM| =n-|V|=2-|E| =m-|F| esitligi ve Euler karakteristiinden bu M diizgiin

figiiriiniin cinsini

1 1
|Aut(M)| (5 I E) + 1; Eger M yonlendirilebilir ve yansimali ise
1 1 1
g =9gM) =< |Aut(M)] (Z o Z) + 1; Eger M yonlendirilebilir ve asimetrik ise
11 1 y iy . .
LIAut(M)l (Z o %> + 2; Eger M yonlendirilemez ise

esitligi ile bulabiliriz. Bu tezde yonlendirilebilir yilizeyler iizerinde galisildigindan,
1 1 1
x(M) = V| = |E| + |F| = 2 - 2g = | Aut(m)] (a e _)

2

esitligine bir M diizgiin figiirii i¢in Euler karakteristigi denir.
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Figiirler ile licgen gruplariin normal alt gruplar1 arasinda oldukg¢a 6nemli bir iligki vardir.
Jones ve Singerman (1978), diizgiin figiirler ile (2, m, n) simgeli iggen gruplarin normal
alt gruplart arasinda birebir doniisiimiin varligini gostermistir. Bu doniisim yardimiyla

biz de H(4) Hecke gruplarinin normal alt gruplar1 hakkinda pek ¢ok sonug elde edecegiz.

1.44. Tanim (Hecke grubu). 1 € R ve H(1) < PSL(2,R) olmak iizere,

I. A < 2ikenq = 3 ve q € R degerlerii¢gin A = A, = 2 cos (Z)

I A=>2iken1€eR
olarak taniml H(Aq) alt grubuna Hecke grubu denir (Hecke, 1936).
1.44 Tanimina gore Hecke gruplari i¢in asagidakiler sdylenebilir:

1) H()lq)’nun bir Fuchsian grup olmasi igin gerek ve yeter sart H(/lq)’nun bir temel

bolgesinin olmasidir.

2) H ()lq)’nun bir temel bolgeye sahip olmasi igin gerek ve yeter sart A < 2

oldugunda A1 = A, = 2 cos (g) ,q=3,q €Zveyald = 2iken A € R olmasidir.
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2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliumde ilk olarak tezin ¢ikis noktasi olan kuramsal temellerden bahsedilecektir.

Sonrasinda diizgiin figirler ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

H(A) ile gosterilen Hecke gruplar ilk olarak 1936 yilinda Erich Hecke tarafindan
yayimlanan makalede ge¢mektedir. Hecke, bu makalede H(A) gruplarinin iireteglerini
belirlemis, ve bu gruplarin hangi A degerleri i¢in bir temel bolgeye sahip oldugunu tespit
etmistir. Boylece H(A) grubunun bir Fuchsian grup olmasi igin gerek ve yeter sartin

saglanacagini belirlemistir. H (Aq) Hecke grubu, PSL(2, R) grubunun mertebesi 2 olan

R(z) = —i ve mertebesi g olan S(z) = —j tretegleri ile tretilen bir ayrik alt
q

grubudur. Rosen (1954), siirekli kesirleri kullanarak q = 4 ve q = 6 degerleri igin H (Aq)
Hecke grubunun elemanlarinin yer degistirmesiyle ilgili gerek ve yeter sartlari
belirlemistir. Coxeter ve Moser (1957), g =5 degeri i¢in H(2,) Hecke grubunun
elemanlarinin bir siniflandirmasini vermistir. Rosen (1954-1977) ve Leutbecher (1967),
H(2s) Hecke grubu ile ilgili ¢alismalar yapmistir. H(2,) Hecke grubunun g = 3 durumu
literatiirde modiiler grup olarak bilinir ve bu grup ile ilgili pek ¢ok ¢aligma yapilmistir.
Bu grup, elemanlarinin katsayilar1 rasyonel tamsayilar olan gruptur ve PSL(2,Z) ile de
gosterilir. Newman (1964a-1964b), modiiler grubun kuvvet ve komiitator alt gruplarini
incelemistir. Ayrica modiiler grubun serbest alt gruplari ile ilgili ¢ikarimlarda
bulunmustur. Newman (1963), Mc Quillan (1965), Macbeath (1969) ile lvrissimtzis ve
Singerman (2005) temel denklik alt gruplar ile ilgili ¢alismalar yapmistir. Macbeath
(1963), H(44) Hecke grubunun, mertebesi 2 ve g olan sonlu iiretegli iki devirli grubun

serbest ¢arpimina izomorf oldugunu gostermistir.

Jones ve Singerman (1978), H(4) Hecke grubunun normal alt gruplarimi diizgiin figiirler
ile arasindaki bire bir doniisiim yardimiyla tespit etmistir. Cangiil (1993), bu doniisimden
yararlanarak Hecke gruplarmin normal alt gruplarini ¢alismistir. O zamana kadar cinsi
7’ye kadar olan diizglin figiirler bilindiginden Hecke gruplarinin cinsi 7’ye kadar olan

normal alt gruplarinin simgelerini belirlemis, grup yapilar1 ve 6zelliklerini ¢alismistir.
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Conder ile Dobcsanyi (2001), cinsi 15°e kadar olan yonlendirilebilir diizgiin figiirleri
belirlemistir. Conder (2006), cinsi 101’e kadar olan yonlendirilebilir diizgiin figiirleri
belirlemis ve boylece Hecke gruplarinin cinsi 101’e kadar olan normal alt gruplarini
calismak miimkiin olmustur. Diizgiin figiirler sayesinde Jones ve Singerman tarafindan
verilen permiitasyon metodu kullanilarak Hecke gruplarmin normal alt gruplar tespit
edilecektir. Delen ve Cangiil (2018), 2 ile gosterilen omega degismezi olarak adlandirilan
yeni bir topolojik graf degismezi tanimlamis ve ozelliklerini vermistir. Bu degismez

Hecke gruplarinin normal alt gruplarinin ranki ile ilgili parametrelerde kullanilacaktir.

Simdi diizgiin figiirler ile ilgili temel bilgiler verelim. Detayli bilgi i¢in (Kepler, 1619),
(Heawood, 1890), (Heffter, 1898), (Klein, 1879), (Dyck, 1880), (Burnside, 1911),
(Brahana, 1927), (Jones ve Singerman, 1978), (Bryant ve Singerman, 1985), (Sah, 1969),
(Jones ve Singerman, 1996), (Jones, 1997), (Gardiner, Nedela, Siran ve Skoviera, 1999),
(Biggs, 1971), (James ve Jones, 1985), (Jones, Nedela ve Skoviera, 2007), (Sherk, 1959),
(Kwak ve Kwon, 2005), (Du, Kwak ve Nedela, 2005), (Conder ve Dobcsanyi, 2001),
(Breda d’Azevedo, Jones, Nedela ve Skoviera, 2006), (Wilson, 1978a), (Wilson, 1978b),
(Grothendieck, 1984), (Coxeter, 1948), (Tucker, 1983), (Garbe, 1969), (Garbe, 1978),
(Scherwa, 1985), (Bergau ve Garbe 1989), (Coxeter ve Moser, 1957), (Anderson, 2007),
(Firby ve Gardiner, 2001), (Beardon, 1983), (Coxeter, 1989), (Conder, 2006), (Van Wijk,
2009) ve (Conder, 2011) kaynaklarina bakilabilir.

Diizgiin figiirlerin belki de en iinlii ornekleri, bes Platonik gokyiizlilerdir. Bununla
birlikte, bu konuya biiyiileyici boyutlar kazandiran, kiire iizerinde olmayan diizgiin
figiirlerin zenginligidir. Bu tiir figiirler, ortacag gokbilimcileri tarafindan gezegen
sistemini agiklama girisimlerinde dikkate alinmigtir. Bununla ilgili 6rnekler, 1619'da
Kepler'in galismasinda ortaya ¢ikan yildiz seklinde ¢okyiizliilerdir. Iki yiizyildan fazla bir
siire sonra figiirler ve diizgiin figiirler, birbiriyle alakasi olmayan iki ayr1 arastirmada
yeniden ortaya ¢ikmustir. ilki, esas olarak dort renk probleminin ortaya ¢ikmasi ve
Heawood (1890) tarafindan ortaya atilan harita renklendirme problemi ile ilgilidir. Bu
baglamda Heffter (1898), asal mertebeden tam graflarin yonlendirilebilir yiizeylerde

diizgiin olarak gomiilmesini kesfetmistir. Hemen hemen ayni zamanda, cinsi ii¢ olan
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yiizeydeki diizgiin figiirler, Klein (1879) ve Dyck (1880) tarafindan, ¢oklu periyodik
(veya otomorfik) karmasik fonksiyonlarmn tamamen farkli bir baglantili yapilarinda
incelenmistir. Burnside (1911) tarafindan yazilan monografide, gruplarin geometrik bir
temsilinin bir yolu olarak diizgiin figiirler de ortaya ¢ikmistir. Bununla birlikte, diizglin
figilir terimi ilk kez 1927'de Brahana tarafindan tanitilmistir. Modern yonelimli diizgiin
figtirler teorisinin temelleri, Jones ve Singerman (1978) ile Bryant ve Singerman (1985)
tarafindan atilmistir Jones ve Singerman (1996) ve Jones (1997) tarafindan yazilan art
arda yazilan iki makale, ayn1 zamanda figiirler teorisi, gruplar teorisi, geometri arasindaki
biiyiileyici baglantilara isaret eder. Iki boyutlu projektif 6zel lineer gruplara izometrik
olan otomorfizm gruplarina sahip olan yonlendirilebilir diizgilin figiirlerin bir listesi Sah
(1969) tarafindan olusturulan sonuglardan ¢ikarilabilir. Tam graflarin yonlendirilebilir
diizglin yiizeylere gomiilmesi ile ilgili smiflandirmalar Biggs (1971) tarafindan
baglatilmig, James ile Jones (1985) tarafindan tamamlanmistir. Yonlendirilebilir
yiizeylerde 2'den 15'e kadar olan tiim diizgiin figiirler ve yonlendirilemez yiizeylerde
2'den 30'a kadar olan tiim diizgilin figiirler hesaplamali grup teorisi yaklagimiyla Conder
ve Dobcsanyi (2001) tarafindan smiflandirilmis ve numaralandirmistir. Bu is igin
kapsamli arastirma ve paralel islemler yapilmis, yiiksek diizeyde optimize edilmis bir
yazilim ve bulussal yontem kullanilmistir. Cift tarafli tam graflarin, ¢ok tarafli tam
graflarin ve kiiplerin yonlendirilebilir diizglin yiizeylere gomiilmesi ile ilgili en son
ilerlemenin ornekleri Jones, Nedela ile Skoviera (2007), Kwak ile Kwon (2005) ve Du,
Kwak ile Nedela (2005, 2007) tarafindan verilmistir. Kiral (asimetrik) figiirler, Breda
d'Azevedo, Jones, Nedela ve Skoviera (2006) tarafindan ayrintili olarak incelenmistir.
Conder (2006), cinsi 2 ile 101 arasindaki yonlendirilebilir ylizeyler iizerindeki tim
diizgiin figiirleri ve cinsi 2 ile 202 arasindaki yonlendirilemez yiizeyler iizerindeki tim
diizgiin figiirleri siralamistir. Son olarak cinsi 2 ile 301 arasindaki yonlendirilebilir

ylizeyler tizerindeki diizgiin figiirler siralanmigtir (Conder, 2011).

Diizgiin figiirlerin gorsellestirilmesi ile ilgili ¢alismalar, Hanson'in (1994) etkileyici
gorsellestirmelerinden esinlenerek, sicim kuraminin (string theory) yiiksek boyutlu
uzaylarmin yapisini anlama girisiminden baglamistir. Burada baz uzaymin topolojik

yapist onemlidir. Bir diizgiin figiir, kapal bir yiizeyin, kose ciftlerini birlestiren kenarlarla
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sinirlanan yiizlerle dosenmesidir. Burada kdse, kenar ve yiizler en fazla sayida simetriye
sahiptir. 0 ve 1 cinsi (kiire ve tor) i¢in diizgiin figiirlerin nasil olusturulacagi ve
gosterilecedi 1yl bilinmektedir. Platonik katilar iyi bilinen birer 6rnektir. Cins 2 ve iistii
icin diizgiin figiirler, cinsi 1 olan diizgiin figlirleri elde etme yOnteminin
genellestirilmesiyle uzay modelleri olusturularak elde edilebilir. Yontem, tor igin
kullanilan yonteminin genellestirilmesine dayanir. Uygun cinse sahip sekiller,
tiiplestirme yoluyla diizgiin figiirlerden tiiretilir, kenarlarin yerini tiipler alir. Mozaikler,
grup teorisi ve hiperbolik geometri kullanilarak iiretilir. Bunlar ilgi g¢ekici sekiller ve

goriintiiler koleksiyonudur.

Diizgiin figiirler, matematigin bir¢ok farkli dalinin kesisme noktasinda bulunur (Nedela,
2001). Genel olarak, bir cebirsel yon (simetri) ve bir geometrik yon (sekil) vardir ve
bunlar 6rnegin, yiizey topolojisi, saymaya dayali grup teorisi, graf teorisi, hiperbolik
geometri ve cebirsel geometri agisindan incelenebilir. Mozaikler, bilgisayar grafikleri ve
sayisal benzetimlerde 6ne ¢ikar. En diizenli mozaigin neye benzeyecegi merak edilebilir.
Ayrica bu sekiller sanatsal acidan da ilgi ¢ekicidir. Simetri, tiim bunlarin altinda yatan

giicli. bir temadir ve son yillarda 6nde gelen matematikg¢ilerin yayinlarina konu

olmaktadir (Conway ve digerleri, 2008), (Stewart, 2008).

2.1. Tanim (Mozaik déseme). Bir diizlemin, nokta ¢iftlerini (koseler) birlestiren yaylarla
(kenarlar) sinirlanan, birbirleriyle ¢akismayan basit baglantili boélgelerle (yiizlerle)

kaplanmasina diizlemin mozaiklenmesi veya mozaik doseme denir.

Genel olarak diizgiin figiirler ve diizlemin diizgiin figiirler ile kaplanmas1 demek olan
mozaikler, saymaya dayali grup teorisi ile uzun ve giiclii bir baglantiya sahiptir, ¢iinki
simetri her ikisinde de anahtar kavramdir. Saymaya dayali grup teorisinde, tipik olarak
temsil teorisi (representation theory) kullanilarak ayrik gruplar incelenir. Burada bir grup
bir temsil araciligiyla tanimlanir. Ornegin bir A iireteci ve bir B bagintisindan olusan bir
kiime ile bir G grubu G = (4; B) seklinde gosterilir. Burada A ve B kiimeleri genellikle
elemanlarin bir numaralandirmasi olarak verilir. Bir {lirete¢ bir semboldiir; grubun her

eleman1 bir kelime, yani bir sembol dizisi olarak tanimlanabilir. n tane benzer X
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semboliiniin dizileri i¢in X,, gdsterimi kullanilir. Herhangi bir bagint1 tanimlanmamaissa,
grup sonsuz sayida elemana sahip serbest bir gruptur. Bir bagmnti, [ 6zdesligi ile
tanimlanan bir serbest grubun bir elemanidir. Bagintilar yardimiyla, orijinal serbest

grubun boliim gruplari tanimlanir.

Temsil teorisinde, grup elemanlar1 matrisler olarak temsil edilir. Bu ise grup islemi matris
carpimu ile temsil edilebilir demektir. Burada, elemanlar kiirenin, Oklid diizleminin veya
hiperbolik diizlemin izometrik doniisimlerini ifade eder. Bu elemanlar kiiresel
geometride 3 x 3 dénme matrisleriyle, iki boyutlu Oklid geometrisinde 3 x 3 homojen
donilisiim matrisleriyle, hiperbolik geometride Poincare disk modeli kullanilarak Mobius
doniigimleri i¢in 2 X 2 karmagsik matrisler ile tanimlanabilir. Yiizey topolojisinde
genellikle, soldan carpma islemi kullanilir ve doniisiimler kiiresel doniisiimler olarak
yorumlanir. Alternatif ve esdeger bir yorum, gegerli bir cerceveye gore yerel doniisiimleri

kullanarak sagdan ¢arpmay1 kullanmaktir.

Sekil 2.1. (F,m,n) = (64,6,4) diizgiin figiirtiniin kesit modeli
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Hiperbolik diizlem i¢in model olarak Poincare disk modeli kullanir. Burada hiperbolik
diizlem, C karmasik diizleminde |z| < 1 diskine doniisiir. Poincare disk modelinde giiclii
bir "perspektif (derinlik)" bozuklugu vardir. Daireye yakin alanlar giiclii bir sekilde
sikistirtlmistir (Coxeter, 1989). Sekil 2.1, hiperbolik diizlemin altigenlerle kismi bir
mozaiklemesini gostermektedir ve her ne kadar goriintii aksini kuvvetle gosterse de
burada tiim altigenler es kenarlidir ve ayni boyuta sahiptir. Poincare disk modelinde
mesafeler ve alanlar bozuk, ancak kenarlar arasindaki agilar dogru gdsterilir. Doniistim
ac1-korur Ozelliktedir. Hiperbolik diizlemdeki sonsuz diiz ¢izgiler, birim ¢embere dik
olarak yaklasan dairesel yaylara eslenir, orijinden gegen ¢izgiler diskin ortasindaki diiz

cizgilerle eslenir.

Diizenli bir mozaik, uyumlu ¢okgenlere sahip bir dosemedir. Boyle bir mozaikleme,
cokgenin kenar c¢iftleri arasinda tam bir eslesme oldugunda ve mozaiklemenin her bir
kosesi etrafindaki agilarin toplami 27'ye esit oldugunda elde edilebilir (Beardon, 1983).
Buradaki sartlar, mozaikleme yapabilmek igin gerekli sartlardir. Eslestirme, gokgenin bir
kenarinin doniistiiriilmiis ¢okgenin bir kenarina eslenecegi ve iglerinin ¢akismayacagi
sekilde izometrik bir doniisimiidiir. Bu dontisiimlerin tekrar tekrar uygulanmasi,
diizlemin bir kaplamasini verir. Diizlemi bu sekilde cakismadan kaplayan bolgeye temel
bolge denir. Diizlemi tiggenlerle kaplamak igin /m, w /n, m /I agilarina sahip bir MNO
ticgeni diistiniilebilir; burada m, n ve [ sayilar1 2’ye esit veya 2’den biiyiik tam sayilardir
(bkz. Sekil 2.2). Kenarlara a, b ve ¢ yansimalarinin tekrar tekrar uygulanmasi, diizlemin
bir kaplamasini verir ve M, N ve 0'da sirasiyla 2m, 2n ve 2l tane iiggen bulusur. Her
tepe noktasinda n tane ¢okgenin (ve kenarlarin) bulusacagi sekilde m kenarli cokgenlerle
diizlemin bir kaplamasi, {m,n} mozaikleme olarak gosterilir. Burada {m,n} Schlafli
semboliidiir. Boyle bir mozaikleme, [ = 2 alimarak ve 2m tane tiggeni birbirine
yapistirarak liggen bir mozaiklemeden tiiretilebilir. R, ¢okgenin merkezi olan M etrafinda
21 /m acilik bir doniisii ve S ¢okgenin bir tepe noktasi olan N etrafinda 27 /n agilik bir
doniisti gosterir. Baska bir deyisle, R, bir ¢okgenin kendisi tizerine m. mertebeden bir
eslemesidir ve S, bir tepe noktasinda birlesen kenarlarinin n. mertebeden bir eslemesidir.
Simetri grubunun gésterimi G(m,n) = (R, S; R™, S™, (RS)?) seklindedir. RS terimi, O

etrafinda bir doniisli belirtir. Bu grup i¢in temel bir ¢okgen, diizlem iizerindeki liggen
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orgliniin iki liggeninden olusan bir ¢ifttir. R ve S, mozaiklemenin otomorfizmleridir.
Bunlar mozaiklemeyi bire bir olarak kendi iizerine resmeder. Ornegin mozaiklemenin bir
kenarindaki a yansimasini dahil ederek mozaiklemenin yansitilmasina da izin verirsek,
diizlem {izerindeki tiggen mozaiklemenin bir ti¢geni de bir temel {iggen olur ve a

yansimasi da bir otomorfizmdir.

Sekil 2.2. {m, n} mozaik kaplamas1

Figiir, sinirlar1 olmayan kapali bir yiizeyin, V kose ¢iftlerini birlestiren E kenarlariyla
siirlanan, ortlismeyen, basit baglantili F yiizlerle mozaiklenmesidir. Euler-Poincare

ozelligi y =V — E + F yiizeyin bir degismezidir. Yonlendirilebilir bir ylizey i¢in y ¢ifttir
ve bir ylizeyin cinsi g, yaklasik olarak delik sayisidir, g = 2-x )/ o'den ¢ikar. Koseleri

ve yizleri yer degistirerek ikili bir dual figiir elde edilir. Bir figiirtin otomorfizmi,
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otomorfizmler olarak R ve S otomorfizmlerini igeren baglantili bir otomorfizm grubu
iken insidans1 koruyan (yapi-koruyan) elemanlarinin bir permiitasyonudur (Coxeter ve
Moser 1957). Bir figiir ki onun baglantili bir otomorfizm grubu R ve S otomorfizmlerini
iceriyorsa (bu durum diizlemin mozaiklerle kaplanmasi gibi diistiniilebilir), diizenlidir.
Bu durumda grubun mertebesi mF'dir. Diizgiin figiir ayn1 zamanda bir a yansimasina izin
veriyorsa, buna yansimali diizgiin figiir denir ve grubun mertebesi 2mF'dir. Sonug olarak,
tiim ytizler ve koseler topolojik olarak esdegerdir veya figiir yiiz gecisli ve kose gegislidir.
Ayrica figiir kenar gecislidir. Petrie ¢okgenleri goz Oniine alinarak goriilebilir (Coxeter,
1989). Bu bahsettiklerimiz, kenarlar tizerinde zikzak bir yol izlenerek elde edilir.
Oncelikle bir kenardan baslanir ve bir sonraki tepe noktasinda sola déniiliir. Ardindan bir
sonrakinde saga doniiliir ve tekrar baslangi¢c noktasina ulagana kadar bu islemler tekrar
edilir. Diizgiin bir figiir i¢in nereden baslandigi 6nemli degildir, her zaman ayn1 sayida

adim atilir. Bu Petrie ¢okgenlerinin kenarlarinin sayisi diizgiin bir figiir i¢in degismezdir.

Diizgiin bir figiir, o diizlemde uygun bir ¢okgen tanimlayarak ve bu ¢okgeni kenarlari
tanimlanmis kapali bir yiizey olarak kabul ederek, diizlemin bir {m, n} mozaiklemesinden
tiretilebilir. Bu kenarlarda {m, n} ¢okgenleri eslesmelidir. (F, m,n) = (64,6,4) diizgiin
figliri igin Sekil 2.1, boyle bir ¢okgeni gostermektedir. Boyle bir gokgen, mozaikleme
gereksinimlerini karsilar ve dolayisiyla diizlem bu gokgenlerle kaplanabilir. {m,n}
mozaiklemesi bir diizgiin figiiriin evrensel ortiisii veya kaplama alani (uzay1) olarak

adlandirtlir. Diizgiin bir figliriin M grubu,

M(ml n) = <RISI Rm’ STL’ (RS)Z; 91; gz;”';g‘r)

g, uygun bagintilari ile r tane eklenerek G (m,n)'den tiiretilebilir. Bu grup el ile veya

hesaplamal1 grup teorisi kullanilarak bulunabilir.

Diizgiin bir figiiriin elemanlarinin sayisi V = 2ml, E = mnl ve F = 2nl'dir. y, mven
arasinda, [ bir pozitif say1 iken y = [(2m + 2n — mn) bagintis1 vardir. 2Zm + 2n — mn
degeri; pozitif, sifir veya negatif olma durumuna gore sirasiyla kiiresel, Oklid veya

hiperbolik geometriden hangi geometrinin kullanilacagini belirler.
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Kiire (y = 2) icin dizgiin figirler, {3,3}, {4,3}, {3,4}, {5,3} ve {3,5} Kkiiresel
mozaikleri; platonik katilar olarak {2, n} (hosohedron) ve {m, 2} (dihedron) figiirleridir.

{443, D

Sekil 2.3. Basit diizgiin figiir 6rnekleri A) Sekiz tane tiggene boliinmiis yiizlerle bir kiip
B) Dodecahedron (on iki yiizlii sekil) C) Hosohedron (plaj topu) D) Tor

\ -\ \
\ N\
=
< —
7 ]
NI 1N
R=aNER=a

Sekil 2.4. Tor yiizeyi tizerinde {4,4}, ; figiiriiniin olusturulmasi

Tor durumu (x = 0) igin, olas1 ii¢ mozaikleme {4, 4}, {6, 3} ve {3, 6}'dir. Bunlar sirasiyla
dikdortgen bir kafese, bir bal petegi kafese ve her kosede alt1 tiggen bulunan bir liggen
kafese karsilik gelir. Burada [ belirsizdir ve sonsuz sayida olas1 deger alir. Dikdortgen bir
kafese denk olan mozaikleme ile diizgiin bir figiir elde etmek i¢in kare bir bolge alinir ve
kars1 kenarlari eglestirilir. Bunu saglamak icina = b > 0i¢in X = (a,b) veY = (—b,a)

olmak tizere iki temel (baz) vektorii olan bir dikdortgen kafes tanimlanir (bkz. Sekil 2.4).
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Ortaya ¢ikan diizgiin figiir {4,4}, ile gosterilir. Yalmizca a = b veya b = 0 oldugunda
bu diizgiin figlir yansitilabilirdir. Altigen ve tliggen kafesler i¢in benzer bir yaklagim
kullanilir ve denk gelen diizgiin figiirler {6,3},; Ve {3,6},, ile gosterilir (bkz. $ekil 2.5).

2m+2n-mn < 0 ise g > 1 olur. Yine simit benzeri sekiller elde edilir, ama simdi
birden fazla delik var. Bu esitsizligi saglayan sonsuz sayida {m,n} mozaigi vardir.
Bunlardan bazilan {3, 7}, {3, 8}, {4, 5}, {4, 6} mozaikleridir.

Sekil 2.5. Tor yiizeyi lizerindeki diizgiin figiirler
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3. MATERYAL ve YONTEM

Gruplar, soyut cebirin temel konularindan biri oldugundan Hecke gruplarinin normal alt
gruplarinin hesaplanmasinda soyut cebirdeki temel yontemler kullanilmigtir. Ayrica ayrik
gruplar, sayilar teorisi, sonlu cisimler, diizglin figiirler teorisi gibi teorilerde kullanilan

klasik yontemlerden de yararlanilmistir. Tezde deneysel bir asama bulunmamaktadir.

Kullanilan klasik yontemler iggen gruplari, serbest gruplar, serbest carpimlar ile ilgili
teoremler, Nielsen-Schreier Yontemi, Sylow teoremleri ve homomorfizm ve izomorfizm
teoremleri, otomorfizm kavrami, Galois teorisi, cisim genislemeleri ile ilgili teoremlerdir.
Hecke gruplarinin normal alt gruplart ile ilgili parametreler, projektif gruplar ve Fuchsian
gruplar ile ilgili temel 6zellikler, Kurosh alt grup teoremi, Hecke gruplarinin normal alt
gruplarinin tizerinde hareket ettigi yiizeye gore cinsini bulmak i¢in Euler karakteristigi de

kullanilan yontemlerdendir.

En fazla kullanilan temel yontemlerden birisi diizgiin figiirler yardimiyla Hecke
gruplariin normal alt gruplarini tespit etmek ve simgesini bulmak i¢in kullanilan Jones

ve Singerman tarafindan ortaya konulan permiitasyon metodudur.
Riemann-Hurwitz formiilii, Hecke grubu ile sonlu indeksli bir alt grubunun temel

bolgelerinin hiperbolik alanlar1 arasinda bir oran verdiginden hesaplamalarda

kullanilmistir.

Reidemeister-Schreier ydntemi, H(4,) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt

gruplarinin tireteclerini bulmak i¢in kullanilmistir.

Omega degismezi ve 6zellikleri de Hecke gruplarinin normal alt gruplar ile ilgili yeni

parametreler elde etmek i¢in kullanilan bir bagka yeni yontemdir.
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4. BULGULAR

Bu béliim tezin ana boliimiidiir. Oncelikle Q omega degismezi ile ilgili temel kavramlar,
teoremler ve genel bilgiler verilecektir. Sonrasinda Hecke gruplarinin normal alt gruplari,
yeni elde edilen alt grup parametreleri kullanilarak, diizgiin figiirler ve omega degismezi

yardimiyla elde edilecek ve tablolar halinde verilecektir.

4.1. 2(G) Omega Degismezi

Bu alt boliimde graflarin 6zelliklerden ve yeni bir graf degismezinden bahsedecegiz.
Ayrmtili bilgi ve bu boliimde ispatsiz verilen sonuglar i¢in (Delen ve Cangiil, 2018),
(Delen ve Cangiil, 2019), (Yurttas, Togan, Delen ve Cangiil, 2018), (Delen, Yurttas,
Togan ve Cangiil, 2019), (Cangiil, Yurttas, Giines, Togan ve Delen, 2019), (Oz ve Cangiil,
2020), (Ozden, Ersoy, Ozen, Cangiil, Srivastava, G ve Srivastava, H, 2020), (Ascioglu,
Demirci ve Cangiil, 2020), (Yurttas, Giines, Delen, Demirci, Cevik ve Cangiil, 2020),
(Togan, Yurttas, Giines, Delen ve Cangiil, 2020), (Sanl1, Celik, Delen ve Cangiil, 2020),
(Delen, Togan, Yurttas, Ana ve Cangiil, 2020), (Demirci, Akbayrak, Ozbek ve Cangiil,
2021), (Demirci, Yurttag, Giines, Delen ve Cangiil, 2021), (Bondy ve Murty, 2008),
(Wallis, 2007) ve (Demirci, Delen, Cevik ve Cangiil, 2021) kaynaklarina bakilabilir.

Genel olarak, |E(G)| = m kenara ve |V (G)| = n koseye sahip G = (V, E) ile gosterilen
bir G grafi i¢in n sayis1 bu grafin mertebesini, m sayist ayni grafin boyutunu gosterir. Bir
v € V(G) kosesi igin, v kosesinin derecesi d,, ile gosterilir. Derecesi bir olan bir kose,
pendant (sarkik, sallantili) kose olarak adlandirilir. Benzer sekilde pendant koseye sahip
bir kenar da pendant kenar olarak adlandirilir. Bir grafta bir kosenin en kii¢iik derecesi &
ve en biiylik derecesi A ile gosterilir. Bir G grafi i¢in, e kenari ile bagli olan u ve v kdseleri
bitisik (komsu) koseler oldugundan bu durum e = u - v ile temsil edilir. Bu durumda u
ve v koselerine bitisik koseler, e kenarina da u ve v ile baglantilidir denir. Bitisiklik ve
baglantililik, graf teorinin graflarin lineer cebirsel ¢alismalar ile alakali bir alt dali olan

spektral graf teoride ¢ok 6nemli bir rol oynar.
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a;, i dereceli koselerin sayisin1 gostermek tizere bir G grafinin tim koselerinin

derecelerini iceren bir derece dizisi genel olarak
DS(G) = {O(ao)’ 1(“1)' 2(“2), 3(‘13), . A(aA)}

seklinde gosterilir.

Sekil 4.1. Ayn1 {2,341 derece dizisine sahip graflar

4.1.1. Tammm. D kiimesi, azalmayan ve negatif olmayan tamsayilarin bir kiimesi olsun.
Eger bir G grafinin derece dizisi D kiimesine esit ise D’ye G grafimin bir ¢izimi

(realization) ya da ¢izilebilir derece dizisi denir.

Bu tanimdan anlasilacag iizere, bir ¢izilebilir derece dizisi i¢in, bu derece dizisine sahip
en az bir graf vardir. Ornek olarak Sekil 4.1°de gosterilen birbirinden tamamen farkl iki

graf, ayn1 derece dizisine sahiptir.

Negatif olmayan tamsayilardan olusacak sekilde verilen bir kiimenin cizilebilir
(realizable) olup olmadigini belirlemek i¢in pek ¢cok sonug¢ ve algoritma vardir. Bunlarin
en bilinenlerinden birisi de Havel-Hakimi’ye ait olandir. Ayrintili bilgi i¢in (Havel, 1955,
S. 477-480) ve (Hakimi, 1962, s. 496-506) kaynaklarina bakilabilir. Yukarida s6zii edilen
yontemden (Handshaking Lemma) anlasilan en belirgin 6l¢iit, tiim kdse derecelerinin

toplaminin kenar sayisinin iki katina esit olmasindan dolayi ¢ift olmasidir.
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Graflar, en az bir devire sahip olup olmamasina gore de siniflandirilir. Devire sahip
olmayan graflar, devirsiz graflar olarak adlandirilir. Ornek olarak, agag (tree) seklindeki

graflar devirsiz, diger tiim graflar devirli graflar olarak adlandirilir.

Bir T agag grafinda, A, en biiyiik kése derecesi ve a;, i dereceli kdse sayisin1 gostermek

izere, bu T agac grafinin yapraklarinin sayisi a; (pendant kdse sayisi)
a; =2+as+2a,+3as+4ag+ -+ (A—2)ay
ile gosterilir. Bu esitlik
az + 2a, +3as +4ag+ -+ (A—-2)ay—a; = -2
olarak yeniden diizenlenebilir. Bu ifadenin sol tarafindaki sayiy1 2 ile gosterecegiz. Bu
degismez, bir grafin derece dizisi yardimiyla, bu graf hakkinda yapisal ve saymaya dayali

bilgi verme konusunda ¢ok biiyiik potansiyele sahiptir.

4.1.2. Tamm (2(G) omega degismezi). D = {1(@0, 22 3(a3) ... A@} bir ¢izilebilir

derece dizisi ve onun temsili de bir G grafi olmak iizere

N(G) =az +2a,+3as+4as+ -+ (A—2)ay—a,

4
= Z(i - 2)a;

ifadesine G grafinin omega degismezi denir ve 2(G) ile gosterilir (Delen ve Cangiil,
2018).

Benzer sekilde verilen bir D derece dizisinin 2 omega degismezi 2(D) ile gosterilir. £

omega degismezini anlamak i¢in Sekil 4.2°deki G grafi incelenebilir.
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Sekil 4.2. 2(G) = 6 olan bir G grafi
Bu G grafinin derece dizisi {1(2), 2@ 3 4(2) 5(1)} dir. G grafinin omega degismezi
0G)=1142-2+3-1-1-2
=6
bulunur.
0(G), onemli hesaplanabilir bir 6zellige sahiptir.

4.1.3. Teorem. Herhangi bir G grafi igin omega degismezi 2(G) = 2(m — n) olarak
tanimlidir (Delen ve Cangiil, 2018).

Ispat. Handshaking Lemmadan
2m =aq + 2a, + 3az + -+ Aay
=(az+2a,+ -+ (@—2)ay—ay) +2(ay +a, + -+ ay)
oldugu biliniyor.

36



a,t+a,+--+ay=n
ve
N(G) =az +2a, +3as +4ag+ -+ (A—2)ay, — a,

oldugundan bu degerler esitlikte yerine yazilirsa

2m = 0N(G) + 2n
elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

N(G) =2(m—n)
bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.
4.1.4 Teoremi, 4.1.3 Teoreminden kolayca elde edilir:
4.1.4. Teorem. Herhangi bir G grafi i¢in 2(G) omega degismezi gifttir.
4.1.5 Sonucu, verilen bir derece dizisinin ¢izilebilirligi (realizability) ile ilgili fikir verir:

4.1.5. Sonug. D, negatif olmayan tamsayilarin bir kiimesi olsun. Eger 2(D) tek ise D

cizilemezdir.

Genel olarak, P, yol grafini, C,, devirli grafi, S,, yildiz grafini, K,, tam grafi, n =r +s
iken T, ¢ larva grafini ve K, ; iki par¢ali tam grafi gosterir. T bir aga¢ grafi olsun. Bu iyi
bilinen graf siniflar1 igin, 2(G) omega degismezi sirasiyla 2(C,) = 0, 2(B,) = -2,
2(S,) = =2, 2(T) = -2, 2(K,) =n(n—3), A(T,5) = 2[rs — (r + )], 2(K,5) = 0

olarak bulunur.
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Herhangi bir yol, yildiz veya aga¢ graflarinin 2 degismezinin —2 sayisina esit olduguna

dikkat ediniz. Bu esitlikler biitiin baglantili devirsiz graflar i¢in gegerlidir.

Bir G grafinin kenarlar ile sinirli olan kapali bolgelerin (yiizlerin) sayisi r olsun. Graf
teoride, topolojinin aksine, calisilan grafin disindaki sonsuz bolge bir yiiz olarak
sayllmamaktadir. Bir kapali bolgenin n > 3 iken bir n-devir, n = 1 iken bir dongii ya da

n = 2 iken de coklu kenarlar ile sinirlandirilabildigini biliyoruz. Bu bolgelerin sayisi

4.1.6 Teoreminde verilmistir:

4.1.6. Teorem. D = {1(“1), 2(az) 3(as) ... ,A(aﬂ)} olsun. Eger D, baglantil1 diizlemsel bir

G grafi olarak cizilebiliyorsa, bu durumda r ile gdsterilen kapali bolgelerin sayisi

_9©)

1
> +

ile bulunur (Delen ve Cangiil, 2018).

Burada genellikle baglantisiz graflarla calisilacagindan, Bir G grafinin 2 omega
degismezi “G grafinin bilesenlerinden olusan kiime tizerinde toplamsaldir” ifadesiyle es

deger olan 4.1.7 Teoremindeki gibi yararl bir sonuca ihtiyag vardir.

4.1.7. Teorem. G4, G,, -+, G, gibi c tane bilesene sahip bir baglantisiz G grafi i¢in
c
26 = ) 0@
i=1

ile ifade edilir (Delen ve Cangiil, 2018).

4.1.6 Teoremi baglantisiz graflara genellestirilirse 4.1.8 Sonucu elde edilir:
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4.1.8. Sonug. D = {1(a),2(a2) 3(a3) ... A@)} kiimesi, ¢ tane birlesime sahip bir G

grafinin temsilcisi olsun. G grafinin r ile gdsterilen yiiz sayisi

(G
rz%-i-c

ile bulunur.

r = 0 oldugundan 4.1.9 Sonucuna ulagilir:

4.1.9. Sonug. Her bir G grafi i¢in, ¢ > —@ oldugundan denk olarak ¢ = n —m olur

(Delen ve Cangiil, 2018).

Euler karakteristigi y ile omega degismezi {2 arasinda 4.1.10 Yardimci Teoremindeki gibi

bir baglant1 vardir:

4.1.10. Yardimcr Teorem. Herhangi bir G grafi i¢in, 2(G) = Z(r — )((G)) elde edilir
(Delen ve Cangiil, 2018).

4.1.11. Teorem. D = {1(@0,2(a2) 3(a3) ... ‘Ala)} ve (D) > 0 olsun. Eger D baglantili
bir G grafi olarak cizilebilirse bu G grafi igin | dongii sayisi, ch kiris sayist ve e, ¢oklu

kenar sayis1 iken

(G
%=l+ch+em

bagintis1 gergeklenir (Delen ve Cangiil, 2018).

4.1.10 Yardimci Teoremi ve 4.1.11 Teoreminden G grafi i¢in r kapali bolgelerin sayisi, [

dongii sayisi, ch kiris sayist ve e,, ¢coklu kenar sayisi iken 4.1.12 Sonucu elde edilir:
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4.1.12. Sonug. 2(G) = 0 ise D’nin bir G baglantili temsilcisinin Euler karakteristigi,

x(D)=r—1l—ch—e,

ile gosterilir.

Bazen kapal1 bolgelerin sayisini tek tek saymak kolay degildir. Ornegin Sekil 4.3 teki
grafta kapali bolgeler ortiistiiglinden bu kapali bolgeleri saymak kolay bir ig degildir.

Sekil 4.3. Ortiisen kapali bolgeli graf

Sekil 4.3’te ¢oklu kenar ya da bir dongii yoktur. Bu yilizden kirisleri saymaya ihtiyac
vardir. Bunlardan dort tanesi, bes tane kapali bolge oldugunu gercekler. Sekil 4.4, aym
grafin bir baska ¢izimini gdsterir ve gercekten de bes tane ortiismeyen kapali bolge oldugu

bellidir.

Sekil 4.4. Sekil 4.3 teki grafin ortlismeyen kapal1 bolgeli ¢izimi
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Baska bir 6rnek icin Sekil 4.5’¢ bakiniz.

Sekil 4.5. Bir baglantili graf

Bes kiris ve her biri iki kapali bolge ile baglantili ii¢ kesik kdse vardir. 5 + 3 = 8’¢ bir
eklemek, kapali bolgelerin sayist olan 9’u verir. 2(G) = 16 oldugundan, r = @ +1

iken, kapal1 bolgelerin sayis1 r = % + 1 = 9 olarak bulunur.

4.1.13 Sonucu {1, m ve n arasinda ilging bir baglant1 oldugunu gdsterir:

4.1.13. Sonug. G, bir baglantili graf olsun. Eger k > —1 sartin1 saglayan bir k tamsayisi
icin, 2(G) = 2k oluyorsa m = n + k olur (Delen ve Cangiil, 2018).

Genellikle sadece bir kapal1 bolgesi olan tek-devirli graflarla calisacagiz ki bu graflar ya
en az li¢ kenara sahip bir devir, ya ¢oklu kenarlarin bir pargasi olan bir devir ya da bir
dongiilii bir devirdir. 4.1.6 Teoreminden tiim tek-devirli gaflar icin 2 = 0 oldugu
biliniyor. Buradan 4.1.14 Sonucuna direkt olarak ulagilir:

4.1.14. Sonug. G, bir baglantili graf olsun. Eger 2(G) = 0 ise m = n olur.

Benzer sekilde iki devire sahip bir baglantili graf icin m = n + 1 bagintis1 ve {i¢ devire

sahip bir baglantili graf i¢in m = n + 2 bagmtis1 vardir.
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4.1.15. Yardimei Teorem. G, m > n = 3 sartin1 saglayan bir graf olsun. G, en az bir tane

coklu kenara ya da dongiiye sahiptir (Delen ve Cangiil, 2018).

4.1.16. Teorem. D = {1(@),2(a2) 3(as) ... A@I} olmak iizere bir D derece dizisi, c
bilesenli, [ dongiilii, ch kirisli ve e,, ¢oklu kenarli bir G grafi gibi temsil edilebilir. Bu G

grafinda en biiyiik devirli kenar sayist n, olsun. Eger 2(G) > 0 ise

2(6)
T=ch+l+em=m—a1—nc

olur (Delen ve Cangiil, 2018).

4.1.16 Teoreminden 4.1.17 Sonucu elde edilir. Bu sonu¢ 2(D) = 0 iken oldukca

yararlidir:

4.1.17. Sonug. Eger 2(D) = 0 ise D’nin herhangi bir temsilcisinin bir kirisi, dongiisii ya

da ¢oklu kenarlar1 yoktur.

incelenebilir. Delen ve Cangiil, (2019, s. 161-171) yayimladiklar1 bir makalede bu
problemi, 2(D) < —4, 2(D) = —2 ve 2(D) = 0 olmak tizere ii¢ durumda incelemistir.

En biiyiik dongili sayisi, bir D derece dizisinin ¢izimlerinin ii¢ farkli alt ailesinde
hesaplanmistir. Bu alt aileler, tiim ¢izimler, tanimlanacak olan tiim temel ¢izimler ve tiim

baglantili ¢izimlerdir.
Verilen bir derece dizisinin ne kadar farkli ¢izimlerinin oldugunu anlamak igin alinan bir

D ={1®,5M 61 7 9@} derece dizisi incelenebilir. Burada 2(D) = 18 olarak

bulunur. Sekil 4.6’daki graflar D’nin olabilecek tiim olas1 ¢izimlerinden bazilaridir.
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W Bk

Sekil 4.6. Ayn1 derece dizisinin bes farkli gosterimi

[k olarak 2(D) = 0 olsun. q bir dogal say1 olmak iizere, tek bir noktaya q tane déngii
eklenerek elde edilen bir graf L, ile gosterilir. Sekil 4.7°de bu graflardan ilk birkac1

gosterilmistir.
° O Y C%D
Lo Ly L, L; L,

Sekil 4.7. Bazi L, graflar
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r ve s birer dogal say1 olmak iizere, bir kenarin bir ucuna r tane dongii, diger ucuna s
tane dongii ekleyerek elde edilen bir graf B, ¢ ile gosterilir. Sekil 4.8’de ilk birka¢ B,

grafi gosterilmistir.

® ® O ® 0 A ®
Byo Bo1 Bi1 By B4, B, B3

Sekil 4.8. Baz1 B, ; graflari

Bu iki graf sinifi araciligiyla 4.1.18 Teoremi elde edilir:

4.1.18. Teorem. D = {1(a0),2(a2) 3(as) ... Alas)} geklinde verilen bir D derece dizisi
cizilebilir (realizable) olsun. Bu durumda D’nin herhangi bir G grafi olarak ¢iziminin

(realization) sahip olabilecegi en fazla bilesen sayis1

1
Cmax = Z ai"’EZ a;

dicift d; tek

esitligi ile bulunur (Delen ve Cangiil, 2019).
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Sekil 4.9. D’nin baglantil bir ¢izimi

4.1.19. Ornek. D = {1®,2® 4@ 5@} pir derece dizisi olsun. Burada (D) = 6
olarak bulunur. Sekil 4.9°da gériildiigli gibi D’nin baglantili devirli bir ¢izimi vardir

(Delen ve Cangiil, 2019, s. 161-171).

4.1.19 Ornegindeki D nin baglantili ve baglantili olmayan birkag temsili vardir. 4.1.18
Teoremi yardimiyla, bu bilesenlerin c,,,, ile gosterilen en biiyiik sayisi, Sekil 4.10’da

gosterilen bir D graf temsili igin

a; +as+as
Cmax=f+a2+a4

olarak bulunur.
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Sekil 4.10. D’nin en fazla bilesene sahip bir ¢izimi

Graflarin temel bigimi kavrami, 2(D) > 0, 2(D) < —4 ve 2(D) = —2 gibi li¢ durumda
tanimlanmistir. Bu temsiller sirasiyla D’nin temel devirli temsili, D’nin temel devirsiz
temsili ve D’nin temel karisik temsili olarak adlandirilir (Delen ve Cangiil, 2019). Bu
temsiller D = {1(‘11), 2(az) 3(as) ---,A(aﬂ)} olmak tizere 4.1.20 Tanim, 4.1.21 Tanim ve

4.1.22 Tanimlarinda verilmistir.

4.1.20. Tamm. Eger 2(D) > 0 ise, boylece a, + a3 + a, + as + -+ + a, uzunluklu bir
devire, dongtilere, kiriglere ve a; pendant kenara sahip bir baglantili temsile, D 'nin bir

devirli temel temsili denir (Delen ve Cangiil, 2019).

4.1.21. Tamm. Eger Q(D) = —2 ise, boylece uygun sekilde yerlestirilmis pendant
kenarlar ile birlikte a, + a; + a4 + ag + -+ + a, + 2 uzunluklu bir yol grafindan olusan
bir tirt1l agacina (caterpillar tree) D ’nin bir devirsiz temsili denir (Delen ve Cangiil,
2019).

4.1.22. Tanim. Eger 2(D) < —4 ise, boylece D’nin bazi dongiiler, pendant kenarlar ve
ayrica bazi K,’ler, ki bunlarin sayisi, 1'den daha biiyiik olan tek dereceli koselerin
sayisina esittir, ile birlikte a, + az + a4+ as + -+ a, uzunluklu bir devirin
olusturdugu bir ana bilesenden olusan bir temsiline D 'nin bir karisik temsili denir (Delen
ve Cangiil, 2019).
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4.2. Hecke Gruplarinin Normal Altgruplari

Tezin ana sonuglarini i¢eren kismi olan bu alt boliimde H (lq) Hecke gruplarinin normal
alt gruplari, Jones ve Singerman (1978) tarafindan tanimlanan doniisiimden yararlanarak
cinsi 2 < g < 101 olan diizgiin figiirler yardimiyla belirlenmistir. Ayrica 2(G) omega
degismezi kullanilarak Hecke gruplarimin normal alt gruplarinin ranki ile ilgili g¢esitli
parametreler elde edilmis ve bu parametreler yardimiyla da ranklar hesaplanmistir. Elde
edilen serbest ve serbest olmayan normal alt gruplar boliim sonunda tablolar halinde
verilmistir. Kullanilan kavramlar ve teoremler ile ilgili detayl bilgi i¢in (Hecke, 1936),
(Cangiil, 1993), (Coxeter ve Moser, 1957), (Conder, 2006), (Conder ve Dobcsanyi, 2001),
(Delen ve Cangiil, 2018), (Delen ve Cangiil, 2019), (Conder, 2011), (Jones ve Singerman,
1978), (Demirci ve ark., 2021) kaynaklarina bakilabilir.

Jones ve Singerman (1978) tarafindan belirlenen H (Aq) Hecke gruplarinin belirli tiggen
gruplarin normal alt gruplari ile diizgiin figiirler arasindaki bire bir doniisiim su sekildedir:

q’yu bolen her m € N igin,
6:H(,) = (2,q,0) - (2,mn) = H(A,)/N

2-devirli R tireteci, m-devirli S tireteci ve n-devirli T = R - S iireteci olan bir epimorfizm
elde ederiz. Eger |G| = pise R iiretecindeki devir sayisi p / 2, S iiretecindeki devir sayisi
u/m ve T iretecindeki devir sayist pu/n olur. H(/lq)/N boliim grubuna ait olan R
tiretecindeki her bir devir, N normal alt grubuna denk olan diizgiin figlirdeki kenara denk
oldugundan e = p / 2 olur. Benzer sekilde S iiretecindeki her bir devir, N normal alt
grubuna denk olan diizgiin figiirdeki yiize denk oldugundan f = p / m ve son olarak T
tiretecindeki her bir devir, N normal alt grubuna denk olan diizgiin figiirdeki koseye denk

oldugundan v = p / n olur. Buradan
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elde edilir. g sayis1, N normal alt grubuna denk olan diizgiin figiiriin iizerinde hareket

ettigi yiizeyin cinsidir ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak bulunabilir.
4.2.1. Teorem. Eger H(4,)’nun bir normal alt grubu
N = (g; d?, oo(”))

ise bu normal alt grup
f
N = F1+€—f * H Cd
i=1

ile elde edilir (Demirci ve Ark., 2021).
Ispat: N normal alt grubunun serbest kismi igin rank r(N) = 2g + v — 1 esitligi ile
tanimlidir (Cangiil, 1993). Cinsi g ile gosterilen yonlendirilebilir yiizey {izerindeki bir
graf icin v kose sayisini, e kenar sayisini, f yiiz sayisimi gostermek tizere Euler
karakteristigi v — e + f = 2 — 2g esitligi ile gosterilir (bkz. 1.36 Tanim). Buradan
r(N)=2g+v—-1
=2—-v+e—f+v-—-1

=e—f+1

esitligine ulasilir. Son olarak, her bir d = q /m sayisi igin, serbest ¢arpimda d

uzunluguna sahip f tane C, deviri elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Ozbek (2022), 4.2.1 Teoreminden yararlanarak 4.2.2 Sonucunu, 4.2.3 Sonucunu, 4.2.4

Sonucunu ve 4.2.5 Sonucunu elde etmistir:
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4.2.2. Sonug. Eger H(2,) Hecke grubunun bir normal alt grubu N = (g; d¥?, 0®) ise

m = q / d iken N normal alt grubu

olarak bulunur (Ozbek, 2022). Ispat, 4.2.1 Teoreminde e = p / 2 ve f = p / m yazilarak

tamamlanir.

4.2.3. Sonug. N = (0; d(f),oo(”)) simgesi ile gosterilen H(/lq) Hecke grubunun kiire

yiizeyi lizerindeki bir N normal alt grubunun ranki
r(N)=v—-1
esitligi ile bulunur (Ozbek, 2022).

4.2.4. Sonug. N = (1; d(f),oo(”)) simgesi ile gosterilen H(/lq) Hecke grubunun tor

yiizeyi lizerindeki bir N normal alt grubunun ranki1
r(N)=v+1
esitligi ile bulunur (Ozbek, 2022).

4.2.5. Sonu¢. N = (Z;d(f),oo(”)) simgesi ile gosterilen H(/lq) Hecke grubunun iki

delikli tor tizerindeki bir N normal alt grubunun ranki
r(N)=v+3

esitligi ile bulunur (Ozbek, 2022).
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Delen ve Cangiil (2018) tarafindan yeni bir topolojik graf degismezi tanimlanmis ve
Ozellikleri verilmistir. Bu yeni topolojik graf degismezi, omega degismezi olarak
adlandirtlir ve Q ile gosterilir (bkz. 4.1.2 Tanim). Ayrintili bilgi i¢in (Delen ve Cangiil,
2018), (Delen ve Cangiil, 2019), (Delen ve ark., 2019) ve (Sanli ve ark., 2020)
kaynaklarina bakilabilir. Herhangi bir G grafinin Q ile gosterilen omega degismezi,
Q(G) = 2(e — v) esitligi ile tanimlidir (bkz. 4.1.3 Tanim). Bir diizgiin figiir de bir graf
oldugundan bu esitlik diizgiin figiirler i¢in de kullanilabilir. Bu yolla 4.2.6 Teoremi elde

edilir:

4.2.6. Teorem. Bir G diizgiin figiirii igin y(G), G diizgiin figiiriintin Euler karakteristigini

gostermek lizere, G diizgiin figiirlinlin f ile gdsterilen yiiz sayisi

Q6)

f=T+)((G)

esitligi ile bulunur (Demirci ve Ark., 2021).

Ispat. Q(G) = 2(e — v) oldugu biliniyor (Delen ve Cangiil, 2018). Euler karakteristigi

v—et+f=2-2g

oldugundan

Q6) = 2(f -2+ 29)

elde edilir. Boylece

f=@+2—2g

sonucuna ulagilir. y(G) = 2 — 2g oldugu goz oniine alinirsa ispat tamamlanir.
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4.2.6 Teoreminden 4.2.7 Sonucu elde edilir:

4.2.7. Sonug. H(Aq) Hecke grubunun N ile gosterilen bir normal alt grubunun ranki, bir

G diizgiin figiiriiniin kose sayis1 v iken,
r(N) =1+v—yx(G)
esitligi ile bulunur (Demirci ve Ark., 2021).

Ispat. 4.2.1 Teoreminden r(N) = e — f + 1 oldugu biliniyor. 4.2.6 Teoremi ve 4.1.3

Tanimindan
r(N)=1+e— (@ +)((G)>
=1+e—(e—v+x(®)
=1+v—x(6)
elde edilir.

4.2.8 Teoremi oldukga kullanighidir ve f, q, g Ve v arasinda bir bagint1 olusturur:

4.2.8. Teorem. H(2,) nun bir normal alt grubu N = (g; d9, @) olsun. _;z say1st,

9 2
her q i¢in sabittir. Dahasi
f

I. N, serbest bir normal alt grup ise parpke ﬁ esitligi saglanir.
2

f
g—1+

ii. N, serbest olmayan normal bir alt grup ise 5 = % esitligi saglanir.
2 d
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Ispat. N serbest normal alt grubu icin ispat su sekildedir: |G| = u = 2e = fq oldugu
biliniyor. Esitligin her iki yanindan 2v + 2f sayisi ¢ikarilirsa

2e —=2v—=2f = fq —2v - 2f

esitligi elde edilir. Euler karakteristiginin 6zelligi kullanilarak f(q — 2) = 2v — 4 + 4g

. ; . 4
bulunur. Ifade diizenlenirse g_]; 77 = o, sonucuna ulasilir.
2

N, serbest olmayan normal alt grubu i¢in |G| = u = 2e = fq esitliginde g yerine %

f 4 .. .
aliarak —— ;7 = 7, sonucuna ulasilir. Boylece ispat tamamlanur.
9-13 T

’1 5 oraninin her g igin sabit ve N’nin serbest bir alt grup olup

2

4.2.8 Teoreminden

olmamasina gore ﬁ ya da fz oranina esit oldugu goriiliir. Ozbek (2022) tarafindan K,
d

olarak adlandirilan bu oran, N serbest bir alt grup iken

K = 4
q — q-— 2
ve N, serbest olmayan bir alt grup iken
K 4
T q_
d 2

olarak bulunur.

K, sabiti, (N) ile gosterilen N normal alt grubunun ranki ve f cinsinden ifade edilebilir

ve bu ifade 4.2.9 Sonucunda verilmistir:
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4.2.9. Sonu¢. K, = r(IZV—])C—l

ispat.7(N) = 2g + v — 1 (Cangiil, 1993) ve 4.2.8 Teoreminden K,, = ﬁ oldugu icin
2

__ 2
(N -1

elde edilir.

K, sayis1 e ile gosterilen kenar sayisi ve f ile gosterilen yiiz sayis1 cinsinden ifade

edilebilir ve bu ifade 4.2.10 Sonucunda verilmistir:

4.2.10. Sonug¢. K, = :—ff

Ispat. 4.2.9 Sonucundan ve 4.2.1 Teoreminden

__ %
Kq_r(N)—l
_ 2f
S 14+e—f-1
__%
airer:

elde edilir.
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H(2,) Hecke grubunun bir N normal alt grubunun r(N) ile gosterilen ranki, f ile
gosterilen yiiz sayis1 ve g cinsinden ifade edilebilir ve bu ifade 4.2.11 Teoreminde

verilmistir:

4.2.11. Teorem. H(Aq) Hecke grubunun bir N normal alt grubunun r(N) ile gosterilen

ranki

i. N, serbest bir alt grup ise r(N) = @ + 1 esitligi ile bulunur.

ii. N, serbest olmayan bir alt grup ise r(N) = % + 1 esitligi ile bulunur.

Ispat. Serbest bir N normal alt grubu icin ispat su sekildedir:

4.2.9 Sonucundan bir N normal alt grubu igin

r(N) =1+ szq
oldugu biliniyor. Buradan
r(N) =1+ %
q-2
4L (qz— 2)

elde edilir.

Serbest olmayan bir N normal alt grubu i¢in yukaridaki esitlikte g yerine % alinarak ispat

yapilabilir.
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Conder ve Dobcsanyi (2001), g sayisi yiizeyin cinsini gostermek iizere, g = 2 sartini
saglayan yansima oOzelligine sahip yonlendirilebilir figilirler i¢cin bes farkli sinif elde
etmistir. Bu siniflandirma neticesinde {m, n} ikilisindeki m ve n i¢in en biiyiik degerler

tespit edilebilir. Bu siniflandirma 4.2.12 Sonucu ile verilmistir:

4.2.12. Sonug. g sayis1 ylizeyin cinsini gostermek iizere, g > 2 sartini saglayan yansima
Ozelligine sahip yonlendirilebilir figiirler i¢in bes farkli sinif vardir. Bu siniflar sirasiyla

su sekildedir:

1) {4g,4g} tipindeki bir tane kése ve 2g tane kenara sahip, tek bir yiizii olan figiirler.

Bu tipteki figiirlerin otomorfizm grubu, mertebesi 4g olan D, dihedral grubudur.

2) {2g + 1,4g + 2} tipindeki bir tane kose ve 2g + 1 tane kenara sahip, iki tane
yiizii olan figiirler.
Bu tipteki figiirlerin otomorfizm grubu, mertebesi 8g + 4 olan D,., dihedral

grubudur.

3) {2g + 2,2g + 2} tipindeki iki tane kose ve 2g + 2 tane kenara sahip, iki tane ylizii
olan figtirler.

Bu tipteki figiirlerin otomorfizm grubu, mertebesi 8g + 8 olan D, ., * C, direkt

carpim grubudur.

4) {4,4g} tipindeki iki tane kose ve 4g tane kenara sahip, 2g tane yiizii olan figiirler.

Bu tipteki figiirlerin otomorfizm grubu 16g mertebelidir.

5) {4,2g + 2} tipindeki dort tane kose ve 4g + 4 tane kenara sahip, 2g + 2 tane
yiizii olan figtirler.
Bu tipteki figiirlerin otomorfizm grubu, 16g + 16 mertebelidir (Conder ve
Dobcsanyi, 2001).
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Bu siniflandirma neticesinde H (Aq) Hecke gruplarinin normal alt gruplarina denk gelen
yansima Ozelligine sahip, yonlendirilebilir olan {m, n} tipindeki figiirler i¢in m veya n
sayilari en fazla 4g + 2 degerini alabilir. Elde edilen bu iist limit, Hecke grubunun normal
alt gruplarim tespit ederken calisilan degerleri kisitlayarak bize kolaylik sagladigindan
oldukca faydalidir.

Bu smiflandirma g > 2 sartin1 saglayan yansima Ozelligine sahip yonlendirilebilir
figiirler igindir. 0 < g < 2 sart1 igin bahse konu olan {m, n} tipindeki bu figiirler, kiire ve

tor yiizeyi lizerindedir. Su halde m veya n’nin aldig1 degerler cok daha genis araliktadir.

g =0i¢in H (Aq) Hecke grubunun bdliim grubu kiire ylizeyi iizerinde hareket ettiginden,
ilk olarak H(2,) Hecke grubunu H(4,)/N = D, = (2,2,n) iizerine resmeden bir @
epimorfizmi i¢in bu @’nin ¢ekirdegi olarak adlandirilan ve N normal alt grubuna denk
olan {2,n} tipindeki bir diizgiin figir elde edilir. Burada n sayisi igin herhangi bir

kisitlama olmadigindan, n sayisi istenildigi kadar biiyiik segilebilir.

Ikinci olarak H(Aq) Hecke grubunu H(/lq)/N = D, = (2,n,2) lzerine resmeden bir ¢
homomorfizmi n|q iken mevcut oldugundan elde edilen N normal alt grubu, {n, 2}
tipindeki bir diizgiin figiir olur. Burada da n sayist i¢in herhangi bir kisitlama
olmadigindan, bu say istenildigi kadar biiyiik segilebilir. Ozetle kiire yiizeyi iizerinde
hareket eden {m, n} tipindeki bir diizgilin figiir igin m veya n sayilarini kisitlayici bir {ist

sinir yoktur. Bu sayilar, en kiiciik deger olarak 1 sayisini alabilir.

g=1icin H (Aq) Hecke grubunun boliim grubu tor ylizeyi ilizerinde hareket ettiginden,
H(2,) Hecke grubunu sadece (2,3,6), (2,6,3) ve (2,4,4) iizerine resmedebilen bir &
homomorfizmi vardir. Dolayistyla bu @ homomorfizminin ¢ekirdegi olarak adlandirilan
ve N normal alt grubuna denk olan {3,6}, {6,3} ve {4,4} tipindeki diizgiin figiirler elde
edilir. Bu durumda m veya n sayilarimin en kiigiik degeri 3, en biiyiik degeri 6 olarak

bulunur.
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Simdi bu boliimde ispat ettigimiz teoremler, buldugumuz sonuglar yoluyla H (Aq) Hecke
gruplarmin normal alt gruplarmi hesaplayabiliriz. Ornek olarak g = 12 i¢in normal alt
gruplar1 bulalim. Conder ve Dobcsanyi (2001) tarafindan yayimlanan makaleden g = 12
icin diizgiin figiirler dualleri ile birlikte {4,15}, {4,26}, {4,48}, {5,10}, {6,14}, {8,10},
{10,5}, {10,8}, {10,30}, {14,6}, {14,28}, {15,4}, {15,15}, {25,50}, {26,4}, {26,26},
{28,14}, {30,103}, {48,4}, {48,48} ve {50,25}’tir. Jones ve Singerman (1978) tarafindan
belirlenen H (/’lq) Hecke gruplariin belirli iggen gruplarin normal alt gruplari ile diizgiin
figiirler arasindaki bire bir doniistimii kullanalim. Bahsetti§imiz doniisiim su sekildedir:

q’yu bolen her m € N igin,
6:H(,) - (2,mmn) =H(1,)/N

olacak sekilde N normal alt grubu vardir. Bu grubun simgesi, f diizgiin figiiriin yiiz
) . . . q () )
sayisini, e kenar sayisini Ve v ise kose sayisini gostermek lizere N = (g -, )

seklindedir. $imdi g = 12 i¢in H(2,) Hecke grubunun normal alt gruplarmi g > 3
degerleri i¢in hesaplayalim. Burada q sayis1 1.44 Tanimindan (Hecke grubu) en kiigiik 3
olur. g sayisinin en biiyiik degeri ise 4.2.12 Sonucu geregi diizgiin figiiriin cinsi g’ye gore
en fazla 4g + 2 olacagindan g = 12 i¢in 4 - 12 4+ 2 = 50 olur. ¢ = 3 i¢in m|3 sartim
saglayan {m, n} degerlerine bakalim. g = 12 igin m = 3 veya n = 3 olacak sekilde bir
diizgiin figilir olmadigindan q = 3 i¢in bir normal alt grup yoktur. ¢ = 4 i¢in m|4 sartini
saglayan {m,n} degerlerine bakalim. g = 12 i¢in m = 4 veya n = 4 olacak sekilde
diizgiin figirler {4,15}, {4,26} ve {4,48} dir. Dolayistyla N normal alt gruplar1 vardir.
{4,15} diizgiin figiiriiniin kGse sayis1 8, kenar sayis1 60 ve yiiz sayist 30 oldugundan

. : (30)
normal alt grubun simgesi N = (g;%(f),oo(”)) = (12;% ,oo(S)) = (12; 1649, 00®)

olur. 1G9 durumunu yazmaya gerek yoktur. Simge N = (12; 0®) sekline doniisiir.

Serbest grup olarak gosterimi ise 4.2.1 Teoremi geregi N = Fy . * l‘[f=1 C4 olmaldir.
Burada d = q / m’dir. Figiiriin kenar ve yiiz degerlerini yerine koyarsak normal alt

grubun simgesi N = Fg0-30 * [[324 C1/, = F3 olur. Burada C; devirli grubu asikardir.

Yazmaya gerek yoktur. Ayni islemleri {4,26} ve {4,48} diizgiin figiirleri igin yaparak
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serbest normal alt gruplarin simgelerini sirasiyla F,, ve F,c buluruz. g =5 igin m|5

sartin1 saglayan diizgiin figiir {5,10} dur. Bu diizgiin figiiriin kdse sayis1 11, kenar sayisi
55 ve yiiz sayist 22 oldugundan figiiriin mertebesi (g) = e esitligi ile (g) = 55 olur.

Buradan p = 110 bulunur. Dolayisiyla N normal alt grubun simgesi 4.2.2 Sonucunda

degerler yerine yazilarak

22

f
N = F1+("21—T_nz)-u * D Cd = F1+(51_—02).110 * 1_[ C1

i=1

bulunur. islemler yapilarak normal alt grubun simgesi igin N = Fs, * [[%2, C; = F3, elde
edilir. ¢ = 6 i¢in m|6 sartin1 saglayan diizgiin figiir {6,14} tiir. Bu diizgiin figiiriin kose
sayist 6, kenar sayisi1 42 ve yiiz sayist 14 oldugundan 4.2.11 Teoremi geregi normal alt

14+(6-2)
2

_ f(@q-2)

grubun ranki r(N) = —— t 1 formiilii ile bulunur. Buradan rank, r(N) = +1

olur. Sonug olarak r(N) = 29 bulunur. Normal alt grubun simgesi N = F,o olarak
bulunur. g = 7 i¢in m|7 sartin1 saglayan bir diizgiin figiir olmadigindan q = 7 i¢in bir
normal alt grup yoktur. g = 8 igin m|8 sartin1 saglayan diizgiin figiirler {4,15}, {4,26},
{4,483} ve {8,10} dur. {4,15} figiirii i¢in m|8 sart1 saglanir. {4,15} diizgiin figiiriiniin kose
sayist 8, kenar sayis1 60 ve yiiz sayist 30 oldugundan normal alt grubun simgesi 4.2.1
Teoremi geregi N = Fyo f*[1/_, Cq = Fire0-30 * [13% C4 olmalidir. Burada 4|8
oldugundan her bir d = 8 / 4 = 2 igin, serbest ¢carpimdaki sayist 30 olan 2 uzunlugunda
bir C, devir elde edilir. Bulunan N alt grubu, N = F;¢0-30 * [[72, Cs), = Fay 3% ¢,

seklinde serbest olmayan bir normal alt gruptur. {4,26} diizgiin figiiriiniin kése sayisi 4,

kenar sayis1 52 ve yiiz sayis1 26 oldugundan 4.2.11 Teoremi geregi N, serbest olmayan

f(q—2d)

—5 11 esitligi ile bulunur. d =8/4 =2

normal alt grubu i¢in rank r(N) =

26:(8-2-2)
22

oldugundan degerler esitlikte yerine yazilirsa r(N) = + 1 = 27 bulunur.

Dolaystyla serbest olmayan normal alt grup F,, * [2¢, C, olarak bulunur. {4,48} diizgiin

figliriniin kose sayis1 2, kenar sayis1 48 ve yiiz sayist 24 oldugundan 4.2.11 Teoremi

f(q—2d)

o T 1 esitligi ile bulunur.

geregi N, serbest olmayan alt grubunun ranki r(N) =
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d = 8 / 4 = 2 oldugundan degerler esitlikte yerine yazilirsa r(N) = % +1=25

bulunur. Dolayistyla serbest olmayan normal alt grup F,s * [12%, C, olur. {8,10} diizgiin

figlirtinlin kose sayisi 8, kenar sayis1 40, yiiz sayist 10 ve 8|8 oldugundan serbest normal
alt grup vardir ve bu grubun simgesi 4.2.1 Teoremi geregi N = Fy ,_f * ]_[{=1 Cq
olmalidir. Degerler formiilde yerine yazilirsa normal alt grup Fyy40-10 * [112, C1 = F31

olarak bulunur.

50’ye kadar olan q degerleri i¢in normal alt gruplar da benzer sekilde bulunur. g = 50
icin m|50 sartim1 saglayan diizgiin figirler {5,10}, {10,8}, {10,30} ve {25,50} dir.
Burada {5,10} diizgiin figliriiniin dual figiiri {10,5} figiirii ve {50,25} dual figiirti de
m|50 sartin1 saglar. {50,25} diizgiin figiirii i¢in 50|50 oldugundan bir serbest normal alt

grup vardir ve bu normal alt grubun ranki 4.2.11 Teoremi geregi r(N) = —f'(qz_z) +1

esitligi ile bulunur. {50,25} diizgiin figiirtiniin kdse sayis1 2, kenar sayisi 25 ve yiiz sayisi

1-(50-2)

+1=25
2

1 oldugundan bu degerler rank formiiliinde yerine yazilirsa r(N) =

bulunur. Bu serbest normal alt grubun simgesi de F,s olur. Diger diizgiin figiirler igin

Cq = Cq/m = 650/5 = C;0, Cs ve C, devirleri ile birlikte serbest olmayan normal alt

gruplar vardir. Bu normal alt gruplarin ranki 4.2.11 Teoremi geregi r(N) = —f'(qz;Zd) +1

esitligi ile bulunur. Degerler esitlikte yerine yazilip islemler yapildiginda {5,10}, {10,5},
{10,8}, {10,30} ve {25,50} diizgiin figilirlerinin ranklar1 sirasiyla 34,45, 33,25, 24
bulunur. Serbest olmayan normal alt gruplar da sirastyla Fzy * [122, C19, Fas * [112; Cs,
Fa3 % [15-1 Cs, Fas * [17-1 Cs, Faq * [1?-1 C, olarak bulunur. H(2,) Hecke gruplarmm
g =12 ve 3 < q <50 degerleri igin serbest ve serbest olmayan normal alt gruplari

Cizelge 4.3’te gosterilmistir.

Bu ¢alismada H (Aq) Hecke gruplarinin 2 < g < 101 ve g = 3,4,5,6,7,8,9,10 degerleri
icin serbest ve serbest olmayan alt gruplarinin simgeleri ve sayilar1 bulunmustur. Bu
sayilar Cizelge 4.7’ de verilmistir. Cizelge 4.7’ de $ isareti serbest normal alt grup sayisini,

# isareti ise serbest olmayan normal alt grup sayisin1 gostermektedir.
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H(/lq) Hecke gruplarinin 3 < g <16 ve 3 <q < 66 icin tim serbest normal alt
gruplarin simgeleri, 3 < g < 12 ve 3 < g < 50 icin tim serbest olmayan normal alt
gruplarin simgeleri bulunmustur. Cok sayida normal alt grup oldugundan hepsini teze
sigdirmak zordur. Bunlardan bir kismi tezde gizelgeler halinde gosterilmistir. Detaylar

i¢cin boliim sonundaki ¢izelgeler incelenebilir.

H(2,) Hecke gruplarnin 2 < g < 6 ve 3 < q < 26 degerleri igin serbest normal alt

gruplariin simgeleri Cizelge 4.1°de gosterilmistir.

H ()lq) Hecke gruplarinin 7 < g < 11 ve 3 < q < 46 degerleri igin serbest normal alt

gruplariin simgeleri Cizelge 4.2’ de gosterilmistir.

H ()lq) Hecke gruplarinin 2 < g <4 ve 3 < q <18 degerleri i¢in serbest olmayan

normal alt gruplarinin simgeleri Cizelge 4.4’te gosterilmistir.

H ()lq) Hecke gruplarmm 5< g <7 ve 3 <q < 30 degerleri i¢in serbest olmayan

normal alt gruplarinin simgeleri Cizelge 4.5’te gosterilmistir.

H ()lq) Hecke gruplarmin 8 < g < 10 ve 3 < q < 42 degerleri i¢in serbest olmayan

normal alt gruplarinin simgeleri Cizelge 4.6’da gosterilmistir.

H ()lq) Hecke grubunun q degerleri igin normal alt gruplari tespit edilirken bu normal alt
gruplara denk gelen cinsi g olan diizgiin figiirlerden yararlanildigindan uygun q degerleri

¢

i¢in o cinste diizgiin figiir yoksa bu durum ¢izelgelerde “- isareti ile gosterilmistir.

H ()lq) Hecke grubunun q degerleri igin normal alt gruplari tespit edilirken 4.12
Sonucundan dolay1 diizgiin figiiriin g ile gosterilen cinsine gore q sayisinin alabilecegi
deger aralig1 belli oldugundan bu aralik disindaki degerlerde normal alt grup yoktur. Bu

durum tabloda “*” isareti ile gosterilmistir.
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Cizelge 4.1. H(2,) Hecke grubunun 2 < g < 6 ve 3 < q < 26 degerleri i¢in serbest
normal alt gruplari

0 2 3 4 5 6
q
3 Fo Fa9, F17, Fy Fi3 F33,Fq Fz6
4 F7, Fs Fi3, Fo, Fy F31,Fi9,F11, | Fa1,F2s,F17, | F31,Fi9, Fys,
Fo Fi3, F1q Fi3
5 Fy - F37,Fiq Fs9, F25 Fie
6 Fo, Fs Fi7,Fy F3s, Fi3, Fo F33,Fi7, F1q Fy1, F17
7 - Fgq, Fg - - -
8 Fio, F7, Fy F37,Fi3, Fy : F73, F3s5, Fi3 Fig
9 - i} Fg : F29, Fis5
10 Fs i} Fi7,Fo Fyo Fe1, F21, Fi3
11 * - - Fio -
12 * F1,F11, Fe F31,Fiq Fo1, Fiq }
13 * - - - Fi,
14 * F; - - Fzs, Fi3
15 * * - Fi4 Fi4
16 * * Fis, Fyg - -
17 * * - - -
18 * * Fy - -
19 * * * - -
20 * * * Fio, F1o B
21 * * * - -
22 * * * Fiq -
23 * * * * -
24 * * * * Fy3,Fi5
25 * * * * _
26 * * * * Fi3
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Cizelge 4.2. H(2,) Hecke grubunun 7 < g < 11 ve 3 < q < 46 degerleri i¢in serbest
normal alt gruplari

g 7 8 9 10 11
q
3 Fgs, Fs Fsq F33 F73, Fss, F37, }
F31, Fag, F3s5
4 Fi7,Fys Fig, Fi7 Fg1,Fao, F33, | Fo1,Fss, Faz, | Fe1, Far, F31,
Fa5,F21, Fio F37,Fag, Fo3 F3s5, Fa3
Fq
5 - - Fy7, Fy9, F37 Fio9 -
6 Fig, F17,Fy5 Fa9, F31, F17 Fes, Fa1, F33 F3,F37, Fys Fg1, Fy1, F33
Fpq Fa3
7 Fig1, Fpq } : Fe1 }
8 } Fi27,Fi9 Fyo,F25,F19 | Fss,F28, Fie3 | Fe1,F37,F31
Fys
9 Fy, - - Fi27,F2 }
10 - Fys, Fi7 - - -
11 - - - - -
12 Fe1,F21 Fq Fg1, Fa1, F2q Fo1, Fae, F31, Fs1,Fz6
Fq
13 - - - - -
14 - - Fiq - -
15 Fi4 - B F79 B
16 F39, Fi5 - B B F29
17 - Fie - - -
13 ; F33,F17 ; Fy3, F2s )
19 - - Fig - -
20 ; Fig F37,Fi9 ; )
21 F>o } F2o F2o )
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Cizelge 4.2. H(2,) Hecke grubunun 7 < g < 11 ve 3 < q < 46 degerleri i¢in serbest
normal alt gruplar1 (devam)

g 7 8 9 10 11

!
22 - - B Fy1,F2 B
23 B B B B F22
24 - Fa3 Fa3 Fe7,Fa3 Fys, F3
25 - - - - -
26 - - - - -
27 - - - - -
28 F27, F14_ = - - -
29 - - - - -
30 Fis - B Fa9 B
31 * - - - -
32 * F31,Fie - B B
33 * B B B F3,
34 * F17 = = =
35 * * - - _
36 * * F35, Fig - B
37 * * - - ;
38 * * F19 = -
39 * * * - -
40 * * * F39, F39 B
41 * * * - -
42 * * * F21 _
43 * * * * -
44 * * * * Fy3, F2z
45 * * * * _
46 * * * * F23
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Cizelge 4.3. H(2,) Hecke grubunun g = 12 ve 3 < q < 50 degerleri igin $: serbest ve
#: serbest olmayan normal alt gruplari

q $ #
3 - -
4 F31,F37, Fys -
5 F3y -
6 Fyq -
7 - -
8 F3q F31 % [132) Co, oy * [1281 €y, Fos + [172, C;
9 - -
10 Fy5, F33, F2s F3q * T132, C,
11 - -
12 ) Fyy * [1321 C3, Fay * T1721 G5, Fas * [121 G5, Fao * [132, G
13 - -
14 F37, F3s5 -
15 Fs3, I27 F34 * [172, G5
16 } F31 % I1321 Ca, Fay * T181 Ca, Fas * T1721 Ca, Faq + I1321
17 - -
18 ) Fyo #1321 C5
19 - -
20 } F31 % [1321 Cs, Fay * I1781 Cs, Fas * [1721 Cs, Faa * T1721 Ca,
Fys % 1124 Co, Fs3 ¥ T15=1 G, Fas * T1521 G,
21 - -
22 - -
23 - -
24 - F31 * [132) Co, Fay * T1781 Co , Fas * [1721 Co , Fao * ITi24 Ca
25 Fy4 F3s * [172, Cs
26 Fy9, Fy5 -
27 - -

64



Cizelge 4.3. H(2,) Hecke grubunun g = 12 ve 3 < q < 50 degerleri igin $: serbest ve
#: serbest olmayan normal alt gruplari (devam)

q $ #
28 Fyy F3 * [132, C7, Foy * T1781 C7, Fos * T1721 C7, F37 * 1521 G,
Fps * [1i=1 G2
29 - -
30 Fyq Fyq % [122, Co, Fys * [1121 C3, Fa3 * [1521 C3, Fas * [15-1 Cs,
Fgg * Hi8=1 Cy, Fyy * H;}=1 C,
31 - -
32 - F3q % Hi321 Cg, Fy7 * Hi2=61 Cg, Fy5 * Hiziﬁ Cg, F3q * Hilg1 Cy
33 - -
34 - -
35 - F3y * Hi231 C;
36 - F3q * l_[i321 Co,Fp7 * Hi2=61 Co, Fy5 * Hizi1 Co, Fpq * Hili1 Ce
37 - -
38 - -
39 - -
40 - F3q * Hi321 Cio,F27 * Hi2=61 Cio,F2s5 * Hi2§1 Cio,F34 * Hizfl Cs,
F3q Hi121 Cs Fys * Hi1=11 Cy, F33 * H?=1 Cy, Fys * H?=1 Cy
41 - -
42 - Fpo % [1i21 C7, F37 % [1§=1 C3, Fas * [1i=1 Cs
43 - -
44 ) F31 % I1321 Ci1 ) Fay # T1721 Cuy, Fos * 1521 Ciy
45 - Fz4 * [172, C, Fs3 * [1§=1 C3, Fay * [1}=1 Cs
46 - -
47 - -
48 Fu7, Foy F3q % Hl’3£1 Ciz, Fo7 * Hi2=61 Ciz, Fos5 * Hiz;}1 Ciz, Fag * Hil;}1 Cs,
F3q % Hi121 Ce
49 - -
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Cizelge 4.3. H(2,) Hecke grubunun g = 12 ve 3 < q < 50 degerleri igin $: serbest ve

#: serbest olmayan normal alt gruplari (devam)

q $ #

S0 Fys Fay * [172, Cio, Fys * [1321 Cs, Fa3 * 13- Cs, Fa5 * [15=1 Cs,
Foy * Hi2=1 C,

Cizelge 4.4. H(2,) Hecke grubunun 2 < g < 4 ve 3 < q < 18 degerleri igin serbest

olmayan normal alt gruplar1

Fy * H%21 C

g 2 3 4

q

3 - - -

4 - - _

5 - - -

6 Fo * Hi121 G, Fyg * Hi521 Gy Fig % Hi331 C2, Fiz * H%ﬁl G,

7 - -

8 F7 = H?=1 Cy, Fig * l_[11=21 Cy, Fy * H?=1 Cy,
Fg = H?=1 G, F; * Hi6=1 C;

F3q * H?& Cy,Fig * Hi131 Cs,,
Fyq = Hilgl Cy, Fo H?=1 C;

9 Fy * Hi121 Cs Fpq * H§=61 Cs, Fi7 % H?£1 Cs,
Fg * Hi1=61 Cs3

Fi3 = H12;}1 Cs

10 F4- * l_[i2=1 CZ -

F3; % Hizgl Cy, Fig * Hilil C;

11 * - -

12 * Fpg * Hi5=61 CarFr7 #1321 Cay | Fiz #1721 Ca, Fay I12: G5,
Fo * 138, Cy, Fi3 * [112, Cs, | Fio *[1i21 C3, Fig * [112, Cs,
Fo + 1821 C3, F7 + 13-4 Cs, Fo + 1521 C3, Fas * [132, G,
Fi7 * H?=1 Cy, Fy * H?=1 C; Fi3 % l_[i6=1 Cy, Fq * H?=1 C,

13 * - -

14 * Foy 1721 Gy, Fe * [TE=1 G, -
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Cizelge 4.4. H(2,) Hecke grubunun 2 < g < 4 ve 3 < q < 18 degerleri igin serbest
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

g 2 3 4
15 * * Fiz * [172, Cs, F3y * T172, Cs,
Fio * [1i2, G,
16 * * F3q * [132 Cay Fio * T112, Ca,
Fiq % Hi121 Cy, Fo * H?=1 Cy
17 * * -
18 * * Fyz * [172, Ce, Fas * 1321 G5,
Fiz3 #1521 C3, Fo * [1{=1 G,
Fg *[17-1 G

Cizelge 4.5. H(2,) Hecke grubunun 5 < g < 7 ve 3 < q < 30 degerleri i¢in serbest
olmayan normal alt gruplari

g 5 6 7
3 - - -
4 - - -
S5 - - -
6 | Fag* 1721 Co For *I1i2: Gy | Fae * I1321 Gy Fgs * [1i25 Cy, Fps + [112, G
7 . - -
8 | Fyyx H?21 Cy, Fas * H?; Cy | F3qp* H?gl Cy, Fi7 % l_[11=61 Gy, Fi5 * Hil; G,

Fi7 [1i21 Coy Fis * 1121 Gy | Fao * 12 G,

Fiy * 132, Gy Fis * [1i2: G,
Fig * l_[11=21 C;
9 | Fa3 #[I{2,Cs, Foy #1121 C3 | Fag I1:2 G5 Fgs * T1;25 C3, Fps + [1712, G5
10| Fyo *IT72, Co, Fas * I1i21 G2 | Fie * 121 Co -
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Cizelge 4.5. H(4,) Hecke grubunun 5< g <7 ve
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

3 < q < 30 degerleri igin serbest

11

12

F33 % [172, Cyy Fpy # I1:21 Ca,
Fyq * H?gl C3, Fps5 + [172, G5,
Fiy * T1i21 C3, Fis * 11324 Cs,
Fiy #1324 Cs, F33 * I132, G,
Fi7 #1821 Co, Fiq * 1321 Gy

Fe * Hi521 Cy)
F31 % l_[i3£1 Cs,
Fig * Hilgl Cs,
Fis * 132, Cs,
Fiz *[1i2, Cs,
Fyq * Hi221 Ca,
Fi7 % H?=1 G,

Fgs * [1:25 Ca, Fps + [112, C,

Fi7 * T132, Cs, Fis * T1i24 Cs,

Fig * [Ti=1 Co) Fi7 * [ Co,
Fis * [17=1 G

13

14

Figq * Hz’7§1 Cy, Fpq * H?=1 C,

15

F3g % Hi631 Cs, Fp1 * H?21 Cs,
Fyq * H§=21 C3, Fps5 * Hi1=61 Cs

Fpe * H?21 Cs,
Fig * Hi121 Cs

168 48
Fgg * Hi:l Cs, Fps5 * Hi=1 Cs

16

Fyy * T1321 Ca Fos * T1724 Ca,
Fiy * T1i21 Cay Fiz * T1i24 Ca,
Fiy * T1321 Cay Fp3 + T172, G,
Fos * T121 Gy, Fiz * [T €,

F3y 12 Ca,
Fio * I1:2; Ca,
Fis * Hili1 Cy»
Fiz * [1i2, Ca
Fio * [1{=1 G2

Fy7 = Hi1=61 Cy, Fis * Hil;}l Cy

17

18

F33 % H?; Ce, Fr1 * H?21 Ce
F33 * l_[l1=61 C3l F17 * l_[?zl C3,
Fiq % Hi5=1 Cs

Fye * l—[isgl Ce,
20

Fyq * [1i=1 Cs,

Fy7 * H?=1 Cs,

Fpq * H?=1 Cs,

Fig * H?=1 C,

Fgg * Hi1=6? Ce, Fys * H?; Ce,
Fig * H?=1 Cs, Fi7 * H?=1 Cs,
Fig * Hi7=1 Cs, Fyp * H?=1 G,

19
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Cizelge 4.5. H(2,) Hecke grubunun 5 < g < 7 ve 3 < q < 30 degerleri i¢in serbest

olmayan normal alt gruplar1 (devam)

g 5 6 7
20 | Fyy * 1321 Cs, Fps * [172, Cs, | Fap * [132, Cs, Fi7 # T132, Cs, Fis * T1i24 Cs
Fiz % [1i21 Cs, Fi3 * T2, Cs, | Fio ¥ I1i2; Cs,
Fi1 * [1i21 Cs, Fag * [172, Coy | Fis * [1i2, Cs,
Fas % T1i21 Ca Fao ¥ T1i2: G2 | Fiz * I132: Cs,
Fig * I1i2; Ca
Fgq * H11=51 Ca,
Fpq % H?=1 C2)
Fiz 121 Gy
21| Fa3 * 1§21 Cy, Fpy #1121 C7 | Fag Hi521 Cs Fgs * [1:25 Cy, Fps + [172, G5,
Figq * H1731 C3, Fpq * H?=1 Cs
22 Fio * 121 Co } -
23 * - -
24 * Fae #1324 Ce, | Fos * [1:27 Co, Fas * [172; Cs,
F3y % H?gl Ce, Fi7 % l_[11=61 Ce, Fis5 * Hili1 Ce»
Fig * l_[ilf1 Ce) Fig * H?=1 Cy, Fr7 % H?=1 Ca»
Fig * Hiléﬁ Ce, Fis * Hi7=1 Cy, Foq * H1131 Cy,
Fiz * [112, Cs, Fyy * [1i=1 G
Fyq # l_[1221 Ca,
Fi7 % H?=1 Cy»
Fig * Hi6=1 Cs,
25 * Fig *T1i2; Cs )
26 * Fip * 12, C, -
27 * * Fgs * [1;25 Co, Fps * [112, Co,

Fy, * H?=1 Cs
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Cizelge 4.5. H(2,) Hecke grubunun 5 < g < 7 ve 3 < q < 30 degerleri i¢in serbest
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

g 5 6 7

28 * * Fi7 * H11=61 Cy, Fis5 * Hll;l1 Cy,
Figq * Hi7§1 Cyy Foq * H?=1 Cy

29 * * _

30 * * Fgg * Hi1=6? Cio, Fas * H?§1 Ci0»
Fig * H?=1 Cs, F17 * H?=1 Cs,
Fis * Hi7=1 Cs, Fiq * H12=1 C,

Cizelge 4.6. H(2,) Hecke grubunun 8 < g < 10 ve 3 < q < 42 degerleri i¢in serbest
olmayan normal alt gruplari

g 8 9 10
3 - - -
4 . - -
5 - - -
6 | Fsy*[li5C, Fs3 152, C, Fp3 % T1i27 Gy, Fss + T1:25 C,
F37 * T172, Co, F3q * TT72, Co,
Fg * H?; Cy, Fps5 % H?§1 G,
4 - _ -
8 | FioxIi%1Cy | Fau * 182 Coy Fag * T1121 Gy, | Foq * [1324 Co Fss * [132, Co,
Fy7 * Hi1=61 G, F33 % Hfi Cy, Fas * Hl?il Cy | Fuz* H?; Cy, F37 % HZZH Ca,
Foy #1721 Co, Fro ¥ Ti21 Co | Fag * [1724 Co, Faz * [172, Gy,
Fpy * 124 G,
9 Fs7 + [1321 s F33 * H?; Cs Fps * [112% G5, Fss * [1:27 Gs,

72 60
F37 x [[{21 C3, F31 = [[;241 Cs,

Fpg * H?; C3, Fps * 1_[21 Cs
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Cizelge 4.6. H(2,) Hecke grubunun 8 < g < 10 ve 3 < q < 42 degerleri i¢in serbest
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

10

10

Fy7 * H?:1 Cy, Fyo * Hisil Cy,
F37 % Hizi1 C,

72
Fioo * [1{2, C;

11

12

Fs7 * H11=1% Cy)
Fig * Hi131 Cs,
Fi7 * Hi1=61 Cs,
Fao * [1i2, G,
Fpy * ;21 o,
Fiz * 121 Co

F33 * [192, Cy, Fay * I1321 G5,
Fyo * I172, C5, F33 * 132, Cs,
Fos * [172, Cs, Foq * I172, Cs,
Fio * [1:2, G5, Fes * T132, C,
Fy #1524 G2, Fss * 113241 Gy

F73 % Hilﬁ Cy, Fss5 * Hilgf Ca,
F37 % Hi7§1 Cy,F3q % H?21 Ca,
Fpg * ngl Cy,Fys5 * H?& Cs,
Foq * H?=01 C3, Fs5 * Hisil Cs,
Fyz * H?i C3, F37 * H?=61 Cs,
Fpg * Hi2=71 C3,Fp3 % H§§1 C3,
Fpq * Hi221 C3,F73 % H?=61 Cy,
F37 % Hi131 Cy, Fys5 % Hi131 Cy,
Fpq * Hi121 C;

13

14

24
Fgq * Hi=1 Cs,

15

112
Fg7 = [1;:21 Cs

F3g % Hi631 Cs, Fy7 * H?:1 Cs,
Fyg * Hi3=21 Cs,F37 % ng;rl Cs

Fy3 * [1}21 Cs, Fss * [1:23 Cs,

F37 % Hi731 Cs,F3q % H?21 Cs,

Fog * [132, Cs, Fas * [112, Cs,
Figo * Hi7=21 C3

16

Fio * [1:2; Ca
Fiz % I1:2, Cy
Fia7 * H?i Gy,
Fio * 121 C;

Fgq * T1721 Ca, Fao * 1321 Ca

F33 * I132, Cy, Fos * T1721 Ca,

Faq * T1221 Ca, Fio * TTi24 Ca

Fyo * Hi1=61 Gy, Fo5 % H?=1 Cy,
Fio * 11 C;

Foy # [1721 Ca, Fos * I1324 Ca,
Fyz * 1121 Ca, F37 * 135, Ca,
Fag * T2, C4, Faz * T172, Ca,
Fpq % l_[i221 Cy,Fre3 * H?:1 Ca,
Fss * T1i21 Gy, Fag * IT7=1 C2

17

71




Cizelge 4.6. H(Aq) Hecke grubunun 8 < g < 10 ve 3 < g < 42 degerleri igin serbest
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

10

18

Fs7 * T1i2% Ce,
Fpg * Hilil Cs,
Fpy 132, G5,
Fi7 % [1{=1 C3

F33 Hi6:1 Co, Fos * Hisil Cs,
Fyq * Hizgl Cs,F33 * Hi1=61 Cs

F73 % l_[ilfiL Co, Fss * 1‘[1.12? Ce,
F37 % H1731 Co,F3q * ]_[?21 Ce,
Fpg * H?§1 Co, Fys5 * H?§1 Ce,
F73 % Hi3=61 C3,F37 % Hi131 (3,
Fys5 * Hi131 C3,Fp * Hilg1 C3,
Fip7 * Hi3=61 Cy, Fyy % H?=1 C;

19

20

Fio * ITiZ, Cs,
Fi7 % Hi1=61 Cs,
Fps * 13- Ca,
Fiz *[Tiq Co

Fgy * 182 Cs, Fyo * I112, Cs,

F33 * Hi331 Cs, Fzs * [172, Cs,

Fyy * 172, Cs, Fio * [1;2, Cs,

Fo7 * H?:l Cy, Fyo * H1331 C
F37 + 172, Cy

Foq * H?=01 Cs, F55 * Hisil Cs,
Fy3 * H?§1 Cs, F37 % H?=61 Cs,
Fyg % [1721 Cs, Fp3 % [172, Cs,
Fpq * Hi221 Cs, Fipo * Hi7§1 Cy

21

112
Fgp = [[;:21 G

F33 H?:1 C;

Fy3 * 1321 C;, Fss * [1123 G5,

F37 % H17£1 Cy7,F3q * H?21 Cy,

Fpg * H?;Ll C7,Fys5 * H?gl ¢y,
Fgq * Hiz; C3

22

23

24

F57 * Hzlg Cs,
Fig * Hi121 Ce,
Fi7 % Hi121 Ce,
Fpg * Hilgl Ca
Fpq * Hi121 Cy)
Fyy % H?=1 Cy)
Fip7 * H?i Cs,

F33 * T172, Ce, Fgq * I1521 Ce,
Fyo * I172; Co, F33 * 1324 Cs,
Fos * [172, Co , Far * I172 Ce,
Fio * I3, Cg, Fes * T1321 Ca,
Fyy #1525 Ca, Fsz * [1:24 Ca
Fyo * I1i%1 C5, Fos * [15=1 Cs,
Fio * [1f21 C3, Fg1 * [1i%4 Ca,

F73 % Hilff Cg, Fss5 * 1—[%2? Cs,
F37 % Hi7£1 Cg,F3q % H?gl Cs,
Fpg * Hisg1 Cg, Fys5 * H?i Cs,
Fgq * H?21 Co, Fs5 * Hisi1 Ce,
Fyz * H?j1 Co, F37 * Hi3=61 Ce,
Fpg * H12=71 Co, Fp3 * H1231 Ce,
Fpq % Hi221 Co,Fy3 * Hi3=61 Ca,
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Cizelge 4.6. H(2,) Hecke grubunun 8 < g < 10 ve 3 < q < 42 degerleri i¢in serbest
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

10

24

Fig * Hi6=1 Cs,
Fpq H?=1 C,

Fyq * H?=1 Cy, Fyq * H;}=1 C,

F37 % T1i2, C4, Fos * T112, Ca,
Fpq % l_[ilgl Cy, Fie3 * Hisi1 Cs,
Fss * Hi131 Cs, Fog * H?=1 Cs,
Foy * ITi21 G2, Fag * [Ti=1 Ca,
F3y #1521 Co, Fay * TTE21 G

25

F97 * H?il CS ) F49 * l_[l331 C5,
F37 % Hizii Cs

72
Fio9 * [1;2, Cs

26

27

112
Fs7 = [1;=1 Co

F3g % HiG:1 Cy

Fy3 * [1121 Co, Fss * [1:23 Co,
F37 % H1731 Co,F3q * H?21 Co,
Fpg * H?i1 Cy, Fy5 * H?& Co,
Fip7 * Hi3=61 C3,Fy; * H?=1 C3

28

Fig * Hi131 Gy,
16
Fy7 Hi=1 C,

Fgy * H?& C7, Fyo * H?gl ¢,

Fs3 *[1{2, C7, Fas * I172, Gy,

Fpq % Hi2£1 Cy, Fig * l_[i131 Cy,
Fig * H?=1 C;

For * 1721 C7, Fss * [132, C5,
Fis 112, C;, F37 135, C5,
Fag * I1721 C7, Fa3 * I172, G,
Fay * T172, C7, Foq * T172, Cy

29

30

Fs7 * l_[zlg Cio)
Fyo 132, Cs,
Fpp % Hi1£1 Cs,
Fi7 * IT5=, Cs,
Fys * [1f-1 G5,
Fiz % [1i=1 Cs

F33 % H?;lﬁ Cio, Fo7 * H?:1 Ce,

Fyo * Hi3=21 Co,F37 * ng;rl Ce,

Fgs5 * Hfi Cs, Faq * l_[i221 Cs,
F33 % Hi1=61 Cs

F73 % Hgéf Cio, Fss * H}g? Cios
F37 % H17=21 Cio, F3q * Hi621 Cio,
Fpg * sti1 Cio, Fas * H?§1 Cio,
Figg * Hi7=21 Co, Fr3 * H?f1 Cs,
F37 % Hi131 Cs, Fos * Hi121 Cs,
Fpq % Hi121 Cs, F7g * Hili C;

31

73




Cizelge 4.6. H(2,) Hecke grubunun 8 < g < 10 ve 3 < q < 42 degerleri i¢in serbest
olmayan normal alt gruplar1 (devam)

10

32

Fig * Hi1=81 Cs,
Fi7 % l_[i1=61 Cs,
Fip7 * [112, Ca,
Fio % [1f=1 Cs

Fgy * T182 Co, Fao * 112, Cg,

F33 % [132, Cg , Fos * I172, Ce,

Fyq * T172 Co, Fio * I1i24 Ca,

Fyo * 1321 Ca, Fas * 1521 Ca
Fio % [1{=1 C4

Foy * [172, Cg, Fss * IT72; Cs,
Fyz * [1#2, Cg, F37 * 1354 Ca,
Fag * I17Z1 Ce, Fa3 * I172, Ce,
Fyy * T172, Cg, Fie3 * H1531 Cy)
Fss * T1i21 Ca, Fag * IT7=1 Ca

33

112
Fg7 = [[;:21 C11

64
F33 = [1721 C1q

144 108

F75 % Hi:l Cy1,Fss * Hi=1 Ci1)
72 60

F3; % Hi:l Cy1,F31 % Hi=1 Ci1,
54 48

Fyg * [1721 C11, Fas * [1i21 Ciq

34

Fig * Hl?=1 G,

35

*

Fo7 * H?:l C7, Fyo * H1331 Cy,
F3; % Hizii C;

72 24
Fioo * [1;2, C7, Fg1 * 1521 Cs

36

Fy3 * [172 Cia, Faq * 182 Co,

Fyo * [12; Co, F33 * [172, Co,

Fos * [172, Co, Foy * T1724 Co,

Fio * TTi21 Co, Fes * 1321 Ce,

Fyy #1721 Co , Fsz * I1i24 G,

Fgq * I1321 C5, Fay * 13-4 Cs,
Fyy * [1i=1 G5

Fg3 % ]'[1.1;‘1* Ciz, Fss * Hilg Ci2,
F37 % H17=21 Ciz, F31 % Hl’égl Ci2,
Fpg * HLS:1 Ciz, Fos * H?=81 Ci2,
Foq * ]'[?21 Cy, Fs5 * His; Co,
Fy3 * H?jl Cy, F37 * H?=61 Co,
Fpg * H12=71 Cy, Fo3 * H1231 Co,
Fpq % l_[i221 Cy, F73 * H?; Ce,
F37 % Hilg1 Co, Fps5 * H1131 Ce,
Fpq % l_[1121 Co, Fia7 * H?=61 Cy,)
Fpp % l_[?=1 Cy,Foq * Hi131 Cs,
Fye * H?=1 C3,F3q % Hi6=1 (3,
Fp1 # 121 Cs, Frz + [1721 Gy,
Fys5 * Hi3=1 C;

37

74




Cizelge 4.6. H(2,) Hecke grubunun 8 < g < 10 ve 3 < q < 42 degerleri i¢in serbest

olmayan normal alt gruplar1 (devam)

10

33 * Fig * 1521 Gy

39 * *

144 108

Fy3 = [[;27 C13, Fss = [ ;21 Ci3,
72 60

F37 x {21 Ci3, F31 * [1;21 Ci3,
54 48

Fyg * [[721 Ci3, Fa5 * [1;2, Ci3

40 * *

Foq * H?21 Cio, Fss5 * H?§1 Cio,

Fys * H?=21 Cio, F37 * H?=61 Ciro,

Fpg * Hi2=71 Cio, Faz * H12=21 Cio,

Fpy % H%& Cio, F1o0 * Hi7=21 Cs,

Figs * H?§1 Cs, Fss * Hi131 Cs,
Fpg * H?=1 Cs

41 * *

42 * *

Fg3 % ]'[1.1;‘1* Cia, Fss * Hilgg Ciar
F37 % Hz7=21 Cia, Fzq % Hi621 Cia
Fpg * sti1 Cia, Fo5 * H?§1 Cia
Fy3 % H?=61 C7,F37 * Hilg1 C7,
Fys5 * H11£1 C7,Fp * Hi121 C7,
Fgq * Hizgl Co, Fao * H12=1 C;

Cizelge 4.7. H(2,) Hecke grubunun 2 < g <101 ve 3<q <10 degerleri i¢in

$: serbest ve #: serbest olmayan normal alt grup sayilari

q] 3 4 5 6 7 8 9 10
g\| S [ # [ S [# | S| # | S| #|S|#|S|# | |#|$ |#
2 |1 -1271- 21 -~ 2 -1 1

3 |3 -13|-]-]-]2]3]2-13[3[-13]-7-
4 |1 -4 -2 -3[1|-1T-T-T4[1[1]2]2
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Cizelge 4.7. H(2,) Hecke grubunun 2 < g <101 ve 3<q <10 degerleri i¢in

$: serbest ve #: serbest olmayan normal alt grup sayilari (devam)

10

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
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Cizelge 4.7. H(2,) Hecke grubunun 2 < g <101 ve 3<q <10 degerleri i¢in

$: serbest ve #: serbest olmayan normal alt grup sayilar1 (devam)

10

31

32
33
34
35
36
37
38
39
40

41

42

43

44
45

46

47

48

49

50
51

52
53
54
55
56
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Cizelge 4.7. H(2,) Hecke grubunun 2 < g <101 ve 3<q <10 degerleri i¢in

$: serbest ve #: serbest olmayan normal alt grup sayilari (devam)

10

57
58
59
60
61

62

63
64

65

66
67
68
69
70
71

72
73
74
75
76
77
78
79
80
81

82

78



Cizelge 4.7. H(2,) Hecke grubunun 2 < g <101 ve 3<q <10 degerleri i¢in
$: serbest ve #: serbest olmayan normal alt grup sayilar1 (devam)

q 3 4 5 6 7 8 9 10
g\ | S [# [$[# | s [# S |[#|s[#|S[#|S][#]|s |#
83 | - | -4 |-]-1- - Talal - -1-7-
84 | - | - [3|--]-1 -l r - -2~
85 |4 |- |8 |- |- |-l1wo|la-]-]a]s|1]a]2]-
86 | 1| - |2 |- -[-[3 1] -[-T1l2]-T1]2]-
87 |1 | - 3 |- | -[-[-T1]1[-T2[3|-]1[-7-
88 | - | - |2 -[--13-1-1T-T-Tz271-T7T-T27-
89 |1 |- |5 |- |1 -[al1]-[-[3[5]-]1]2]1
90 |- |- [3|-|-[-[2-1-T-T213|-1-1-71-
91 [3 |- |10 -2 -6 |3 |-|-]4a]10]-]3]2]2
92 (1] -3 [-|-[-7 1] -T-T2[3]-T1[2]-
9B | - |- [3 - -[-[-1-T2[-[3[3|-]-1-71-
04 | 1| - 4 |- -[-[a 1| -[--Ta]11]2]-
9% | - | -2 -|-[-[2|-1-[-T1l2]-1-1T-71-
9% |1 |- |3 |-|-|-[2 2] -[-[1[3]11[3]-
97 [3 |- |12 -2 | -|11|3 3| -[1]12]1]3]2]2
98 |- | -2 -[-1-13-1T-1T-T22[-T7T-7T17-
9 2| -[5|-|-|-[1l2]1]-[5[5]-]2 -
01| -|5|-[-]-]38]1]1]-]1]s5]2]1]3]-
01| - [ -8 -1 -6 -|-]-]78]-]-]1]1
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5. TARTISMA ve SONUC

Erich Hecke tarafindan 1936 yilinda yayimlanan bir makalede tanimlanmis olan Hecke
gruplar1 i¢in normal alt gruplar, diizgiin figiirler sayesinde 1978 yilinda Jones ve
Singerman tarafindan tanimlanan bire bir doniisiim vasitasiyla tespit edilebilir. 1993
yilina kadar cinsi 7’ye kadar olan diizgiin figiirler bilindiginden Cangiil, Hecke
gruplarinin cinsi 7’ye kadar olan normal alt gruplarinin simgelerini belirlemis, grup
yapilarini ve 6zelliklerini ¢alismistir. 2001 yilinda Conder ile Dobcsanyi cinsi 15°e kadar
olan yonlendirilebilir diizgiin figlirleri belirlemistir. 2006 yilinda Conder’in cinsi 101°e
kadar olan yonlendirilebilir diizgiin figiirleri tespit etmesi ile Hecke gruplarinin cinsi

101’e kadar olan normal alt gruplarini ¢alismak miimkiin olmustur.

Bu tezde H ()lq) Hecke gruplarinin normal alt gruplari, Conder (2006) tarafindan
smiflandirilan cinsi 2 < g < 101 olan diizgiin figiirler yardimiyla, Jones ve Singerman
(1978) tarafindan tanimlanan doniisiimden yararlanarak belirlenmistir. Ayrica Delen ve
Cangiil (2018) tarafindan tanimlanan yeni bir topolojik graf degismezi olan 2(G) omega
degismezi kullanilarak Hecke gruplarinin normal alt gruplarmin ranki ile ilgili cesitli
parametreler elde edilmis ve bu parametreler yardimiyla da ranklar hesaplanmistir. Cok
sayida normal alt grup oldugundan hepsini teze sigdirmak zordur. Bunlardan bir kismi
tezin dordiincii boliimiinde ¢izelgeler halinde gosterilmistir. H (Aq) Hecke gruplarinin
2 < g <11ve 3 <q <46 icin tiim serbest normal alt gruplarin simgeleri, Cizelge 4.1
ve Cizelge 4.2°de, 2 < g <10 ve 3 < g <42 i¢cin tim serbest olmayan normal alt
gruplarin simgeleri Cizelge 4.4, Cizelge 4.5, Cizelge 4.6da verilmistir. Ayrica g = 12
ve 3 < g < 50 degerleri i¢in serbest ve serbest olmayan normal alt gruplar Cizelge 4.3’te
gosterilmistir. H(2,) Hecke gruplarinin 2 < g < 101 ve q = 3,4,5,6,7,8,9,10 degerleri

i¢in serbest ve serbest olmayan alt gruplarinin sayilar1 Cizelge 4.7’ de verilmistir.

Hecke gruplarinin normal alt gruplar ile ilgili elde edilen yeni bulgular ve ulasilan
sonuglarin matematigin ayrik grup teorisi soyut cebir, sayilar teorisi, graf teori gibi diger
alanlarinda yeni sonuglar dogurmasi ve 6zgiin ¢aligmalar yapilmasina kap1 aralayacagi

diistiniilmektedir.
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