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Danisman: Prof. Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Ik bolimde, tezin amacit ve kapsami belirtildi. H{inci boliimde tezin devaminda
kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verildi. Ugiincii bdliimde ise materyal ve
yontemden bahsedildi.

Dordiincii boliimde bulgulardan bahsedildi. Agik birim diskte ¢ok degerli harmonik
fonksiyonlarin sabordinasyon ile tanimlanan bazi alt siniflar1 ve bu siniflara ait
fonksiyonlar i¢in katsay1 sinirlari, distorsiyon teoremleri verildi. Ayrica bu siniflar igin
ekstremal fonksiyonlar ve konvolusyon o6zellikleri de elde edildi.

Son boliim olan besinci boliimde teze ait bir genel inceleme yapildi.
Anahtar Kelimeler: Harmonik fonksiyon, ¢ok degerli fonksiyon, sabordinasyon,
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CLASSES OF HARMONIC MULTIVALENT FUNCTIONS
DEFINED BY SUBORDINATION

Metin TOKERER
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the aim and scope of the thesis are stated. In the second part, some
basic definitions and theorems that will be used in the continuation of the thesis are given.
In the third part, the material and method are mentioned.

In the fourth chapter, the findings are mentioned. Some subclasses of multivalued
harmonic functions defined by sabordination in the open unit disk and coefficient bounds
and distortion theorems for functions belonging to these classes are given. In addition,
extremal functions and convolution properties are obtained for these classes.

In the fifth chapter, which is the last chapter, a general examination of the thesis is made.
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SIMGE ve KISALTMALAR DIiZINi

Aciklama

Dogal sayilar kiimesi.

Reel sayilar kiimesi.

{z € C:|z| < 1} a¢ik birim diski.

U birim diskinde analitik biitiin fonksiyonlarin sinifi.

f fonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni.

h ve g iki analitik fonksiyon olmak tizere f harmonik
fonksiyonu .

Cok degerli harmonik fonksiyonlarin sinifi.

Schwarz fonksiyonu.

Schwarz fonksiyonlarmin sinifi.

f fonksiyonunun U da g fonksiyonuna sabordine
olmasi.

f1, f> € H(p) fonksiyonlari i¢in Hadamard Carpimu.
f(0)=f'(0)—1 =0 ile normalize edilmis yildizil
fonksiyonlarin sinifi.

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi.

a mertebeli yildizil fonksiyonlarin sinifi.

a mertebeli konveks fonksiyonlarin sinifi.

Orijine gore yildizil olan ¢ok degerli harmonik
fonksiyonlarin sinifi.

SH(p) smifina ait negatif katsayili harmonik
fonksiyonlarin sinifi.

p = 1 ve by = 0i¢in SH(p) alt sinifi.

TH (p) smifinin kapali konveks ortiistiniin u¢ noktalari
TH (p) smfinin ekstrem noktalari.

a mertebeli ¢ok degerli harmonik yildizil fonksiyon

smufi.

" zh1(z)-zg'(z +[pA+(p—a)(I'-4)]z
SH*(p) smifinin hé;% ) L ptlp (1p+Az)( )
sartin1 saglayan fonksiyonlarinin alt sinifi.

SH*(p,a, ', 4) sinifina ait negatif katsayili ¢ok degerli
harmonik fonksiyonlarin alt sinifi.

f = h + g fonksiyonu i¢in modifiye edilmis Salagean
operatoru.

z(pfr @) ~2(PEr(=), _ pHlpat-a)(r-a)lz
(Dg f(z)) 1+4z

sartin1 saglayan fonksiyonlarinin alt sinifi.

SH,x(a,I',4)  smifinmn  negatif katsayili  olan

fonksiyonlariin alt sinifi.

Hipergeometrik fonksiyonlar.

Pochhammer fonksiyonu.

Hipergeometrik fonksiyonlar ile olusturulan harmonik
fonksiyon.

Genellestirilmis Dziok-Srivastava operatorii.

SH(p) smifinin




Lyt f(2)
Jrf(2)

Xsu(f(2))
L,(T',4; 1,7, )

H,(T',4; u, 7, @, 6)

Genellestirilmis Dziok-Srivastava operatorii yardimiyla
tanimlanan harmonik fonksiyon.

;(lx;n f(z)  fonksiyonu  yardimiyla  tanimlanan

fonksiyon.
J¥ f(z) fonksiyonu yardimiyla tanimlanan fonksiyon.
u u
& Zf p(z) It p(Z) | < 1:—? sartini saglayan

harmonik fonksiyonlarin alt sinifi.
Xsu(f(2))(1 — ae™0) + ae~® < sartlm
saglayan harmonik fonksiyonlarin alt Slnlfl

Vi



1. GIRIS

Cok degerli fonksiyonlar teorisi 1933’te P.Montel’in “Lecons sur les Fonctions
Univalentes ou Multivalentes” isimli kitabinda tanmitilmistir. Genisletilmis kompleks
diizlemin herhangi bir bdlgesinde kompleks degiskenli analitik bir fonksiyon f olsun. f
bu bolgedeki her degeri en fazla p ve en az bir degeri kesin p defa aliyorsa bu fonksiyona
p. mertebeden ¢ok degerli fonksiyon denir. p = 1 olmasi durumunda ise f yalinkattir.
Reel ve imajiner kisimlari eslenik olmayan yalinkat, kompleks degerli harmonik
fonksiyonlara harmonik doniisim denir. Harmonik fonksiyonlar, Cauchy-Riemann

esitliklerini saglamayan ve haliyle analitik olmayan fonksiyonlardir.

Cok degerli fonksiyonlarin yeni alt siniflarinin tanitilarak bunlarin katsay1 siirlarinin ve
distorsiyon esitsizliklerinin incelenmesi pek ¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir.
Keogh ve Merkes (1969), Fekete ve Szeg6 (1933), Hummel (1960), Goodman (1948) bu

arastirmacilardan bazilaridir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden hemen sonra, Kuramsal Temeller
ve Kaynak Taramasi adini alan ikinci bolimde, tezde kullanilan temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde tezde kullanilan materyal ve yontemden bahsedilmistir.

Dordiincti boliimde ¢ok degerli harmonik fonksiyonlarin sabordinasyon yardimiyla
tanimlanan alt siniflarina ait katsay1 sinirlari, ekstrem noktalar1 ve distorsiyon sinirlari
gibi Ozelliklerin yani1 sira yildizil fonksiyonlarin ve Salagean tipi c¢ok degerli

fonksiyonlarin 6zelliklerine de yer verilmistir.

Besinci boliimde ise tezde elde edilen sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu kisimda, diger kisimlarda kullanilacak temel tanim ve teoremler ile ¢ok degerli
harmonik yildizil fonksiyonlar sinifinin 6zellikleri verilecektir. Ayrintili bilgi i¢in Avci
ve Zlotkiewicz (1991), Clunie ve Sheil-Small (1984), Duren (1983), Jahangiri (1998),
Jahangiri (1999), Sheil-Small (1990), Silverman ve Silvia (1999) kaynaklar1 incelenebilir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

2.1.1. Tammm. z, € C ve r > 0 olmak iizere,

U(zy,r) ={z€C:i|z—2z5| <7}
kiimesine z, merkezli r yarigapli agik disk veya z, noktasinin r komsulugu denir.

U(zg,r)={z€C:|z—2z| <7}
kiimesine z, merkezli r yarigapl kapal disk,

U(zy,r) ={z€C:|lz—2z5| =7}
kiimesine z, merkezli r yarigapli ¢ember,

U°(zy,r) ={z€C:0<|z—2)| <T}
kiimesine z, noktasinin r delinmis komsulugu denir. Son olarak,
U={z€eC:|z| <1}

kiimesine de agik birim disk denir (Palka, 1991).

2.1.2. Tamm. A c C bos olmayan bir kiime ve z, € A i¢in U(z,,7) S A olacak sekilde

3 r > 0 sayis1 varsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas: denir (Palka, 1991).

2.1.3. Tammm. Her noktasi1 i¢ nokta olan kiimeye a¢ik kiime, timleyeni agik olan kiimeye
ise kapali kiime denir. Bir A c C kiimesini bulunduran kapali kiimelerin arakesitine A

kiimesinin kapanig1 denir ve 4 ile gosterilir (Palka, 1991).

2.1.4. Tanim. A c C kiimesi verilsin. A kiimesi bos olmayan ayrik ve acik iki kiimenin
birlesimi olarak gosterilemiyorsa, A kiimesine baglantilidir denir.

Bir baska deyisle,

i AcUUYV,



ii. ANU+QveANnV # 0@,
iii. AnUNV=¢

olacak sekilde U,V c C gibi bos olmayan iki a¢ik kiime bulunamiyorsa A kiimesine

baglantili kiime denir (Conway, 1973).

2.1.5. Tamm. Timleyeni baglantili olan kiimeye basit baglantili kiime denir (Conway,
1973).

2.1.6. Tammm. Kompleks diizlemde bos olmayan, agik ve baglantili kiimeye bolge denir
(Conway, 1973).

2.1.7. Tamm.

a) [a, b] c Colmakiizere siirekli bir y: [a, b] = C fonksiyonuna C diizleminde bir egri
denir. Burada y (a) ve y(b) noktalarina sirayla egrinin baslangig ve bitim noktalari
denir.

b)  Biry egrisi verildiginde y(a) = y(b) ise y ya kapal1 egridir denir.

c)  Bir y egrisi sadece t; = t, i¢in y(t;) = y(t,) oluyorsa basit egridir denir. Bazen
basit egrilere Jordan egrisi de denir. y basit bir egri ve y(a) = y(b) ise basit kapali
egri (kapali Jordan egrisi) denir (Bagkan, 2012).

2.1.8. Tammm. f bir A bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € A olsun.
Eger,

i L8 — f(20)
m-—--—-

Z-2Zg Z — Zj

limiti mevcut ise, f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir veya tiirevlenebilir,
limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi denir ve bu tiirev f'(z,)

bi¢iminde gosterilir (Baskan, 2012).



2.1.9. Tamm. D c C bir bolge, f: D — C bir fonksiyon ve z, € D olsun. z, noktasinda
kesisen D de yonlendirilmis her C; ve C, diizgiin egri ¢iftinin z, noktasinda aralarindaki
ac1 f(Cy) ve f(C;) gorinti egrilerinin f(z,) noktasinda aralarindaki agiya biiyiikliik
olarak esit, yon olarak ayni ise, f fonksiyonuna z, noktasinda konform denir (Palka,
1991).

2.1.10. Teorem. D, kompleks diizlemde en az iki sinir noktasi1 bulunan basit baglantili bir
bolge ve z, € D olsun. Bu durumda D yi U agik birim diski lizerine birebir ve analitik
olarak resmeden ve f(z,) = 0 ve f '(z,) > 0 ozelliginde yalniz bir f fonksiyonu vardir
(Riemann, 1851).

2.1.11. Tammm. A kompleks diizlemin bos olmayan agik bir alt kiimesi ve f fonksiyonu
tanim kiimesi A y1 kapsayan kompleks degerli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu A
kiimesine ait her noktada diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu A kiimesinde analitiktir
(holomorftur) denir. Tanim kiimesi agik bir kiime ve bu kiimede analitik olan
fonksiyonlara analitik fonksiyon denir (Koebe, 1907).

U birim diskinde analitik olan fonksiyonlarin sinifin1 A(U) bigiminde gésterilsin. n € N,

vea,a,, apyq,---€ Cigin,

Ala,n] ={f €A:f(2) = z+ ayz" + apy 2" +...}

olsun.

2.1.12. Teorem. f fonksiyonu bir D boélgesinde analitik ve z, € D olsun. Eger,
f '(zy) # 0 ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur (Zill, 2003).

2.1.13. Tammm. f fonksiyonu herhangi bir D € C bolgesinde analitik olsun.

Vzi,25 € D igin,

7z, # zy iken f(z1) # f(2,)



oluyorsa, yani f fonksiyonu bu bélgede ayn1 degeri iki kez almiyorsa f fonksiyonuna D
bolgesinde univalent (yalinkat) fonksiyon denir (Duren, 1983).

2.1.14. Tamm. f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik olsun. f(0) = f'(0) —1 =10

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna normalize edilmis fonksiyon denir (Goodman, 1983).

2.1.15. Lemma. f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve z € U i¢in |[f(2)| < 1 ve
f(0) =0 olsun. Bu durumda, Vz € U i¢in |f(2)| < |z| ve |f'(0)| < 1 olur. Ayrica,
herhangi bir z # 0 noktasi igin |f(2)| = |z| veya |f '(0)] = 1 ise Vw € U igin f(w) =
cw olacak sekilde |c| = 1 dzelliginde bir ¢ sabiti vardir (Ahlfors, 1966).

2.1.16. Tamim. ¢, U birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu z € U igin
lp(2)| <1 ve ¢(0) = 0 sartlarin1 saglarsa ¢ ye Schwarz fonksiyonu denir ve Schwarz

fonksiyonlarimin sinifi V ile gosterilir (Graham ve Kohr, 2003).

2.1.17. Tamm. f,g € A(U) fonksiyonlar1 verilsin. U birim diskinde f(z) = g(¢(2))
olacak sekilde bir ¢ € V fonksiyonu varsa f fonksiyonu U’da g fonksiyonuna
sabordinedir denir ve f < g ile gosterilir. g fonksiyonunun univalent olmasi durumunda,

f<ge f(0)=g(0)ve f(U) c g(U) dur. (Miller ve Mocanu, 1981).

2.1.18. Tammm. D kompleks diizlemde bir bolge ve wy € D olsun. Baslangi¢ noktas1 w,
olan her 151n ile D bolgesinin arakesiti bir dogru pargasi veya bir 1s1n ise D bdlgesine w,,
noktasina gore yildizil bolge denir (Goodman, 1983).

Diger bir deyisle, 0 <t <1 olmak {izere Yw € D i¢in (1 —t)wy+tw €D ise D

bolgesine w, noktasina gore yildizil denir (Alexander, 1915).

2.1.19. Tammm. f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun. U’yu wy’a gore yildizil
olan bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna wy’a gore yildizil denir. wy = 0 ise f

fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir (Alexander, 1915).

2.1.20. Teorem. f € A(U) fonksiyonunun U’da yildizil olabilmesi igin gerekli ve yeterli
sart Vz € U igin,



of ()
Re( @ ) >0

olmasidir (Nevanlinna, 1921).

Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin sinift S* ile gosterilir ve bu sinif,

. _ ol (2@
s frenne(L2) )

seklinde tanimlanir.

2.1.21. Tanim. Vw;,w, € D c C i¢in w; Ve w, yi birlestiren dogru parcasi D bolgesinde
kaliyorsa, yani 0 < t < 1 olmak iizere tw; + (1 — t) w, € D ise D bolgesine konvekstir
denir (Alexander, 1915).

2.1.22. Tammm. f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun. U yu konveks bolgeye

resmeden f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Alexander, 1915).

2.1.23. Teorem. f € A(U) fonksiyonunun U da konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

sart Vz € U igin,

zf "(2)
Re<1+ @) ) >0

olmasidir (Nevanlinna, 1921).

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinift K ile gosterilir ve bu sinif,

_ _ zf "(2)
= frenne(i+22)5

seklinde tanimlanir.



2.1.24. Tamm. f € A(U) fonksiyonu verilsin. 0 < a < 1 olmak iizere Vz € U igin,

zf '(z)
Re< @) ) >«

ise f fonksiyonuna U’da a mertebeli yildizil fonksiyon denir (Miller ve Mocanu, 1981).

a mertebeli yildizil fonksiyonlarin sinifi 0 < a < 1 olmak iizere S*(«) ile gosterilir ve

bu sinif,

S*(a) = {f EA:Re(%) > a}

seklinde tanimlanir.

2.1.25. Tammm. f € A(U) fonksiyonu verilsin. 0 < a < 1 olmak iizere Vz € U igin,

zf "(2)
Re<1+ ) ) >a

ise f fonksiyonuna U da a mertebeli konveks fonksiyon denir (Miller ve Mocanu, 1981).
a mertebeli konveks fonksiyonlarin simifi 0 < a < 1 olmak iizere K («) ile gosterilir ve

bu sinif,

_ _ zf "'(2)
K(a)—{fEA.Re<1+ f’(z)>>a}

seklinde tanimlanir.

2.1.26. Tanim. D c C bir bolge olmak tizere u: D — C fonksiyonunun D bdlgesinde
ikinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve bu kismi tiirevler siirekli olsun. Bu durumda
her z € D igin

Uyy + Uy, =0



esitligi saglaniyorsa u fonksiyonuna, D bolgesinde reel harmonik fonksiyon denir.

f, f:D = C,f = u+ iv olarak tanimli fonksiyon olmak iizere u ve v fonksiyonlari D
bolgesinde reel harmonik fonksiyonlar ise f fonksiyonuna D bolgesinde harmoniktir
denir. (Duren, 1983).

2.1.27. Tamim. Basit baglantili bir D bolgesinde h ve g iki analitik fonksiyon olmak iizere

f harmonik fonksiyonu,

f(2) = h(2) + g(2) (2.1)

seklinde yazilabilir.
h fonksiyonuna, f fonksiyonunun analitik kismi, g fonksiyonuna ise f fonksiyonunun es
analitik kismi1 denir (Clunie ve Sheil-Small, 1984).

2.1.28. Tamm. D c C agik bir kiime, f: D — C ve f = u + iv fonksiyonu D de birinci

mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip olsun. z, € D olmak lizere

Uy (ZO) Uy (ZO)
uy (ZO) Uy (ZO)

]f(Zo) =

= ux(Zo)Uy(Zo) - Ux(Zo)uy(Zo)

sayisina f fonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni denir.
Eger her z € D igin J¢(z) # 0 ise, f fonksiyonuna D de bir diffeomorfizm, J(z) > 0 ise
f fonksiyonuna D de y6n koruyan ve J¢(z) < 0ise f ye D de yonii ters geviren adi verilir

(Clunie ve Sheil-Small, 1984).

2.1.29. Teorem. f =wu+iv fonksiyonunun basit baglantili bir D bolgesindeki
jakobiyeni, /¢ = |f;|? — | fz|*dir (Duren, 1983).

Ispat. f = u + iv olmak iizere

1 ] 1 i
fz =§(fx_lfy) =§(ux+vy)+§(vx_uy)



ve

o= 5+ if) = 5 (= 1) +5 (v + 1)
olur. Burada,
117 = 1fz1? = wevy —uyv, = J5
elde edilir. f fonksiyonunun analitik olmas1 durumunda
Jr@ = If @I
oldugu goriiliir.

2.1.30. Tammm. p > 1 tam say1si i¢in, U agik birim diskinde yon koruyan ve

F@=2 4 a4 Y Bz, <1 @2)
n=2 n=1

bigimindeki tiim ¢ok degerli harmonik, f = h+ g fonksiyonlarin sinifi H(p) ile
gosterilir (Ahuja ve Jahangiri, 2001).

2.1.31. Tamm. f, U agik birim diskinde harmonik yalinkat fonksiyon olmak iizere
f(z) = g(w(2)) olacak sekilde w(0) = 0 ve [w(z)| < 1 dzelliginde analitik ve yalinkat
bir w fonkisyonu varsa f fonksiyonu g fonksiyonuna sabordinedir denir.

Harmonik fonksiyonlar bileske islemi altinda korunmadigindan, bu tanim, w(z)
fonksiyonu analitik oldugunda tanimlidir. Ayrica, analitik fonksiyonlar i¢in dogru olan
"f(U)cg(U) = f(z) <g(z)” onermesi harmonik fonksiyonlar i¢in dogru degildir
(Miller ve Mocanu, 1981).



2.1.32. Tanim. f;, f, € H(p) fonksiyonlar1 i¢in

(o] (o]
fk(z) =zP + Z ak,n+p—1zn+p_1 + Z bk,n+p—1zn+p_1, (k = 1:2)
n=2 n=1

Hadamard ¢arpimu,

(o] [ee]
(fi*f2)(2) =2z + Z A1 n+p-102n+p—12" P71 + Z bin+p-1b2nsp—12"P71

n=2 n=1
dir (Goodman, 1983).
2.2. Cok Degerli Harmonik Yildiz1l Fonksiyonlarin Ozellikleri
Bu kisimda, p = 1 i¢in H(p) smifinin, Ahuja ve Jahangiri (2001) tarafindan tanimlanan
iki alt siifi verilecek ve bu siniflardaki fonksiyonlar i¢in katsayi kosullari, ekstrem
noktalari, distorsiyon sinirlar1 ve Hadamard ¢arpiminin 6zellikleri incelenecektir.
p=1igin, |z| = r <1 birim diski iizerinde orijine gdre yildizil olan harmonik

fonksiyonlarin sinifini, H(p) nin alt siifi olacak sekilde SH(p) ile gosterelsin. Bu sinifa

ait bir fonksiyon z = re’®, 0 < 9 < 2mrve 0 <r < 1 igin

0 .
£(arg(f(re19))) >0 (2.3)
kosulunu saglamalidir.

p = 1i¢in SH(p) smifina ait f = h + g i¢in h ve g fonksiyonlari

R =22 = Y |anep ™, gD = ) [yl @29
n=2 n=1

bi¢iminde ise bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif da TH(p) ile gosterilsin.
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2.2.1. Teorem. p = 1 ve b; = 0 i¢in SH(p) nin alt siifi, SH" (1) ile gosterilir ve
f €SH'(1) ise

(n+1)2n+1) (n—-1)(@2n-1)

< <

dir (Sheil-Small, 1990).

2.2.2. Teorem. f = h + g fonksiyonu (2.2) formunda olsun. a, = 1 ve p = 1 i¢in,

> @t p = D(|apsns] + [Bpin-al) < 20 (25)

n=1

ise f harmonik fonksiyonu yon koruyandir ve SH (p) sinifina aittir.
spat.0 <r < 1vef € Riginz = re'? olsun. (2.2)’de verilen h ve g fonksiyonlar1 igin,

|h'(2)| = 1g'(2)]

P4 ) (4P = Dagyy 12"

n=2

D @t p = Dbyyyoaz™??
n=1

> |pzP~t| -

Z(n +p— 1)an+1[,_12”+1‘"2

n=2

z(n +p— 1)bn+1[,_12”+7"‘2
n=1

= prp—l - Z(n +p— ]-)|an+p—1|rn-l-p_2 - Z(n +p— 1)|bn+p—1|rn+p_2
n=2 =

n=1

= rp—l [p - Z(n +p— ]-)lan+p—1|rn_1 - Z(n +p— 1)|bn+p—1|rn_1]
n=2 n=1

> ot [p =Y 40— Dlansp| - ) (1 +p - 1)|bn+p_1|]

n=2 n=1

=rp-1 {Zp - [Z (n+p = D(|ansp-1| + |bn+p—1|)]} =0

n=1

11



bulunur. Bu esitsizlik, f harmonik fonksiyonunun U birim diskinde yon koruyan
oldugunu gosterir. Simdi ise f harmonik fonksiyonunun SH(p) sinifina ait oldugu

gosterilmelidir. £ nin SH (p) sinifinda olmasi igin gerekli ve yeterli sart

d , d ] h' TN
%(arg(f(rele)))=Im(%log(f(re‘9))>=Re<Z (@) — 29 (Z)>20

h(z) + g(2)
dir.
0 <r<1igin,
0 . zh'(z) — zg'(2)
%(arg(f(relg))) = Re< MOEYO)
_ pz? + Yp,(n+p— 1)an+p 1z — Y= 1(" +p— 1)bn+p Vialae
- zP +Z an+p 1Zn+p 1 +Z n+p 1Zn+p 1
_R[p+M@
1+ B(2)

elde edilir. z = re®® olmak iizere,

A(ret®) = Z(n +p — Dapyp-r" e D

n=2

Z(n + p— n+p 17.11 1e—(n+2p—1)9i

ve

(o] (o]
B(reze) — Z an+p_1rn—1e(n—1)61 + Z bn+p_1rn—1e—(n+2p—1)91
n=2

n=1
i¢in,

p+A(z)  1+w(2)
1+B(z) Pi-w@

12



olacak sekilde |w(z)| <r <1 oOzelliginde bir w fonksiyonunun mevcut oldugu

gosterilmelidir. Bu durumda,

A(z) — pB(2)
A(z) +pB(z) + 2p

_ Z?;Z(Tl - 1)an+p—1rn_1e(n_1)9i - Zf:l(n + Zp - 1)En+p_1rn—1e—(n+2p—1)9i
- Zp + Z;?:z(n + Zp - 1)an+p—1rn_1e(n_1)9i - Z;.;l(n - 1)En+p_1rn—1e—(n+2p—1)9i
Yn=2(n — 1)|an+p—1|7'n_1 + Yn=1(n+2p — 1)|bn+p—1|rn_1
B 229 - Z?lozz(n + Zp - 1)|an+p—1|rn_1 - ?lo=1(n - 1)|bn+p—1|rn—1
_ Z;?:l[(n - 1)|an+p—1| + (Tl + Zp - 1)|bn+p—1|]rn_1
429 - Zf=1[(n + 2p - 1)|an+p—1| + (n - 1)|bn+p—1|]rn_1
2??:1[(71 - 1)|an+p—1| + (Tl + Zp - 1)|bn+p—1|]

lw(z)| =

o <1
4p - Zn:l[(n + Zp - 1)|an+p—1| + (Tl - 1)|bn+p—1|]
Boylece f harmonik fonksiyonu SH(p) sinifina aittir.
D bl + )yl = p
n=2 n=1
olmak tizere,
X Yn
— D __m  _n+p-1 Z __Jn  -n+p-1
f(2) =z +Z”+p_1z + i (2.6)
n= n=

seklindeki harmonik fonksiyonlar igin;

Z(n +p— 1)(|an+p—1| + |bn+p—1|) =p+ lenl + Zlynl =2p
n=1 n=2 n=1

oldugundan (2.5)’deki katsay1 sinir1 kesindir.

13



2.2.3 Teorem. f = h + g fonksiyonu (2.4) formunda alinsin. f € TH(p) olmasi i¢in

gerekli ve yeterli sart, a, = 1ve p = 1 igin

Z(n + p— 1)(|an+p—1| + |bn+p—1|) < Zp (2-7)

n=1

Olmasidir.

Ispat. Ispatin ilk kismi, TH(p) € SH(p) ve p = 1 oldugundan Teorem 2.2.2’den dolay1
saglanir. ikinci kisminda ise kosul (2.7) saglanmazsa f & TH(p) oldugu gosterilmelidir.
Simdi, f = h + g € TH(p) igin gerekli olan (2.3) kosulu,

zh'(z) —zg'(2)
h(z) + g(2)
P20 = Bea( 4 p = Dlansp-1|2"P71 = (0 4 p = Dlbpp-e |27

2P = Vool @nap-1| 2P+ B by | 2P

=R >0

esitsizligine denktir. Yukaridaki kosul, tim |z| = r < 1 6zelligindeki z degerleri igin

gegerli oldugundan pozitif reel eksende 0 < z = r < 1 olacak sekilde z degerleri igin;

p—Yn—2(n+p-— 1)|an+p—1|7"n_1 —Yn=1i(n+p— 1)|bn+p—llrn_1

1- ;.:)=2|an+p—1|rn_1 + Z;O=1|bn+p—1|7"n_1

>0 (28)

dir.
Eger kosul (2.7) saglanmazsa 1’e yeterince yakin r’ler i¢in pay negatif olur. Boylece
(0,1) araligindaki z, = ry i¢in (2.8)’deki oran negatif olur. Bu da gerek kosulla yani f €

TH (p) olmasiyla celisir. Boylece ispat tamamlanur.

2.2.4. Tamim. TH (p) nin kapali konveks ortiisliniin u¢ noktalar1 clcoT H (p) ile gosterilir.

14



2.2.5. Teorem. f = h+ g € clcoTH (p) olmasi igin gerekli ve yeterli sart,

b _
hyp(2) = 2P, hpyp_1(2) = 2P — mz’”p L (n=23..),
p _
In+p-1(2) = 2P + mznﬂ’ Im=12.),

> nsps + Yarpr) = 1 Xpoa 2 0¥y 20

n=1

igin,

f(z) = Z(Xn+p—1hn+p—1 + Yn+p—lgn+p—1) (2.9)

n=1

seklinde ifade edilmesidir. Ayrica TH(p) nin ekstrem noktalart, {hn+p_1} ve {gn+p_1}
dir.

Ispat. f fonksiyonu (2.9) formunda olsun. Bu taktirde,

[0e]

b _ p -
f(Z) =zP — Z mxn+p—1zn+p 1 + z myn+p—12n+p 1
n=1

n=2

o9}
— n+p-1 sn+p—1
_Z(anﬂ)—lz P +bn+p—1Z P )

n=1

dir. Burada,
D 4 = D(|nspea] + Buspa) =2+ ) plXnrpoal + D pl¥arpo
n=1 n=2 n=1

=p+p(1—X,)<2p

oldugundan f =h+ g € clcoTH(p) elde edilir. Tersine f =h+ g € clcoTH(p)

oldugu varsayilsin.

15



_n+p-—1

Xn+p—1 - T |an+p—1|’ (n = 2131 "')1
n+p—1
Yoyp-1= T |bn+p—1|' (n=12...)

ve

Xp=1- Z Xn+p-1— Z Yoip-1
n=2 n=2

alalim. Burada,

[ee] [ee]
f(Z) = Zp - Z|an+p—1lzn+p_1 + Z|bn+p—1|z_n+p_1
n=2 n=1

elde edilir.

Bir sonraki teorem, TH (p) sinifina ait fonksiyonlar i¢in distorsiyon sinirlari {izerinedir.

Bu smurlar da TH (p) sinifi i¢in bir kapsama sonucunu verir.

2.2.6. Teorem. f fonksiyonu TH (p) sinifina ait ise;

@I < (14|50 +% Zl=r<i
ve

@)= (1= [by])r —Ww, d=r<i
dir.

16



Ispat. Teorem 2.2.3’den dolay,

p(1+[by) + @ + D ) (|anepoa| + [Brsp-al)
n=2

< Z(n +p— 1)(|an+p—1| + |bn+p—1|) <2p
n=1

elde edilir. Boylece,

= p(1—1b
> (ltnspea] + Puapa]) < 210D 210)
n=2

dir. Simdi ise TH (p) simnifa ait olan f nin mutlak degeri alinarak,

co co
n+p-1 sn+p—1
zP — z Ansp-12" P77 + z bpip-12""P

n=2 n=1

[o9] [o9]
<rb 4 Zlan+p_1|rn+p—1 + Z|bn+p_1|rn+p—1
n=2 n=1

If ()] =

= (1+[5p))r? + ) (anspoa| + [Brspoa ) 7772
n=2

< (1+ 5 )r? + ) ([anipoa] + [brsp-al) 771
n=2

p(=[by)) .,

< (1+|b,)r? + —

ve

o (o 9]
n+p-1 sn+p—1
zP — Z An+p-12 P=+ Z bn+p—1Z P

If(2)] =

17



o)

(o8]
> P — Z'an+p_1|rn+p—1 _ Z'bn+p—1|rn+p_1
n=1

n=2

= (1= 1Bp)r? = > (J@nspoa] + [Bspoa) 7740
n=2

> (1= [by))r? = > (lanspoa| + [Brepoa ) 7772
n=2

)

> (1=, -0

elde edilir. TH(p) smifindaki f = h+ g fonksiyonlar: i¢cin Teorem 2.2.6'da verilen

sinirlar, katsay1 kosulunu saglar ise SH(p) deki fonksiyonlar i¢in de gegerlidir.

P=1BD) .,

f(z)=zp+|bplz_p+ 1

fonksiyonu ve rotasyonlar1, Teorem 2.2.6'da verilen sinirlarin kesin oldugunu gosterir.
Asagidaki sonug ise Teorem 2.2.6'daki esitsizligin sol tarafindan elde edilir.

2.2.7. Sonug. f fonksiyonu TH (p) sinifina ait ise;

dur.

2.2.8. Tammm. f,F € TH(p) harmonik fonksiyonlart,

F2) =27 = ) [anapal ™7+ D by |70 (211)
n=2 n=1

ve
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F(z) = 2P — Z|An+,f,_1|zn+2’—1 + Z|Bn+,{,_1|z—n+v—1 2.12)
n=2 n=1

seklinde verilsin. Bu iki fonksiyon i¢in Hadamard ¢arpimiu;

(f * F)(Z) =zP — Z|an+p—1An+p—1|Zn+p_1 + Z'bn+p—1Bn+p—1 AN (2-13)

n=2 n=1
bi¢iminde tanimlanir.

2.2.9. Teorem. f ve F fonksiyonu TH(p) smifina ait ise f * F ¢arpimi da ayni sinifa

aittir.

Ispat. f ve F fonksiyonlar (2.11) ve (2.12) formlarinda ve TH(p) smifina ait olsun.
Hadamard ¢arpimi (2.13)deki gibi verilsin. F € TH (p) oldugundan |An+p_1| <1lve

|Brsp—1| < 1 dir. Bu durumda,

(0]

(Tl + p— 1)(|an+p—1||An+p—1| + |bn+p—1||Bn+p—1|)

n=1

< z(n +p— 1)(|an+p—1| + |bn+p—1|)
n=1

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafi 2p ile sinirhidir ¢linkii f € TH(p) dir. Bu
nedenle f * F € TH(p) olur.

2.2.10. Teorem. TH(p) sinifi konveks kombinasyonlar altinda kapalidir.

Ispat. fj(z) € TH(p) sinifina ait ve

o

24 (<1)F ) |

Jnt+p-1
n=1

ZMPel =123 ..

[ee]
(@ =2 =) |0,
n=2

19



bicimindeki fonksiyonlar i¢in (2.7)’den dolayz,

- (2.14)
Z(n + p - 1)( a’jn+p—1 + bjn+p—1 ) S Zp
n=1
dir. Diger yandan,
ij:l ti =1, 0<t; <1igin f; fonksiyonlarinin konveks kombinasyonu,
Y@ =2 = Y gla,,.| | ) 2 s | |77

j=1 n=2 \ j=1 n=1

dir. (2.14)’den dolay1

o

2 ot p={ |2 oo, + D
n=1 ]:1 =

= Z tj <Z (Tl +p— 1) ajn+p—1 + bjnﬂ"l )

=1  \n=1
Z (2p) = 2p

]n+p 1

elde edilir. Boylece,

(o]

Z t.f,(2) € TH(p)

j=1
olur.

2.2.11. Tammm. (2.2) formundaki f fonksiyonu U bélgesinde a (0 < a < 1) mertebeli

olmasiiginherz (|z| =r < 1) ve 0 < a < 1 i¢in

20



% (arg(f(reie))) >

esitsizligi saglaniyorsa f’ye a mertebeli yildizil harmonik fonksiyon denir. SH(p) ve
TH(p) smiflarinin alt siniflart sirasiyla SH*(p, @) ve TH*(p, @) olacak sekilde «
mertebeli  yildizil smiflar olarak tanimlansin. Ayrica SH*(p,0) = SH*(p) Ve
TH*(p,0) = TH*(p) dir.

2.2.12. Teorem. (2.2)’de verildigi gibi f = h + g seklinde alalm. a, =1 ve p > 1

olmak tizere;

>

n=1

n+p(l- | |+n+p(1+a)—1
Apgp—
P(l—a) m p(1-a)

|brip-1|| < 2 (2.15)

esitsizligi saglaniyorsa, f harmonik fonksiyonu yon koruyan, p-valent ve SH(p, a)

sinifina aittir. Teorem 2.2.2’nin ispatinda tanimlanan A(z) ve B(z) fonksiyonlart i¢in,

—pa+ 5 arg( (rele)) (p(l — a)1++Aéz()Z)— paB(z)) >0

esitsizliginin saglandigina dikkat edilmelidir. Teorem 2.2.2’nin ispatina benzer bir ispat

yapilirsa gerekli katsay1 kosulu da saglanir (2.15).

2.2.13. Teorem. f € TH*(p,a) olmas: i¢in gerekli ve yeterli sart (2.15) katsay:
esitsizliginin saglanmasidir. Teorem 2.2.5'de oldugu gibi, TH (p, @) i¢in gerekli ve yeterli

katsay1 kosullar1 ekstrem noktalarin;
h’p (Z ) =z p )

p(—a) Zn+p—1
n+p(l—a)—1

hypip-1(2) = 2P — , (n=23,..)
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ve

— p(l — a) Z—Tl+p—1
n+p(l+a)—1

Inip-1(2) = zP , (m=123,..)

oldugunu gosterir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Sabordinasyon teknigi kullanilarak agik birim diskte ¢ok degerli harmonik fonksiyonlarin
bazi alt siniflar1 tanimlandi.
Konvolusyon teknigi kullanilarak ¢ok degerli harmonik bir fonksiyonun bu alt siniflara

ait olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar verildi.

Katsay1 tahmin teknigi kullanilarak ¢ok degerli harmonik bir fonksiyonun bu alt siniflara
ait olmasi icin gerekli katsayr bagintisi verildi. Daha sonra bu alt siniflardaki
fonksiyonlarin katsayilar1 negatif veya pozitif secildiginde smifa ait olma sarti

kullanilarak fonksiyonlarin katsay1 sinirlar1 elde edildi.

Katsay1 bagintisi1 kullanilarak bu siniflara ait fonksiyonlar i¢in distorsiyon sinirlar1 elde

edildi. Distorsiyonun sol sinir1 kullanilarak bu siniflar i¢in kapsama sonuglari elde edildi.

Yine katsay1 bagintilar1 yardimiyla bu alt siniflar i¢in ekstrem noktalar elde edildi ve bu

smiflarin konveks kombinasyonlar altinda kapali oldugu gosterildi.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bolimde agik birim diskte ¢ok degerli harmonik fonksiyonlarin sabordinasyon
yardimiyla tanimlanan alt siniflarina ait katsay1 sinirlari, ekstrem noktalar1 ve distorsiyon
sinirlar gibi 6zellikleri verilecektir. Ayrintili bilgi i¢in, Ahuja ve Jahangiri (2001), Ahuja
ve Jahangiri (2002), Altinkaya ve digerleri (2018), Aouf ve Seoudy (2020), Clunie ve
Sheil-Small (1984), Duren (1983), Dziok ve Srivastava (2003), Jahangiri (1999),
Jahangiri ve digerleri (2002), Jahangiri ve digerleri (2003), Jahangiri ve digerleri (2016),
Silverman ve Silvia (1999), Srivastava ve digerleri (2009), Yalgin Tokgdz ve Altinkaya
(2019), Yasar ve Yal¢in (2011), Yasar ve Yalgin (2013), Yasar ve Yalgin (2015)

kaynaklar1 incelenebilir.

41. SH*(p,a,I',A) ve TSH*(p,a,I', A) Siiflarina Ait Sabordinasyon ile Tanimlh
Cok Degerli Harmonik Yildizil Fonksiyonlarin Ozellikleri

411. Tanm. -1 <A< -A<T' <1, 0<a<p, p=1igin,

zh'(2) — zg'(2) _pt [pA + (p — a)(I' — 4)]z
h(z) + 9(2) 1+ Az

(4.1)

sartin1 saglayan (2.2) formundaki f = h + g fonksiyonlarindan olusan H (p) sinifinin bir
alt simifi SH*(p, a, I, 4) ile tamimlanir. SH*(p, a, I', 4) smifinaait f = h+ gicin hve g

h(z) = zP — Z|an+p_1|zn+p‘1 ve g(z) = Z|bn+p_1|zn+p"1,|bp| <1 (4.2
n=2 n=1

biciminde ise bu fonksiyonlarmn sinifi TSH*(p, a, I', 4) ile gosterilir.

4.1.2. Teorem. f € H(p) olsun. Bu durumda f € SH*(p, a, ', A) olmasi igin gerekli ve
yeterli sart z € U \ {0} i¢in
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=T =D{—z-[A+ @ - )T - Dz
1—2)?

2240 + @ = O =4+ [(1 =20 +40) + (p = ) (I~ A))z

’ (1-2)

B(z¢) =z

olmak tizere,
f@*8(z#0, ((€Cl=1zeU\{0}
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. f € H(p) ve (2.2) formunda olsun. f € SH*(p, a, T, A) olmasi igin gerek ve

yeter sart (4.1) ile verilen sartin saglanmasi veya bu sarta denk olarak,

JEC|=1vezeU\{O0} icin,

zh' (2) — zg'(2) P +[pd+(@—a)T - D

— (4.3)
h(z) + g(z) 1+ A¢
esitsizliginin saglanmasidir. Burada,
7P 7P
D) =h@ 17—, 9(2)=g@)*T—
ve
, zP[p + (1 — p)z] , zP[p + (1 — p)z]
zh'(z) = h(z) * a-oz %9 (2) = g(2) a-2?

oldugu dikkate alinarak,

(0 +[pA+ (p — )T = DID[h(2) + g@)] = (1 + 4Dz (2) — 29’ (2)]
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zP zP[p+ (1 - p)Z]}

=h(Z)*{(P+[pA+(p—a)(F—A)]§) —(1+49)

(1-2) (-2
- 77 zP[p + (1 - p)z]
+g(z)*{(p+[pA-l-(p—a)(r—A)]O (1_Z)+(1+AO (1-2)? }

p
= h(@) * G~ O =D 2= 4+~ (T~ D7)

[2p(1+ 4D + (p =)' = )+ [(A = 2p)(A + 4 + (p — ) (I' = 4){]Z]

=f@)*¢(z) #0

—_— V4
+9(2) * T

bulunur.

4.1.3. Teorem. f € H(p) olsun. Bu taktirde

i¢in,
tn(p,a, 1,4) = (1 =D —-1) + (p—a)(I' = 4) (4.4)

ve
Yna,l,)=1-Hn+2p-1) - (p-a)(" - 4) (4.5)

olmak tizere,

D [l Banpa| + @l Dby || 20 - )T -4)  (46)

n=1

ise f harmonik fonksiyonu SH*(p, , I, 4) sinifina aittir.

Ispat. (4.6) esitsizliginin  saglanmasi durumunda f € SH*(p,a,I’,4) oldugu
gosterilmelidir. Sabordinasyon tanimina gore f € SH*(p, a, I', 4) olmasi igin gerekli ve

yeterli sart
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z € U \ {0} igin,

zh'(z2) —zg'(z) _p+I[pd+(p— )T —A)]w(2)
h(z) +9(z) 14 Aw(2)

olacak sekilde w(0) = 0ve |w(z)| <1 o6zelliginde karmasik bir w fonksiyonunun

mevcut olmasi veya buna denk olarak,

zh'(2) — zg'(2) — ph(2) — pg(2)

— — (4.7)
A(zh'(z) — zg'(2)) — [pA + (p — ) (" — D] (h(2) + g(2))

esitsizliginin saglanmasidir. Burada, zh'(z), zg'(z), h(z) ve g(z) fonksiyonlar1 (4.7)’de

yerine yazilarak, (4.6) esitsizliginden

|A(zh' (2) — 2g"(2)) — [PA + (p — (I — D] (h(2) + g(@))|
—|2'(2) — 29'(2) — ph(2) — pg (@)
= —a)(I" = 2)zP

+ ) [-dn+p—-1D +pA+ (p—a)T = Dlapiy1z"P1

s 1M

- ) [-dn+p—1) —pd—(p— )" — A)]bpyp_12™*P71

S
=

o)

z(n - ]-)an+p—1zn+p_1 - Z(n +2p - ]-)bn+p—1zn+p_1

n=2 n=1

2 (p—a)T -4z

(o]

D IA=H0=1) + @ = O = D)|anpa Iz

n=2

oo

=D =@ +2p = 1) = = DT = D]|byyps Iz

n=1

> |z|P{(p — ) (I = 4)

o)

D IA=HO =1 + @ = DT = Dl|anp|

n=2
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DIA-DHn+2p= 1) = @ = O = Dl|brpoa {2 0

n=1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. Diger yandan

Z'xnﬂo—ll + Zlynﬂ)—ll =1
n=2 n=1
olmak iizere,
C (- —4)
— p_l_z _gn+p-1
FO=2T L g,y e

. (48)
()T - )

+
L Yapa T, 8) 7
n=1

n+p—1zn+p_1

bi¢imindeki harmonik fonksiyonlar igin,

[0e]

Z[()bn(pl a, F'A)lan+p—1| + l/)n(p' a, F'A)lbn+p—1|]

n=1

= (=T =2) ) nrpa| + @ = QT =2+ ) [ynipa]
n=2 n=1

=@-aT—-4)

oldugundan  Teorem 4.1.3’de verilen katsayr simir1 kesindir. (4.8) formundaki

fonksiyonlar, SH*(p, a, I', ) smifindadir.

4.1.4. Teorem. (4.2) formundaki h ve g i¢in f =h+ g olsun. f € TSH*(p,a, T, 4)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (4.6) esitsizliginin saglanmasidir.
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Ispat. Teorem 4.1.3’¢ gore (4.6) saglanmadiginda f & TSH*(p,a,T',4) oldugunu
gostermek yeterlidir. f = h + g fonksiyonunun TSH*(p, , I, 4) sinifina ait olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul;

H(z)
G(2)

<1

esitsizliginin saglanmasidir. Burada,

H(z) = Z(n = Dlapip-1|z™P7 = Z(n +2p — 1) |bpypq [277P1
n=2 n=1

ve

G(z)= (p—a)(I' = 4)zP

=Y A= D) + ¢~ T = D277

n=2

=Y A@+ 2 = 1) = (= T = )]|bysp |77

n=1
dir. Ayrica z = r < 1 igin,

2;.10:2(” - 1)|an+p—1|rn_1 - 2;.10:1(” +2p — 1)|bn+p—1|rn_1 <1 (4 9)
- a)I =P =T34~ 1) = 0 — ) = Dl|anspa|[r™ =T, [40 +2p = 1) + (0 — )T = D]|bpaps|r™? '

esitsizligi elde edilir.
(4.6) saglanmiyorsa 1’e yeterince yakin r’ler i¢in, (4.9) da saglanmaz. Boylece (4.9)’daki
oran 1°‘den biiyiik olacak sekilde bir z, = 1, € (0,1) sayis1t mevcut olur.

Budaf € TSH*(p,a,TI',A) olmasi ile ¢elismektedir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.
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4.1.5. Teorem. f € TSH*(p,a, ', A) olsun. O halde |z| = r < 1 i¢in

If(2) < 1+ |by|)r?

+ (p—a)(I"' = 4) 2 =4) - (p—a)(I" = )] b, | ) ro+t
1-4+(@—-a)([ —4) 1-4+(@—-a)([—4) p ’

ve
If ()| = (1~ |by)r?
B (p—a)(I' = 4) _[ZP(l—A)—(p—“)(F—A)]lb )+
1—-4+(p—a)(—4) 1-4+(p—a)(—4) P
dir.

Ispat. Sadece ikinci esitsizlik kanitlanacaktir. Esitsizligin diger tarafi benzer sekilde
kanitlanabilir. f € TSH*(p, a, ", 4) olsun.

F@1 2 A= B, = > (|ansp-a] + [busp-r[Jrme~?
n=2

C d)n(p' a, F'A)lan+p—1| + lpn(p' a, F:A)lbn+p—1|
— p_ p+1
= (1= by HZZ 1—4+@-a)T —4) r

(p—)(I'=4) = [2p(1 = 4) = (p — a)(I' = D)]|b,| 1

= (1= [byr? - 1-4+(@-a)T -2

olup ispat tamamlanr.

4.1.6. Sonug. (4.2) formundaki h ve g i¢in f = h+ g olsun. f € TSH*(p,a,T,4) ise
burada,

1-4+[2p(1-4)— (p— )" — D]|by|
1-4+(p—-—a)({[ —4)

{W:|W|< }Cf(U)

dur.
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4.1.7. Teorem.

h,(z) = zP
)
= 7P — ntp-1 (=23, ..
hn+p—1(z) Z ¢n(p’ a, F,A) z ’ (Tl )3, )
ve
p-—a)—4)———
= zP n+p-1 =12,..
gn+p—1(z) z" + (o, a, T, 1) z ,(n )
olsun.

Bu taktirde x,1,—1 = 0, Yip—1 = 0Ve X7 1 Xpip—q + Ynyp—1 = 1 olmak iizere,

f €TSH*(p, a, ', 4) olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

o

f(Z) = Z xn+p—1hn+p—1(z) + yn+p—1gn+p—1(z)

n=1

olacak sekilde ifade edilebilmesidir. Ayrica TSH*(p, a, ', A) sinifinin u¢ noktalar1 da
{hn+p—1} ve {gn+p—1} dir.

Ispat.

f(Z) = Z xn+p—1hn+p—1(z) + yn+p—1gn+p—1(z)

n=1

[00]

= Z(xnﬂo—l + yn+p—1)zp -

n=1

S (p—a)( —A
(Z) ( )(1" A))x”+p—1zn+p_1
n—2 n p; al )

> (p—a) (T —4)

+ y
L (0, a T, D)
n=1

n+p_1zn+p—1

olsun. Burada,
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Z d)n(p: a, F’A)lan+p—1| + Z l/)n(p: a, F'A) |bn+p—1|
n=2 n=1

= (p - CZ)([' - A) Z Xn+p-1 + (p - CZ)(F - A) Z Vn+p-1
n=2 n=1

=@p-a)'—DA-x,) < (p—-a)I"—4)
esitsizligi elde edilir ve f € TSH*(p, a, ', A) olur.

Tersine, f e TSH*(p, , T, 4) ise,

s < PO =D
TP ¢ (p,a T, 4)
ve
(p— &) — 4)
<

|bn+p_1| N lpn(p; al F'A)
dir.

¢ (p: alF)A)

vt = G- @y =2 [t b (0= 23

ve

Yu(p,a, I, 4)
yn+p—1 = (p _ a)(l—v —A) |bn+p—1|'(n = 1'2 )

aliirsa, Teorem 4.1.4°den dolay1

0<xXp4yp-1=1, (n=23,...)ve0 <y, 1 <1 (n=12,...) dr

32



oo}

xXp=1-— Z Xn+p-1 — Z Yn+p-1
n=2 n=1
seklinde tanimlanirsa Teorem 4.1.4’den dolay1 x;, > 0 olur. Sonug olarak,
f(Z) = Z xn+p—1hn+p—1(z) + yn+p—1gn+p—1(z)

n=1

elde edilir.

4.1.8. Teorem. TSH*(p, a, I, 4) sinifi konveks kombinasyonlar altinda kapalidir.

Ispat. k =1,2,3,...i¢in f;, € TSH*(p, a, T, A) olsun. Burada,

fk(z) = Zp - Z |ak,n+p—1lzn-'—p_1 + Zlbk,n+p—1|zn+p_1
n=2 n=1
seklindedir. (4.6)’dan dolay1,

Z(¢n(pr a, FIA)lak,n+p—1| + lpn(p» a, FrA)|bk,n+p—1|) < 2(p - CZ)(F - A)

n=1

elde edilir.

Yrertr =1, 0<t, <1igin fi,’nin konveks kombinasyonu,

i tefi(2) = zP — i (i tklak,n+p—1|> AL

k=1 n=2 \k=1

co co
3 (3 bl
n=1 \k

=1
seklinde yazilir. (4.10)’dan dolay1
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Nk

(((pn(p: arl, A) z tk|ak,n+p—1| + l/}n(p, a,rl, A) Z tklbk,n+p—1|>
k=1 k=1

S
1l
[

= Z tk (Z [((pn(p: a, F’A)|ak,n+p—1| + l/)n(p' a, F'A)lbk,n+p—1|]>
k=1 n=1

<2p- )T —4) ) te =200~ (T~ 4)
k=1

esitsizligi elde edilir. Boylece,

[0e]

Z tofe(2) € TSH* (p, @, T, 4)

k=1
olur.

4.2. SHy(a,T',4) Smiflarina Ait Sabordinasyon ile Tammh Salagean Tipli Cok

Degerli Harmonik Fonksiyonlarin Ozellikleri

h(z) = zP + Z a,z" ve g(z) = z b,z", |by| < 1 (4.12)

n=p+1

olmak tizere f = h + g harmonik fonksiyonlarinin olugturdugu smnif SH, ile gosterilsin.
Salagean (1983) tarafindan, k € N, = N U {0} olmak iizere D* diferansiyel operatérii
tanimlanmistir. Daha sonra, Jahangiri ve digerleri (2009) tarafindan (4.11) formunda seri

acilima sahip, f = h + g fonksiyonu i¢in modifiye edilmis Salagean operatdrii;
Dif(2) = DER(2) + (-D*Dfg(2) (p=1) (4.12)

bi¢iminde tanimlanmistir. Burada,
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ve

dir.
4.2.1. Tanim. D{,‘, (4.12)’de verildigi gibive —4 <I' <4 <1; 0 < a < 1 olmak iizere

2(D5f(2)), - Z(D5f(2)), _pHpd+ - - )z

DXf(2) 1+ 4z (4-13)

sartin1 saglayan (4.11) formundaki f fonksiyonlarindan olusan SH, nin alt smifi olan

SHy(a,I',4) simfi tammlansin. Ayrica,

hG) =27 = ) lagle" veg() = (D Y Ibylz" [by| <1 (4.14)
n=p

n=p+1

olmak lizere SH, smifina ait f = h + g fonksiyonlarinin olusturdugu alt sinif da SHy,

ile gosterilsin. S_Hp,k (a,I',4) =SHy,(a,T',4) N SHy olarak tanimlansin.

4.2.2. Teorem. f € SH,, olsun. Bu takdirde f € SH,(a,I',4) olmast i¢in gerekli ve

yeterli sart
(z0) = , =) A -+ A +[A+ (- =4)]z
vimes =2 (1-2)?

Z—pr +2pA+(p—a)T —DIC+[A-2p)(A1+4D+ (P —a)(A—-T)]z
(1-2)?
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olmak tlizere

Dif(z)*@(z,{) #0, ((€CI{|=12z€U\{0})
olmasidir.

Ispat. f € SH, ve (4.11) formunda olsun. f € SHy,x(a,I',4) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart (4.13) ile verilen bagintinin saglanmasi ya da buna denk olarak,
(eC|{|=1veze U\ {0} igin,

2(D5f(2)), — Z(D5f(2)), L PHpA+ (- - N

DXf(2) 1+ A (4.15)

esitsizliginin saglanmasidir. Burada,

. . zP zP
Dyf(z) = Dyf(z) * 1= +1_-

VA Z

ve

Plp+(1— zP[p+ (1 —p)zZ
2D (), - 2(Df (2)), = D (2) + <Z e @ZP)Z])
oldugu (4.15) esitsizliginde dikkate alinarak,

(1 + 40 {z(Dff (D), — Z(DF (@)} — b + [pA + (0 — )T’ — DIIDEF(2)
— p

2O P o+ - - 10T
Z7[p + (1 - p)7] 4

=27 t@+pd+ -l -DI)7 }

=Dyf(2) *¢(z:{) #0

= Dz’,‘h(z) * {(1 + AQ)

~(-1)*Dfg(2) * {(1+A€)

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
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4.2.3. Teorem. f € SH, olsun. Bu takdirde

—-1<-4<I<A4<1, 0<a<p, p=1

icin,
bn = (1+ D =p) + (~ A1) (4.16)
ve
o= (L4 D@ +p) — P - DA-T) @47)
olmak tizere,
y () Wleal +paloull < 260 - T~ 2 (418
=

ise f € SHy y(a, T, A) dir.

Ispat. (4.18)’in saglanmasi durumunda f € SHy(a,I',4) oldugu gosterilmelidir.

Sabordinasyon tanimina gore f € SH,, x(a, I', 4) olmast i¢in gerekli ve yeterli sart

2(D5f(2), — 205 f (@), _p+Ipa+ (- ) = 4)lw(z)
DEf(2) - 1+ Aw(2)

olacak sekilde w(0) = 0 ve [w(z)| < 1 dzelliginde karmagik bir w fonksiyonu mevcut

olmasi veya buna denk olarak,

2(DEf(2) — Z(Df(2)), - pDEf (@)

<1
4|z(Dkf (@), - Z(Dif (2)),] — Ipd + (0 — ) (T — HIDEf(2)
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esitsizliginin saglanmasidir. Gergekten, (4.18) esitsizliginden |z| =rve (0 <r < 1)
igin;
|2(0kr(@) ~2(Dff@) —pDf ()
—|a|2(DkF @), - 2(DEf),] - [pA + 0 — )T - HIDEf ()|

> @) G-+ Y () 4 o

n=p+1 n=p

> k
p-@@-nz+ Y (5] 140 -p) + @ - 0@ - Dla,z"

n=p+1

[0e]

k
HED Y (5) G+ p) + ( — )~ )bz

n=p

o

<Y B +ne-p+e-o@- Dl

n=p+1

£y (g)k [(1+2)(n+p) — (0 — @)(A = D]IbllzI" — (0 — @)(4 = 1)]zI?

n=p

> k
- |z|p{ Y. (5) [+ D@ —p)+ @ -~ @~ Dlla Iz

n=p+1

+;(g)" [(1+ D +p)— @ —a)(d—D]lb,llzI"™ — (p — a)(4 — r)} — 0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. Diger yandan

Z |2, | +Z|yn| =1 ve |xp| =1,
n=p

n=p+1

olmak iizere (4.18) esitsizligi
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F2) =27 + Z p'lp—a)4 F)xn2"+zp p—a)4 I’)ynzn
n=p

k k
n n
nept1 ¢bn Yn

bicimindeki harmonik fonksiyonlari i¢in

PN o
an(;) [(pnlanl + lpnlbnl] =p-a)y —4) Z(|xn| + IynD =2(p—a)( —4)

n=p
oldugundan katsay1 sinir1 kesindir. Béylece f € SHy, x(a, I', 4) olur.

4.2.4. Teorem. (4.14) formundaki h ve g i¢in f = h+ g olsun. f € SH,,(a,T,4)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (4.18) esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. Teorem 4.2.3’¢ gore (4.18) saglanmadiginda f ¢ ﬁp,k (a, T, 4) oldugu gostermek
yeterlidir. f = h + g fonksiyonunun SH,, ;. (a,I', 4) olmast igin gerekli ve yeterli kosul

H(z)
A0) <1
esitsizliginin saglanmasidir. Burada,
H@= ) (5) a=plalz+ Y (D) @t pibalz
n=p+1 n=p
ve
o K
6@ =@-0@-Nz~ Y (5] [A0-p) + @ - 0@ Dlalz"
n=p+1
N _
-2.(5) 14 +p)+ @~ ~ )lib
n=p
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dir. z = r < 1 i¢in,

0 n k - 0 n k -
e (5) (1= lanlr™ + 52, (5) (ot p)lbalr

n\k n\k
@- @@= =5 (3) BO-p)+ @ - a)@=Dllarm? ~ 55, (5) [40+p) + @ - )@ = Dliblre

<1 (4.19)

esitsizligi saglanir.
(4.17) saglamiyorsa 1’e yeterince yakin r’ler igin (4.19) da saglanmaz. (4.19)’daki oran
1’den biiyiik olacak sekilde z, = 1, € (0,1) sayis1t mevcutolur. Buda f € S_Hp,k (a,1,4)

olmasi ile ¢elismektedir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

4.2.5. Teorem. f € SH, ,(a, I, A) olsun. Bu takdirde |z| = r < 1 i¢in,

If(2)] < (1 + |by|)rP

b(2 )k(p—oom—r)—[p(2+r+A)+a<A—F>]Ibp|T,,+1
p+1 1+4+(p—-a)(A-T)

ve
If @) = (1 = |by|)r?
_( p )k(p—a)(A—r)—[p(z+r+A)+a(A—r)]|bp| i1
P+ 1 1+4+(@-a)(d-T) r
dir.

Ispat. Sadece ikinci esitsizlik kamtlanacaktir. Esitsizligin diger tarafi benzer sekilde
kanitlanabilir. f € SH, ,(a, I, 4) olsun.

@I A= B = D (anl +1ba)r”

n=p+1

-2 5 O S e

n=p+1

40



rpH1

p )k (p—a)d—T)—[p(2+T +4)+a(d—TI)]|by|

2(1_|b’f’|)rp_(p+1 1+4+(p—-a)(4-T)

olup ispat tamamlanmis olur.

4.2.6. Sonug. (4.14) formundaki h ve g i¢in f = h + g olsun. Eger f € SH, ;(a,I",4)

ise;
A ka, I, ) =@+ D [1+4+@p-a)d-T)]-p*(p-a)(@-T)
ve

ulp,k,a,F,4) =p*[pR+T+AD)+a(d-DN]-(p+DF[1+4+ (p—a)(4-T)]

i¢in
_ Ak, a,T,4) +u(p kal,24)|b,|
{W"W'< 1+4+@-a)@d—T) ALY
dur.
4.2.7. Teorem.
h,(z) = zP,
P\ (p—a)Ad-T)
hn(z)=zp—(£) 5 2", (n=p+Llp+2..)
ve
N(p—a)d-T)__
gn(z)=z7"+(—1)"(5) v Zn, n=pp+1Lp+2...)
n
olsun.
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Bu taktirde x, >0,y, = 0ve Yn_,(x, + ¥,) =1 olmak iizere, f € SH,y(a,T,4)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

) = Cahn(2) + yngn(2))

n=p

olacak sekilde ifade edilebilmesidir. Ayrica SHy, (@, I', A) smifinin ekstrem noktalari da

{hn} ve {gn} dir.

ispat.

) = Cahn(2) + yngn(2))

o)

B WO B C o e CRLE N

n=p n=p+1

+Z (P—a)(ﬁ r) 3T
n=p

olsun. Burada,

Z () Balan] + Z () Wulb,|

n=p+1
=@-U-D| Y wn+ )
n=p+1 n=p

=(@-a)d -1~ x)
s(@-od-T)

esitsizligi elde edilir ve f € SH. px(a,I',4) olur. Tersine, eger f € SHpk(a r,A)ise

s Q) £
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ve

|bal < (g)k P-o@-

Yn
dir.
_ (MY _
xn—(p) (p—a)(A—F)lanl n=p+1p+2...)
ve
_ M ¥n _
yn_(;) (p_a)(A_F)Ian (n=pp+1...)

aliirsa, Teorem 4.2.3’den dolay1
0<x, <1l (n=p+1p+2,..)ved<y, <1, (n=pp+1,...)

dir.

Xp=1- z xn—Zyn
n=p+1

n=p

seklinde tanimlanirsa Teorem 4.2.3’den dolay1 x;, = 0 olur. Sonug olarak,

) = (nhn(@) + Yagn(2)

n=p

elde edilir.
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4.2.8. Teorem. ﬁp,k (a, I', A) smifi konveks kombinasyonlar altinda kapalidir.

Ispat.j = 1,2,3,... igin f; € S_Hp'k(a, I, A) olsun. Burada,

fi(z) = zP — Z |ajnlz™ + (— 1)"Z| n|2™

n=p+1

seklindedir. (4.17)’den dolayz,

(0]

> () Galosal + vl <20 - 0@ - 1)

n=p+1
elde edilir.

2iz10; =1, 0 <¢; < 1igin f;’nin konveks kombinasyonu,

iéjf,-(Z)=Z”— Z Z5|a1n| 2"+ (- 1)"2 i5j|bj,n|
j=1 =p \Jj=1

n=p+1 \ j=1

seklinde yazilir. (4.19)’dan dolay1

<2(p—a)(4 - I“)Z 5 =2(p-a)d—-T)
=1
esitsizligi elde edilir. Boylece
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Z 5f.(z) € SH,(a,T, 4)
=1

olur.

4.3. Hy(I',4; u, 7, @, 8) ve L,(T', 4; p, T, @) Simflarina Ait Sabordinasyon ile Tanimh

Cok Degerli Harmonik Fonksiyonlarin Ozellikleri

Bu bolimde ¢ok degerli harmonik fonksiyonlarin yeni bir alt sinifi tanimlanirken

notasyonda degisiklige gidilmis olup, m pozitif tam sayist1 igin,

h(z) =z™+ Z a,z"ve g(z) = z b,z", (|by] < 1)
n=m

n=m+1

olmak iizere U’da tanimly, yon koruyan ve cok

f = h + g harmonik fonksiyonlarinin olusturdugu sinif H,, ile gosterilmistir.

H, ile de

h(z) = zP + Z a,z" ve g(z) = Z b,z"; p=>1

n=p+1 n=p+1

olmak tizere, U’da tanimli, yon koruyan ve ¢ok degerli

f=h+g

harmonik fonksiyonlarmn smifi gosterilir. Bu durumda H,,  H,, oldugu agiktr.

H, ailesinin

) =22 = ) lanls" veg(z) == Y Ibyle"

n=p+1 n=p+1
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(4.22)

(4.23)



olmak iizere f = h + g fonksiyonlarinin olusturdugu alt sinif Hp ile gosterilsin.

F(z) = H(z) + C@2) = 2P + Z A2+ Z B,z" (4.24)

n=p+1 n=p+1
olacak seklinde verilsin. Hipergeometrik fonksiyonu;

a, B €ER,((i=123...lvej=1273,..m)ve L <m+1; [,m € NU {0} i¢in,

[ee]

(al)n- - (al)n i

n=0 (ﬁl)n- e (ﬁm)n . n!

tEn(ay, . ayBy, ... ) (2) =

seklinde ve Pochhammer fonksiyonu da;

1, n=20
(’1)”:{/1(/1+1)...(/1+n—1), neN

seklinde tanimlanir. Ayrica,
hy(ay,...a; 1, Pm;z) = 27P |Fp(aq,...apB1,. .. Bm)(2)

fonksiyonuna karsiik gelen Hy(ay,...a;; By,...Bm): Hy, = Hy lineer operatérii de

Hadamard ¢arpimi kullanilarak;

Hy(ay,...a; By, - Bin)f(2) = hp(ay,...a; Br, .- B 2) * f(2)

seklinde tanimlanir. Buradan (4.22) formundaki f fonksiyonu igin,

Hy(ay, ... ai; By, - Brm) f(2)

_ O (@@ 32" O (@ (@)n baz?
=P ) B G "Ly B B

n=p+1
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pimlailf(2) (4.25)

elde edilir.

(4.25)’de tanimlanan H,;,[a;] (p = 1) operatérii, Dziok ve Srivastava (1999)

tarafindan tanitilmigtir. Genellestirilmis Dziok-Srivastava operatdrii olan Hy, ise;

Z(lem al (Z)) - Z(lem al h(Z)) _Z( ,Lm al (Z))

olmak iizere;

Ly f(2) = (1= DHyymla1f (2) + = z( imlaalf(2) =134 f(2), 120
bi¢ciminde tanimlanir. Genel olarak,

‘L'O.’
Lyimf(2) = 2P

o (14 @a- (@)

" 2 2 B B |
n=p+1 (4.26)

n

o P2 (e (@ |
* z TL' (ﬁl)n (ﬁm)n

b,z"
n=p+1
ve A = 0,7 € N olmak tizere,
Ly f(2) =L (L f(@), 1<m+1L,lLmeNg,TEN (4.27)

bi¢imindedir.

1= 0,7 € Nigin Ji': H, - H, lineer operatdrii,
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Jf@ =3 @) f(2)=J; (@ +h(@)+I; (@) +g(z), z€U (4.28)

bigiminde tanimlanir. Burada J% (z) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

o0 (1 + %1) (a)n--- (@)n T

Gin@ =+ ) | G G| © (429)

ve

Zp
Ly (@) * 3¢ (2) = apr K20 zevU (4.30)
seklinde olmak {izere
2P
A-or p+z (#)n"’” =20, z€U (4.31)

n=p+1

oldugundan ve (4.28)-(4.31) arasindaki denklemlerden,

T

J‘r (Z) = 7P 4 z n! (,Bl)n (ﬁm)n (:u)n Zn, u >0z€U (4.32)

n=p+1 (al)n (al)n "

elde edilir. f fonksiyonu (4.22)’de verildigi gibi ise (4.28) ve (4.32)’den

T

n! (.Bl)n- e (ﬁm)n (:u)n

¥ =
n!’

C\ () @ (@

©>0 (4.33)
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JEf(2) =Jh@2) + JEg(z) = 2P + Z dra,z" + Z i b,z (4.34)

n=p+1 n=p+1
bulunur.

4.3.1. Tamm. (4.22) formundaki bir f(z) € H, fonksiyonunun H,(I',4;u,7,a,d)

smifina ait olmasi icin gerekli ve yeterli sart, (4.34)’de tanmimlanan J% f (z) fonksiyonu ve

pEN;IMAERT #4,|4| <1;TeEN,u>0,a =06 =0 degerleri ve

%35 = -2 LD 4 (gt (4.35)
icin
X (@)~ @l X, (F () = 1] < T g (4.36)
olmasidir.

6 = 0 igin L, (I, 4; u, 7, @) yeni alt smifi elde edilir. (4.22) formundaki bir f(z) € H,
fonksiyonunun L, (', 4; u, T, @) siifina ait olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart (4.34)’de
tanimlanan J. f(z) fonksiyonuve p e N; IMA€R, I' #4, |[A|<1; T€N, u>0,

a = 0 degerleri i¢in,

Jf@)

VAY

a (4.37)

K 14T
Jf@ | 1+TIz
zP 1+ Az

olmasidir. Ayrica,

H, (I, 4;u,7,,8) = Hy N Hy(T, 4; 1,7, @, )

ve
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L,(I'4;u,t,0) = Hy 0 Ly (T, 4; 1,7, @)
dir.

432. Lemma. I',A e R, " # A4,|4| < 1;a = 0 olsun. w(z) bir analitik fonksiyon ve
w(0) =1ise

7 _ig _ip 1tz
ow@A-—ae ™) +ae <

4.38
1+ Az 1+AZ'HER ( )

w(z) —alw(z) - 1| <

dir. (4.37) ve Lemma 4.3.2 geregince f(z) € H,(I',4; u,7, @, §) olmasi igin gerekli ve
yeterli sart, (4.35)’deki X, (f(2)) fonksiyonu igin,

1+Tz
1+ Az

X5 (f(2))(1—ae ) + ae™ < (4.39)

dir.

4.3.3. Teorem. (4.21) formundaki h ve g igin f = h + g ve &} (4.33)’de verildigi gibi
olsun. Ayricap € N;I',4 € Rve I' # A, |4| < 1 verilsin. Bu takdirde,

én §
si=(1-6+)afvent = (1-6-2) ol (4.40)
p p
olmak tizere,
D 14D + (& llanl + [nf]bal) < 17 = (4.41)
n=p+1

ise f € Hy,(I', 4; u, T, &, ) dir.

Ispat. lk olarak, f = h + g fonksiyonunun katsayilari (4.41) esitsizligini sagladiginda,
(4.39) kosulunun da saglandigi gosterilecek. Bunun i¢in, (4.39)’dan,
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p(2) = X5, (f(2))(1 — ae™) + ae™* (4.42)

olmak uzere,

1+r7z
1+ Az

p(z) <

oldugunu ispatlamak gerekir.

<1+FZ(:>|1 |< |4 r|
p(z) 1T 47 p(z)| < |4p(z)

oldugu gercegi kullanarak
1 =p@|—14p(2) - <0 (4.43)
esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir. Boylece, (4.41) esitsizliginden

|11 —p()|—|4p(z) —T|

=1(1 - ae™®) Z (&hanz™P +nhb,z7Pz")

n=p+1

—|4—-4(1—ae™¥) Z (Ehanz™P +nhb,zPz") —T

n=p+1

IA

A+ ) (|ehllanllz™ + o] 1bal1z1"2)| -

n=p+1

r=al=181 +@) " (|gk]lanllzl™® + [nk] Iballz"P)

n=p+1

= ) A +1aDC + @[ |gh]lanl 12" + [nk] 1ballz"?] = 17 = 4]

n=p+1

< D A+1ADA + )|k lanl + [nk]1bal] = 17 = 4] < 0

n=p+1
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elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

D Wl + Wl = 1

n=p+1

olmak tizere (4.41)’de verilen katsay1 bagintisi

| — A (1

- 1
f(Z):ZP-I_n;,l(lHAD(l"'“) |€#|an +MYnZ"> (4.44)

harmonik fonksiyonlar i¢in kesindir.

4.3.4. Sonug. (4.21) formundaki h ve g icin f = h + g ve &/ ile ! de (4.39)’da verildigi
gibi olsun. Ayricap € N; I', 4 € R verilsin.

i -1<4<TI<1,4<0igin,

Z A=A+ o) llanl + |nn|lbal] < T -4

n=p+1
ise f € H,(T',4; u,7, @, 6) dir.

. —-1<A4<rI<14>0igin,
> A+ A +a[gh]lanl + |nillbal] <4 -T

n=p+1

ise f € H,(T',4; u, 7, a, 6) dir.
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4.3.5. Sonug. (4.21) formundaki h ve g i¢in f = h + g olsun ve &} (4.33)’de verildigi

gibi olsun. Ayricap € N;I',A € Rve I # 4,|4| < 1 verilsin. Bu takdirde

D A+1ADA + |8 Ganl + IbaD] < I = 4

n=p+1

ise f € L,(I',4; u, 7, ) dir.

4.3.6. Teorem. (4.21) formundaki h ve g icin f = h+ g ve & ile nt de (4.40)’da

verildigi gibi olsun. Ayricap € N; LA € Rvel # 4,|4] <1,0< 6 < ﬁverilsin.

—1<A<T'<1,A<0ise f€H,(, 4;pur, ad) olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sart

> -0+ ghlanl +nklbyl] < T - 4 (4.45)

n=p+1
olmasidir.

—1<A<T <1,A>0ise f € Hy,(I',4; 1, 7,a,8) olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sart

D A+ +a)ghlanl +nfilbal] < 4-T @.46)

n=p+1

olmasidir.

Ispat. H,(T, 4; 1,7, @, §) © Hy(T, 4; p, 7, @, §) oldugundan Sonug 3.4.4 geregi teoremin

ilk kismin1 ispatlamak yeterli olacaktir.
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—1<A<T'<1,A<0 i¢in f € Hy(I',4; u,7,@,8) olsun. Bu takdirde (4.42)

formundaki p(z) i¢in,

1-p(2)

— "1 (4.47)
Ap(z) =T

dir. (4.47)’deki esitsizlik ise

| (1—ae™®) B pia(Enlanlz™P + 0l |by|z7P2") <1 (448)

A—A(1 — ae™ ) Z,‘;":ml(fﬁlanlz"‘p +nh|bylzPz™) =T

esitsizligine denktir. (4.48) esitsizliginden

{ (1 - ae™®) Trepa(§hlanl" ™ + nilbylz27) } 1 (449
I'—A+A(1— ae ) Z;';pﬂ(fﬁlanlzn‘l’ + nh | by lz7P2Z7)

elde edilir. Burada, z = r (0 < r < 1) ve 8 = m degerleri (4.49)’da yazilirsa,

o

z (1 =D+ )& lan] +nplbul]r™? < T - 4 (4.50)

n=p+1

olur. (4.50)’da r — 1 alinarak (4.45) elde edilir.

Benzer sekilde ispat edilir.

4.3.7. Sonug. (4.21) formundaki h ve g i¢in f = h + g ve ®} de (4.33)’de verildigi gibi

olsun. Ayrica p € N; I', A € Rve T’ # A,|4| < 1 verilsin.

—-1<A<I<1,4<0isef € Zp (T, 4; u, T, @) olmasi igin gerekli ve yeterli sart
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o)

D A=DHA+@Ph(lan] + b)) < T =4

n=p+1
olmasidir.

—-1<A<I<1,4>0isef € Ep (I, 4; u, 7, @) olmasi igin gerekli ve yeterli sart

Z 1+ M)A+ @) (ay| + |b,) <4 —T

n=p+1

olmasidir.

4.3.8. Teorem. (4.23) formundaki h ve g icin f = h+ g ve & ile n} de (4.40)’da

verildigi gibi olsun. Ayricau > 1,0 < 6§ < ﬁ verilsin.

—1<A<T <1,A<0ise f € Hy(I', 4; u,7,a,8) olmast icin gerekli ve yeterli

sart
r—A r—A
P _ p+1 < < p + p+1
T a-narant, F@l <"+ = aas 5} o (4.51)
olmasidir.

—1<A<T <1,A>0ise f € Hy(I', 4; u, 7, @, 8) olmasi icin gerekli ve yeterli

sart
A-T A-T
P _ p+1 S S p + p+1
T T nHaran, F@l<m+arpas Oty (4.52)
olmasidir.
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Ispat. f € H,(T', 4; 1, 7, a, 8) oldugunda Teorem 4.3.6 kullanilarak,

=D+, ) (anl + b))

=p+1
e (4.53)
< ) A-DA+D)[Elanl + kbl < T -4
n=p+1
elde edilir. Boylece,
i. —1<A4<TI'<1,A4<0ise (4.53)den,
S Ueal Iy < L2
n| + 1bn]) < =— " 454
L 1- D1+, (4.54)

elde edilir. Diger yandan,

@I+ D (anl +1baD) < 7247751 " (Jag] + by

n=p+1 n=p+1
r—A

+ re+l
u
1-DA+a)m,,,

<rP

ve

O R R e S——
1-4)@a+ a)r)p+1

dir.

. —-1<A<T <1, 4<0igin de benzer sekilde ispat yapilir.
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4.3.9. Sonuc. (4.23) formundaki h ve g icin f = h + g ve &) ile % de (4.40)da verildigi

gibi olsun. Ayricau >1, 0 <68 < ﬁverilsin. Bu takdirde,

i. —-1<A<T <1,A<0iin, f € H,(I', 4; 4,7, @, 8) ise

r—A
1-24)0+a)m

{W:|W|<1— m }Cf(U)

p+1
dur.
ii. —1<A<TI<1,4>0icin, f € H,(I',4; 4, 7,,6) ise

A-T
1+ +a)nh,,

{W:|W|<1— }Cf(U)

dur.

4.3.10. Sonug. (4.23) formundaki h ve g i¢in f = h + g ve @} (4.33)’de verildigi gibi

olsun. Ayrica |z| = r < 1 ve u > 1 verilsin. Bu takdirde,

i, —1<A<TI<1,4<0isef €L, 4pta)ise

r—-4A r—4A4
rP rP*l<|f(2)| <rP + rp+1

T A-M1+ O)Ph 1=+ o),

dir.
i. —-1<A<Tr<1,4>0isef €L,(I'4;urt, a)ise

v S S
T T s Z)|sTr Tr
A+HA+ )y,

CA+HA+ )P,

p+1
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4.3.11. Teorem. (4.21) formundaki h ve g icin f = h+ g ve &b, ni de (4.40)’da
verildigi gibi olsun. Ayrica p € N;I,A€ Rvel #4,|4] <1,0<6 < 210% verilsin.

f € Clcoﬁp (T, 4; u,t,a,6) olmasi igin gerekli ve yeterli sart

hp(z)=zp,
r—A
( zZ"n=>2p+1,-1<4<I<14<0,
ha(2) = o

"n=>2p+1,-1<4<I'<1,4>0,
(1_+-A)(1-+ a)Ep

a MG+ )'Tn2p+L—1SA<rsLA<Q
_ B am,
gn(2) = A—T

- 7Zhn2p+1,-1<A4<TI'<1,4>0,
1+2)1+a)m,

ve
X,=1- (X, +Y),X,=0,Y, >0
’ n=zp+1
olmak tizere,
f) = Z Xahn(2) + Z VaChp(2) + gn(2)) 2 € U\ (0) (4.55)
n=p+1

olmasidir. Ayrica H,(I', 4; p, T, @) ailesinin ekstrem noktalar1 da h,, ve g, dir.

Ispat. -1 <A< T < 1,4 <0 igin,

f) =2~ Z X2+ VT 456
(1—A)(1+a) grns o (4.50)

58



olacak sekilde alalm. 0 < X, < 1,(n =p +1,...) oldugundan

o (1—24)(1+ ) r—A (1-8)(A + a)n” r-a4 .
r—4 1-D(1+a)eF " r—A4 1-HA+a)mh "

n=p+1

- z Kn+ V) =1-X,<1

n=p+1
elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.3.6’ya gore f € Hp (', 4; u,t,a,6) dir.

Tersine f € H,(I', 4; u, 7, @, §) ise,

| < r-A4 b | < r-A4
“WEa-narwg M Ea-na+on @57
dir.
(1 =-HA+ ), B r-A
n — I—v _ A Ianli Yn - (1 _ A)(l + a)nﬁ |bn|' (458)
ve

X,=1- Z (Xp +Y,) =0

n=p+1

fonksiyonda yerine yazilirsa;

f(z)=2P - i lan|z™ — i |bn|2™

n=p+1 n=p+1
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r-4 . .
a-na+me

=|Xp+ z Xp+Y) |2z" —
n=p+1 n=p+1

(0]

r-A v o
Z
A-HA+ams ™

n=p+1

= Xpz" + Z h,(2)X, + Z (Zp-l-gn(Z))Yn

n=p+1 n=p+1

:Xphp(z) + Z hn(2)X, + Z (Zp +gn(Z))Yn

n=p+1 n=p+1

= i h (2) X, + i (2P + gn(2))Yn
n=p

n=p+1

elde edilir. Boylece f (4.55)’deki gibi ifade edilmis olur. -1 <A <T' <1, 4 <0 igin
de benzer sekildedir.

4.3.12. Sonug. (4.21) formundaki h ve g icin f = h + g ve @5 de (4.33)’de verildigi gibi
olsun. Ayrica p € N;I',A € Rvel # A,|A] <1 verilsin. f € clcoL,(I', 4; 1,7, , §)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

h,(z) = z?,
p r-4 "> p+1,-1<A<T<1,A<0
VAN Z,n_ y 1L = = 4, )
1-21+a)®! P
hn(z): A=T
P 2z 2p+1,-1<A<T'<1,4>0,
1+ 21+ a)d”
Ir'—A _
- L2 2p+1,-1<A<T'<1,4<0,
1-4)@a+ a:)cbn
gn(z)= A=T

—(1+A)(1+a)¢#zn,n2p+1,—1SA<FS1,A>0,

ve

X,=1- Z (X, +Y,), X, >0,Y, >0

n=p+1
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olmak tizere,

f(Z)—ZX hn(2) + Z Vahp(2) + gn(2)), 2 € U\ (0)

n=p+1

olmasidir. Ayrica Ep (', 4; u, T, @) ailesinin ekstrem noktalari da h,, ve g, dir.

4.3.13. Teorem. osa<ﬁ sayist icin, H,(I',4;u,7,a,86) smifi konveks

kombinasyonlar altinda kapalidir.

Ispat. j = 1,2 igin,

fi) =2 - Z |02 —Z|bm|z (4.59)

n=p+1

ile verilen fj fonksiyonlart f; EHP(F,A;,LL,T, @,8) sinifina ait olsun. Bu takdirde

2iz14; =1, 0 <4 < 1igin f; ‘lerin konveks kombinasyonu,

iajfj: Z Zx|a,n| 2" - Z Zﬂl Lz (4.60)
=1

n=p+1 \ j=1 n=p+1 \ j=1
seklinde yazilir.

i. —1<A<TI <1,4<0igin ve (4.45), (4.59) ve (4.60)’dan dolay1

Z (=D +a zz(fnla]nlmitl jnl)

n=p+1

o)

_ Z A Z (1= DA+ a)(Eh]ajn| +nk|bjal)

j=1 n=p+1
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<> yr-s=r-s
=1

elde edilir. Yani, Y52, A;f; € H,(I', 4; i, 7, @, §) dhr,

ii. —1<A<TI <1,4 > 0igin de benzer sekilde ispat yapilir.

4.3.14. Sonuc. Zp (I, 4; u, 7, a, 6) smift konveks kombinasyonlar altinda kapalidir.
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5. SONUC

Bu tezde, ¢ok degerli harmonik fonksiyonlarin sabordinasyon yardimiyla tanimlanan bazi
alt smiflar1 incelenmistir. Bu alt siniflar igin gerekli ve yeterli konvoliisyon sartlari,

katsay1 bagintilari, distorsiyon sinirlari ve ekstrem noktalari verilmistir.

Calismanin dordiincti boliimii, ¢ok degerli harmonik fonksiyonlarin sabordinasyon ile
tanimlanan alt smiflar1 iizerinedir. Bu boliim, ii¢ alt boliimden olusmustur. 1k béliimde,
Yalgin Tokgoz ve Altinkaya (2019) tarafindan tanimlanan ¢ok degerli harmonik yildizil
fonksiyonlarin sabordinasyon yardimiyla tanimlanan alt smfi tamtilmustir. ikinci
bolimde, Cakmak ve digerleri (2020) tarafindan tanimlanan ¢ok degerli harmonik
fonksiyon siniflar1 tamtilmistir. Ucgiincii boliimde; Li ve Tang (2016) tarafindan
tanimlanan genellestirilmis Dziok-Srivastava operatorii yardimiyla kurulan ¢ok degerli
harmonik fonksiyon smifi tanitilmistir. Bu fonksiyon sinifi igin gerekli ve yeterli

konvoliisyon sartlar1 ve yeterli katsay1 sartlar1 verilmistir.

63



KAYNAKLAR
Ahlfors, L.V. (1966). Complex Analysis. McGraw-Hill Book Company, 317p.

Ahuja, O. P. ve Jahangiri, J.M. (2001). Multivalent harmonic starlike functions. Annales
Universitatis Mariae Curie— Skfodowska Sectio A. Mathematica, 55(1): 1-13.

Ahuja, O. P. ve Jahangri, J. M. (2002). On a linear combination of classes of multivalently
harmonic functions. Kyungpook Mathematical Journal, 42(1), 61-70.

Alexander, J. W. (1915). Functions which map the interior of the unit circle upon simple
regions. Annals of Mathematics, 17: 12-22.

Altinkaya, S., Cakmak, S. ve Yalgin, S. (2018). On a new class of Salageantype harmonic
univalent functions associated with subordination. Honam Mathematical Journal,
40(3):433-446. doi: 10.5831/HMJ.2018.40.3.433

Aouf, M. K. ve Seoudy, T. (2020). Fekete—Szego problem for certain subclass of analytic
functions with complex order defined by g-analogue of Rucheweyh operator.
Constructive Mathematical Analysis, 3(1): 36-44. doi: 10.33205/cma.648478

Avci, Y. ve Zlotkiewicz, E. (1991). On harmonic univalent mappings. Annales
Universitatis Mariae Curie-Sklodowska sectio A, 44, 1-7.

Bagkan, T. (2012). Complex Function Theory. Dora Bursa, 342.

Clunie, J. ve Sheil-Small, T. (1984). Harmonic univalent functions. Annales Academiae
Scientiarum Fennicae Mathematica, 9, 3-25.

Conway, J. B. (1973). Functions of Complex Variable. Springer — Verlag, New York,
Berlin.

Cakmak, S., Yal¢in, S. ve Altinkaya, S. (2020). A new class of salagean-Type
Multivalent Harmonic Functions Defined by Subordination. Iranian Journal of Science
and Technology, Transactions A: Science, 44-6,1899-1904. doi: 10.1007/s40995-020-
00998-x

Duren, P. L. (1983). Univalent Functions. Grundlehren der Mathematischen
Wissenschaften, Band 259, Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg and Tokyo.

Dziok, J. ve Srivastava, H.M. (1999). Classes of analytic functions associated with the
generalized hypergeometric function. Applied Mathematics and Computation, 103(1): 1-
13.

Dziok, J. ve Srivastava, H.M. (2003). Certain subclasses of analytic functions associated

with the generalized hypergeometric function. Integral Transforms and Special
Functions, 14(1): 7-18.

64



Fekete, M. ve Szego, G. (1933). Eine bemerkung iiber ungerade schlichte funktionen.
Finska-Vetenskaps Societeten Forhandlingar, 63(A): 6 FM 48-403.

Goodman, A.W. (1948). On some determinants related to p-valent functions.
Transactions of the American Mathematical Society, 63, 175-192.

Goodman, A.W. (1983). Univalent Functions. Mariner Publisher Company Vols I, 107-
108.

Graham, D. ve Kohr M. (2003). Univalent Subordination Chains in Reflexive Complex
Banach Spaces. Contemporary Mathematics.

Hummel, J.A. (1960). Extremal problems in the class of starlike functions. Proceedings
of The American Mathematical Society, 11, 741-749.

Jahangiri, J. M. (1998). Coefficient bounds and univalence criteria for harmonic functions
with negative coefficients. Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, sectio A, 52,
no: 2, 57-66.

Jahangiri, J. M. (1999). Harmonic functions starlike in the unit disk. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 235, 470-477.

Jahangiri, J. M., Murugusundaramoorthy, G. ve Vijaya, K. (2002). Salageantype
harmonic univalent functions. South Pacific Journal of Pure & Applied Mathematics,
2:77-82.

Jahangiri, J. M., Murugusundaramoorthy, G. ve Vijaya, K. (2003). On starlikeness of
certain multivalent harmonic functions. Journal National Geometry, 24:1-10.

Jahangiri, J. M., Seker, B. ve Eker, S.S. (2009). Salagean-type harmonic multivalent
functions. Acta Universitatis Apulensis, 18, 233-244.

Keogh, F. ve Merkes, E., (1969). A coefficient inequality for certain classes of analytic
functions. Proceedings of the American Mathematical Society, 20, 8-12.

Koebe, P. (1907). Uber die Uniform isierung beliebiger analytischer Kurven. Nachrichten
von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-Physikalische
Klasse, 191-210.

Li S. ve Tang, H. (2016). A new class of harmonic multivalent functions defined.
Mathematical Society, 11, 741-749. doi: 10.3770/j.issn:2095-2651.2016.05.005

Miller, S.S. ve Mocanu, P.T. (1981). Differential Subordinations and Univalent
Functions. Michigan Mathematical Journal, 28, 157-171.

Nevanlinna, R. (1921). Uber die konforme Abbildung Sterngebieten. Oversikt av Finska
Vetenskaps-Societetens forhandlingar, n0:2, 57—66.

65



Palka, B. P. (1991). An introduction to Complex Function Theory. Springer-Verlag New
York, 560p.

Riemann, B. (1851). Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer
verdnderlichen complexen Grosse. PhD Thesis, University of Gottingen, Germany.

Salagean, G. S. (1983). Subclasses of univalent functions. Lecture Notes in Mathematics
Springer Heidelberg, 362-372.

Sheil-Small, T. (1990). Constants for planar harmonic mappings. Journal of the London
Mathematical Society, 42, 237-248.

Silverman, H. ve Silvia, E. M. (1999). Subclasses of harmonic univalent functions. New
Zealand Journal of Mathematics, 28, 275-284.

Srivastava, H.M., Li S. ve Tang, H. (2009). Certain classes of k-uniformly close to-
convex functions and other related functions defined by using the Dziok-Srivastava
operator. Bulletin of Mathematical Analysis and Applications, 3(1): 49-63.

Yalgin Tokgdz, S. ve Altinkaya, $. (2019). Multivalent harmonic starlike functions
defined by subordination, Operators in General Morrey-Type Spaces and
Applications. (OMTSA), Kiitahya, Turkey.

Yasar, E. ve Yal¢in, S. (2011). Neighborhoods of a new class of harmonic multivalent
functions. Computers and Mathematics with Applications, 62(1), 462-473.

Yasar, E. ve Yal¢in, S. (2013). On a new subclass of Ruscheweyh-type harmonic
multivalent functions. Journal of Inequalites and Applications, 271.

Yasar, E. ve Yal¢in, S. (2015). Partial sums of starlike harmonic multivalent functions.
Africa Mathematica, 26(1-2), 53-63.

Zill, D. G.ve Shanahan, P. D. (2003). A first course in complex analysis with applications.
Jones and Bartlett Publishers, U.S.A., 517p.

66



Adi1 Soyadi
Dogum Yeri ve Tarihi
Yabanci Dili

Egitim Durumu

Lise
Lisans

Yiiksek Lisans

Calistig1 Kurumlar

[letisim

OZGECMIS

: Metin TOKERER
: Antalya, 21/06/1980
: Ingilizce

: Alanya Lisesi (1995-1998)
. Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Boliimii (1998-2002)
Bursa Uludag Universitesi Hukuk Fakiiltesi
(2018-....)

: Isparta Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisiit Matematik Ogretmenligi (2002-2004)

: Inegél 21. Yiizy1l Koleji

Inegol Smav Ozel Ogretim Kursu
Niliifer Final Fen Lisesi

Niliifer YEK Ozel Ogretim Kursu
Niliifer Hedef Ozel Ogretim Kursu
Milli Egitim Bakanlig1

: metintokerer@hotmail.com

67



