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OZET

Doktora Tezi
CEBIRSEL EGRILER UZERINDEKI RASYONEL DIZiLER
Gamze SAVAS CELIK

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1

Danmisman: Prof. Dr. Gokhan SOYDAN

Tez yedi boliimden olusmaktadir. Ik ii¢ boliimde cebirsel ve eliptik egriler ile ilgili
temel bilgiler ve baz1 6nemli teoremlere yer verilmistir.

K,L € Qiken Qda y* = 2® + Kx + L ile verilen E eliptik egrisi olsun. i =
1,..., k iken noktalarin x-bilesenleri z;’ler ardigik kiiplerden olusursa (z;,v;) € E(Q)
rasyonel noktalar kiimesinin £ iizerinde ardisik kiiplerin bir dizisi oldugu soylenir. Tezin
dordiincii boliimiinde ardigik kiiplerin 5-terimli dizilerini iceren eliptik egrilerin sonsuz bir
ailesinin varligin1 gosteriyoruz. Ayrica bu bes rasyonel noktanin £(Q)’da lineer bagimsiz
ve dolayisiyla £(Q)’ nun ranki en az 5 oldugunu gosterdik.

Tezin besinci boliimiinde, bir F say1 cismindeki elemanlarin bir S alt kiimesi veril-
diginde x-bilesenleri S’nin elemanlar1 olan rasyonel noktalara sahip I cismi iizerindeki
diizlem cebirsel egrilerin varligini tartigtyoruz. S-dizisinin eleman sayisi |S| = 4,5 veya
6 iken iizerindeki rasyonel noktalarin z-bilesenlerinin S’de bulundugu (biikiilmiis) Ed-
wards egrileri ve (genel) Huff egrilerinin sonsuz ailelerini sergiliyoruz. Bu, bazi cebirsel
egriler iizerindeki belirli tipteki diziler hakkinda yapilmis onceki caligmalar1 geneller.

Bir diizlem cebirsel egri iizerindeki rasyonel noktalarin x veya y-bilesenleri ortak ¢ar-
pan1  olacak sekilde bir geometrik dizi olusturursa bu egri iizerindeki rasyonel noktalarin
dizisi bir 7-geometrik dizisi olarak adlandirilir. Tezin altinci boliimiinde 22 + 3* = 1 bi-
rim ¢cember denklemi iizerinde en az 3-terimli 7-geometrik dizilerini bulunduran sonsuz
coklukta r-rasyonel sayisinin varliini ispatliyoruz.

Son boliimde tezdeki sonuglar tartisilmistir ve tez sonrasi gelecek calismalardan bah-
sedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Birim ¢cember, Edwards egrisi, eliptik egri, geometrik dizi, Huff
egrisi, rasyonel nokta, rasyonel dizi
2022, viii + 126 sayfa.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis
RATIONAL SEQUENCES ON ALGEBRAIC CURVES
Gamze SAVAS CELIK

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Gokhan SOYDAN

The thesis consists of seven chapters. In the first three chapters, the fundamental noti-
ons and some important theorems are given concerning algebraic and elliptic curves.

Let £ be an elliptic curve over Q described by y* = 2® + Kz + L where K, L € Q.
A set of rational points (x;,y;) € E(Q) fori = 1,2,... k, is said to be a sequence of
consecutive cubes on F if the x-coordinates x;’s of these points for ¢ = 1,2,... form
consecutive cubes. In the fourth chapter of the thesis, we show the existence of an infinite
family of elliptic curves containing a length-5-term sequence of consecutive cubes. Mo-
rever, it has been proved that these five rational points in F(Q) are linearly independent
and hence the rank r of F(Q) is at least 5.

In the fifth chapter of the thesis, given a set .S of elements in a number field F, we dis-
cuss the existence of planar algebraic curves over F which possess rational points whose
x-coordinates are exactly the elements of S. If the size |S| of S is either 4,5, or 6, we
exhibit infinite families of (twisted) Edwards curves and (general) Huff curves for which
the elements of S are realized as the z-coordinates of rational points on these curves. This
generalizes earlier work on progressions of certain types on some algebraic curves.

A sequence of rational points on an algebraic planar curve is said to form an 7-
geometric progression sequence if either the abscissae or the ordinates of these points
form a geometric progression sequence with ratio 7. In the sixth chapter of the thesis, we
prove the existence of infinitely many rational numbers 7 such that for each r there exist
infinitely many r-geometric progression sequences on the unit circle 22 +y* = 1 of length
at least 3.

In the final chapter, the results of the thesis are discussed and some problems for the
future work are given.

Key Words: unit circle, Edwards curve, elliptic curve, geometric progression, Huff
curve, rational point, rational progression
2022, viii + 126 pages.
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TESEKKUR

Doktora 68rencisi yetistirmek petekten bal siizmek kadar 6zen ve sabir gosteren bir siirec
olup bu ¢alisma siirecinde, sabri, bilgi ve deneyimleri ile bana yol gosteren, giiler yiizii
ve destek veren sozleriyle calisma azmimi arttiran, tez ¢calismasinin planlanmasinda, arag-
tirilmasinda, yiiriitilmesinde ve diizenlenmesinde ilgi ve destegini esirgemeyen, degerli
zamanini ayirmaktan ¢cekinmeyen, engin birikimiyle yardimina ihtiya¢ duydugum her za-
man kapisini acik bulma bahtiyarligini hissettigim, birlikte ¢calismaktan onur duydugum
degerli tez danismanim sayin Prof. Dr. Gokhan SOYDAN’a tesekkiirlerimi sunarim.

Tezime F-2020/8 numarali arastirma projesi ile destek veren Bursa Uludag Universitesi
Bilimsel Aragtirma Projeleri Birimine tesekkiir ederim.

Yasamim boyunca vermis oldugu destekle giiciime gii¢ katan ve hala kahrimi ¢eken ca-
nim annem Saniye SAVAS’a ve SAVAS ailesinin her bir liyesine; maddi ve manevi olarak
her zaman yamimda olan desteklerini esirgemeyen sevgili annem Asiye CELIK ve sevgili
babam Metin CELIK e tesekkiirii borg bilirim.

Tam tez donemimde giines gibi dogup hayatimi1 aydinlatan, bir giiliisiiyle biitiin dertle-
rimi unuttugum, moral kaynagim, hayatimin nesesi, bazen kendisine ayirmam gereken
vakitten feragatta bulunarak ihmal ettigim en kiymetlim, biricik yavrum Metin Ali CE-
LIK e biitiin kalbimle tesekkiir ederim.

Son olarak, hayatimin her alaninda oldugu gibi bu zorlu yolculugun yiikiinii paylasip
beni hafifleten, anlayisi, giiveni ve hissettirdigi sevgisi ile bir¢ok fedakarliklar gosterip
beni destekleyerek, yapabileceklerim i¢in beni yiireklendiren, hayatima huzur katan sev-
gili esim Fatih CELIK e en derin duygularimla tesekkiir ederim.

Bu calismayi, bedenen yanimda olamasa da benimle hep gurur duydugunu bildigim, ¢cok
kiiciik yasta kaybettigim rahmetli canim babam Ali SAVAS’a ithaf ediyorum.

Gamze SAVAS CELIK
07/01/2022
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi
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C Kompleks sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi
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N Dogal sayilar kiimesi
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E Weierstrass egrisi

Ey Edwards egrisi

Eqq (twisted) Biikiilmiis Edwards egrisi

E, Biikiilmiig Huff egrisi

Hgp Huff egrisi

Gap Genel Huff egrisi

E/F Katsayilar1 F cisminden alinan E' egrisi

E(F) F cismindeki £ egrisi iizerindeki noktalarin kiimesi
E(Q) Q cismi tizerindeki £ egrisinin noktalarinin kiimesi
Eiors(F) [F cismi tizerindeki £ egrisinin biikiim noktalarinin kiimesi
E[m] E egrisi iizerindeki m. mertebeden biikiim noktalarinin kiimesi
E,s(F) E egrisi iizerindeki tekil olmayan noktalarin olusturdugu kiime
Kar(F) F cisminin karakteristigi

Flx] Katsayilar1 F cisminden alinan z’in polinomlar halkasi
J(E) E egrisinin j degismezi

dim(V) V’nin boyutu

Div(C) C’nin bolen grubu

A Weierstrass denkleminin diskriminanti

O ' cisminin sifir elemani

Mp F’nin degerlemelerinin kiimesi

ordp (normallestirilmig) degerleme

r E eliptik egrisinin ranki

V Projektif varyete
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GIRIS

Mertebesi d olan bir f(x,y) polinomu verilsin. F cismi iizerinde d. dereceden bir C

cebirsel diizlem egrisi

{(z,y) e F*: f(x,y) = 0}

seklinde tanimlanir. C' cebirsel diizlem egrisi polinomlarin homojen koordinatlarda ifade
ediligi yardimiyla da projektif koordinatlara genisletilebilir. S = {zy,x2,...,2,} C F
kiimesi verilsin. Eger ¢ = 1,2, ..., ni¢in (z;, y;) noktalar1 C cebirsel egrisi tizerinde birer
[F-rasyonel nokta ise, bu rasyonel noktalar n uzunluklu bir S dizisi olarak adlandirilir. Egri
tizerindeki P = (x, y) noktasi i¢in © = z(P) ve y = y(P) seklinde gosterelim.

C' iizerindeki F-rasyonel noktalarin C'(F) kiimesini ¢aligmak, aritmetik geometri ve
sayilar teorisi konusunda genis arastirma sahasina sahiptir. Ornegin, f polinomunun de-
recesi 2 ise C’nin cinsinin 0 oldugu bilinir ve bu durumda egri bir rasyonel noktaya sahip
ise sonsuz ¢oklukta rasyonel nokta icerir. Eger f polinomunun derecesi 3 ve diizgiin bir
edri ise C’nin cinsi 1’dir. Boyle bir C'(F), rasyonel nokta iceriyorsa eliptik egri adini alir.
Bu durumda Mordell-Weil teoremine gore C'(IF) sonlu iiretegli bir abelyan gruptur. Yani,
C(F)’nin grup yapisi, T' x Z" seklinde yazilabilir. Burada 7', sonlu mertebeli noktalarin
alt grubudur ve » > 0, C’nin F’deki rankidur.

Aritmetik geometride su soru sorulabilir: F2°de S noktalarinin bir kiimesi verildiginde
kag tane d dereceli C' cebirsel diizlem egrisi S C C(F) sartin1 saglar? Bazen cevap basittir.
Ornegin, F?’de 10 tane nokta verildiginde, bu noktalardan bir kiibik egrinin gecmesi icin

sart

a1x3 + a2x2y + a3x2 + a4xy2 + asxy + agr + a7y3 + a8y2 + a9y + ajp =0

esitlifinde S noktalarinin yerine konuldugunda 10 tane dogrusal denklemden olusan bir
sistemin ¢oziilebilmesidir. Boylece, karsilik gelen katsay1 matrisinin determinant1 sifir ise,
sistemin agikar olmayan bir ¢6zlimii vardir ve dolayisiyla bu egri .S noktalarindan gecen

kiibik bir egridir. Bu nedenle F?’de belli noktalardan gecen belirli bir derecedeki cebirsel

1



egrilerin varliginin kontrol edilmesi i¢in dogrusal cebire ihtiyac var.

Simdi bagka bir soru ele alalim: S C F verildiginde, her = € S ve herhangi P € C(IF)
icin x = x(P) olacak sekilde d.dereceden C' cebirsel egrileri var midir? (Diger bir soru,
x-bilegenleri yerine y = y(P) bilesenleri goz Oniine alinirsa boyle cebirsel egriler var
midir?)

Sonlu bir S = {1, 29, ...,2,} C F kilmesi verildiginde, eger (z;,y;) (i = 1,...,n)
[F-rasyonel noktalar1 C' cebirsel egrisi lizerinde ise bu rasyonel noktalarin n-uzunlugunda
S-dizisi olusturdugu soylenir. Ilk olarak 1992’de Lee ve Vélez tarafindan n = 4 uzunlu-
gundaki S-aritmetik dizisini iceren sonsuz ¢oklukta y? = 23+ a egrisi oldugu gosterilmis-
tir (Lee ve Vélez 1992). 1992°den bugiine cesitli yazarlar tarafindan maksimum uzunlukta
S-dizilerini (aritmetik dizi, geometrik dizi veya herhangi rasyonel dizi) bulunduran elip-
tik egriler, eliptik egrilerin farkli modelleri (Edwards egrisi, Huff egrisi) ve konikler géz
Oniine alinmustir.

Bu tez calismasinda bazi diizlem cebirsel egriler iizerindeki maksimum uzunluklu rasyo-
nel dizilerin bulunmas1 amag¢lanmistir. Bu amaca ulagmak i¢in eliptik egriler, eliptik eg-
rilerin farkli modelleri ((twisted) biikiilmiis Edwards egrisi, Edwards egrisi, Huff egrisi,
genel Huff egrisi) ve birim ¢cember iizerindeki rasyonel noktalarin x-bilesenlerin olustur-
dugu rasyonel diziler incelenmistir ve bazi sonuclar elde edilmistir.

Bu tezde elde edilen ana sonuclar su sekildedir:

Teorem 1 7n = 5 uzunluklu ardisik kiiplerin bir S-dizisi olsun. Bu durumda z-bilesenleri
bu ardisik kiipler olan sonsuz ¢oklukta Weierstrass formunda eliptik egri vardir. Ayrica bu
bes rasyonel nokta lineer bagimsizdir.

Teorem 2 n = 4,5 veya 6 uzunluklu S-dizileri olsun. Bu durumda z-bilesenleri (her-
hangi bir kisitlama olmaksizin) bu dizilerin elemanlar1 olan sonsuz ¢oklukta eliptik egri-
lerin farkli modelleri vardir.

Teorem 3 Geometrik bir dizinin ortak carpani r olmak iizere, her bir r € Q icin birim
cember iizerinde z-bilesenleri geometrik dizi olusturan n = 3 uzunluklu sonsuz ¢oklukta

S-geometrik dizisi vardir.



Daha ayrintili olarak, tezin ilk boliimiinde cebirsel varyeteler ve cebirsel egriler ile ilgili
temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde cebirsel egri ailesinin bir iiyesi olan
eliptik egriler ile ilgili literatiirden iyi bilinen temel tanimlar ve baz1 6nemli teoremler
ifade edilmistir. Ugiincii boliimde ise eliptik egrilerin farkli modelleri olan Edwards ve
Huff egrileri tamitild1 ve bu egrilerin aritmetigi hakkinda bazi temel bilgiler verildi. Tezin
dordiincii bolimiinde Teorem 1’in ispat1 yapildi ve ana adimlar agik¢a belirtildi.

Besinci boliimde Teorem 2 her bir eliptik egri modeli i¢in ayr1 ayr1 ispatlandi. Bu ve-
sile ile literatiirde var olan eliptik egri modelleri iizerindeki S-dizileri ile ilgili onceki bazi
sonuglar genellenmis oldu. Tezin altinci boliimiinde Teorem 3’iin ispat1 yapildi. Boylece
birim ¢cember iizerindeki geometrik diziler ile ilgili ilk sonug literatiire kazandirilmig oldu.

Son boliimde ise tezde verilen tiim sonuglar 6zetlendi ve tez sonrasi yapilacak calis-

malardan bahsedildi.



1. CEBIRSEL VARYETELER VE CEBIRSEL EGRILER

1.1 Cisim Teorisinden Bazi1 Temel Kavramlar

Bu boliimde cisim teoriden iyi bilinen bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

IRl (T4

Tanim 1.1.1 F bir kiime ve bu kiimenin elemanlar1 arasinda “+” ve “.” ile gosterecegimiz
iki tane ikili islem tanimlanmis olsun.

)a,beFisea+b=0+aveab=b.a.

ii)a,bceFisea+ (b+c)=(a+0b)+cvea.(bc) = (ab).c

iii) a, b, c € Fise a.(b+ ¢) = (a.b) + (a.c).

iv) Her a € F i¢in a + Op = a olacak sekilde Oy € [F vardir.

v) Her a € F i¢in a.1 = a olacak sekilde 1 € F vardir.

vi) Her a € Figin a + (—a) = O olacak sekilde —a € F vardir.

vii) Her 0 # a € Figin a.a™! = 1 olacak sekilde ! € F vardir.

sartlarin1 sa8layan (I, +, .) ticliisiine cisim ad1 verilir.

Tanim 1.1.2 [ bir cisim E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. O zaman E’nin F uzayi
olarak boyutuna E’nin F iizerindeki derecesi denir ve [E : F] ile gosterilir. [E : F|’nin
sonlu ya da sonsuz olmasina gore £’ye [F’nin sonlu cisim genislemesi ya da bir sonsuz

cisim genislemesi denir (Asar ve ark. 2012).

Ornek 1.1.3 R, Q’nun sonsuz bir cisim genislemesi, C, R’nin sonlu bir cisim genis-
lemesidir. C = {a +ib | a,b € R} ve {1,i}, C iizerinde lineer bagimsiz oldugundan
[C : R] = 2 dir. Ote yandan e say1st higbir g(z) € Q] polinomunun kokii degildir. Do-
layisiyla {e’ | ¢ > 0} sonsuz kiimesi Q iizerinde lineer bagimsizdir ve [R : Q] sonsuzdur

(Asar ve ark. 2012).

Tanmim 1.1.4 [ bir cisim ve £, F’nin bir cisim genislemesi olsun. © € F olsun. Eger
Flx]’in sifirdan farkli bir f(z) polinomu i¢in f(u) = O ise w’ya F iizerinde bir cebirsel

sayi, cebirsel olmayan sayiya da transandant say: denir (Asar ve ark. 2012).



Ornek 1.1.5 C, Q’nun bir cisim genisglemesidir. v/2, 2> — 2’nin bir kokii oldugundan Q
lizerinde bir cebirsel elemandir. Aym zamanda v/—1 = 7’de 22+ 1’in bir kokii oldugundan

Q tizerinde cebirsel bir elemandir.

Ornek 1.1.6 7 ve e, Q iizerinde transandanttir. e dogal logaritmanin tabamdir (Asar ve

ark. 2012).

Tanim 1.1.7 F bir cisim £, F’nin bir cisim geniglemesi olsun. Eger £ nin her elemam
[F iizerinde en ¢ok n. dereceden bir cebirsel say1 ise £ cismine F’nin bir cebirsel cisim

genislemesi denir ve F(u) ile gosterilir. Dolayisiyla

dir.

Ornek 1.1.8 f(z) = 2° — 3z — 1 polinomu Q’da indirgenemez, yani Q’da kokii yoktur.

f(z)’in bir kokii u olmak iizere

Q(u) = {col + cru + cxu®|co, 1, 2 € Q}

olarak alinirsa Q(w), Q@ nun bir cisim geniglemesidir.

Tanmm 1.1.9 E, F’nin bir cisim geniglemesi olsun.

Fz = {c: c € E ve c, F iizerinde cebirseldir}

kiimesine [’nin £ i¢indeki cebirsel kapanist denir (Asar ve ark. 2012).

Bilindigi gibi katsayilar1 kompleks sayilar olan ve sabit olmayan her polinomun bir
kompleks kokii vardir. Bu sonug cebirin temel teoremi olarak bilinir. Bu sonucun ispati
icin bircok matematik¢i ugrastig1 halde ancak 1799°da Gauss doktora tezinde bu sonu-
cun hatasiz ispatin1 vermistir. Bu 6zellige sahip olan cisimleri digerlerinden ayirt etmek

amaciyla asagidaki tanim verilebilir.



Tanmm 1.1.10 F bir cisim olsun. Eger [F|x]’in sabit olmayan her elemaninin F i¢inde bir

kokii varsa F’ye cebirsel kapali bir cisim denir (Asar ve ark. 2012).

Yukarida belirtildigi gibi C cebirsel kapalidir fakat ne Q ne de R cebirsel kapalidir.
Boylece R cebirsel kapali degil fakat R’nin cebirsel genislemesi olan C cebirsel kapali-
dir. Bu durumda C’ye R’nin cebirsel kapanig1 denir. Buradan hareketle agsagidaki tanim

verilebilir.

Tamm 1.1.11 Bir [ cisminin cebirsel kapali bir cebirsel genislemesine [F’nin bir cebirsel

kapanist denir (Asar ve ark. 2012).

1.2 Afin Varyeteler

Tanmim 1.2.1 F cismi iizerindeki afin n uzayi

A" = A"(F) = {P = (vy,...,2,) : 7; € F}

ile tanimlanir. Benzer sekilde A" nin F rasyonel noktalarinin kiimesi

A"(F) ={P = (z1,...,2,) € A" : z; € F}

seklinde tanimlanir (Silverman 2009).

F[X] = F[X}, ..., X,], n degiskenli bir polinom halkas1 ve I C F[X] bir ideal olsun.

Bu tiir herhangi bir I ideali ile A" nin bir alt kiimesi

Vi={PeA": f(P)=0:Vfel}

seklinde iligkilendirilebilir.

Tanim 1.2.2 Bir (afin) cebirsel kiime V; bigcimindeki herhangi bir kiimedir. V' bir cebirsel

kiime ise, V'’nin ideali



ile verilir. Eger I(V) ideali F[X]’teki polinomlar tarafindan iiretilebiliyorsa bir cebirsel
kiime F cismi tizerinde tanimlanir ve V/F ile gosterilir. Eger V| IF cismi iizerinde tanimlt

ise V’nin F-rasyonel noktalarin kiimesi
V(F) =V NnA"(F)

ile gosterilir (Silverman 2009).

Simdi V’nin F cismi iizerinde tanimh oldugunu ve fi,..., f,, € F[X]in I(V/F)

idealinin iiretecleri oldugunu varsayalim. O halde V' (F) kiimesi tam olarak
HX)=...=f(X)=0, x,...,2,€F

polinom denklemlerinin (xy, ..., x,) ¢6ziimlerinin kiimesidir.

Ornek 1.2.3 T bir cisim ve kar(F) # 2 olsun.
X?-v?=1

denklemi ile verilen A2’deki cebirsel kitme V olsun.

AYF)\{0} — V(F)

t'_><t2+1 t2—1>
2t 7 2t

doniigiimii altinda V() kiimesi A'(IF)\{0} kiimesine birebir karsilik gelir (Silverman
2009).

Ornek 1.2.4 Q cismi iizerinde

VXY =1

cebirsel kiimesi tanimlansin. 1995’te Andrew Wiles tarafindan ispatlanan Fermat’nin son



teoremi geregi n > 3 olmak iizere

(1,0),(0,1), ntekise
V(Q) =
(£1,0),(0,£1), nciftise

seklindedir (Silverman 2009).

Tamm 1.2.5 (V) ideali F[X]’te bir asal ideal ise o zaman V afin cebirsel kiimesi (afin)

varyete olarak adlandirilir (Silverman 2009).

V/F bir varyete yani V,F cismi iizerinde tamimlanmig bir varyete olsun. O halde

V/F’nin afin koordinat halkas1
FIX]
FlV] =
Y= 1w

olarak tanimlanir. F[V] halkasi bir tamlik bolgesidir ve bunun béliim cismi (kesirler cismi)
F(V) ile gosterilip V/F’nin fonksiyon cismi olarak adlandirilir. Benzer sekilde F[V] ve

F(V), F’nin F ile degistirilmesiyle tanimlanur.

Tamim 1.2.6 F bir cisim ve V' bir varyete olsun. V’nin boyutu, F(V)’nin F’ye gore as-

kinlik derecesi olup dim/(V') ile gosterilir (Silverman 2009).

Ornek 1.2.7 F(A") = F(Xy,..., X,,) oldugundan A™ nin boyutu n’dir. Benzer sekilde
V' C A™ sabit olmayan tek bir

f( Xy, ... X5)
polinom denklemiyle verilirse o zaman dim(V') = n — 1 olur (Silverman 2009).

Tamm 1.2.8 V bir varyete, P € V ve fi, ..., f,, € F[X] I[V] idealinin iireteglerinin bir

(%)
an 1<i<m, 1<j<n

m X n matrisinin ranki1 n — dimV ise o zaman V, P noktasinda fekil (singiiler) degildir

kiimesi olsun. Eger

(veya diizgiindiir) denir. Eger V' her noktada tekil degilse o zaman V' diizgiindiir (smooth)

denir (Silverman 2009).



Ornek 1.2.9 V/, sabit olmayan tek bir polinom denklemi
f(Xy,...,X,)=0

ile verilsin. O zaman dim(V') = n—1’dir. P € V noktasinin tekil nokta olmast i¢in gerek

ve yeter sart

of .. of
o == o,

(P) =0

olmalidir. Tekil noktalar1 olmayan bir egri diizgiin egri olarak adlandirilir (Silverman

2009).

WP=1tz y? = 23 4 22

Sekil 1.2.1. Diizgiin egri ve tekil egri

Ornek 1.2.10 V; : Y2 = X3+ X ve V; : Y2 = X3+ X? varyetelerini goz 6niine alalim.

Ornek 1.2.9’u kullanarak V; ve V5 iizerindeki herhangi bir tekil noktanin sirasiyla

%sing:3X2+1:2Y:0 ve ‘/QSi"933X2+2X:2Y:O

esitliklerini sagladigini1 goriiyoruz. Boylece V) diizgiindiir, V5 ise bir (0, 0) tekil noktaya
sahiptir (Silverman 2009).
1.3 Projektif Varyeteler

Tarihsel olarak projektif uzay, afin uzaya “sonsuzdaki noktalar1” ekleme siireciyle ortaya

cikmustir. Projektif uzay, bir boyuttan daha biiyiik afin uzayda, orjinden gecen dogrularin
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kolleksiyonu olarak tanimlanir.

Tanmm 1.3.1 z;’lerden en az biri sifirdan farkli olmak iizere tiim

(wo,...,z,) € A"

(n + 1)-bilesenlilerin kiimesi iizerinde, eger her i i¢in x; = Ay; olacak sekilde A € F var
iken

(@05 - @n) ~ (Yo, -+ Yn)

denklik bagntis1 gerceklenirse bu (n + 1)-lilerin kiimesine n-boyutlu projektif uzay denir

ve P veya P"(IF) ile gosterilir.

Bu denklik bagintisinda

{xo,... ., z,) A eF '}

denklik sinifi [z, ..., x,] ile gosterilir. x, ..., z, bilesenleri P"’de karsilik gelen nokta

icin homojen koordinatlar olarak adlandirilir. P"’de F-rasyonel noktalarin kiimesi

P*(F) = {[xo, ... ,x,] € P": Vz,; € F}

ile verilir (Silverman 2009).

Uyar11.3.2 Eger P = [x,...,x,] € P"(F) ise buradan her z; € F sonucu gelmez.

Ancak x; # 0 olacak sekilde 7 secildiginde her j igin x;/z; € F olur (Silverman 2009).

Tanmm 1.3.3 Her \ € F icin

fAzo, ..., zn) = M (2, ..., 2n)

ise f € F[X] = F[Xy, ... X,] polinomu d. dereceden homojen bir polinom olarak adlan-

dirtir. I C F[X] olacak sekilde bir I ideali eger homojen polinomlar tarafindan iiretili-

10



yorsa bu ideal homojendir.

f homojen bir polinom ve P € P" olsun. Her homojen [ ideali i¢in

Vi={PeP": f(P)=0:VYf el homojen polinom}

kural1 ile P"’nin bir alt kiimesi iligkilendirilir (Silverman 2009).

Tamim 1.3.4 Bir (projektif) cebirsel kiime, homojen bir [ ideali i¢in V; bicimindeki her-
hangi bir kiimedir. Eger V' bir projektif cebirsel kiime ise /(1) ile gosterilen V' nin ho-
mojen ideali

{f € F[X] : f homojen ve VP € V icin f(P) = 0}

tarafindan iiretilen F[X]’in idealidir. F cismi iizerinde tanimlanan bdyle bir V’nin (V)
ideali F[X]’teki homojen polinomlar tarafindan iiretilebiliyorsa V/F ile gosterilir. Eger

V', I cismi iizerinde tanimliysa

V(F) =V NP*(F)

kiimesi V’nin F-rasyonel noktalarinin kiimesidir (Silverman 2009).

Ornek 1.3.5 Hepsi birden sifir olmayan a, b, ¢ € F icin P?’deki bir dogru

aX +bY +cZ =0

lineer denklemiyle verilen cebirsel bir kiimedir. Eger ¢ # 0 ise o zaman boyle bir dogru
2 ve ’Z”yi iceren herhangi bir cisim iizerinde tanimhidir. Daha genel olarak P"’deki bir

hiperdiizlem, hepsi birden sifir olmayan a; € F icin

a0X0+---+aan:O

denklemi ile tanimlanir (Silverman 2009).
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Ornek 1.3.6 P2’deki bir cebirsel kiime

VX2V =27

ile verilsin. Kar(IF) # 2 iken

PY(F) — V(F), [s,] = [s* — 12, 2st, 5% + 17]

doniisiimii alunda V (F) kiimesi ile P*(F) izomorftur (Burada [zomorf tanimi igin Ornek

1.4.6’ya bakiniz) (Silverman 2009).

Tamm 1.3.7 Bir projektif cebirsel kiime eger I(V') homojen ideali F[X]’te bir asal ideal

ise bu cebirsel kiime (projektif) varyete olarak adlandirilir (Silverman 2009).

IP*, A" nin bir ¢ok kopyasimi igerir. Ornegin 0 < i < n icin

¢; : A" — P"

(yla"'7yn) = [ylﬂy27"'7y’i—1717yi7‘"7yn]

olacak sekilde bir ¢; doniisiimii vardir. Burada

H, ={P=[xg,...,2,) €P":2; =0}

kiimesi X; = 0 ile verilen P"’deki hiperdiizlemi gostersin ve

Uy ={P=lzo,...,z,| €P":2; # 0} = P"\ H;

kiimesi H;’ nin tiimleyeni olsun. Dolayisiyla

o7t U — A™
To T1 Ti—1 Tit+1 T
[To, ... ] s |22, 28, 2L 2o
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birebir-orten fonksiyonu vardir.
Sabit bir 7 icin, A™’yi, ¢; doniistimii ile P"’deki U; kiimesiyle tanimlayacagiz.
Simdi I(V) C F[X] olacak sekilde I(V) ideali ile V projektif cebirsel kiime olsun.

Bu durumda baz1 sabir i degerleri igin I(V N A") C F[Y] olmak iizere V N A" kiimesi

I(VAA™Y) = {f(V1,....Yiet, 1, Y1, ..., Ye) : f(Xos..., X)) € I(V)}

ideali ile verilen afin cebirsel bir kiimedir. Sunu da belirtelim ki Uy, ..., U, kiimeleri
P"™’nin timiinii orter. Boylece herhangi bir V' projektif varyetesi V' N Uy,...,V N U,
alt kiimeleri tarafindan ortiiliir. Bu alt kiimelerin her biri uygun ¢; ' déniisiimiiyle bir afin
varyetedir. f(Xo, ..., X,) polinomunun f(Y7,...,Y; 1,1,Y;44,...,Y,) polinomu ile de-
gistirme islemine X;’ye gore dehomojenizasyon denir.

Bu iglem tersine gevrilebilir. Herhangi bir f(Y) € F[Y] i¢in d = deg(f), f* n bir

polinom oldugu en kiiciik tamsay1 olmak iizere

(Xo,. .., X,) = Xf

seklinde tanimlanir. Burada f*, f’nin X;’ye gore homojenlestirilmesi denir.

Tanmm 1.3.8 V' C A" iken V bir afin cebirsel kiime ve V"’nin ideali /(V) olsun. Vyi

aracilig1 ile P"’nin bir alt kiimesi olarak goz 6niine alinsin. V’nin projektif kapamsg1 V ile

gosterilir. V homojen ideali 7(V)olan ve

{/"(X):fel(V)}

tarafindan tiretilen bir projektif cebirsel kiimedir (Silverman 2009).

13



Onerme 1.3.9 «) V bir afin varyete olsun. O zaman V bir projektif varyetedir ve

V=VnNA"

esitligi saglanir.

b) V bir projektif varyete olsun. O zaman 1V N A" bir afin varyetedir ve

ya VNA"=() yada V=VnNA"»

olur.
c¢) Eger IF cismi tizerinde bir afin V' varyetesi tanmimlanirsa ’de F iizerinde tanimlanir.

Eger ki V projektif varyete ise V N A™’de [ tizerinde tanimlanir (Silverman 2009).

Not 1.3.10 Onerme 1.3.9’a gore her afin varyete, bir tek projektif varyete ile tanimlana-
bilir. Afin koordinatlarla ilgilenmek daha kolay oldugu i¢in “V" bir projektif varyete olsun”
dedigimizde ve baz1 homojen olmayan denklemler yazdigimizda belirtilen bir 11/ afin var-
yetenin projektif kapaniginin V' oldugunu diisiinecegiz. V'\ W nin noktalar1 V' iizerindeki

sonsuzdaki noktalar olarak adlandirilir (Silverman 2009).

Ornek 1.3.11 V bir projektif varyete olsun ve

V. Y?=X3+17

denklemi ile verilsin. X = X/Z,Y = Y /Z olmak iizere V varyetesi P*’de homojen
koordinatlarda

YZ=X"4+17

denklemi ile verilir. Bu varyete sonsuzda tek bir noktaya sahiptir. Yani Z = 0 oldugunda

sonsuzdaki noktast [0, 1, 0] seklindedir. Ornegin

V(Q) = {(z,y) € A*(Q) : y* =2 + 17} U {[0,1,0]}
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ile verilir (Silverman 2009).

Tamim 1.3.12 V/F projektif varyete ve V' N A" = () olacak sekilde A" C P" secelim.
V’nin boyutu V' N A™ nin boyutudur. V’nin fonksiyon cismi F(1) ile gosterilir ve V' N
A"’ nin fonksiyon cismidir.

Benzer sekilde F(V) icinde gegerlidir (Silverman 2009).

Tamm 1.3.13 V' bir projektif varyete ve P € V olsun. P € A" olmak iizere A" C P"
secelim. Eger V' N A", P noktasinda diizgiin bir egri ise V’de P noktasinda diizgiin bir
egridir.

V’nin P noktasindaki lokal halkast F[V]p ile gosterilir. Bu lokal ayn1 zamanda V' N
A™1m P noktasindaki halkasidir. Bir F' € F(V') fonksiyonu F[V]’de ise P’de regiilerdir

(Silverman 2009).

Uyar 1.3.14 P"’nin fonksiyon cismi, f ve ¢’nin ayn1 dereceden homojen polinomlar ol-
dugu F(X) = f(X)/g(X) rasyonel fonksiyonlarindan olusan F[ Xy, ..., X,]’in alt cismi
olarak da tanimlanabilir. Boyle bir ifade, her P i¢in g(P) # 0 iken P" iizerinde iyi ta-
nimlanmusg bir fonksiyon verir. Benzer sekilde, bir projektif varyete olan V' ’nin fonksiyon
cismi F'(X) = f(X)/g(X) rasyonel fonksiyonlarin cismidir. Bu durumda agagidaki sart-
lar saglanir:
(1) f ve g ayn1 derecede homojendir,
(1) g € I(V),

f1

(731) figo — fog1 € I(V) ise L ve % fonksiyonlar1 tanimlanir (Silverman 2009).

g1

1.4 Varyeteler Arasinda Doniisiimler

Bu boliimde projektif varyeteler arasindaki cebirsel doniisiimler ele alinacaktir. Bunlar

rasyonel fonksiyonlarla tanimlanan doniistimlerdir.

Tanim 1.4.1 V) ve V, C P” projektif varyeteler olsun. V;’den V5’ye rasyonel bir donii-
sim
f:‘/lé‘/% ¢:[f077fn]
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bicimindeki bir doniisiimdiir; burada f;, ..., f,, € F(V}) fonksiyonlar1 fo, ..., f, nin tii-

miiniin taniml1 oldugu her P € V; noktasi i¢in

O(P) = [fo(P),.... fn(P)] € V3

ozelligine sahiptir (Silverman 2009).

Tanim 1.4.2

¢=1[for-- i ful : Vi = V2

rasyonel doniisiimiiniin P € V;’de diizgiin (regiiler) olmas1 i¢in g € F(V}) iken asagidaki
sartlar saglanmalidir:

(1) Her g f;, P’de regiilerdir.

(73) (gfi)(P) # 0 olacak sekilde i ler vardur.

Eger boyle bir g varsa o zaman

o(P) = [(gfo)(P), -, (gfn)(P)]

olur (Silverman 2009).

Not 1.4.3 Farkli noktalar i¢in farkli ¢g’ler almak gerekebilir. Her noktada diizgiin olan

rasyonel bir doniisiime morfizm denir.

Uyar1 1.44 V; C P™ ve V, C P” projektif varyeteler olsun. F(V})’deki fonksiyonlarin
ayn1 dereceye sahip F[Xy, ..., X,,]’deki homojen polinomlarin boliimleri olarak tanim-
lanabilecegini Uyart 1.3.14’ten hatirlayimiz. Boylece ¢ = [fo, ..., f,| rasyonel doniisii-
miini f;’lerin “paydalarin1 yok eden” homojen polinomla carparak asagidaki alternatif
tanimu elde ederiz:

¢ : Vi — V5, rasyonel doniisiimii,

(i) ¢:(X) € F[X] = F[Xq,..., X,] olup hepsi I(V;) de olmayan aym dereceye sahip

homojen polinomlar,
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(73) her f € I1(V3) igin
f(@o(X), ..., on(X)) € I(V1)

olmak tizere

¢ = [¢o(X), -+, Pn(X)]

formunda bir doniisiimdiir (Silverman 2009).

Acikgast bazi ¢;(P) # 0 olmast kosuluyla ¢(P) iyi tammlidir. Ancak tiim ¢’ler i¢in
¢;(P) = 0 olsa bile ¢(P)’yi anlamlandirmak i¢in ¢’yi degistirmek miimkiin olabilir.
Bunu su sekilde kesinlestiriyoruz:
(2) ¥, - . ., ¥y, aynt dereceye sahip polinomlar,
(77) Her 0 < 4,5 < nigin ¢;10; = ¢;1;( mod I(V})),
(14i) Baz1 4’ler igin ¢)(P) # 0
olacak sekilde homojen vy, . . . , 1, € F[X] polinomlari varsa yukaridaki gibi bir rasyonel
¢ = oo, ..., 0n] : V1 — Vs dontisiimii P € V; noktasinda diizgiindiir.
Eger bu gerceklesirse

8(P) = [9o(P), .., 6n(P)

olur.

Yukaridaki gibi her yerde diizgiin olan rasyonel bir doniisiime morfizm denir.

Tamm 1.4.5 V) ve V; varyeteler olsun. vo¢ ve ¢po sirasiyla Vi ve V5 lizerindeki birim
dontistimler olmak iizere ¢ : Vi — V5 ve ¢ : Vo — V) morfizmleri varsa V; ve V5 izo-
morfiktir ve Vi = V; seklinde gosterilir. Eger ¢ ve 1, [F cismi iizerinde tanimlanabiliyorsa
Vi/F ve V4 /F’nin F iizerinde izomorf oldugu sdylenebilir. Hem ¢ hem de ¢’nin sadece

rasyonel doniisiimler degil, morfizmler olmasi1 gerektigine dikkat edin (Silverman 2009).

Ornek 1.4.6 Kar(F) # 2 ve V ornek 1.3.6’da

V. .X?24+Y?2=22
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ile verilen varyete olsun. ¢ : V. — P!, ¢ = [X + Z, Y] rasyonel doniisiimiinii g6z 6niine
alahm. A¢ikgasi ¢ doniigiimii muhtemelen [1, 0, —1] noktasi disinda, yani X +7Z =Y =0
oldugu noktada V’nin her noktasinda diizgiindiir. Ancak (X + Z)(X — Z) = —Y? (
mod (V")) kullanarak

p=[X+2Y]|=[X>-Z22Y(X-2))=[-Y LY (X-2)|=[-Y,X - Z]

elde edilir. Boylece ¢([1,0,—1]) = [0,2] = [0, 1] olur. Bu durumda ¢, V’nin her nokta-

sinda diizgiindiir, yani ¢ bir morfizmdir.

VP =V, ¢ =[S*—-T2%2ST,S*+ 17
doniistimii bir morfizm oldugu kolaylikla kontrol edilebilir ve ¢’nin tersini saglar. Dola-
yistyla V' ve P! izomorftur (Silverman 2009).
Ornek 1.4.7
¢ :P* = P* ¢=[X? XY, 7%
rasyonel doniigiimii [0, 1, 0] noktas1 diginda her yerde diizgiindiir (Silverman 2009).
Ornek 1.4.8 V

V.Y?Z =X+ X%Z

seklinde bir varyete olsun ve

VPtV g =[(S7 - THT, (S* = T7%)8, 17

¢:V =P, =]V, X]

rasyonel doniisiimleri goz 6niine alahm. Burada « bir morfizmdir, ¢ ise [0, 0, 1]’de diizgiin
degildir. [0, 0, 1] noktas1 V’nin tekil noktasi olmasi tesadiif degildir.
¢ o 1 ve 1) o ¢ dontisiimleri tanimlandiklar1 her yerde birim doniisiim olmasina ragmen,

¢ ve ¢ doniisiimleri izomorf degildir. Ciinkii ¢ bir morfizm degildir (Silverman 2009).
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Ornek 1.4.9
Vi X24+Y? =2%ve Vo:X%2+4+VY%2=3272

varyetelerini goz 6niine alalim. V5(Q) # () oldugundan V7 (Q) ¢ok sayida nokta icerdigin-
den, bu varyeteler (Q iizerinde izomorf degildirler. Bununla birlikte V; ve V5 varyeteleri

Q(+/3) tizerinde izomorf olup bu varyeteler arasinda

Vo= Vi, ¢=[X,Y,V3Z

izomorfizmasi vardir (Silverman 2009).

Simdi eliptik egrileri calismamiz i¢in gerekli olacak, cebirsel egriler hakkinda yani

boyutu bir olan projektif varyeteler hakkindaki temel bilgiler verilecektir.

1.5 Egriler

Bir egri denildiginde her zaman boyutu 1 olan projektif varyete diisiiniilecektir. Genel
anlamda diizgiin egrilerle ilgilenecegiz. P'’de diizgiin egri drnekleri olarak 1.3.6-1.3.11
ornekleri verilebilir. Diizgiin bir egri tizerindeki noktalarda lokal halkalar1 tanimlayarak

baglayalim.

Onerme 1.5.1 C bir egri ve P € C diizgiin bir nokta olsun. O zaman F[C]p bir ayrik

degerleme halkasidir (Silverman 2009).

Tamim 1.5.2 C bir egri ve P € C diizgiin bir nokta olsun. F[C]p iizerinde (normallegti-

rilmis) degerleme

OpoZF[C]p — {O,l,Q,}U{OO}
ordp(f) =sup{d € Z: f € ME}

ile verilir.

ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g) kullanilarak

ordp : F(C) - Z U
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doniisiimii ile ordp’yi F[C]’ye genisletiriz.
P noktasinda C' egrisi i¢in bir diizgiinlestirici (uniformizer), ordp(t) = 1 olacak sekilde

herhangi bir ¢ € F(C) fonksiyonudur, yani Mp ideali igin bir iiretectir (Silverman 2009).

Tammm 1.5.3 C bir egri, P € C diizgiin bir nokta (yukaridaki gibi) ve f € F(C) ol-
sun. f’nin P’deki mertebesi ordp(f) ile gosterilir. Eger ordp(f) > 0 ise o zaman f’nin
P’de bir sifirt vardir. Eger ordp(f) < 0 ise o zaman f’nin P’de bir kutbu vardir. Eger
ordp(f) > 0ise f, P’de regiilerdir ve f(P)’yi degerlendirebilir. Aksi takdirde P’de bir

kutbu vardir ve f(P) = oo’dur (Silverman 2009).

Onerme 1.5.4 C diizgiin bir egri ve f # 0 olmak iizere f € F(C) olsun. O zaman f’nin
bir kutup noktasi veya kok olan sonlu ¢oklukta C' noktasi vardir. Ayrica f’nin hi¢ kutbu

yoksa o zaman f € Ftir (Silverman 2009).

Ornek 1.5.5
C:Y?=X34+X ve Cy:Y?=X3+X?

egrilerini goz Oniine alalim (Projektif varyeteler i¢in afin denklemlerle ilgili Not 1.3.10’u
hatirlayalim. C ve Cs egrilerinin her birinin sonsuzda bir tek noktasi vardir). P = (0, 0)
olsun. O zaman C, P’de diizgiin bir egridir, ancak Cs, P’de diizgiin bir egri degildir. Or-
nek 1.2.10’a bakilabilir.

F[Cy]p’nin Mp maksimal idealini ele alirsak Mp/M32, Y tarafindan iiretilir. Ornegin;

ordp(Y)=1, ordp(X)=2, ordp(2Y*—X)=2
olur. (Son olarak 2Y%2 — X = 2X® + X olduguna dikkat edin ) Ote yandan F[C5]p ayrik
bir degerleme halkasi degildir (Silverman 2009).

1.6 Egriler Arasinda Doniisiimler

Diizgiin egriler i¢in her noktada rasyonel bir doniisiimiin tanimlandig1 temel sonug ile

baglayalim.
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Onerme 1.6.1 C biregri V, V C PV olacak sekilde bir varyete, P € C diizgiin nokta
ve ¢ : C'— V rasyonel bir doniisiim olsun. O zaman ¢, P’de regiilerdir. Ozellikle eger C

diizgiin bir egri ise ¢ bir morfizmdir (Silverman 2009).

Ornek 1.6.2 C/F diizgiin egri ve f € F(C) bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksi-
yonu

f:C—=P, P [f(P)1]

seklinde rasyonel bir doniisiim tanimlar. Bu doniisiim morfizmdir ve

[f(P),1], f, P’de regiiler ise
f(P) =
[1,0], f’nin P’de kutbu var ise

ile verilir (Silverman 2009).

Teorem 1.6.3 ¢ : C; — () egrilerin morfizmi olsun. O halde ¢, ya sabit bir fonksiyon
ya da orten bir fonksiyondur.
C1/F ve Cy /F egrileri ve IF iizerinde tanimlanan ¢ : C; — () sabit olmayan rasyonel

bir doniisiim olsun. O zaman ¢ doniisiimii ile bileskesi

¢* 1 F(Cy) = F(Ch), & f = fop

[F’yi sabitleyen fonksiyon cisimlerinin birebir fonksiyonunu igerir (Silverman 2009).

Teorem 1.6.4 C,/F ve C/F egriler olsun.

a) F cismi iizerinde tanimlanan sabit olmayan ¢ : C; — C5 doniisiimii olsun. O halde
F(CY), ¢*(F(C3)) nin sonlu bir genislemesidir.

b) B:F(Cy) — F(C,) fonksiyonu F’yi sabit birakan fonksiyon cisimlerinin birebir fonk-
siyonu olsun. O zaman F cismi iizerinde Q* = 8 olmak iizere sabit olmayan tek bir
¢ : €4 — Oy doniigtimii vardir.

c) K C F(CY) olacak sekilde K’y1 igeren sonlu indeksli bir alt cismi olsun. O zaman

21



F izomorfizmine kadar tek bir diizgiin C’/F egrisi ve F iizerinde ¢*F(C’) = K olacak

sekilde tanimlanmisg sabit olmayan bir ¢ : C; — C” doniigtimii vardir (Silverman 2009).

Tanim 1.6.5 T cismi iizerinde tanimlanan egrilerin bir ¢ : C; — C5 dontisiimii olsun.
Eger ¢ sabit ise ¢’nin derecesi 0 olarak tanimlanir. Aksi takdirde ¢’ nin sonlu bir doniisiim

oldugu sdylenir ve derecesi

deg ¢ = [F(C1) : ¢"F(Ch)]

ile tamimlanir.
Eger F(C,)/¢*F(Cs) cisim geniglemesi, kargilik gelen 6zellige sahipse ¢ ayrilabilir, ay-
rilamaz ya da tamamen ayrilamaz (purely inseparable) oldugu sdylenir ve genislemenin

ayrilabilir veya ayrilamazlik dereceleri sirasiyla degsx ve deg;¢ ile gosterilir (Silverman

2009).

Sonu¢ 1.6.6 ) ve () diizgiin egriler ve ¢ : C, — (5 birinci dereceden bir doniisiim

olsun. O zaman ¢ bir izomorfizmdir (Silverman 2009).

Tanim 1.6.7 Kar(F) # 2 olsun. f(x) € FF polinomu d. dereceden olmak iizere

CO:y2:f(x):aoxd+a1$d_l+"'+ad

ile verilen Cy/F afin egrisini ele alalim. P = (xg,y9) € Cp noktasinin tekil oldugunu

varsayalim. O zaman

20 = f'(20) =0

olur. Yani yo = 0 ve xo = 0, f(x)’in ¢ift katli kokiidiir. Dolayisiyla A(f) # 0 oldugunu
varsayarsak o zaman y? = f(z) afin egrisi diizgiin bir egridir. Bu C egrisi hipereliptik
egri olarak adlandirilir (Silverman 2009).

Eger Cy’1n afin denklemini homojenlestirerek P?’de bir egri olarak ele alirsak, d > 4

oldugunda sonsuzdaki nokta(lar)m tekil oldugu kolayca kontrol edilebilir. Ote yandan
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Teorem 1.6.4 ¢) maddesi F(Cy) = F(z,y) fonksiyon cismine esit olan herhangi diizgiin

projektif C'/IF e8risinin varligin1 garanti eder.

Ornegin d = 4 durumunu goz éniine alalim. Cj afin denklemi

2 4 3 2
Co : Yy = apx” + a1x° + agx” + asr + ay

olsun.
[1,2,y,2%] : Cop — P?
doniisiimii tammlansin. [Xo, X, X5, X3] = [1,z,y, 22| verildiginde goriintii kiimesinin
ideali acikca
F=X3X,— X?
G=X3X2—ap X} — a1 X Xg— aa X? X2 — as X1 X — as Xy
iki homojen polinomunu igerir. Ancak bu iki polinomun sifir kiimesi Xy = X; = 0

dogrusunu i¢erdiginden istenilen C' egrisi olamaz. Bu yiizden, ikinci dereceden

H = X22 — ang — G1X1X3 — a2XOX3 — 0,3XOX1 — G4Xg

polinomu elde etmek igin G polinomunda X? = X, X3 yazilir ve X? yok edilir. F' ve H
tarafindan iiretilen ideal, diizgiin bir C' egrisi verdigini iddia ediyoruz.

Bunu gérmek i¢in 6ncelikle X # 0ise X a gore homojenlestirirsek (z = X /Xy, y =
Xy /X, z = X3/X0) esitliklerini kullanarak,

z=a% ve Y’ =ap+arzr+ asz+ asx + ay

afin egrisini elde ederiz.
Ik denklem ikinci denklemde yerine yazildiginda orjinal Cj egrisi elde edilir. Boylece

Co = CN{X, # 0} olur. Eger X, = 0 ise 0 zaman X; = 0 olur ve X, = +,/ao X3 olur.

23



Boylece X, = 0 hiper diizleminde C’nin [0, 0, & /ao, 1] olmak iizere iki noktas1 var-
dir (f(z)’in derecesini 4 olarak varsaydigimiz i¢in ag # 0 olduguna dikkat edin ). Bu iki
Xo o X

£ ve w = 32 olarak
3 3

noktada C"nin diizgiin oldugunu kontrol etmek i¢in u = et e

X3’e gore homojenlestiririz. Boylece

w? = ap + a1v + GQ'UQ + agv3 + ayqv

4
tek afin denkleminden

U= w2:ao+a1v+a2u+a3uv+a4u2

denklemleri elde edilir. Boylece f(z) polinomunun ¢ift katli kokii olmadiini varsayarak

(v,w) = (0, £/ao) noktasmnin tekil olmayan bir nokta oldugu goriiliir.

1.6.1 Frobenius Doniisiimii

Kar(F) = p > 0 oldugunu varsayalim ve ¢ = p” olsun. Herhangi bir f € F[X] polinomu
icin f’nin her katsayisim1 ¢. kuvvete artirarak elde edilen polinom f(@ olsun. O zaman

herhangi bir C'/F egrisi i¢in, homojen ideali
[(CW) = {9 f e 1(C)}
ile verilen egri olarak yeni bir C'?) /IF egrisi tanimlanabilir. Ayrica
¢:C = CD bz, ... 25]) =[x, ..., 29]

ile tammlanan, g. kuvvet Frobenius morfizmi olarak adlandirilan C’den C(9’ya dogal bir

doniisiim vardir. ¢’nin C’yi C(9’ya resmettigini gérmek icin her



noktast igin ¢(P) goriintiisiiniin /(C@)’nun her f(@ iiretecinin bir sifirt oldugunu goster-

mek yeterlidir.

= (f(xo,...,xn))%, (kar(F) =p iken)

=0 , (f(P)=0 iken)
seklinde hesaplanir.

Ornek 1.6.8 P?’deki bir C' egrisi

C:Y?’Z=X*>+aXZ?+0b27°

denklemi ile verilsin. O zaman C(9) egrisi

C9D.y27 — X2+ a'X 7% +p17°

denklemi ile verilir (Silverman 2009).
Asagidaki onerme, Frobenius doniisiimiiniin temel 6zelliklerini tanimlar.

Onerme 1.6.9 T bir cisim kar(F) = p > 0,¢ = p",C/F bir egri ve ¢ : C — C@
doniistimii ¢. kuvvetten Frobenius morfizmi olsun.

a) ¢'F(C)W =F(C)! = {f: f € F(O)},

b) ¢ tamamen ayrilmaz,

c)degop =gq

olarak tanimlanir (Silverman 2009).

Sonug 1.6.10 ¢ = deg;(v)) iken karakteristigi p olan bir cisim iizerindeki diizgiin egrile-

rin her ¢ : C; — C5 doniigiimil



seklinde ifade edilir. ¢ doniisiimii ¢q. kuvvet Frobenius doniisiimiidiir ve A doniisiimii ay-

rilabilirdir (Silverman 2009).

1.7 Bolenler (Divisors)

C' egrisinin bolen grubu Div(C) ile gosterilir. Bu grup C' noktalar ile iiretilen serbest
degismeli gruptur. Boylece bir D € Div(C') bédleni, sonlu sayida P € C' noktalar1 i¢in

np = 0 ve np € Z olmak lizere

D=> np(P)

seklinde ifade edilen bir toplamdir. D’nin derecesi

deg D = Z np
ile tanmimlanir. Derecesi 0 olan bélenler, Div(C') nin bir alt grubunu olusturur ve
Div’(C) = {D € Div(C) : deg D = 0}

ile gosterilir.

Simdi C egrisinin diizgiin oldugunu farzedelim ve f € F(C)* olsun. O zaman

div(f) = 3 ordp(f)(P)

pPeC

olarak verilen div( f) bolenini f ile iligkilendirebiliriz.

Her ordp bir degerleme oldugundan
div : F(C)* — Div(C)

doniisiimii degismeli gruplarin bir homomorfizmidir.
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Tamim 1.7.1 Bir D € Div(C) bdleni, baz1 f € F(C) i¢in D = div(f) formundaysa
temel bolendir (principal divisor). Dy — D, temel bolen ise iki bolen dogrusal olarak
denktir ve D; ~ D5 olarak gosterilir. C"nin Pic(C) ile gosterilen bolen sinifi grubu (veya

Picard grubu), Div(C')’nin temel bolenlerin alt grubu ile bolimiidiir (Silverman 2009).

Onerme 1.7.2 C diizgiin bir egri ve f € F(C)* olsun.
a) div(f) = 0 olmast igin gerek ve yeter sart f € F* olmasidur.

b) deg(div(f)) = 0’dir (Silverman 2009).

Ornek 1.7.3 P"de derecesi 0 olan her bolen temel bolendir. Bunu gormek icin D =

>~ np(P) nin derecesinin 0 oldugunu varsayalim. P = [ap, 8p| € P! yazarak D’nin

[T (8pX — apy)e

Pep!?

fonksiyonunun béleni oldugunu gériiriiz. > np = 0 olusunun, bu fonksiyonun F(P!)’de
kalmasini sagladigina dikkat edin. Dolayisiyla deg : Pic(P') — 7 doniisiimiiniin bir
izomorfizm oldugu ortaya c¢ikar. Bunun tersi de dogrudur. Yani C' diizgiin bir egriyse ve

Pic(C) = Z ise o zaman C’de P’ izomorftur (Silverman 2009).

Ornek 1.7.4 Kar(F) # 2 oldugunu varsayalim. Birbirinden farkli e, €5, e € F olmak

uzere

C:y?=(r—e)(z—er)(x —e3)

egrisini goz oniine alalim. C’nin diizgiin bir egri oldugu ve P, ile gosterdigimiz sonsuzda
tek bir noktaya sahip oldugu kontrol edilebilir. i = 1,2, 3 i¢in P, = (e;,0) € C olsun. O

zaman
div(z —e;) = 2(P;) — 2(Py)

div(y) = (P1) + (P) + (Fs) — 3(Fx)
olur (Silverman 2009).

Tamm 1.7.5 C bir egri olsun. ()¢ ile gosterilen C' lizerindeki (meromorfik) diferansiyel

formlarin uzay1, € F(C) igin dz formundaki semboller tarafindan iiretilen F-vektor
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uzayidir ve

(i) Yo,y € F(C) igin d(z + y) = dz + dy,
(ii) Va,y € F(C) igin d(xy) = xdy + ydz,
(4ii) Ya € Figin da = 0

ozellikleri saglanir (Silverman 2009).

Tanim 1.7.6 w € Q)¢ olsun. w ile iligkili bir bolen
div(w) =Y~ ordp(w)(P) € Div(C)

dir. Eger her P € (' i¢in

ordp(w) >0

ise w € ()¢ diferansiyeli regiiler (veya holomorfik) olur. Eger her P € C'igin
ordp(w) <0

ise w € (¢ yok olmayandir (nonvanishing) (Silverman 2009).

Tanim 1.7.7 (C"deki kanonik boélen sinifi, sifirdan farkli herhangi bir w € Q) diferansi-
yeli i¢in div(w)’nin Pic(C')’deki goriintiistidiir. Bu bolen sinifindaki herhangi bir bolen

kanonik bolen olarak adlandirilir (Silverman 2009).

Ornek 1.7.8 C : 3> = (v — e1)(x — e3)(x — e3) erisini goz 6niine alalim. O zaman
div(dz) = (P)+(P2)+(P3)—3(Py), (dx =d(x—e;) = —2?d(1/z)) olur. Dolayistyla
div(dz /y) = 0 oldugu goriiliir. Boylece dx /y diferansiyeli hem holomorfiktir hem de yok
olmayandir (Silverman 2009).

1.8 Riemann-Roch Teoremi

C bir egri olsun. Div(C') tizerindeki kismi mertebe asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
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Tanmm 1.8.1 Eger P € Cicin np > 0ise D = > np(P) boleni pozitif (veya etkili)
olup
D >0

ile gosterilir. Benzer sekilde herhangi iki D;, D € Div(C) bdleni igin D; — Dy’ nin
pozitif oldugunu belirtmek i¢in

Dy = Dy
yazilir (Silverman 2009).

Ornek 1.8.2 f € F(C)*, bir P € C noktas1 disinda her yerde regiiler olan bir fonksiyon

olsun ve P noktasinda en fazla n mertebeli bir kutbu olsun. f fonksiyonu ile ilgili

div(f) = —n(P)

esitsizligi ifade edilebilir. Ayrica benzer sekilde

div(f) = (Q) = n(P)

esitsizligi f’nin (Q’da sifir1 oldugunu ifade eder. Bu nedenle bolen ile esitsizlikleri, fonk-
siyonlarin kutuplarini ve/ veya sifirlarini ifade etmek icin kullaniglt bir yoldur (Silverman

2009).

Tanmm 1.8.3 D € Div(C) olsun.

L(D) ={f € F(C)" : div(f) = =D} U{0}

kiimesi sonlu boyutlu F vektor uzayidir ve boyutu

¢(D) = dimzL(D)

ile gosterilir. Artik cebirsel egri geometrisinde ¢ok dnemli temel bir sonug ifade edilebilir
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(Silverman 2009).

Teorem 1.8.4 (Riemann-Roch) C' diizgiin bir egri ve F¢, C' iizerinde kanonik bir bolen

olsun. V D € Div(C) boleni i¢in

D) —L(Fec— D) =degD —g+1

bagintisi ile bir g > 0 tamsayis1 bulunabilir. Bu g sayisina C' egrisinin cinsi denir (Silver-

man 2009).

Sonug¢ 1.8.5 Asagidaki 6zellikler saglanir.

a) {(Fc) = g,

b) degFo = 2g — 2,

c)degD > 2g —2ise o zaman /(D) =degD — g+ 1
olur (Silverman 2009).

Ornek 1.8.6 C = P! olsun. C iizerinde hicbir holomorf diferansiyel yoktur. Boylece
{(F¢) = 0 olur. Dolayistyla Sonug 1.8.5 ile IP!*in cinsi 0 olur ve Riemann-Roch teoremine
gore

UD) — ¢(—2(00) — D) = deg D + 1

olur. Ozellikle eger deg D > —1 ise

(D) =degD+1

olur (Silverman 2009).

Aritmetik geometride, cebirsel egriler tizerindeki rasyonel noktalarin sonlulugu hak-

kinda asagidaki teorem 1910°da Mordell tarafindan “san1” olarak verilmistir.

Teorem 1.8.7 4, cinsi g > 2 olacak sekilde [ cismi iizerinde bir cebirsel egri olsun. Bu
durumda ¢ tizerinde sonlu ¢oklukta rasyonel nokta vardir. Bagka bir deyisle F-rasyonel

noktalarin §(F) kiimesi sonludur (Faltings 1983).
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2. ELIPTIK EGRILER

Bu boéliimde eliptik egriler ile ilgili temel kavramlar ve bazi 6nemli teoremler verile-

cektir.

2.1 Weierstrass Denklemler

Eliptik egriler belirli bir taban noktasina sahip cinsi 1 olan diizgiin cebirsel egrilerdir.
Bu ozellikteki her egri, sonsuzdaki dogru iizerinde bulunan sadece bir taban noktasi ile
kiibik bir denklemin P?’deki yeri olarak yazilabilir. Yani X ve Y uygun bir sekilde dlgek-
lendirildikten sonra aq, as, as, as, a6 € F ve O = [0, 1,0] taban noktasi olmak iizere bir

eliptik egri

Y2Z 4+ XYZ 4+ a3sYZ? = X3+, X?Z + au X 2% + ag Z° (2.1.1)

formundaki denklem ile verilir. Bu tipteki denklemler Weierstrass denklemleri olarak ad-
landirlir. (2.1.1) egrisini goz Oniine alalim. Bu homojen egride Z = 0 olmas1 X = 0
demektir ve Y sifirdan farkli herhangi bir elemandir. Boylece Z = 0 oldugunda (2.1.1)
tizerindeki sonsuzdaki nokta O = (0 : 1 : 0) seklinde elde edilir.

Notasyonu kolaylastirmak i¢in homojen olmayan x = X/Z ve y = Y/Z koordinatlari
kullanarak (2.1.1)’deki Weierstrass denkleminden asagidaki cebirsel diizlemsel egri elde

edilir.

Tamm 2.1.1 F bir cisim ve ay, as, as, as, ag € [ olmak lizere

E:y’ +azy + azy = 2° + a2’ + asx + ag (2.1.2)

bicimindeki £ egrisi, sonsuzdaki O = [0, 1, 0] noktasi ile birlikte uzun Weierstrass nor-

mal formunda egri olarak adlandirilir (Schmitt ve Zimmer 2003).
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Kar(F) # 2 ise o zaman kareye tamamlayarak denklemi sadelestirebiliriz.

1
y— §(y—a1$—a3)

yazildiginda
bQ = a% + 4(12
b4 = aias + 2&4 (213)
bﬁ = a% + 4&6

olmak tizere

E 1 y? = 423 + bya® + 2byx + bg

formunda bir denklem elde edilir. Ayrica

o2, (2.1.4)

ce = —bi + 36byby — 216bg

olarak tamimlanir. (2.1.3) ve (2.1.4)’te ifade edilen degerler Tate degerleri olarak adlandi-

rilir. F egrisinin diskriminanti, j degismezi ve w-diferansiyel degismezi sirasi ile

A(E) = —bibg — 8b3 — 27b7 + 9bybyby

Ci

J = A
dx dy
w = ey
2yarx +as 322+ 2ax + ag — aqy

seklinde tanimlanir. Dolayisiyla

4b8 = bgb(; - bi ve 1728A = Ci - 0(23
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bagmtilari kolayca saglamir. Eger Kar(F) # 2,3 ise o zaman

(z,y) = J,’—Bbgi
Y= 736 108

doniisiimii ile 2%’1i terimi yok ederek daha basit hali olan

E:y* = 2® — 27cyw — 56¢

denklemi elde edilir.

Tamim 2.1.2 C' cebirsel diizlem egri

C: fla,y) =9* +axy +azy — 1° — asx® — ayx —ag = 0

Weierstrass denklemi ile verilsin. P = (xg,yo) € C olmak iizere P’nin tekil nokta

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olmalidir (Silverman 2009).

Eger birinci kismi tiirevler P = (g, yo) noktasinda sifir ise, tekil nokta katli bir noktadir.
Bu kath noktanin iki farkli tegeti varsa diigiim (node), iki tegetinin ¢cakismasi durumunda
ctkinti (cusp) olarak adlandirilir. Tekil noktalari olan egriye tekil egri, tekil noktalar: ol-

mayan bir egri diizgiin egri olarak adlandirilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Onerme 2.1.3 Uzun Weierstrass formunda verilen egriler asagidaki gibi simiflandirilabi-

lir:
i. Egri diizgiindiir & A # 0 dir.

ii. Egrinin bir diigiimii vardir & A = 0 ve ¢4 # 0.
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iii. Egrinin bir ¢tkintist vardir & A = 0 ve ¢4 = 0.

(17) ve (i7i) durumlarinda egri tek tekil noktaya sahiptir (Silverman 2009).

Tamm 2.1.4 Diskriminant1 sifirdan farkli (2.1.2) uzun Weierstrass normal formundaki

egri, (sonsuzdaki nokta ile birlikte) [F cismi {izerinde bir eliptik egri olarak adlandirilir.

Tanmim 2.1.5 F cismi iizerinde tamimli £ ve £’ eliptik egrileri

E:y? +ayzy + asy = 2% + a2 + aur + ag

/.12 P P 13 /12 /W) /
E y”+ a2’y + a3y =27 + ayr” + ayx’ + ag

olarak verilsin. Bu durumda F egrisini £’ egrisine doniistiiren

r=ur'+r, y=u Y +uPsa’ +t (u,r, st F,u+0)

dontisiimleri varsa boyle doniisiimlere birasyonel doniisiimler, E' ve E’ eliptik egrilerine
[F cismi lizerinde birasyonel denktir denir.

Bu doniigtimlerin ters doniisiimii de

1
ud(y — sz + sr —t)

seklindedir. Bu sonuglar asagidaki tabloda diizenlenmistir (Silverman 2009).
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Cizelge 2.1.1. Weierstrass denklemleri i¢in degisken degistirme formiilleri

ual = ay + 2s
u?aly = ay — sa; + 3r — s*
U3(Ig =azt+ra; + 2t
ulaly = ay — saz + 2ras — (t +rs)a; + 3r? — 2st
ubaly = ag + ras + r’ag + r* — taz — t* — rtay

u?bly = by + 12r

utb, = by + by + 612

uSbly = bg + 2rby + r2by + 4r®
uBby = bg + 3rbg + 3r2by + 130y + 3r?

uld, = ¢4

ubcly = ¢

ul2A = A
=17

u ' = w

Tanmm 2.1.6 Kar(F) # 2,3 iken E,F’de bir eliptik egrisi olsun. Bu durumda A, B € F

olmak iizere £’yi [F cisminde
E =2+ Az + B (2.1.5)

formundaki F’’ne resmeden bir ¢ : & — E’ birasyonel doniisiimii vardir. Bu durumda
E' egrisi basitlestirilmis (veya kisa) Weierstrass normal formunda bir eliptik egri olarak

adlandirilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Yukarida ifade edilen basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki bir egri i¢in disk-

riminant ve j-de8ismezi

—123(4A)3
A(E) = —16(4A* +27B%), j(E) = %
seklindedir.

j degismezi iki eliptik egrinin birbirinin ne zaman izomorf oldugunu belirlemek i¢in
kullanilir. Asagidaki teorem basitlestirilmis Weierstrass normal formunda verilen iki elip-

tik egrinin birbirine ne zaman izomorf oldugunu belirtmektedir.
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Teorem 2.1.7 T bir cisim F ve E’ egrileri F cismi tizerinde tanimli basitlestirilmis We-
ierstrass normal formunda verilen iki eliptik egri olsun. Bu iki e8rinin [ cismi iizerinde
izomorf olmalar i¢in gerek ve yeter sart £ ve E’ egrilerinin j-degismezlerinin ayni ol-

masidir (Schmitt ve Zimmer 2003).
Asagidaki ornekte diizgiin egriler ve tekil egrilerin grafigi yer almaktadir.
Ornek 2.1.8

o y? = 23 egrisi i¢cin A = 0 olup z = 0 kath bir kok oldugundan bir eliptik egri
degildir.

y? = 23 + 22 egrisi i¢in A = 0 olup = = 0 katl bir kok oldugundan bir (tekil egri)

eliptik egri degildir.
o y? = 2% — 3w + 3 egrisi i¢cin A = 2160 olup bir (diizgiin egri) eliptik egridir.
o y? = 2% + x egrisi icin A = —64 olup bir eliptik egridir.

o y? = 2% — x egrisi igin A = 64 olup bir eliptik egridir.

=
I
=y

Cikint1 Diigiim
Sekil 2.1.1. Tekil Egriler
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y2=$3_3m_3 y'l:'
A =-2160

%
2\

o =gt — g
—f4 M =64

[=
oy

O

Sekil 2.1.2. Diizgiin Egriler

Eliptik egriler sonlu ya da sonsuz ¢oklukta rasyonel ¢coziime sahiptir. Daha 6nce ta-
nimlanan O noktasi eliptik egriler teorisi icin olduk¢a 6nemlidir. Eliptik egriler tizerindeki
noktalar O noktasi ile birlikte bir (toplamsal) abelyan grup olusturur.

Paralel olan herhangi iki dogrunun R?’de kesismedikleri bilinmektedir, fakat bu iki
dogru P>’de sonsuzda kesisirler. Bu da, eliptik egriler iizerindeki noktalarin olusturdugu

kiime iizerinde tanimlanacak olan toplama isleminde kullanilacaktir.

2.2 Eliptik Egriler Uzerinde Toplama Kurah

E, (2.1.2) formunda bir eliptik egri olsun. £ C P? eliptik egrisi izerindeki P = (z,y)

rasyonel noktalar, sonsuzdaki O = [0, 1, 0] noktast ile birlikte

EF) ={(z,y) € E:z,y e F} U{O}

kiimesini olusturur. L C P? bir dogru olsun. O zaman denklemin derecesi 3 oldugundan L
dogrusu E egrisi ile tam olarak li¢ noktada kesisir. Bu noktalar P, (), R olsun. Tabi ki eger
L, E’ye teget ise P, () ve R noktalarinin farkli olmasi gerekmez. Katliliklart ile birlikte

alman L N E tam olarak 3 noktadan olusur. Bu da Bézout teoreminin 6zel bir halidir.

Teorem 2.2.1 Bir dogru ile bir eliptik egri kathiliklari ile birlikte tam olarak 3 noktada

kesisir (Schmitt ve Zimmer 2003).
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Teorem 2.2.2 (Bézout Teoremi) m. dereceden bir diizlem egri ile n. dereceden bir diiz-

lem egri en ¢cok m.n tane noktada kesisir (Silverman 2009).

Asagidaki tammmda £ iizerindeki toplama islemi kurali & sembolii ile tanimlanir.

Tanim 2.2.3 (Toplama Kurali) P ve (), (2.1.2) formundaki F eliptik egrisi tizerindeki
farkl iki nokta olsun. P ve () noktalarindan gecen [ dogrusu, eliptik egriyi iiciincii bir
R = (x,y) noktasinda kessin. ', R ve (’dan gecen bir dogru olsun. Bu durumda I, E’yi
R, O ve iiciincii bir noktada keser. Uciincii noktay1 P @ Q ile gosteririz. (Eger P = Q ise

bu durumda [ dogrusu E eliptik egrisine P noktasinda tegettir) (Silverman 2009).

Sekil 2.2.2.
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Onerme 2.2.4 Toplama kural & asagidaki 6zellikleri saglar:

i. Bir [ dogrusu E’yi (farkli olmasi gerekli olmayan) P, (), R noktalarinda keserse o

zaman (P & Q) & R = O olur.
ii. Toplama kuralinin degisme 6zelligi: P & Q = Q & P.
iii. Toplama kuralinin birlesme ozelligi: (P9 Q)& R=P & (Q & R).
iv. O noktasi birim elemandir: P& O =P =0 & P.
v. P noktasinin tersi ©P dir: P @ (6P) =0 = (6P)® P

(Silverman 2009).

Yukarida verilenlere gore FE eliptik egrisi iizerindeki noktalarin kiimesi toplama ku-

ralina gore (sonsuzdaki O noktasi dahil) degismeli bir gruptur denir.

Not 2.2.5 Buradan itibaren E eliptik egrisi tizerindeki grup islemleri i¢in & ve © 6zel

sembolleri yerine daha basit olan + ve — kullanilacaktir. m € Z ve P € E i¢in

mlpP=P+---+P, mP=—-P—---—P, [0]P=0
—_—— S S——
m>0 ise m terim m<0 ise Iml terim
olur (Silverman 2009).

Teorem 2.2.6 P, = (x1,y;) ve P = (z2,y2) noktalari (2.1.2) uzun Weierstrass normal
formunda egri iizerindeki noktalar olsun. Bu durumda

a) =P = (z1,—y; — a121 — a3) olur.

b) Eger x1 = x5 Ve y1 + Yo + a125 + az = 0 ise P, + P> = O olur. Aksi takdirde A\ ve v

asagidaki formiiller ile tanimlanir:

Cizelge 2.2.1.
A v
Y2y Y1Z2—Y2T1
1 7é L2 To2—XTq To—T1
1 =1 3x14+2a2x1+a4—a1y1 —93%"!‘@45514‘2@6_@33/1
1 2 2y1+ai1xitag 2y1t+ai1xitag
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seklindedir.
O halde y = Ax + v, P, ve P»’den gecen dogrudur veya P, = P, ise E’ye tegettir.

Yukaridaki gosterimlerle P, + P, = P3y = (3, y3) noktasinin bilesenleri
x3:)\2—|—a1)\—a2—x1—a}2
Ys = —()\ + al).’L’g — UV —as

ile verilir.

c) P, #+£P,ise

2
x(P1+P2):(u) +(Il(y2 yl)—ag—l’l—ﬂﬁg

To — 1 To — X7
ve P = (z,y) € F i¢in “ikiye katlama formiilii”

.1'4 - 641’2 - 2b6$ - bg

2P) =
1'( ) 43 + b2$2 + 21)4.1’ + b6

(2.2.1)

olup b, by, bg ve bg degerleri daha 6nce verilen degerlerdir (Silverman 2009).

Simdi sayisal hesaplamalar yapmada kolaylik saglamak icin (2.1.5) basitlestirilmig

Weierstrass normal formunda egriler i¢in toplam formiiliinii verecegiz.

Onerme 2.2.7 P, = (x1,y,) ve P, = (2, 1,) noktalar1 (2.1.5) basitlestirilmis Weierst-

rass normal formunda egri iizerindeki noktalar olsun. O zaman P, + P, = (x3, y3) olmak

lizere
Y2—Y1 :
To—w1’ P1 # PQ 1S€
A=
3224+ A .
21y1 , P = Pise
iken

133:/\2—$1—I2

Ys = )\(Il - xs) — U
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seklinde tanimlanir (Mollin 2001).
2 P, noktasinin bilesenleri Onerme 2.2.7 kullanilarak bulunur.

Ornek 2.2.8 Q cismi iizerinde y> = 2°+4x+4 eliptik egrisini alalim. Bu egri iizerindeki
P, = (1,3) ve P, = (0,2) noktalart olmak iizere P, + P’yi hesaplayalim. Bunun igin
oncelikle bu noktalardan gecen dogrunun egimini bulmaliyiz.

A =22 =1lvebdylecexs =12 —-1—-0=0vey = 1(1—0) —3 = —2 olup

P, + P, = (0,—2) bulunur.

2.3 Weierstrass Denklemler I¢cin Baska Formlar
2.3.1 Legendre Form

Bazen uygun olan bagka bir Weierstrass denklem bi¢imi vardir.

Tanim 2.3.1 Bir Weierstrass denklemi

v =x(x —1)(z —\)

formunda yazilabiliyorsa Legendre formunda olarak adlandirilir (Silverman 2009).
Onerme 2.3.2 Kar(F) # 2iken e, 5, e3 € IF olmak iizere

E:y=2"+ar’ +bx+c= (v —e)(r—e)(x — e3) (2.3.1)

olsun.

€3 — €
,3/2y’ A\ — 3 1

r1 = (eg — 61)71(35 —e1), y1=(e2—e1)
€y — €1

olarak alindiginda

E:y?=a (v — 1) (2 — N\ (2.3.2)

elde edilir (Washington 2008).
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2.3.2  Uciincii Derece Denklemler

Burada iigiincii dereceden denklemler ile eliptik egriler arasindaki iligki ifade edilecektir.
Kar(F) # 2,3 olsun. z,y € F olmak lizere Weierstrass formuna doniistiiriilen (443 +

27B? = ( olsa bile), C(x,y) = 0 kiibik bir denklem, 6rnegin:
Byl =0 (2.3.3)

kiibik Fermat denklemini ele alalim. xyz # 0 olmak iizere bu denklemin hicbir rasyonel
coziimii olmadigr 900°1u yillarda Araplar tarafindan sani olarak verilmisti. Bu denklem

Fermat’in son teoreminin 6zel bir halini temsil eder. 1673’de Fermat n > 3 tamsayis1 i¢in

denkleminin sifirdan farkli tamsay1 ¢oziimii olmayacagini iddia etmisti. Bu iddia 1995
yilinda Andrew Wiles ve 6grencisi Richard Taylor tarafindan ispatlandi (Taylor ve Wiles
1995). n = 3 durumundaki ilk ispat, muhtemelen Fermat tarafindan yapilmisti. zyz # 0
olmak iizere (2.3.3) denklemini g6z 6niine alahm. z° + ¢ = (v + y)(2? — 2y + 3°)

seklinde yazilabileceginden x + y # 0 dur.
o u+ v, L u—v
z z

yazalim. O zaman (u + v)? + (u — v)® + 1 = 0 esitliginden 2u® + 6uv? + 1 = 0 olur. Her

tarafi v? ile boliindiigiinde (z + y # 0 oldugundan u # 0)
6(v/u)* = —(1/u)’ -2

elde edilir.
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olsun. Bu durumda (2.3.3) denklemi

yr = ) — 432

eliptik egrisine doniisiir. Bu esitligin ¢oziimleri (x1,y;) = (12, 36), (12, —36) ve O dur.
Y1 = 36 olmasi durumunda  — y = z + y ve dolayisiyla y = 0 olur. Benzer sekilde
y1 = —36 ise x = 0 olur. (z1,y;) = O olmasi durumunda z = —y olup z = 0 olur. O
halde zyz # 0 olmak lizere 2° + y3 + 23 = 0 denkleminin ¢6ziimii yoktur. Sonug olarak

(2.3.3) denklemi eliptik egri teorisinden yararlanilarak ¢oziilmiis olur.

2.3.3 Dordiincii Derece Denklemler

a#0vea,b,c d,e € Fiken

V=aut + b+l +du+e (2.3.4)

formundaki egrileri goz oniine alalim. p, ¢ € F olmak iizere (p, ¢) noktasi (2.3.4) egrisi
tizerindeki bir nokta ise o zaman (tekil olmadigindan) (2.3.4) formundaki egri baz1 degis-
ken doniisiimleri yardimiyla Weierstrass formunda bir eliptik egriye doniisiir. [ cismi iize-
rinde tanimlanan bir F eliptik egrisinin her zaman F/(F)’de bir O noktas vardir ((0, 1, 0)
projektif koordinatlart mutlaka F’dedir). Dolayisiyla eger bir C' egrisini, tiim katsayilar
[F’de olacak sekilde Weierstrass formuna doniistiiriirsek, o zaman C' {izerindeki koordi-
natlar1 F’de olan bir nokta ile basglamak gerekir. Simdi (p, ¢) noktasi (2.3.4) denklemi
tizerinde oldugunu varsayalim. Dolayisiyla u yerine u + p yazdigimizda p = 0 oldugunu
varsayabiliriz. Boylece (p, q) noktasi (0, q) olur. Ilk olarak ¢ = 0 oldugunu varsayalim.
Eger d = 0 ise o zaman egrinin (u,v) = (0,0) tekil noktast vardir. O halde d # 0

varsayalim. Boylece
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elde edilir. Bu da kolayca Weierstrass forma doniigebilir. Zor olan durum ¢ # 0 oldugunda

ise asagidaki sonuca ulagiriz.

Teorem 2.3.3 Kar(F) # 2 ve a,b,c,d,q € F olmak iizere
2

v = au + bu® + cu® + du + ¢? (2.3.5)

olsun.

~ 2q(v+q)+du y 4¢%(v + q) + 2q(du + cu?) — (d*u?/2q)
w3

alalim.

d d? 9

a=—, a=c—|—=|, a3=2¢, as=—-4¢"a, as=azay
q 4q

olarak tanimlansin. O zaman (2.3.5) egrisi (2.1.2) uzun Weierstrass normal formunda eg-

riye doniisiir. Ters doniisiim ise

2 — (d? -
oo 2= (@/2) (e —d)
Yy 2q

seklindedir. (u,v) = (0, ¢) noktast (z,y) = O noktasina ve (u,v) = (0, —q) noktast

(x,y) = (—ag, ajas — ag) noktasina karsilik gelir (Washington 2008).

Ornek 2.3.4
v =ut+1 (2.3.6)

egrisini ele alalim. a = 1,0 = c=d = 0 ve ¢ = 1’dir.

2w+1)  4(v+1)
T = :
02

u3
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ise 0 zaman E : % = 2% — 4x eliptik egrisi elde edilir. Bu doniisiimiin tersi ise
u=2x/ly, v=—1+(22"/y%)

seklindedir. (u,v) = (0, 1) noktas1 E iizerinde O noktasina, (u,v) = (0, —1) noktas: da

(0,0) noktasina kargilik gelir. E iizerindeki tiim rasyonel noktalar

E(Q) = {Ov (O’ 0)7 (27 0)7 (_27 O)}

olur. Bu noktalar (u,v) = (0,1), (0,—1) ve sonsuzdaki noktalara kargilik gelir. Boylece
dordiincii dereceden egri iizerindeki tek sonlu rasyonel nokta (u,v) = (0, £1)’dir. Bura-
dan a*+b* = ¢? nin sadece tamsay1 ¢6ziimlerinin ab = 0’1 saglar. Dolayisiyla bu denklem
de Fermat’nin son teoreminin n = 4 durumuna karsilik gelir.

Simdi u,v — oo durumunu ele alalim. Eger (2.3.6) denklemini homojen hale getirmek
istersek

F(u,v,w) = v*w® —u* —w* =0

elde edilir. Sonsuzdaki noktalar w = 0’dir. Bu noktalar1 bulabilmek icin w = 0 olarak
alinirsa u* = 0 olup u = 0 elde edilir. Bdylece (v : v : w) = (0 : 1 : 0) noktasi bulunur.
Ancak karsilik gelen Weierstrass modelinde (2, 0) ve (—2, 0) olmak tizere iki nokta vardur.
(u:v:w)=(0:1:0)noktasinin 4. derece egri iizerinde tekil nokta olmasi bir sorundur.

Dolayisiyla bu noktada

olur. Boylece egri kendisini (v : v : w) = (0 : 1 : 0) noktasinda keser. Egrinin bir dali
v=u?y/1+ (1/u)* ve digeri v = —u?y/1 + (1/u)? olur.
Daha basit olarak gercek veya kompleks sayilarla calisalim. Bu ifadelerden ikincisini x =

2(v + 1) /u* de yerine yazarsak ve u — oo olarak alinirsa

. 2(v+1) _ 2(1 —u?y/1 + (1/u)b) L
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elde edilir. Egrinin diger dali icin x — +2 bulunur. Béylece dordiincii derece denklemi
Weierstrass denklemine doniistiiren doniisiim, tekil noktada egriyi iki dala ayirdi (Was-

hington 2008).

Simdi agagidaki 6nemli sonucu verelim:

Teorem 2.3.5 K, L, M, N, P € Q olmak iizere

2 = Ku* + Lu®> + Mu?> + Nu+ P (2.3.7)
formundaki egri
I =12KP —3LN + M? (2.3.8)
ve
J=T2KMP +9LMN —27TKN? —27L*P — 2M3 (2.3.9)
doniigiimleri yardimiyla
x:V2=U=27IU —27J (2.3.10)

formundaki bir y egrisine birasyonel denktir.
x’nin A() diskriminant1 (472 — J?)/27°dir, ve ’nin tekil olmas1 igin gerek ve yeter

sart A() = 0 olmasidir. Ustelik K bir tam kare oldugunda

2 3 K2N — 4
R:<33L SKM L°> +8K*N KLM) 2.3.11)

2
w0 K32

noktasi x(Q) tizerindedir (Cremona 1997).

2.3.4 1Iki Kuadratik Yiizeyin Kesisimi

Uc boyutlu uzayda iki tane ikinci dereceden yiizeyin kesisimi, bu kesisim noktasindaki

bir nokta ile birlikte genellikle bir eliptik egridir. Kar(F) # 2 ve a, b, ¢, d, e, f katsayilart
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sifirdan farkli ve IF cisminde olmak iizere

a’ + v’ =e, cu®+dw’=f (2.3.12)

formundaki denklemleri goz oniine alalim. Her iki denklem, wvw- uzayinda bir yiizeydir
ve kesisimleri bir egridir. Bu iki egri bir P noktasinda kesisirse (2.3.12) egrisi Weierstrass
formundaki bir eliptik egriye doniistiiriilebilir.

Bu iki ylizeyin kesisimini analiz etmeden (2.3.12)’deki ilk denklemi ele alalim. Bu
egriye uv-diizleminde C' : au® + bv? = e egrisi diyelim. P = (ug,v) noktast C' egrisi

tizerinde olsun. P noktasindan gecen dogrunun egimi m, t € Q parametresine bagli olarak

u=1uy+t v=1uvg+mt (2.3.13)

seklinde yazilabilir. L’nin C' ile kesistigi diger nokta bulunmak istenirse:

U, v

(s, va)

Sekil 2.3.1

(2.3.13), C egrisinde yerine yazildiginda

a(2uot + 1) + b(2vgmt + m?*t?) = 0

elde edilir. ¢ = 0 olmas1 (uo, vg)’a karsilik geldiginden

2aug + 2bvgm

t=—
a + bm?
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elde edilir. Boylece

2aug + 2bvgm 2augm + 2bvogm?
a + bm? a + bm?

U = Ug

olur.
Eger u,v € F olmak iizere (u,v) noktasi C' tizerindeki herhangi bir nokta ise (u,v) ve
P’den gecen dogrunun egimi m, [’dedir (veya sonsuzdur).

Simdi uvw-uzayinda bir "silindir" olarak kabul edilen C"yi cu? + dw? = f yiizeyiyle

kesistirelim. u yerine yazildiginda

2 2
dw2:f—c(u0— aug + bvom>

a + bm?

olup diizenlendiginde

d(w(a+bm?)? =(a + bm?*)f — c(bugm? — 2bvgm — aug)?
=03 f — cb®ud)ym* + 4cb*vougm® + (2abf — c(—2auib + 4b*v3))m?

2 2,2
— 4dcaugbvom + a” f — cauy

elde edilir. m*’iin bas katsayis1 b*f — cb*ud’dir ve bu b*dw?’ye esittir. Eger wy = 0 ise
dordiincii dereceden polinom kiibik bir polinom haline gelir ve bdylece yeni elde edilen
denklem kolayca Weierstrass formuna getirilebilir . Bu kiibik polinomun bagkatsayisinin
yok olmasi i¢in gerek ve sart vy = 0 olmasidir. Fakat bu durumda (uy, vo, wo) = (1o, 0, 0)
noktasinin uvw-egrisinin tekil noktasi olmasi demektir. Bu da kacinmamiz gereken bir

durumdur (Washington 2008).

Ornek 2.3.6

w40t =2 u? 44w =5

kuadratik yiizeylerinin kesigimini diisiinelim. (ug, vo,wo) = (1,1, 1) olsun. ik olarak
u? + v? = 2 yiizeyinin ¢oziimlerini parametrik ifade edelim. u = 1 +tvev = 1 +

mt olsun. Bu degerler yerine yazildiginda (1 + #)? + (1 + mt)? = 2 olup diizenleme
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yapildiginda #(2 + 2m) + t*(1 + m?) = 0 elde edilir. ¢ = 0 ¢6ziimiinii géz ard1 edersek
t = —(2+2m)/(1+ m?) olup bdylece

2+2m_m2—2m—1 2+2m_1—2m—m2

T 1 m2 T 1+ m? v _m1+m2_ 1+ m?
elde edilir. m = —1 olmasit (u,v) = (1,1) noktasina karsilik gelir (bunun nedeni, bu
noktada tegetinin egiminin m = —1 olmasidir). Bulunan u ve v degerleri u? +4w? = 5’te

yerine yazildiginda
4(w(1+m?)? =51 +m?)? — (m? —2m — 1)® = dm* + 4m® + 8m? — 4m + 4
elde edilir. » = w(1 + m?) olarak alindiginda
rP=mit4mP+2mP—m+1
olur. Teorem 2.3.3’ten ¢ = 1 olup dordiincii dereceden egri
yQ—xy+2y:x3+;lx2—4x—7

genellestirilmis Weierstrass denklemine doniisiir. Sol taraf kareye tamamlandiginda y; =
y+1— 1z olup

y? =a2° + 227 — 51 — 6
eliptik egrisine doniisiir (Washington 2008).

2.4 lzojeniler

Simdi egriler arasindaki doniigiimlerini géz oniine alalim.
Tanim 2.4.1 FE,; ve E; eliptik egriler olsun. F;’den Es’ye bir izojeni
¢:Er— By ¢(0)=0
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seklinde bir morfizmdir. ¢(E;) # {O} olmak iizere £,’den E,’ye bir izojeni varsa, F;

ve L5 egrileri izojendirler (Silverman 2009).

Eliptik egriler lizerindeki noktalar kiimesi toplama islemine gore degismeli gruptur.
Dolayistyla bu gruplar arasindaki doniisiimler grup olusturur. £;’den Es’ye olan izojeni-
ler kiimesi

Hom(FE1, Ey) = {E; — Es izojenileri}

ile gosterilir. Iki izojeninin de toplami

(@ +¥)(P) = ¢(P) +¢(P)

ile gosterilir ve ¢ + ¢ bir morfizm olup bir izojenidir. Boylece Hom(FE, Es) bir gruptur.

Eger £, = Ej ise de izojeniler olusturulabilir. Boylece, E bir eliptik egri ise

End(E) = Hom(E, E)

yukarida verilen toplama kurali ve

(0Y)(P) = o((P))

carpma kurali ile bir halka olur. End(E) halkasi, E’nin endomorfizm halkast olarak ad-
landirilir. End(E)’nin tersinir elemanlari, Aut(E) ile gosterilen E’nin otomorfizm gru-

bunu olusturur.

Tanim 2.4.2 F bir eliptik egri ve m > 1 olmak lizere m € Z olsun. E’nin m-torsiyon

(biikiim) alt grubu E[m] olmak iizere

Em|={P e E:[m|P =0}
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kiimesi £’nin m mertebeli noktalarin kiimesidir.

Eiors = Upr_1 E[m]

sonlu mertebeli noktalarin kiimesidir. Eger F, F cismi iizerinde tanimli ise F(F)’deki

sonlu mertebeli noktalar kiimesi E},,.;(F) ile gosterilir (Silverman 2009).

Not 2.4.3 O noktas1 asikar nokta olarak adlandirilir. P biikiim noktast degilse sonsuz

mertebeli nokta olarak adlandirilir (Mollin 2001).

Ornek 2.4.4 Kar(F) # 2 ve i € F 4. dereceden ilkel kok, yani 4> = —1 olsun.

E:y?=a2—2z

eliptik egrisi End(E) endomorfizm halkasina sahiptir. Bu egrinin iizerindeki noktalar

arasinda

[Z] : (I>y) — (—l’,iy)

ile verilen [¢] doniigiim oldugundan End(E), Z’den kesinlikle biiyiiktiir. Boylece £, kar-
magik ¢arpmaya (complex multiplication) sahiptir. [i], F cismi iizerinde tanimli olmasi
icin gerek ve yeter sart i € F olmasidir. Dolayisiyla E, F iizerinde tanimlansa bile Endp(E),
End(E)’den daha kiigiik olabilir.

Bu Ornekle devam edersek

[Z]O[l]([t,y) = [ZK_*/EJy) = (QT, _y) = _(:L‘7y)

olup [i|o[i] = —1dir. Boylece

Z[i| —» End(E), m+ niw— [m]+ [n]o[i]

bir halka homomorfizmi vardir. Eger kar(IF) = 0 ise bu doniisiim bir izomorfizm olup
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Z[i] = End(E) olur. Bu durumda

Aut(E) = Z[i]* = {£1, +i}

mertebesi 4 olan bir devirli gruptur (Silverman 2009).

Ornek 2.4.5 Kar(F) #2,a,b € F,b # 0 ver = a> — 4b # 0 olsun.

By y? =2 +ar? + br

FEy :Y?=X%—2aX?>+rX

eliptik egrilerini gdz Oniine alalim. Bu egriler arasinda derecesi 2 olan

¢2E1—>E2 Qb/IEQ%El
2 2 2 2
y* y(b—a?) Y? Y(r—X?)
e (B0 ane (fn e

izojenileri vardir.
Kolay bir hesaplama ile E;’de ¢’'op = [2] ve Ey’de ¢po¢’ = [2] oldugunu goriiliir (Silver-
man 2009).

Teorem 2.4.6 (iki ve Uc Mertebeli Noktalar)

C:y=f(z)=2"+ax® +bx+c

diizgiin bir egri ve P(z,y) # O € C olsun.
* P noktasinin mertebesi 2 < y = 0 dir.

e P noktasinin mertebesi 3 < z,w(z) = 3z* + 4az® + 6bx? + 12cx + dac — b

polinomunun bir kokiidiir.

Ornek 2.4.7 Q cismi iizerinde

v =a2+1
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eliptik egrisini ele alalim. P = (—1,0), R = (2, —3) € E(Q) olsun.

P noktasinin mertebesi, 2P = O oldugundan 2’dir.

R noktasmin mertebesi, 2R = (0,—1),3R = (—1,0),4R = (0,1),5R = (2,3) yani
5R = — R olup boylece 6 R = O oldugundan 6’dir.

Eliptik egriler iizerinde iki ve li¢ mertebeli noktalarin olusturdugu grubun yapisi asa-

gidaki teoremler ile verilmistir.

Teorem 2.4.8 FE, IF cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Kar(F) # 2 ise

E[Q] = ZQ X Z2

olup Kar(F) = 2 ise
E[2] =2 O veya Zs

dir (Washington 2008).

Teorem 2.4.9 FE, F cismi tizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Kar(F) # 2 ise

E[3] & Zs x Zs

dir (Washington 2008).

Daha genel bir durum olarak bir eliptik egri iizerindeki n mertebeli noktalarin olus-

turdugu grubun yapis1 asagida verilmistir.

Teorem 2.4.10 FE, [ cismi lizerinde tanimh bir eliptik egri , n € N olsun. Eger [F’nin

karakteristigi n’yi bolmiiyor veya sifir ise

Eln] = Z, x Z,

olup F’nin karakteristigi p > 0 ve p | n ise p t m olacak sekilde n = mp" i¢in

En] = Z,, X Zy, veya E[n] = Z, X Zp,
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ile verilir (Washington 2008).

2.5 Boliim Polinomlar:

(2.1.2) uzun Weierstrass normal formunda bir E' egrisi verilsin. (2.1.3) ve (2.1.4)’teki

ba, by, bg ve bg degerlerini alalim (Kar(F) # 2,3 ise (2.1.5) basitlestirilmis Weierstrass

normal formunda egri kullanilabilir).

Um € Zlay, . .., as, x,y] bolim polinomlari,

Yy = 2y + a1z + as,

77/13 = 3$4 + 621’3 + 3b4l’2 + 3b65L‘ + bg,

77/}4 = 77/}2(21'6 + bgl’s + 5641134 + 1Ob61'3 + 10b8$2 + (bgbg - b4b6)l' + (b4b8 - b%)),

3 3
7vme—&-l = wm-i-me - wm—lwm—i—la m > 27

w2w2m = ¢3n_1¢m¢m+2 - ¢m72¢m¢fn+1> m >3

ile tanimlanir. Her m > 1 i¢in ¢,,, ve w,, polinomlar1

¢m = l’iﬁfn - ¢m+l¢m—17

Wi = (4Y) T (V2 Yms2 + 77Z}m—2¢12n+1>

bagintilari ile verilir.

(2.5.1) ve (2.5.2) polinomlart ile P = (xq,yo) € E noktas igin

formilii verilir.
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2.6 Q Uzerindeki Eliptik Egriler

Bu alt boliimde Q’daki eliptik egriler ile ilgili literatiirden iyi bilinen bazi1 6nemli teorem-
ler ifade edilecektir.

Asagidaki teorem 1930’larda Nagell ve Lutz tarafindan bagimsiz olarak ispatlanmis-
tir. Bu teorem, Q’da tanimlanan bir eliptik egri iizerindeki biikiim noktalarinin hizl bir

sekilde belirlenmesini saglar.

Teorem 2.6.1 (Nagell-Lutz) F, Qiizerinde (2.1.5) basitlestirilmis Weierstrass normal for-
munda bir egri ve (z,y) € E(Q) olsun. P = (z,y) € E(Q) noktasi sonlu mertebeli
olsun. Bu durumda z,y € Z’dir ve y # 0 olmasi halinde y?|4A% + 2782 olur (y = 0

olmasi halinde P’nin mertebesi 2’dir) (Washington 2008).

Ornek 2.6.2 Q cismi iizerinde F : y> = % + 4 eliptik egrisi olsun. 443 + 27B% =
432 oldugundan y?|432 olacak sekilde y degerlerini belirleyelim . P(z,y), £(Q)’da sonlu
mertebeli bir nokta olsun. 0 = 23 + 4 denkleminin rasyonel ¢dziimleri olmadigindan
y = 0 olamaz. O halde y = £1, 42, +3, £4, £12 olabilir. Fakat sadece y = £2 i¢in z’in
rasyonel bir degeri oldugundan egri iizerindeki sonlu mertebeli noktalar (0, 2), (0, —2)
olur. Kolay bir hesaplama ile 3(0, +-2) = O oldugu bulunur. Buradan £(Q)’nun biikiim

(torsion) alt grubu 3 mertebeli devirli bir gruptur (Washington 2008).

Teorem 2.6.3 (Mazur) FEQ iizerinde taniml bir eliptik egri olsun. Bu durum

Y/ 1<n<10ya dan =12

Loy X Ly, 1 <n <4
olur (Washington 2008).

Simdi Q cismi iizerindeki bir eliptik egrinin £(Q) grup yapisina drnekler verelim.

Ornek 2.6.4 Q cismi iizerinde E : y> = 2° — z eliptik egrisi olmak iizere bu egri iizerin-

deki sonlu mertebeli noktalarin kiimesi Fi,.s(Q) = {0, (0,0), (£1,0)} seklindedir. Bu
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kiimenin her bir eleman1 2P = O oldugundan FE,,.s(Q) nun grup yapis1 Z /27 x 7./ 27, dir
(Kato ve ark. 2000).

Ornek 2.6.5 Q cismi iizerinde F : y> = 2 + 1 eliptik egrisi ve bu egri iizerinde P =
(2, 3) verilsin. 2P = (0,1),3P = (—1,0),4P = (0,—1),5P = (2,—3) yani 5P = —P
olup bdylece 6P = O oldugundan P noktasinin mertebesi 6’dir. Buradan F(Q)’nun grup

yapisi
E(Q)=Z/6Z

olarak bulunur (Kato ve ark. 2000).

Ornek 2.6.6 £ : y> = 2 — 4 eliptik egrisi ve bu egri iizerinde P = (2,2) verilsin.

2P = (5,—11),3P = (1%, 1%2%) olup sonlu mertebeli olmadigindan F(Q) nun grup

yapist

olup serbest bir gruptur (Kato ve ark. 2000).

Q cismi i¢in £(Q)’nun grup yapistyla ilgili olarak verilenler, herhangi bir I say1 cismi

tizerinde de gecerlidir.

verelim.

Teorem 2.6.7 (Zayif-Mordell Weil) Q cismi iizerinde tanimhi £ eliptik egrisi olsun. O
zaman E(Q)/2E(Q) sonludur (Washington 2008).

Teorem 2.6.8 (Mordell-Weil Teoremi) A, B € Q olmak iizere F eliptik egrisi

E:y=2+Ac+B

denklemiyle verilsin. £(Q)’daki her P noktasi i¢in nq, ..., n, € Z iken

P:n1P1+~--+nTPT
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olacak sekilde { P, ..., P.} sonlu kiimesi vardir. Bagka bir ifade ile F(Q) sonlu iiretecli
bir abelyan gruptur (Mollin 2001).

Asagidaki teorem ise kisa Weierstrass normal formunda egri iizerindeki tamsay1 nok-

talar kiimesinin sonlu oldugunu ifade eder.

Teorem 2.6.9 (Siegel Teoremi) A, B € Z ve A = 4A3 + 27B? # () olmak iizere
E:y* =2+ Az + B € Z[1]
eliptik egrisi olsun. E iizerinde sadece sonlu sayida tamsay1 bilesenli P = (z, y) noktasi

vardir (Mollin 2001).

Simdi sonlu iiretecli abelyan (degismeli) gruplarin yapist ile ilgili iyi bilinen iki so-

nucu ifade edelim.

Teorem 2.6.10 i =1,2,...,s — 1 ve n;|n;y; olmak iizere sonlu degismeli grup

formundaki bir gruba izomorftur. n; tamsayilar1 G' grubu tarafindan tek bir sekilde belir-

lenir (Cangiil 2016).

G grubunun sonlu bir alt kiimesi g1, go, . . ., gx ile G nin her eleman

migr + -+ + My, (m; € Z)

formunda yazilabiliyorsa (tek bir sekilde olmasi1 gerekmez), G sonlu iirete¢li bir abelyan

grup olarak adlandirilir.

Teorem 2.6.11 Sonlu iiretegli bir abelyan grupi = 1,2,...,s — 1 igin n;|n;4q ver >0
olmak iizere

L' X Lipy X Lipy X -+ X Loy,
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formundaki bir gruba izomorftur (Fraleigh 2003).

r ve n; tamsayilari, G tarafindan tek bir sekilde belirlenir.
G’nin altgrubu

Liny X Lipy X =+ X Loy,

grubuna izormorftur. Bu grup G’nin forsiyon (biikiim) alt grubu olarak, r tam sayisi ise
G’nin rank: olarak adlandirilir.

Mordell-Weil teoremine gore E, Q iizerinde bir eliptik egri ise £(Q) sonlu iiretecli bir
degismeli gruptur. Teorem 2.6.10 ve Teorem 2.6.11 ile Q°daki bir eliptik egrinin Mordell-
Weil grubu

EQ =T xZ" (2.6.1)

ile temsil edilir. Burada 7" torsiyon altgrubu iken, £(Q)’nun ranki > 0 tam sayisidir

(Washington 2008)

Ornek 2.6.12 FE eliptik egrisi

y' =2 —4x

olsun. £(Q)/2E(Q) = {0, (0,0),(2,0), (—2,0)} dir. Ayrica Nagell-Lutz teoremini kul-

lanarak kolay bir hesaplama ile £(Q) nun biikiim alt grubu

T = E[2]

oldugunu gosterir. Teorem 2.6.7’den E(Q) = T x Z" ve boylece

E(Q)/2E(Q) = (T/2T) x Zy = T x Z

olur. Dolayisiyla E(Q)/2E(Q) nun mertebesi 4 oldugundan E’nin ranki sifirdir (yani

r = 0). Sonug olarak

E(Q) = E[Q] = {Ov (07 O>> (27 0)7 <_27 O)}
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dir (Washington 2008).

(2.6.1)’daki temsilde sonsuz kisim i¢in bir taban, £(Q)’nun tabani olarak adlandirilir.
Q tizerinde bir E eliptik egrisinin Mordell-Weil grubu £(Q)’yu belirlemek zor bir prob-
lemdir. £(Q);,s biikiim grubunu hesaplamak zor degildir, ancak sorun £(Q) grubunun

serbest £(Q) ¢, kismint belirlemektir.

oldugunu biliyoruz. Ancak Q iizerinde bir F eliptik egrisinin 7 rankini belirlemek icin
heniiz genel bir yontem yok. Ayrica [F cismi lizerindeki F eliptik egrisinin 7 tane lineer
bagimsiz noktasinin P, . .., P oldugu biliniyorsa £(Q), i¢in bir taban olusturup olus-
turmadiklarina karar vermek de kolay degildir.

Ileriki boliimler i¢in gerekli olan Silverman’in Ozellestirme teoremini verelim:

Teorem 2.6.13 FE;, Q(t) iizerinde sabit olmayan bir eliptik egri ise bu durumda sadece

sonlu ¢oklukta s € Q i¢in E;(Q(¢)) — E(Q) homomorfizmi birebirdir. Boylece

rank(E,(Q)) = rank(E(Q(1)))

olur (Silverman 1994).

2.7 Yiikseklik Fonksiyonlari ve Lineer Bagimsiz Noktalar

Bu alt boliimde bir F say1 cisminde tanimli eliptik egrinin iizerindeki £(F) noktalar kii-
mesinde lineer bagimsiz noktalarin nasil bulunacag: ile ilgili teoremi verecegiz. Ilk olarak
yiikseklik fonksiyonlarin1 tanimlayacagiz ve sonrasinda bunlarla ilgili literatiirden iyi bi-
linen baz1 sonuglari ifade edecegiz.

Mp, F’nin degerlemeleri kiimesi ve v € My iken n,,, v’deki lokal derece olsun. x say1
cismi elemani olmak lizere

v(x) = —log |z,
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seklinde yazilir. Eger v, @, asal idealine karsilik gelen arsimedyan olmayan bir mutlak
deger ise 0 zaman N(g, ), , idealinin normu iken normallestirilmis ayrik toplamsal de-
gerlendirmesi

||, = N(pv)ordv(x)/nv
formiilii ile verilir. Burada F’nin ayrik degerlemelerinin kiimesi M ile gosterilir.

Tanim 2.7.1 F bir cisim olsun.
a) P =[xy :...: zy] € PY(F),F cismi iizerinde bir projektif nokta olsun. v € Mg i¢in

P’nin v’deki lokal F-yiiksekligi
Hp ,(P) = max{|zo|v,- .., TN}

dir. P’nin global F-yiiksekligi

ile verilir. P’nin global mutlak yiiksekligi
H(P) = HF(p)l/UF:@]

ile verilir.

b) Eger z € Fise v € Mp’de x’in lokal F-yiiksekligi
Hp,(x) = Hp,([1 : 2]) = max{1,|z|,}

2’in global F-yiiksekligi
HF(,I‘) = H HEU(ZE)”U

vE My
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olup z’in global mutlak yiiksekligi

H(x) = H]F(x)l/“F:Q]

seklindedir.

¢) x € Folsun. v € My i¢in z’in v noktasindaki siradan logaritmik lokal F-yiiksekligi

hg»(x) = —min{0,v(z)} = log Hr ()

olur. 2’in (global) mutlak ya da siradan logaritmik yiiksekligi

olup x’in sonsuzdaki (global) mutlak ya da siradan logaritmik yiiksekligi

1

hoo(z) = TG Ue%w nohey ()

ile verilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Tamim 2.7.2 E/F (2.1.2) formunda bir eliptik egri, P = (z,y) € E(F) ve v € Mg

olsun. O zaman v’de P’nin siradan logaritmik lokal yiiksekligi

ho(P) = —5 min{0, v(x)} = %mg(HM(x)) _ %hm(x)

seklindedir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Tanmm 2.7.3 FE/F (2.1.2) formunda bir eliptik egri ve P = (z,y) € E(F) olsun. P’nin

stradan (logaritmik) lokal yiiksekligi

M(P) = log(H(2) = = > nulu(P)
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olup ~(O) = 0 dir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Tamm 2.7.4 (global) Néron-Tate h(P) yiiksekligi (ya da kanuni yiikseklik)

h(P) = lim h2"P)

n—00 22n

ile verilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Uyarn 2.7.5 Herhangi m € N, m > 2 icin kanuni yiikseklik

h(P) = tim M E)

n—oo  m2"

ile de tanimlanabilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Onerme 2.7.6 Bir E/F bir eliptik egrisi icin asagidaki 6zellikler saglanir:

a) P,Q € E olsun. Bu durumda

WP+ Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q)

dir.
b) Her P € E ve m € Zicin h(mP) = m2h(P)’dir.
¢) P € E olsun. Bu durumda A(P) > 0 ve

h(P) = 0 ~ P S EGF)tors

olur.

d) h, ikinci dereceden formdur, yani h cift ve
<,>: E(F) x E(F) - R

< P,Q>=h(P+Q)—h(P)—h(Q)
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eslestirmesi (pairing) simetrik ve bilineerdir. Bu eslesme Néron-Tate eslesmesi olarak ad-
landirilir.
(Bazen sag tarafin 6niine 1/2 carpam yerlestirilir. Bunun avantaji ise h(P) =< P, P >

olmasidir)(Schmitt ve Zimmer 2003).
Kanuni yiikseklik bu lokal yiikseklik fonksiyonlarinin toplami olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.7.7 E/F bir eliptik egri olsun. v € Mp igin h,, local yiikseklik fonksiyonu
olsun. O halde P € E(F) i¢in kanuni yiikseklik

~

hP) = g 3 o)

vE My
seklindedir (Schmitt ve Zimmer 2003).
Tanm 2.7.8 E/F bir eliptik egri olsun.
a) n > 0 olmak tizere Py, ..., P, € E(F) noktalarinin regiilatorii

p, = det(< P, Py >)1<ij<n

77777

ile verilir.
b) {Py,..., P}, E(F) nin bir baz1 olsun. £(FF)’nin regiilatorii » > 0 (E/F’nin ranki)

Py, ..., P, € E(F) noktalarinin regiilatorii ise

olur. E//F’nin regiilatér matrisi det(Rg/r) = Rp/r olmak iizere

Rer = (B Pi))i<ij<r

matrisidir. Eger r = 0 ise Rg/r = 1’dir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Yiikseklik fonksiyonlari ile ilgili gerekli hazirliklari tamamladiktan sonra F /I iize-

rindeki lineer bagimsiz noktalarin nasil bulunacagini ifade eden asagidaki teoremi ifade
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edelim. Bu teorem ileriki bolimlerde kullanilacaktir.

Teorem 2.7.9 E/F bir eliptik egri olsun.
a) n > 0 olmak iizere F/(F)’deki noktalarinin bir kiimesi { P, ..., P, } olsun. Bu nokta-

larin regiilatoriiniin Rp,  p, = 0 esitligini saglamasi icin gerek ve yeter sart Py, ..., P,

noktalarinin lineer bagimsiz olmasidir.
b) E(F)’deki lineer bagimsiz noktalarin maksimal kiimesi { Py, ..., P, }, yani

r = rank(E(F)) > 0 olsun. O zaman Py, ..., P, noktalar1 ya E(F)’nin bir tabanidir ya

da Rp/p, B /IF’nin regiilatorii iken tizere

-----

olacak sekilde bir m > 2, (m € N) tamsayisi vardir (Schmitt ve Zimmer 2003).
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3. ELIPTIK EGRILERIN FARKLI MODELLERI

3.1 Edwards Egrileri

2007 yilinda, Harold Edwards (2007) “Eliptik egriler i¢in normal form” isimli maka-
lesi ile eliptik egrilerin farkli bir modeli olan “Edwards egrilerini” literatiire kazandirdi.
Eliptik fonksiyonlar (egriler) Euler zamanindan beri ¢aligilir. Bu yeni egri lizerinde grup
islemi kurallar1 tanimlamak icin Abel, Euler ve Gauss tarafindan verilen eliptik fonksiyon
(egri) tamimin1 kullandi. Giiniimiizde eliptik egri kiibik bir egri olarak g6z Oniine alinir
ve egriyi kesen bir dogru ilizerindeki {i¢ nokta yardimiyla da bu egri lizerindeki noktala-
rin grup toplama islemi kurallar1 belirlenir. Bu kurallar iyi bilinir ve yaygin bir sekilde
ogretilir. Bu grup kurallar ile Euler’in “Cebirsel integrasyonu” (Euler de Abel’den il-
ham almistir) arasinda baglant1 birbirinden uzaktir. Ama aslinda ayni1 kavramlarin farkli
ifadeleridir.

Abel tarafindan gelistirilen olguya bagka bir yaklagim, yine Abel tarafindan grup ya-
pisinin bir genellemesi olarak tasarlanmigti. Burada fikir suydu: Kiibik egriyi dogru ile
kesistirmek yerine keyfi bir e8riyi yardimei egrilerin keyfi bir ailesi ile kesistirmek. Yar-
dimc1 egrinin denklemindeki parametreler degistiginde verilen egri ile kesisim noktalari
da degisir. Abel, uygun kosullar altinda, /V tane kesisim noktasinin N — g serbest dere-
celeriyle bu yolda hareket ettigini kesfetti. Burada g (egrinin cinsi), /N’ye veya kullanilan
yardimct egri ailesine degil yalnizca verilen keyfi bir egriye baglidir. Egri diizgiin kiibik
bir egri ve yardimci egriler dogrular oldugunda N = 3 tane kesisim noktas1 vardir ve bu
noktalar N — g = 2 serbest derece ile hareket eder. Boylece ¢ = 1°dir. Edwards yaptig1
calisma ile Abel’in yaklagimini iceren olguya yeni bir bakis agis1 sundu.

Euler eliptik fonksiyonlar teorisinde

2t =1

eliptik egrisinin 6zel bir durumu igin bir “toplama formiili” 6nermisti. Bu formiil sonra-
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sinda Gauss tarafindan agagidaki sekilde ifade edildi:

S$1C2 + S2Cq C1Co — 81892
S=—-"—“— (C=—"=

1 — s189¢100” 1+ s189c102

(3.1.1)

Gauss’un harf se¢ciminde s ve ¢ harflerini kullanmasi, siniis ve kosiniis i¢in toplama for-
miilleri ile benzer bir formiil ortaya koyar (Paylar siniis ve kosiniisiin toplam formiiliindeki
ifadeleridir). Aslinda Gauss, s(t) ve c(t) transandantal fonksiyonlari ile (3.1.1)’i soyle

ifade eder:

(S,C) = (s(t+t),c(t+ 1), (s,¢) = (s(t),c(t), (s, ) = (s(t'),c(t')) iken s(t) nin

tanm ¢ = [ \/%’ye benzer olarak ¢ = Os(t) \/% ile c(t)'nin tanim1 ise cost =
1 — (sint)? (cos 0 = 1) ifadesine benzer olarak c(t) = };zggz (c¢(0) = 1) ile verilir.

Bu dikkat ¢ekici Euler-Gauss formiilleri sadece s+ c?+s?c? = 1 egrisine uygulanabi-
lir. Ancak bunlar keyfi bir eliptik egrisinin grup toplama kuralini ifade eden bir formiiliin

0zel bir durumudur. Edwards’in makalesinde bu egri

2+ y* = a®(1 + 2%?) (3.1.2)

ile, toplama kurali ise eger a sifirdan farkli bir sabit ve a® # a iken

x x — T
X — 1Y2 + T2Y1 vy = 122

a(l+ z12201y2) a(l — z1291192)

bagintilari ile verilir.

(Burada (3.1.2) formiili a = ﬂ,x = svVivey = ¢v/i durumudur.) Aslinda (3.1.2)
denkleminin eliptik egri olmasi i¢in @ # a® olmahdir. Abel’in ¢alismasina gore f, farkli
koklere sahip 3 veya 4 dereceli bir polinom olmak iizere bir eliptik egri 2% = f(x) bigi-
mindedir (g cinsi 1°dir, burada f, 2g — 1 veya 2g — 2 dereceli bir polinom). z = (1 —a?z?)
olarak aliirsa (3.1.2) denklemi z? = (a* — 2?)(1 — a®z?) bigiminde olur. Polinomun
sag tarafi 4. derecedendir. Bu nedenle (a? — 2%)(1 — a?2?) = a®z* — (a* + 1)2? + a?

polinomunun farkli kdklere sahip olmasi kosuluyla bir eliptik egri tanimlamas i¢in gerek
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ve yeter sart diskriminantinin

A= (a*+1)* - da* = (a* — 1)

sifirdan farkli olmasidir. Dolayisiyla, (a* — 1)? sifirdan farkli olmalidir veya esdeger se-
kilde ifade edilen a® # a olmalidur.
Harold M. Edwards’tan sonra, Bernstein ve Lange (2007) tarafindan (3.1.2) egrisinin daha

genel bir hali gbz oniine alind1 ve asagidaki tanim verildi.

Tanmm 3.1.1 F bir cisim ve kar(FF) # 2 olmak iizere

Eg:a?+y? =1+ day? d € F\{0,1} (3.1.4)

tipindeki egriye Edwards egrisi denir. ¢, d € F ve cd(1 — c*d) # 0 olmak lizere

2? +y? = A(1 + da*y?)

formundaki egri de Edwards egrisi olarak adlandirilir.

—-1
e
- [N AT

Sekil 3.1.1. d = 0, —2, —10, —50, —200 i¢in Edwards egrileri

d degiskenini 0 alirsak (3.1.4) birim ¢embere karsilik gelen d degiskeni negatif yonde

67



arttiginda egri bir Denizyildiz1 gibi goriiniir .

Uyari 3.1.2 Tanim 3.1.1°deki Edwards egrileri icin verilen iki form birbirine izomorftur.
Eger d = dc* ise 7 = ¢éx ve j = ¢y tammlanirsa 22 4 32 = 1 + da?y? ve 72 + §° =

(1 + dz?y?) formundaki egrilerin birbirine izomorf oldugu acik¢a goriiliir.

3.2 Edwards Egrileri Uzerinde Grup Toplam Kurah

Edwards egrileri iizerinde toplama kurali da tanimlanabilir, ancak bu Weierstrass egrileri
kuralindan farklidir. Bu toplama kurali ayn1 zamanda geometrik olarak da yorumlanabilir.
Bunu yapmak i¢in, Sekil 3.2.1.’deki birim ¢emberi goz Oniine alinsin ve bu ¢ember iize-
rinde bir saat varmug gibi acilar eklensin. Oyleyse, birim elemani (0, 1) olur (genellikle bi-
rim ¢ember iizerinde, (1, 0) ile baglanir). Bu nedenle x; = sin(ay),y; = cos(aq) ve x5 =
sin(aw), y2 = cos(aw) alalm. Bir cember iizerine diizenli agilarin eklenmesiyle, su sonug

alinir:

xg = sin(ag + ag)
= sin(ay)cos(az) + cos(ay)sin(as)
= T1Y2 + T2Y1

y3 = cos(ay + az)
= cos(ay) cos(ag) + sin(aq) sin(ay)

=Y1Y2 — T1X2

Bu bir grup tanimlar ve saat grup olarak adlandirilir. Ancak birim ¢ember eliptik bir egri

degildir. Bu nedenle, dz%y? terimi eklenir. Béylece bir eliptik egri elde edilir.
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u
¢ (0. 1)
Py, = (zy,1)

.

P, + Py

SEkil 3.2.1. P1 + P2 = P3

Yukarida ifade edildigi gibi, dxizoy1y. # +1 oldugunda, Edwards egrileriyle ilgili grup

toplama kurali asagida verilir:

Tanim 3.2.1 (Grup Toplam Kurali) (3.1.4) ile verilen £; Edwards egrisini alalim. Py =
(x0,%0) € Eqise o zaman —FPy = (—xg, o) olur. i = 1,2, 3 i¢cin P, = (;,y;) € Ey iken

P, + P, = P5 olsun. O zaman

T1Ye + Tayr  Y1Y2 — T1T2 )

(o10) ) = () = e T e =1

olur. Burada (0, 1) noktasi birim elemandir ve —(x1,y;) = (—x1, y1) olup birim eleman-

dan farklidir. Edwards egrisi tizerindeki bir noktanin iki kati

2r11 y; — a3
2 =

seklinde verilir (Bernstein ve Lange 2007).

Bu toplama kuralinin gercekten bir grup kurali tanimladigini gérmek icin, herhangi
iki noktanin toplaminin, Edwards egrisi iizerinde bir nokta olup olmadig1 kontrol etmek

yeterlidir.
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Teorem 3.2.2 F bir cisim, kar(F) # 2 ve d € F\{0, 1} olsun. x1, y1, xs,y> € F olmak

lizere 22 +y? = 1+dziy? ve 3 +y3 = 1+ dx3y3 egrilerini alahm. dxyzoy1ys # {—1,1}

T1Y2 + ol Y2 — X1
1+ doizoyrys’ BT dx17291Y2
73 + y2 = 1 + dz2y? olur (Bernstein ve Lange 2007).

oldugunu varsayalim. z3 = tanimlayalim. O zaman

Soylendigi gibi grup toplamt dzyz2y1y2 # {—1,1} oldugunda tamamlanir. Sonraki te-

oremde belirtildigi gibi, d’nin F cisminde bir kare olmadig1 durumdur:

Teorem 3.2.3 Kar(F) # 2 ve E; (3.1.4) formunda Edwards egrisi olsun. Varsayalim d,
F’de kare olmasin. x1,y1, T2,y € F olmak lizere 2% + y? = 1 + da?y? ve x3 + y3 =
1 + da3y? esitlikleri saglanacak sekilde secilsin. Bu durumda dx 2oy # {—1,1}dir

(Bernstein ve Lange 2007).

Sonuc 3.2.4 Edwards egrisi iizerindeki noktalar Tanim 3.2.1 grup toplam kurali ile bir-

likte d, [F°de bir kare olmadiginda bir degismeli gruptur.

Teorem 3.2.5 Kar(F) # 2 iken F eliptik egrisi F cismi iizerinde tanimli olsun. Egri
izerinde en az bir tane 4. mertebeden nokta olsun. Bu durumda F eliptik egrisi ya I
izerinde ya da [F’nin uygun bir cisim geniglemesi {izerinde tanimli bir Edwards egrisine

doniistiiriilebilir (Edwards 2007).

3.3 Dort Ozel Nokta

Bir Edwards egrisinin denklemi goz oniine alindiginda eger bir (x,y) ¢oziimil varsa,

(£, +y) ve (+y, ) de ¢oziimler olacaktir. (3.1.4) egrisinin dort ¢oziimii

(0,1),(0,—1),(1,0) ve (—1,0) (3.3.1)

kolaylikla bulunur. Bu dort nokta ile

S:P— +P+Q, Q<{(0,1),(0,-1),(1,0),(-1,0)}
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ile verilen D, otomorfizmlerinin bir grubu olusturulabilir.

Bu grup (0,0) ve @) noktalarindan gegen dogrulara ayrica y = = ve x = —y dogrularina
gore yansimalarinda ve 0 < k£ < 4 icin I%T radyanlik donmelerden olusur. Boylece Dy,

8 elemandan olugur.

S doniisiimii altinda D,4’tin elemanlar1 asagidaki gibidir:
* (2,9)+(0,1) = (z,y) ve (=2,9) + (0,1) = (==,y)
* (,y) + (0, -1) = (=2, —y) ve (~z,9) + (0, -1) = (2, =y)
* (z,9) +(1,0) = (y, —2) ve (=2, 9) + (1,0) = (y, )

° (iE,’y) + (_1’0) = (_yvx) ve (_:B7y) + <_1?O) = (_ya —.’L‘).

Lk

L) /N () H1L0)

o hS

s W i3 \

o e, "

Cx)H0D) \ Ty GO

oy

—H.I_-. | {15 : \\ a5 | .___J'l'l
o | N Ao
" " .--__ -~ i

\\ 4 e A

(L0 T L)

= 1.

Sekil 3.3.1 d = —16 i¢in Edwards egrisi iizerindeki sekiz nokta (x, y) nin y ve z-
eksenine gore ve y = z ve y = —x dogrularina gore yansimalarindan ve (x, y) nin

k
0 <k<4icin g radyanlik donmesinden elde edilmistir.

Onceki boliimde (0,1) noktasmin birim eleman oldugu séylenmisti. Bununla birlikte,

(2’nun dort noktasindan herhangi biri birim eleman olarak segilebilir. Egri tizerindeki
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her noktaya yeni birim elemani ekleyerek, toplama kural1 biraz degisecektir ancak egri

iizerindeki noktalar yine bir degismeli grup olusturur. Ozellikle

{(07 1)’ (0’ _1)’ (1’ 0)7 (_17 0)} - {Ed(Q)}

kiimesi 4. mertebeden devirli bir grup olusturur, grubun iireteci (—1,0) veya (1,0) dir.

(1,0) noktasi i¢in

2(1,0) = (1,0) + (1,0) = (0, —1)
3(1,0) = (1,0) + (0,—1) = (—1,0)
4(1,0) = (1,0) 4 (—1,0) = (0,1)

5(1,0) = (1,0) + (0,1) = (1,0)

seklindedir. (—1,0) i¢in de ayn gekilde gosterilir .
Sonug olarak, bir Edwards egrisinin 4. mertebeden noktalara sahip oldugu gosterilmistir.
Bu ise bir Edwards egrisi tizerindeki noktalar1 bir Weierstrass egrisi tizerindeki noktalara

(veya tersi) esleyen bir doniisiim olusturmak icin temel anahtardir (Dam 2012).

3.4 Biikiilmiis (Twisted) Edwards Egrileri

Bu boliimde yine literatiirden iyi bilinen (3.1.4) formundaki Edwards egrisinin daha ge-
neli olan biikiilmiis Edwards egrisi hakkinda bazi bilgiler verilir. Edwards egrisi iizerinde
4. mertebeden noktalarin varligi Edwards egrisi formundaki eliptik egrilerin sayisin1 ki-
sitlar. Bu nedenle biikiilmiis Edwards egrileri tanimlanarak Edwards egrileri kiimesi daha
biiyiik eliptik egri ailesi icine dahil edilir. Edwards egrileri kriptografide 6nemli bir uy-
gulama alanina sahiptir. Ayrica biikiilmiis Edwards egrilerinin kriptografik uygulamalari
hesaplamalar acisindan daha hizli oldugundan Edwards egrilerine gore daha avantajlidir.
2008’de Bernstein ve ark. (2008) tarafindan biikiilmiis Edwards egrileri asagidaki gibi

tamimlanir.
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Tanmm 3.4.1 Kar(F) # 2 ve a,d € F\{0} olsun. Bu durumda

E,q:ax® +y* =1+ dz*y? (3.4.1)

tipindeki egri biikiilmiis Edwards egrisi olarak adlandirilir ( Bernstein ve ark. 2008).
Uyar1 3.4.2 a = 1 olmasi halinde klasik Edwards egrisi elde edilir.

Teorem 3.4.3 E, ; biikiilmiis Edwards egrisi izerindeki nokta toplami her (21, y1), (22, y2)

€ E,4(F) i¢in

(x1,y1) + (w2, y2) = ( TiY2 + Y12 Y1Y2 — AT T2 >
’ 7 14 dxizoyrys 1 — dxizoyiys

ile verilir. Birim eleman (0, 1) ve (xy, y1)’in tersi (—x1, 1) dir (Bernstein ve ark. 2008).

Tanmm 3.4.4 F bir cisim a,b € F ve b(a? — 4) # 0 esitsizligi saglanyorken
My :by* = 2° +ar’ + o

egrisi Montgomery egrisi olarak adlandirilir ki bir eliptik egriye doniistiiriilebilir. Tersi de

dogrudur (Montgomery 1987).

Teorem 3.4.5 Her bir Twisted Edwards egrisi Montgomery formundaki bir eliptik egriye
doniistiiriilebilir. Tersi de dogrudur (Bernstein ve ark. 2008).
3.5 Edwards Egrisinden Weierstrass Formundaki Egriye Doniisiim

Bu boliimiin amaci bir Edwards egrisine kargilik gelen Weierstrass egrisini bulmaktir.

Bunu yapmak icin Cassels (1991)’de 8.boliimde ifade edilen yontem kullanilir.
Eg:x? +y* =1+dx*y? (3.5.1)

Edwards egrisini

(de? — 1)y? = 2% — 1
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seklinde diizenleyelim. Esitligin her iki tarafi (dz® — 1) ile ¢arpilirsa
((de* = 1)y)* = (da® — 1)(z* — 1)
elde edilir. Burada z = (dz? — 1)y doniisiimii yapildiginda
P =dat — (d+1)2r* +1

elde edilir. Simdi n = % ve m = Z olsun (bunun rasyonel bir doniigiim olduguna dikkat

edin). O halde
m?=n*—(d+1)n*+d

(- 45) - ()
= P(n)*+ R(n)

elde edilir. Burada P(n) = n? — &2 ve R(n) = d — (4t})? seklindedir. Simdi egrinin

denklemi

(m + P(n))(m — P(n)) = R(n)

olur. Burada m + P(n) = ( olarak alinirsa

2P () = 6 -

elde edilir. Esitligi 3 ile carpip 8n = « yaz1ldiginda

2
207 = 2+ (d+1)8% - <d— (d‘;—l) )5
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elde edilir ve bu neredeyse Weierstrass formundadir. Her iki taraf 8 ile ¢arpildiginda 2a2

terimi kaybolur ve dolayisiyla

2
160 = 83° +8(d+1)5* — 8 <d— (%) ) 5

(4a)? = (28)" +2(d +1)(28)* — (4d — (d + 1)*)(28)

elde edilir. Burada (v, w) = (26, 4«) verdiliginde
E:w?=v*+2(d+ 1)+ (d—1)% (3.5.2)

Weierstrass formundaki egri elde edilir (Dam 2012).

Simdi Edwards egrisine karsilik gelen (3.5.2) Weierstrass egrisinin, Legendre formun-
daki bir eliptik egri ile iligkili oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in Silverman ve Tate (1992)
sayfa 79°da tamimlanan Onermedeki homomorfizmi kullanalim.

a = —-2a=—4(d+1)vel = a*—4b = 4(d+ 1)*> — 4(d — 1)? olmak iizere E ile

E' : w? = v3 + a’v? + Vv arasinda bir homomorfizm vardir. Boylece
B w =0 =41+ d)v* + (4(d +1)* — 4(d — 1)*)v (3.5.3)

elde edilir. £”’niin birim eleman1 O’ olmak iizere, bu homomorfizm, E”’deki O ve (0, 0)
noktalarim £”{indeki O’ noktasina resmeder. E'’iindeki diger elemanlar E'\ O’ ile esles-

tirilir. (3.5.3)’deki esitligin sag tarafi carpanlarina ayrilirsa
B w® =v(v—4)(v—4d)

elde edilir. Her iki taraf 64 ile boliindiigiinde
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olur. Burada w’ = ¢ ve v’ = 7 olarak degistirildiginde

B w? =90 = 1)V —d) (3.5.4)

Legendre tipinde eliptik egri elde edilir. Ozetlemek gerekirse, (3.5.1) formundaki Ed-

wards egrisi, (3.5.2) ve (3.5.4) formlarindaki Weierstrass egrilerine birasyonel denktir.

Uyar13.5.1 (3.5.4) eliptik egrisinin diskriminantt A = 16(1 —2d +d?)(d — 2d* + d?®) tiir.
A =0« d = 0veyad = 1 dir. Bu durumda birim ¢ember elde edilir; birim ¢ember
ise eliptik egri degildir. Ancak Tanim 3.1.1 kullamilarak ve Kar(F) # 2 olmak iizere F
cismi iizerinde bir Edwards egrisinin d € F\{0, 1} iken bir eliptik egriye karsilik geldigi
aciktir.

Edwards egrisinin karsilik geldigi Weierstrass egrisi asagidaki doniisiimler yardi-

muyla verilir:
(z,y) = (2,2) = (2, (dz® — 1)y)
(z,2) = (n,m) = (1/z, 2/2?)
(n,m) = (n, ) = (n,m+n® — (d+1)/2)
(n,8) = (B,a) = (B,nB)
(8,0) = (v,w) = (26, 4)

Edwards egrisi tizerindeki her (z,y) i¢in

($7y) - (l’,y) + (07 _1) = (—33', _y>

doniisiimii kullanilir. Bu, egrinin birim elemaninin diger egrinin birim elemani ile diizgiin
bir sekilde eslestirildiginden emin olmak icin yapilmalidir. Son durumda Edwards eg-
risi ile bu egrinin Weierstrass formu arasindaki gegisler asagidaki doniisiimler yardimiyla

yapilir:
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A —2A
(z,y) = (v,w) = (P’?)’ A=2y— 2dy+d+1)2*+2

20 w? — (2 + 2d)v* — 21}3)

e
Ornek 3.5.2 Bir Edwards egrisi iizerindeki (x,y) = (—1,0) noktasi (3.5.2) egrisi iize-
rindeki (v, w) = (1—d, 2(d—1)) noktasina doniisiir. d = 3 segilirse (v, w) = (—2,4) olup
w? = v3 4 8v? 4 4v Weierstrass egrisi iizerindedir. (v, w) = (—2,4) noktasindan Weierst-
rass egrisine cizilen teget (u,v) = (0,0) noktasindan geger. Boylece 4(—2,4) = (0,1)
oldugundan bu nokta 4. mertebedendir. O halde (—1,0) noktast Edwards egrisi iizerinde

4. mertebeden nokta olup Weierstrass egrisi iizerindeki (—2, 4) noktasina kargilik gelir.
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Sekil 3.5.1.

3.6 Huff Egrileri ve Bir Diophant Problem

1948°de G.B. Hulff tarafindan asagidaki Diophant problemi goz oniine alind1 (Huff 1948):

Vs,t € Sigin s ve t arasindaki uzaklik bir rasyonel say1 olmak iizere S, R? diizleminin
altkiimesi ve S rasyonel uzakliklar kiimesini gostersin. Farkli a,b € Q verildiginde S
kiimesi y-ekseni tizerinde (0, £a) ve (0, +b) noktalarini ve herhangi x € Q i¢in z-ekseni

tizerinde (z, 0) noktasini igersin. Boyle bir (x, 0) noktasi

?+a*=u* ve ¥+ =0v" (u,v€Q) (3.6.1)
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denklemlerini saglamak zorundadir.

(0.b) |

(0, a) |

(0, -a)| (x, 0)

(0, -b)|

Sekil 3.6.1.

Ornek 3.6.1 o = 2,b = 5 ise (£,0) noktasi iyi bir segimdir, ¢iinkii iki mesafe 12 ve

tur.

(3.6.1)’deki denklemler homojenlestirilirse
2 +a?2t=u? ve 2?2+0%2=07 (3.6.2)

seklinde olur. (3.6.2)’deki sistem P*’te cinsi 1 olan bir egri tanimlar. Huff ve sonrasinda
ogrencisi Peeples bu egrinin Q’da pozitif rankli baz1 6rneklerini incelemistir. Bu vesile
ile k, keyfi biiytikliikteki rasyonel uzakliklar kiimesinin kardinalitesini gostermek tizere
k > 4 iken tam k — 4 tane noktanin bir dogru iizerinde oldugunu Peeples tarafindan
gosterilmistir (Peeples 1954).

Yukarida bahsedilen cinsi 1 olan egri a, b € Q olmak iizere
Hup:ax(y®> — 1) = by(z* — 1) (3.6.3)

egrisine birasyonel denktir. Kolaylikla goriiliir ki tek karakteristige sahip herhangi bir
cisim iizerinde (3.6.3) egrisi a® # b? ve a, b # 0 iken bir eliptik egriye karsilik gelir.
2010’da Joye, Tibouchi ve Vergnaud 1948’de Huff tarafindan tanitilan Diophant prob-

lemini incelemek icin bir eliptik egri modeli gelistirdiler ve az 6nce bahsedilen durumu
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genelleyerek agagidaki tanimi verdiler (Joye ve ark. 2010).

Tanmim 3.6.2 F bir cisim ve Kar(F) # 2 olsun. ab(a — b) # 0 iken
(3.6.4)

Hup: a:c(y2 —-1)= by(:c2 - 1)

formundaki egri Huff egrisi olarak adlandirilir (Joye ve ark. 2010).

Huff egrisinin projektif koordinatlardaki tanimi ise ayni1 yazarlar tarafindan soyle verildi:

Tanmm 3.6.3 Kar(F) # 2 olsun.
H,:aX(Y? = 2% =bY(X* - 2% (3.6.5)

denklemini saglayan (X : Y : Z) € P*(F) projektif noktalarin kiimesi a,b € F* ve

a® # b? iken bir eliptik egriye karsilik gelir. Bu egri, eliptik egrinin Huff modeli olarak

adlandirilir (Joye ve ark. 2010).

my
__..-'}I. J—
= Iy —"
Ey

Sekil 3.6.2. Huff Egrisi

(0 : 0 : 1)deki teget a X = bY dogrusudur. Bu dogru egriyi 3 noktada keser. O = (0 :

0 : 1) noktas1 H”’niin bir kivrilma noktasidir. O birim eleman olmak iizere H' iizerinde &
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toplama islemini tanimlayalim. H' egrisini ii¢ noktada kesen bir dogru olsun. Bu noktalara
Py, Py ve P3 diyelim. P, & P, ® P3 = O seklinde tanimlanir. P, = (X7 : Y] @ Z4)
noktasinin tersi ©P; = (X7 : Y] : —Z)) ile verilir ve P, & P, = ©P; seklindedir.
Sonsuzdaki noktasinin tersi de (bu gruptaki isleme gore) kendisidir. Boylece sonsuzdaki
ticnokta (1:0:0),(0:1:0) ve (a:b:0)H" niin 2 mertebeli noktalaridir. Bu noktalar
P?’de Z = 0 dogrusu iizerindedir. Bu noktalarin herhangi ikisinin toplamu iigiinciisiine
esittir. Daha genel bir ifade ile (X; : Y] : Z1)’den gecen x-eksenine paralel bir dogrunun
H”’nii kestigi noktanin tersi (X7 : Y; : Z7) @ (1 : 0 : 0) ifadesine esittir.
71 # 0 oldugunda

(X1:Y1:2)@(1:0:0)= (727 —-X\Y1: X1 7))

ve benzer sekilde

(X1:Y1:Z)@(0:1:0)=(-X\Y1: 7 :Y17)

dir.
71 # 0 iken
(@:b6:0)=(1:0:0)®(0:1:0)

esitliginden (X : Y1 : Z1)® (a:b:0) = (Z2: —X1Y1: X1Z1) @ (0: 1:0) ve boylece
(a:b:0), (X1:Y1:21)=(0:0:1)ise

(X1:Y1:Z1)®(a:b:0) =

Y17, : X107, - —X1Y1), aksi takdirde
seklinde ifade edilir.

Uyan 3.6.4 (Huff 1948)’deki kaynakta
v : P*(F) — P(F)
(X:Y:2)—= (U:V:W)=(ab(bX —aY) :ab(b® —a*)Z : —aX +bY)
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ve
v~ P3(F) — P2(FF)
U:V:W)—= (X:Y:2)=0BU-+a*W) : a(U + b*W) : V) ters projektif

doniisiimleri yardimiyla (3.6.5) egrisi

VW =U(U + a*W)(U + b*W) (3.6.6)

Weierstrass denklemine indirgenir. Burada Weierstrass egrisi tizerindeki (0 : 1 : 0) son-
suzdaki noktasina ! doniisiimii ile karsilik gelir. Ayrica (3.6.6) esitliginden Huff egrisi-
nin afin koordinatlarda

VE=U(U +a*)(U +b*)

eliptik egrisine izomorf oldugu da agiktir (Joye ve ark. 2010).

3.7 Huff Egrisi icin Afin Formiil ve Projektif Formiiller

(3.6.4) egrisini goz Oniine alalim. Bu egri tizerinde P, = (x1,41) ve P» = (22, y2) nok-
talarindan gecen dogru y = Az + p olsun. Bu dogru egriyi iiclincti bir noktada yani
©P; = (—z3,y3) noktasinda keser. Bu dogruyu (3.6.4) denkleminde yerine yazarsak,

bazi ara islemlerden sonra {i¢iincii noktanin afin koordinatlari

PN 7 ) [ 7177 M ' ) P2 (3.7.1)

(14 2129) (1 — y132)’ (1 = z129) (1 + y172)

ile verilir (Joye ve ark. 2010).
Huff egrileri eliptik egrilerin farkli bir modeli oldugundan kriptografik uygulamalarda
hiz agisindan oldukc¢a avantajlidir. Hatta bu egrilerde afin koordinatlar yerine projektif ko-

ordinatlarda daha hizli aritmetik (noktalarin toplama islemi, noktanin katint alma) yapilir.
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(3.7.1)°deki formiillerin projektif versiyonu

X = (X1Zo+ X20) (V1Yo + 2122)* (2122 — X1 Xs)
Vs = (YiZa+YaZh)(YiYa + Z12:)*(Z1 25 — Y1Y5)

Zy = (Z1Z5 — X{X5)(Z1Z5 — Y{'Yy) (3.72)

bagintilar ile verilir (Joye ve ark. 2010).

Teorem 3.7.1 Kar(F) # 2olsun. P, = (X, : Y} : Zy), P, = (X5 : Yy : Z5) noktalar1 F
cisminde tanimli bir Huff egrisi iizerinde noktalar olsun. Bu durumda (3.7.2) formiilleri
ile verilen toplama islemi X; Xy, # +7,75 ve V1Y, # +7,7, sartlarin1 sagladiginda

gecerlidir (Joye ve ark. 2010).

3.8 Biikiilmiis Huff Egrisi

Bir Huff egrisi iizerindeki noktalarin torsiyon grubu Z/4Z x 7./27 dir. P € F(t) ikinci
dereceden monik bir polinomu gostersin ve bu polinom diskriminant1 sifirdan farkli ve

P # 0 olsun. Bu durumda a, b € F* iken

axP(y) = byP(x)

kiibik egrisini tanitabiliriz. {(0 : 0 : 1),(0: 1:0),(1:0:0),(a:b:0)} = Z/4Z X
Z./27 noktalarin kiimesi yukaridaki egriye aittir. Dahas1 P, F’te carpanlarina ayrilirsa,
yani P(t) = (t — wy)(t — wa) (wy,we € F*) oldugunda (+w; : +wy : 1) noktalar1 da
egri lizerindedir.

Kar(F) # 2 iken P(t) = t* — d (d € F*) polinomunu goz dniine alalim. Bdylece

a,b,d € F* ve a® # b? iken diizgiin

Ey:aX(Y?—dz% =bY(X? —dZ?) (3.8.1)

kiibik denklemini saglayan (X : Y : Z) € P?(FF) projektif noktalarin kiimesi ile ilgilene-
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cegiz. (3.8.1) denklemi Weierstrass formundaki

2 bQ
VEW = U(U + %W)(U + W) (3.8.2)

denklemine karsilik gelir. (3.8.1) ve (3.8.2) arasinda

(X:Y :Z)=(b(dU + a*W) : a(dU + b*W) : dV)

(U:V:W)=(ab(bX —aY):ab(b?> — a*)Z : d(—aX + bY) (3.8.3)

doniisiimleri tammlidir. (X : Y : Z) < (X : Y : ZV/d) doniisimii E = E;’den E;’ye
(F(v/d) iizerinde) bir izomorfizmaya indirgenir. E, egrileri ikinci dereceden biikiilmiis
Huff egrileri olarak adlandirilir.

Huff egrileri ile ilgili detayl bilgi i¢in Joye ve ark. (2010) kaynagina bakilabilir.

3.9 Genel Huff Egrisi

Joye ve ark. (2010), Huff tarafindan tanitilan (3.6.4) egrisinin bir eliptik egri modeli oldu-

gunu gosterdikten sonra, yine ayn1 y1l Wu ve Feng tarafindan asagidaki egri ailesi tanitildi.

Tanmm 3.9.1 F bir cisim Kar(F) # 2 olsun. a,b € F ve ab(a — b) # 0 iken

Gap: x(ay® — 1) = y(ba* — 1) (3.9.1)
formundaki egri Genel Huff egrisi olarak adlandirilir. Bu egri ailesi (3.6.4)’teki egri aile-
sini igerir (Wu ve Feng 2010).

Simdi de bu egri ile ilgili asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.9.2 Kar(F) # 2 olsun. a,b € F ve a # b iken (3.9.1) egrisi projektif koordi-
natlarda

Gy X(aY? — Z%) =Y (bX? — 2?)
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formundadir. Bu egri

U=bX—aY, V=0b-a)2 W=Y-X

iken o(X,Y, Z) = (U, V, W) doniisiimii ile

VW =U(U + aW)(U + bW) (3.9.2)

eliptik egrisine izomorftur. Ayrica

X=U+aW, Y=U+W, 2=V

iken ters doniisiim bagmtis1 (U, V, W) = (X, Y, Z) ile verilir (Wu ve Feng 2010).
(3.9.1) G, genel Huff egrisi ve aritmetigi hakkinda detayl bilgi icin Wu ve Feng (2010)
makaleye bakilabilir.
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4. ARDISIK KUP DIiZILERINI BULUNDURAN ELIiPTiK EGRILER

4.1 Giris

Katsayilar1 (Q’dan alinan (2.1.2) uzun Weierstrass normal formundaki rasyonel eliptik
egrisini goz Oniine alalim. ¢ = 1,2, ..., ni¢in xy, o, . . ., x,, bilesenleri aritmetik bir dizi
olusturursa bu dizi n-uzunluklu aritmetik dizi olarak adlandirilir.

S C Q olacak sekilde n-uzunluklu S-aritmetik dizilerini goz oniine alalim. Bu konu
ile ilgili ilk calisma 1992°de Lee ve Vélez tarafindan yapilmistir. Bu yazarlar tarafindan
n = 4 uzunluklu S-dizisini igeren sonsuz ¢oklukta y* = 3+ a egrisi oldugu gosterilmistir
(Lee ve Vélez 1992). 7 yil sonra Bremner tarafindan n = 7 ve n = 8 uzunluklu S-dizisini
iceren sonsuz coklukta eliptik egri oldugu gosterildi (Bremner 1999). 2003’te n = 7 ve
n = 8 uzunluklu S-dizisini iceren eliptik egrilerin sonsuz ailesini tiretmek i¢in farkli
bir metot Campbell tarafindan gelistirildi. Buna ilave olarak, yine ayni1 yazar tarafindan
n = 9 uzunluklu S-dizisini iceren dordiincii dereceden eliptik egrilerin sonsuz ailesini
elde etmek i¢in bir metot tanimlandi ve n = 12 uzunluklu bir S-dizisini iceren dordiincii
derecen bir eliptik egri 6rnegi verildi (Campbell 2003). 2 yi1l sonra Ulas tarafindan, ilk ola-
rak n = 10 uzunluklu bir S-dizisini iceren sonsuz ¢oklukta dordiincii dereceden eliptik
egri ailesini iiretecek bir metot verildi ve sonrasinda da n = 12 uzunluklu S-dizisini ice-
ren dordiincii dereceden egrilerin sonsuz ailesinin varlig1 gosterildi (Ulas 2005). 2006°da,
Ulas’in yaklagimi basitlestirilerek, yeni bir yontem n = 14 uzunluklu S-dizileri ile il-
gili bir kag tane dordiincii dereceden egri 6rneginin elde edilebilecegi Macleod tarafindan
gosterildi (Macleod 2006). 3 yil sonra Ulas tarafindan, n = 11 uzunluklu S-dizilerini ice-
ren, cinsi 2, der(f(x)) = 5 olan y* = f(z) seklinde sonsuz ¢oklukta egri ailesi bulundu
(Ulas 2009). 2009°’da, n = 12 uzunluklu S-dizilerini bulunduracak egrilerin sonsuz bir
ailesinin varlig1 Alvarado tarafindan gosterildi (Alvarado 2009).

x-bilesenlerinin olusturdugu S-dizisinin geometrik dizi olugsturma durumu 6. boliimde

ele alinacaktir.
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Simdi £, [, m € QQ olmak iizere QQ cismi tizerinde

E: v =k +lx+m “4.1.1)

eliptik egrisini gz 6ntine alalm. ¢ = 1,2,... niken (z;,y;) € F(Q) rasyonel noktalari-
nin x;-bilesenleri ardigik kareler olacak sekilde bir S-dizisinin (S C Q) elemanlari olsun.
2017°de Kamel ve Sadek tarafindan n = 5 uzunluklu bu 6zellikteki S-dizisini bulundu-
ran sonsuz ¢oklukta (4.1.1) tipinde egri bulunabilecegi gosterildi. Ayrica bu 6zellikteki 5
rasyonel noktanin £(Q)’da lineer bagimsiz oldugu ispatlanarak ranki en az 5 olan eliptik
egrilerin sonsuz bir ailesi literatiire tanitild1 (Kamel ve Sadek 2017).

Tezin bu boliimii orjinal sonuclar icermektedir. Bu boliimde eliptik egriler tizerindeki
rasyonel noktalarin z-bilesenlerinin ardigik kiiplerin bir dizisini olusturma durumu ele ali-
nacaktir. Burada (4.1.1) tipindeki eliptik egriler (yani kisa Weierstrass formunda egriler)
g6z Oniine alinir. Kamel ve Sadek (2017) makalesindeki yontem kullanilarak, literatiire

yeni sonuglar kazandirilir.

4.2 Apsisleri Ardisik Kiipler Olan Dizileri Bulunduran Eliptik Egriler

Tanmim 4.2.1 F cismi {izerinde (2.1.2) formundaki £ eliptik egrisi verilsin. ¢ = 1,2, ...
iken x; = (c+1)3 olacak sekilde ¢ € F varsa (z;,y;) € E(F) noktalar1 F iizerinde ardisik

kiiplerin bir dizisini olusturur.

Simdi Teorem 1.8.7’yi kullanarak, bir eliptik egri iizerinde ardisik kiiplerin sonlulu-

guyla ilgili asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 4.2.2 T cismi iizerinde (2.1.2) formundaki E eliptik egrisini géz oniine alalim.
FE iizerindeki ardigik kiiplerin bir dizisi (z;,y;) € E(F) olsun. Bu durumda (z;, y;) dizisi

sonludur.

Ispat. Genelligi kaybetmeden varsayalim ki i = 1,2,...,n € Fiken z; = (c +1)° olsun.
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Bu esitlik (2.1.2) formundaki E eliptik egrisi tizerinde yerine konulursa cinsi 5 olan

E y? 4+ a2’y + asy = 27 + a2 + agx® + ag

hipereliptik egrisi elde edilir. Boylece (¢ + i,y) € E'(F) olur. Faltings Teoremine gore

E'(F), yani ardigik kiipleri bulunduran dizi sonlu elemanlidir. m

Tanim 4.2.3 F, (2.1.2) formunda Q iizerinde bir eliptik egri olsun. ¢ = 1,2, ..., n olmak
tizere (x;,y;) € E(Q), E iizerinde ardisik kiiplerin bir dizisi olsun. Bu diziye n-uzunluklu

ardisik kiiplerin dizisi denir.

4.3 5 Uzunluklu Ardisik Kiip Dizilerini Bulunduran Eliptik Egriler

Bu boliimde, Q iizerinde (4.1.1) tipindeki eliptik egrilerinin bir ailesini kesfediyoruz. Bu-
rada 5-uzunluklu ardisik kiip dizilerini iceren sonsuz ¢oklukta eliptik egrinin var oldugunu
gosterecegiz.

3-uzunluklu ardigik kiiplerin dizisini géz dniine alalim. ¢ € Q iken ((c—1)3,p), (¢3,q),
ve ((c + 1)3, r) noktalari (4.1.1) egrisi iizerinde olursa bu rasyonel noktalar 3-uzunluklu

ardisik kiiplerin dizisini olusturur. Bu noktalarin (4.1.1) egrisi iizerinde olusu
P’ =k(c—1)"+1(c—1)°+m,

¢ =k +1 +m,

P =k(c+1)?+1l(c+1)>+m
denklem sistemini ortaya ¢ikarir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse
k =[(3c* + 3c+ 1)p* + (=6 — 2)¢* + (3¢ — 3¢ + 1)r?] /6¢(27c® + 54¢5 + ¢ + 2),
I =[—(9¢® + 36¢" + 84c® + 126¢° 4 126¢* + 84¢® + 36¢ + 9c + 1)p* + (18¢%,

+ 168¢° 4 252¢* 4+ 72¢% + 2)¢* — (9¢® — 36¢" + 84c® — 126¢° + 126¢* — 84c3,

+36¢* — 9c + 1)7%]/6(3c* — 3¢ + 1)(9c° + 9¢° + 24¢* + 21¢° + 13¢* + 6¢ + 2)c,
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m =[(6c"" 4+ 33¢” + 83¢® + 126¢" + 126¢° + 84¢” + 36¢* + 9¢° + *)p?
4 (—12¢" — 4c® +72¢° — 72¢* 4 4c* + 12)¢* + (6¢"° — 33¢° 4 83¢% — 126¢7
+126¢° — 84¢® + 36¢* — 9¢® + ¢*)r?] /6(3¢® — 3¢+ 1)(9¢® + 9¢” + 24¢?

+21¢* + 13¢® + 6¢ + 2)
4.3.1)

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Uyar14.3.1 p,q,r € Q(c) yukanidaki gibi verilirse ((c — 1)3, p), (¢3,q) ve ((c + 1)3,r)

rasyonel noktalarini (4.1.1) iizerinde bulunduracak k, [, m € Q(c¢)’nin varligin biliyoruz.

Simdi bu ii¢ noktaya ilave olarak varsayalim ki ((c + 2)3,s) noktasi (4.1.1) egrisi
tizerinde olsun. Boylece (4.1.1) egrisi tizerinde 4 uzunluklu ardigik kiiplerin dizisini elde

ederiz. k, 1, m ve ((c + 2)3, s) degerleri (4.1.1) egrisinde yerine yazildi§inda

s =[(84 + 2109¢* + 626¢ + 243c°® + 27¢° + 1026¢" + 2646¢° + 4536¢° + 5292¢*
+ 4159¢*)p? + (—1674c” — 1950c* — 762¢ — 3951¢® — 5544c¢* — 486¢°
— 3780c° — 5544¢” — 168 — 81¢”)g* + (702¢” + 1134¢° + 138¢ — 159¢*
+243c® + 81¢” + 252¢* + 1008¢” + 84 — 207¢*)r%] /(3¢* — 3¢+ 1)(3c¢2 + 1)

(14 3¢+ 3c)(c® +2)c
(4.3.2)
elde edilir.

Bu nedenle, Q(c)’de (4.3.2) denklemini saglayan p, g, ve s elemanlarini bulmamiz

gerekir.

Simdi (4.3.2) denklemi i¢in (p, g, 7, s) genel ¢oziimlerinin nasil bulunacagini agikla-

yalim. Q iizerinde

S a1x® + asy? + agz® +at> =0 (4.3.3)

kuadratik yiizeyini g6z 6niine alahm. @); = (1 : 1 : 1 : 1) noktas1 S kuadratik yiizeyi

iizerindedir ve bu yiizey iizerinde bagka bir ()3 = (u; : v; : w; : 0) rasyonel noktasi
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olsun. U¢ boyutlu P? projektif uzayinda bu noktalar1 iizerinde bulunduran projektif dogru

aQ1 +bQ2 = (a+buy :a+bvy :a+bw; : a)

olur. S yiizeyi ile a) + bQ)- projektif dogrusunun kesigimi

(ay + ag + az + ag)a® + (ayui + axv? + aswi)b® + (2a1u; + 2a9v; + 2azw;)ab = 0

ikinci dereceden denklemini verir. Buradan

2 2 2
a = aujy + agvy + azwy,

b= —2(&1161 + asvq + Ggwl)

elde edilir. Dolayisiyla S-yiizeyinin (x,y, z, t) ¢oziimleri parametrik olarak

r=a+bu = —alu% + agvf + agwf — 2aou107 — 2a3uW1,
_ _ 2 2 2
Yy = a+ bvy = aqui — agvy + aswi — 2auv1 — 2a3v1w,
4.3.4)

z2=a+bw = alu% + agvf — agwf — 2011wy — 2a5v1w1,

2 2 2
= a = auj + a0y + azwy

seklinde bulunur.

Simdi @y = (p,q,7,s) = (1 :1:1:1)noktasi (4.3.2) denklemi i¢in 6zel bir ¢oziimii
olup, bu yiizey iizerinde bagka bir Q) = (p, ¢, 7,s) = (u : v : w : 0) rasyonel noktasi ala-
lim. (4.3.3)’daki kuadratik yiizeyin ¢oziimleri i¢in verilen (4.3.4) formiilleri kullanilarak

(4.3.2)’nin ¢oziimleri asagidaki gibi verilir:

p=(c+1)(3+3c+1) (3 +6c+4) (3% +9¢+7) (*+2c+3)u’
+3 (P +c+1) (3 +1) (32 +9¢+7) (3®+6¢° +18¢+8) v

—3(P+c+1) (3 =3c+1) (B3P +6c+4) (3’ +37+15¢+7) w?
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—6 (02—|—6—|—1) (362+1) (3CQ+96+7) (303+602+18c+8)vu

+6 (02—1—0—1- 1) (302—3c+1) (302+60+4) (303+302+15c+7)wu,

g=—(c+1)(3+3c+1) (3 +6c+4) (32 +9c¢+7) (+2c+3)u?

-3 (P +c+1) (3P +1) 32 +9¢+7) 3 +6¢" +18¢+8) v?
-3 (+c+1) (3 =3c+1) (3 +6c+4) (3> +3% +15¢+T7) w?
+2(c+1) (3 +3¢c+1) (3 +6c+4) (B +9¢+7) (¢ +2¢+3) vu

+ 6 (02—|—c—|—1) (302—30—1—1) (302+60—|—4) (303+302+15c—|—7)wv,

r=—(c+1)(3+3c+1) (3 +6c+4) (3 +9c¢+7) (+2c+3)u
+3 (P +c+1) (3 +1) B2 +9¢+7) 3 +6¢" +18¢+8)v?
3(+c+1)(3=3c+1) (3 +6c+4) (3 +37+15¢+7) w?
2(c+1) (3 +3c+1) (B +6c¢+4) (32 +9¢+7) (P +2c¢+3)wu

—6(+c+1) (3 +1) (3% +9¢+7) (3¢ +6¢*+18¢+8) ww,

s=—(c+1) (3 +3c+1) (3 +6c+4) (3 +9¢c+7) (P+2c+3)u?
+3(P+c+1) (3 +1) (3% +9¢+7) (3 +6c*+18¢c+8) v?

—3(P+c+1) (3 =3c+1) (B3P +6c+4) (3’ +37+15¢+7)w?
(4.3.5)

Uyar14.3.2 Yukaridaki argiiman sunu gosterir: p, ¢, 7, s € Q(c, u, v, w) degiskenleri bi-
lindiginde dort rasyonel nokta ((c — 1)3,p), (¢, q), ((c + 1)3,7), ((c + 2)%, s)’nin (4.1.1)

egrisi iizerinde olusu k, I, m € Q(c)’ nin var olmast demektir.

Simdi ((¢ —2)3,t) € E(Q) oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.1.1) egrisi izerinde

5-uzunluklu ardisik kiiplerin dizisi elde edilmis olur. Boylece

= Ku*+ Lu®> + Mu?> + Nu+ P (4.3.6)
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elde edilir. Burada
K=[(c+1) (3 +3c+1)(3c%+6c+4) (B +9c+7) (*+2c+3)]%

L==24(c+1)(*+2c+3) (3 +3c+1) (3 +4) (3 +6¢c+4) (3¢
+9c+ 7 (—c+1) (3 +3%+2Tc+ 1) v+32¢ (c+1) (P +2¢+3)
(3 +3c+1) (3¢ +4) (302—|—6c~|—4)2 (3% +9c+7)(c®+8) (3¢ —6¢

+ 4w,

M =6 (1215 " + 4131 ¢'? + 24543 ¢'? + 49383 ¢ + 134460 ¢ + 152118 ¢
+ 263619 ¢® + 229491 ¢” + 297153 ¢° + 223859 ¢° + 208374 ¢* + 123018 ¢*
+ 52116 ¢ + 16504 ¢+ 480) (32 + 9c+7)7 0> — 24 (4 ¢+ 1) (32 + 4)
(3¢ +6c+4) (3¢ +9c+7) (189¢" + 2340 — 1530 ¢” + 7383 ¢°
— 9918 ¢ + 7365 c* + 740 ¢* — 246 ¢* + 1552 ¢ + 21)wv + 2 (2835 ™
— 8424 ¢ + 37881 ¢'? — 109188 ¢! + 156276 ' — 373032 ¢° + 395718 ¢*
— 344976 ¢" + 374198 ¢® — 336324 ¢® — 98956 ¢* — 407760 ¢* — 243937 ¢*

+2688¢+441) (3¢ +6¢+4) w?,

N=-72(F+c+1)BE+4)(®—c+1)B+1)3c* +6c* +18¢c+8)
(B +3+27Tc+1)(3+9c+T7) 0 +48(c®* + ¢+ 1)(3c* + 4)
(B3 +6c+4)(3+9c+T7)(27¢"0 4+ 450 — 450" +2019¢° — 1494 ¢°
+2325¢* — 1180 ¢® — 1398 ¢* + 16 ¢ + 21)v*w + 24 (¢* + ¢+ 1)(3¢* + 4)
(B +6c+4)(3c+9¢+T7)(135¢° 41440 ¢® — 630 ™ + 3345 ¢ — 6930 ¢°
+2715¢* 4+ 3100 ¢* + 2550 ¢ + 1520 ¢ — 21)vw? — 96¢ (¢ + ¢+ 1)(3¢* + 4)

(B2 =3c+ 1B —6c+4)(3+3+15c+T7)(c*+8)(3c* +6¢+ 4)*w?,
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P=3(+c+1)(3c%=3c+1) (3 +6c+4) (3 +37+15¢+7)w!
+72 (3% =3c+1) (3 +4) (B3P +6c+4) (3% =9c¢+7) (3" +3¢
+15¢+7) (3¢ =3 +2Tc—1) (2 +c+ 1) w’o — 18 (6561 + 218713
+ 91125¢2 + 42039¢! + 287712¢'° — 5994¢° — 224127¢% + 6399¢7
4 316035¢° + 232191¢° + 1581642¢* + 299082¢ + 294228¢% + 248472c¢
—7840)(? + c+ 1)*w*0* + 72 (3 +1) 3 +4) 3 +9¢+7) (3¢
—9e+ T3 =32 +27¢—1) (3 + 62 +18¢+8) (& + ¢+ 1)° w®
+B(P+c+1)(3F+1) (3 +9¢+7) (3> +6¢° +18c+8)]*?

seklinde olur.
K, L, M, N ve P’nin v ve w cinsinden dordiincii dereceden homojen denklem olduk-

lar1 goriilmektedir. Boylece, w = 1 oldugunu varsayabiliriz.

Simdi Q(c, v) cismi tizerinde
H:Y?=KX*4+LX}*+MX?*+NX+P (4.3.7)

egrisini diigiinelim.

(4.3.7) formundaki egri Teorem 2.3.5 yardimiyla bir y egrisine birasyonel denk olup,
X egrisi lizerinde bir R noktas1 kolaylikla bulunabilir.

Simdi Teorem 2.6.13 (Silverman Ozellestirme Teoremi) kullanilarak asagidaki te-

oremi verebiliriz.

Teorem 4.3.3 Q(c, v) tizerindeki (4.3.7) egrisi ranki en az 1 olan y egrisine birasyonel

denktir (Celik ve Soydan 2018).

Ispat. (4.3.7) egrisi homojen formda yazilirsa Y? = KX*+LX3Z+MX?*Z*+NX 73+
PZ* seklinde olup bu egrinin rasyonel noktalar1 7' = (X : Y : Z) = (1 : (¢ + 1)(3¢* +
3¢+ 1)(3¢% + 6¢ + 4)(3¢* + 9c + 7)(c® + 2¢ + 3) : 0) seklindedir. Teorem 2.3.5’in

adimlar1 kullanilarak (4.3.7) egrisinin (2.3.10) egrisine birasyonel denk oldugu goriiliir.
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(2.3.8)-(2.3.11) esitlikleri kullanilarak ¢ = 3, v = % degerleri alinarak

191 2 494907117216280017764352
bY? =X 915568827870849490711721628001776435 b%
81450625
. 30476125037279414454071839383853830234262941440938082304
735091890625

ozellestirilmis egrisi ve bu egri iizerindeki 12 noktasinin dzellestirilmisi olan

R=( 46926569970723519420928’ 69761912906;133g00257785856) noktas bulunur. MAGMA (Bosma ve ark.
1997) paket programi yardimiyla R noktasinin ) iizerinde sonsuz mertebeli nokta oldugu
belirlenir. Boylece Teorem 2.6.13 yardimiyla R noktasinin x iizerinde sonsuz mertebeli

oldugu goriiliir. m

Sonu¢ 4.3.4 ¢, € Q iken ardigik kiiplerin asikar olmayan bir dizisi {(co — 2)3, (co —
13,63, (co+1)3, (co+2)3} olsun. Budurumda i = —2, —1,0, 1, 2 iken x-bileseni (¢ +1i)?

olan sonsuz ¢oklukta

Ei =k’ +lLz+m;,0#£5€Z

eliptik egrisi vardir. Ustelik bu bes rasyonel nokta lineer bagimsizdir (Celik ve Soydan

2018).

ispat. (4.3.5)’deki formiillerde ¢ = ¢y, v = vy ve w = 1 olarak seg¢ilirse K, L, M, N, P €
Q iken
Xeowo1 : 12 = Ku* + Lu® + Mu® + Nu + P (4.3.8)

eliptik egrisi elde edilir ve Teorem 4.3.3’e gore bu egrinin ranki pozitiftir. O zaman
Xeo.o.1(Q)’de sonsuz mertebeli R = (u, t) noktast bulunur. x., ,1(Q)’de R noktasinin j
kat1 olmasi i¢in 0 # j € Z iken jR = (u;, t;) alinr.

Simdi (4.3.1)’de p,q,7,s € Q(c,u,v,w) igin ¢ = ¢p,v = vo,w = 1 and u = wu;
degerleri yerine yazildiginda sirasiyla p;, g;, 75, s; sayilari elde edilir. O zaman (4.3.1)’de
k. l,m € Q(c,p,q,r) icin p;, q;,7;, s; degerleri yerine yazildiginda sirastyla k;, 1, m;

degerleri elde edilir.
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Boylece 0 # j € Z iken E; : y* = k;x® + [;x + m; eliptik egrisinin sonsuz bir aile-
sini inga etmig oluruz. Eliptik egrilerin bu sonsuz E; ailesi ((co — 1)%, p;), (¢3, 4;), ((co +
)3, r5), ((co + 2)3, 85), ((co — 2)*,t;) € F;(Q) noktalarini iizerinde bulundurur. Bu ise
x-bilesenleri (Q’da ardisik kiipler olan 5-uzunluklu rasyonel diziyi bulunduran eliptik eg-
rilerin sonsuz bir ailesini elde ettigimiz anlamina gelir.

Simdi ((co — 1)%,p5), (c3, 45), ((co +1)%,75), ((co + 2)°, 55), ((co — 2)°,8;) € E;(Q)
noktalarinin lineer bagimsiz oldugunu gosterecegiz. Bunun icin (4.3.8) egrisi lizerinde bir
(u, t) noktasi bulmaliy1z .

3004

(4.3.8) denklemini gz dniine alahm. ¢ = 3,v = £25=, w = 1 alindiginda

782109496219903488 ,  19793578415844699648

2 =63404527588416 u* —
Y 9025 ur 550525 b
478172417894196583574016
303077775625
(4.3.9)

egrisi elde edilir. (4.3.9)’nin sag tarafi tam kareye tamamlandiginda

60547 78134116669224
) € X320 1(Q)

+) =
() = (72653~ 130068775 S5

sonsuz mertebeli bir nokta elde edilir.

3094
5795°

w=1,u = 3547 alindiginda

Boylece c = 3, v = ]

o 1019317647604532728704 5  170640863010859366860672

50501152925375 v 2657955417125
5018469623203840351296469056

16917886230000625

E:y

ozellestirilmig eliptik egrisi elde edilir. Bu egri lizerinde bulunan x-bilesenleri ardisik

kiipler olan 5 nokta

B@Q) = (1 78134116669224 5 117823324221624 5 202645347682344
U7 130068775 ’ ’ ’

’ 130068775 ’ 130068775
43 405025200935544) (5° 898732973533416
’ 130068775 R 130068775

seklindedir. Teorem 2.7.9 kullanilarak bu rasyonel noktalarin lineer bagimsiz oldugu gos-
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terilebilir. Teorem 2.7.9°daki uzun prosediir MAGMA (Bosma ve ark. 1997) paket prog-
rami ile kolay bir sekilde hesaplanabilir. Dolayisiyla MAGMA programi yardimiyla bu
rasyonel noktalarin lineer bagimsiz oldugu belirlendi.

Silverman’in Ozellestirme teoremiyle de, Q(c, v, u;)’de tanimh F; egrisi iizerindeki
((c=1)%,p;), (2, 4;), ((c+1)%,7), ((c+2)3, 5;), ((c—2)?, ;) noktalar1 lineer bagimsizdur.

Boylece ispat tamamlanir. m

Uyar1 4.3.5 Sonuc 4.3.4, ranki > 5 olan eliptik egrilerin sonsuz bir ailesinin varligini

gerektirir (Celik ve Soydan 2018).

Son olarak, eger ardigik kiiplerin 6-uzunluklu dizisini inga etmek istersek ((c+ 3)3, 2)
noktasinin (4.1.1) egrisi tizerinde oldugunu varsaymaliyiz. Boylece K', L', M', N', P’ €

Q(c, v) olmak tizere

P=Ku+ L+ Mu>+Nu+ P

egrisini elde ederiz. O halde asagidaki uyariy1 verelim.

Uyar1 4.3.6 Eliptik egri tizerindeki 6-uzunluklu ardigik kiiplerin bir dizisinin varlig1

C:t* = Ku* + Lu® + Mu®> + Nu+ P, 2= K'u* + L'u® + M'u®> + N'u + P’

egrilerinin ara kesiti olan cebirsel egrinin iizerindeki rasyonel bir (u, ¢, z) noktasinin var-
ligina baghdir. Bu C' arakesit egrisinin cinsi 5’tir. Teorem 1.8.7°e gore verilen bir ¢ € Q
vej=—2,—1,0,1,2,3 i¢in (c + j)® ardigik kiiplerin 6 uzunluklu dizisini bulunduran Q

lizerinde sonlu tane y? = ka® + [z + m eliptik egrisi vardir (Celik ve Soydan 2018).

Celik ve Soydan (2018) ¢alismas1 yayinlandiktan 3 yil sonra Uyar1 4.3.6’deki problem
yani ardigik kiiplerin 6 uzunluklu dizisini bulunduran ve ranki en az 5 olan y* = k3 +

l2? + mx + n eliptik egri ailesinin varhig1 gosterilmistir (Salami ve Zargar 2021).
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5. ELIPTIiK EGRILERIN FARKLI MODELLERI UZERINDEKiI RASYONEL
DIZILER

5.1 Giris

Eliptik egrilerin farklt modellerinden Edwards egrisi, biikiilmiis Edwards egrisi, Huff eg-
risi ve genel Huff egrisi hakkinda detayli bilgiler 3. boliimde verildi. Simdi bu egriler
tizerindeki rasyonel diziler ile ilgili calismalarin literatiir bilgisini tarihsel sira ile vere-
lim. Ilk olarak yukarida bahsedilen egriler iizerindeki S C Q olacak sekilde n-uzunluklu
S-aritmetik dizileri hakkindaki caligmalar1 ele alalim. Edwards ve Huff egrileri iizerin-
deki S-aritmetik dizileri hakkinda ilk iki ¢alisma Moody tarafindan yapildi. Moody bu
caligmalarinda n = 9 uzunluklu S-aritmetik dizisini iceren sonsuz ¢oklukta Edwards eg-
risi ve Huff egrisi oldugunu gosterdi (Moody 2011). Ayrica Moody n > 10 uzunluklu
S-aritmetik dizisini iceren Edwards egrisi bulunup bulunmayacagini a¢ik problem olarak
birakti. 2013 yilinda Bremner tarafindan n = 11 uzunluklu S-aritmetik dizisini bulundu-
racak Edwards egrisinin miimkiin olmadig1 gosterildi (Bremner 2013).

2 yil sonra Choudhry, n = 11 uzunlugunda S-aritmetik dizilerini iceren Huff egrileri-
nin bulundugunu gostererek Moody’nin 2011°deki ikinci ¢aligmasini genisletti (Choudhry
2015).

Simdi, S’nin elemanlarinin geometrik dizi olusturdugu durumu géz Oniine alalim.
2017°de Ciss ve Moody tarafindan n = 4 uzunluklu S-geometrik dizilerini bulunduran
sonsuz ¢oklukta Edwards egrisi ve n = 5 uzunluklu S-geometrik dizilerini bulunduran
sonsuz ¢oklukta biikiilmiis Edwards egrisi oldugu gosterildi (Ciss ve Moody 2017).

Tezin bu boliimii orjinal sonuglar icermektedir. Burada, giris boliimiinde bahsettigi-
miz “S C F verildiginde, her = € S ve herhangi P € C(F) i¢in 2 = x(P) olacak sekilde
d. dereceden C' cebirsel egrileri var midir ?”” sorusuna cevap bulmak i¢in (biikiilmiis)
Edwards egrileri ve (genel) Huff egrileri gbz oniine alinir. I say1 cisminin keyfi bir S' alt-
kiimesi, yukarida verilen cebirsel egrilerin lizerindeki noktalarin z-bilesenlerinden olusan

bir dizi olarak diisiiniiliir. Uzerinde herhangi bir kisitlama olmayan S-rasyonel dizilerin
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uzunlugu |S| = 4,5 veya 6 iken bu S-dizilerini bulunduran (biikiilmiig) Edwards egrileri
ve (genel) Huff egrilerinin sonsuz ailelerinin varligi ispatlanir. Boylelikle bu boliimdeki
sonuglar bu cebirsel egriler iizerindeki rasyonel diziler hakkinda onceden yapilan bazi
caligmalar1 geneller. Elde edilen sonuglarin ispatinda yontem olarak kuadratik ve eliptik
ylizeyler iizerindeki rasyonel noktalarin varlig1r hakkindaki literatiirden iy1 bilinen sonug-

lar kullanilir.

5.2 6 Uzunluklu Dizileri Bulunduran Edwards Egrileri

(3.1.4) formunda tanimli Edwards egrisini goz oniine alalim. Bu egri iizerindeki nokta-
larin kiimesi £,4(FF) ile gosterilsin. (3.3.1)’den dolay1 (z,y) = (—1,0),(0,£1),(1,0) €
E4(F) oldugu agiktir. ¢ # j iken s; # s; ve —1 < ¢ < 4 olsun. Bu boliimde, herhangi bir
S={s_1=-1,5=0,8 =1, 9,53,54} C I kiimesi verildiginde z-bilesenleri s;’ler
olan rasyonel noktalari1 bulunduran sonsuz sayida Edwards egrisi oldugu gosterilecektir.
s9’yi E4(F) kiimesinde bir noktanin z-bileseni oldugunu varsayarak baglayalim. Bu du-
rumda herhangi p = % € I i¢in

2
2 _ s5;— 1

2 2 2
= d—1= -1
s2d—1 veya s, (52 )p

olur. Benzer sekilde s3, Ey(IF)’deki bir noktanin z-bileseni ise

2 Sl veya s3d — 1= (s5 — 1)¢
s2d —1 3 3
olur. Buradan
g =P+l (s5-Dg*+1
85 53
olup
s2((s2—1)p*+1) —s2((s2 = 1) +1) =0 (5.2.1)
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kuadratik yiizeyi elde edilir ve (p,¢) = (1, 1) noktasi yiizey iizerindedir. Yiizey iizerinde

(p,q) = (1, 1) noktasindan gecen bir ¢ dogrusu, egriyi ikinci bir
(p,q) = (1+m, 1+ mt) (5.2.2)
noktasinda kesecektir. Dolayistyla (5.2.2) noktasinin (5.2.1) yiizeyi lizerinde olmasi
sa((s3 = D1 +m)*+1) —s3((s3 — D(1+mt)> +1) =0

olmasini gerektirir. Buradan

32 (2 822 — 2) — 2822 <832 — 1>t
N —832 (822 — 1) + 822 (832 — 1) t2

olarak bulunur. Bulunan m degeri (5.2.2)’de yerine yazildiginda, kuadratik yiizey iizerin-

deki rasyonel noktalarin parametrik ¢oziimleri

 2tsy —t?s5 — 55+ 8283 — 2ts3s3 + t?s3s3

—t252 + 8% — 5352 + 25352 ’

(=1 +s3)s3 = 2t(=1 + s5)s3 + t?s5(=1 + 53)
—(—1+ s3)s3 +t253(—1 + s3)

seklinde bulunur.

Boylece sy ve s3 degerleri I cisminde sabit birakilarak p ve ¢ de8erlerinin [F(¢)’de
oldugu goriiliir.

Oncelikle Teorem 5.2.2 ve Teorem 5.3.1’iin ispatinda kullanacagimiz asagidaki 6ner-

meyi verelim:

Onerme 5.2.1 22 + y? = a® 4 a®22y? ile tammlanan egri, i = v/—1 ve 0 < € < 3 olmak

tizere b’nin

a—1 _a+1 a—1i . a+t
’ (2 — ? ) ? .
a+1 a—1 a+z a—1

24 degerden biri olmasi durumunda 2% + 2 = b? 4 b*x?y? ile belirlenen egriye birasyonel

denktir (Edwards 2007, Onerme 6.1).
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Simdi sonucu verelim.

Teorem 5.2.2 7Z’°de
h(s2,83) = —3 + 453 + 5355 + s5(4 — 653) # 0

bagintisina sahip bir dizinin terimleri s_; = —1,s59 = 0,51 = 1, 59, 53, sS4 Ve © # j iken
s; # s; ile verilsin. g; ve go (5.2.4) ile tanmimlanirken, ya gtisisiz ya da 92852;S§§ tamsay1
degildir. Bu durumda —1 < ¢ < 4 ve s;, E4(Q)’daki rasyonel noktalarin z-bilesenleri

iken
Ey: 2?4+ y* =1+ dz%y?, deQ
bagintisiyla ifade edilen sonsuz sayida Edwards egrisi vardir. Bagka bir ifadeyle S = {s; :

—1 < ¢ < 4} seklindeki bir S-dizisine sahip sonsuz sayida Edwards egrisi vardir (Celik

ve ark. 2019).

Ispat. d = % ifadesinde p degerinin yerine yazilmasiyla

(—t2s5 + 85 — 5355 + t2s553)°d =(s5 — 28555 + 5553) + (4535 — 85553 + 45553
— 455 + 85553 — 4sysa)t + (—4s5 + 4sy — 4s3
+ 1458355 — 105553 + 4s3 — 10553 + 65555t
+ (455 — 4sy — 85555 + 85355 + 45353

— dsys3)t’ + (53 — 25353 + s353)t"

olur. Boylece s, ve s3 sabit degerleri icin d € Q(¢) olur.

Simdi s,’iin E,;’deki bir rasyonel noktanin z-bileseni iken ¢’ nin sonsuz ¢coklukta dege-
rinin var oldugunu gosterecegiz. Aslinda ¢’nin pozitif Mordell-Weil rankina sahip eliptik
egri iizerindeki rasyonel bir noktanin z-bileseni olarak secilebilecegini gosterecegiz. Do-

layisiyla ¢ i¢in miimkiin olan degerlerin sonsuz sayida oldugunu gosterecegiz. (sy,7), Eq
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tizerinde bir nokta olsun. Bu durumda

2
o  s;—1

=2 1= (Aot Ait+ Agt® + Ast® + Agt")/B(1)?, (5.2.3)
24—

olur. Burada A; € Z ve B(t) = —t%s2 41?5252+ 53 — s2s2 olup Ao+ Ayt + Aot® + Ast® +
A4t* rasyonel kare olmak zorundadir.
Buradan

22 = Ay + At + Ath + A3t3 + A4t4

bagintisina sahip C' eliptik egrisi elde edilir.

(t,z) = (0, s3(s5 — 1))

noktasi da bu egri iizerindedir. Bu egri Teorem 2.3.5°e gore Fy ; : y* = 2% — 271z — 27J

Weierstrass denklemi ile tanimlanan eliptik egriye izomorftur. Ayrica bu egri

P = (—12(—1+4 s3)(—1+4 s3) (=34 s5 + 53), —216(—1 + s3)*(—1 + s3)*)

rasyonel noktasina sahiptir. 3 P noktasinin koordinatlar1 ise rasyonel fonksiyonlardir. (2.5.1)-

(2.5.3)’teki bagintilar yardimiyla

g1(52,53) g2(52,53)
"o 2.4
’ (h(SQ, 83)27 h<327 33)3 ’ 91,92 € Q[SQ, 83] (5 )

veE

h(sa, 83) = —3 + 453 + 5353 + 53(4 — 653)

seklindedir. Boylece h(sy,s3) # 0 ve g1/h* ¢ 7Z veya go/h*® ¢ Z oldugu siirece Te-
orem 2.6.1 (Nagell-Lutz teoremi)’e gore 3P noktasi sonsuz mertebeli bir noktadir. Boy-
lece P’de sonsuz mertebeli bir noktadir. Buradan da £ ;’nin Mordell-Weil rankinin po-
zitif oldugu goriilir. C, E; ;’ye izomorf oldugundan da C' egrisi pozitif Mordell-Weil

rankina sahiptir. Bu yiizden (5.2.3)’te bir d degeri yerine konuldugunda sonsuz sayida
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(t,z) € C(Q) rasyonel noktasi bulunur. Boylece yukarida belirtilen rasyonel noktalara
sahip olan bir £; Edwards egrisi vardir. Onerme 5.2.1 geregi sonsuz sayidaki bu egriler-

den biri digerine Q’da izomorf degildir. m

5.3 4 Uzunluklu Dizileri Bulunduran Biikiilmiis (twisted) Edwards Egrileri

(3.4.1) formuyla tanimhi E, ,; bikiilmiiy Edwards egrisini goz oniine alalm. (z,y) =
(0,+£1) € E,q(F) oldugu agiktir. {ug = 0, uy, us, u3} C [ dizisi verilsin. Burada i # j
iken u; # u; ise S, E, 4 egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin x-bilesenlerinin dizisine
sahip sonsuz sayida F, 4 biikiilmiis Edwards egrisi oldugu ispatlanir.

Varsayalim ki E, 4(F) kiimesindeki bir noktanin x-bileseni «; olsun. O zaman baz1 i € F

au? — 1

icin y* = ﬁ yadauld — 1 = (au? — 1)i? olur.
1

2
auj—1 27
2o Y2 da usd

Simdi uy, E, 4(k) egrisi lizerinde bir noktanin z-bileseni ise y* =

1 = (au? — 1) olur. Boylece

(auf —1)*+1  (aus —1)j2+1
ui u3

d:

olup

uj [(aui —1)i® + 1] = [(aus — 1)5° + 1] =0,

kuadratik yiizeyi elde edilir ve (i, j) = (1, 1) bu yiizey iizerinde bir noktadir. Bu kuadratik

yiizey tizerindeki noktalar

, —auiui + ud + 2tauiui — 2tu? — at?>uiul + uit?
1 —=
av?ud — u2 — at?uiul + uit? ’
_ —2atuiu3 + 2tu3 + at*uiul — uit? + audul — uj
j = (5.3.1)

av?u? — u2 — at?uiul + uit?

parametrik bagintilari ile verilir. Simdi asagidaki sonucu verelim.
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Teorem 5.3.1 Z’de

h(up, ug) = — 27 — 72u3 + 36u] + 18ufus — 12ujus — 18u; + 12udu; + uju,
— 2uluS +ub + a(36u? — 12u} — 24u3(—3 + u?) + 36us + 72ulul
— 24ufud — 12u3uy + dufuy — 4(—3 + u)ul) + a®(—144u3ul

+ 36uju + 18uj — 36uus + 4ufuy + 2uius — 2ud) + a®(36uu;

+ 4(=3 + u)ub) + a’us (5.3.2)

bagintisina sahip bir dizinin terimleri uy = 0, u1, ug, u3 ve i # j iken u; # u; ile verilsin.
g1 ve g3 (5.3.4) ile tanimlanirken, h(uq, us) # 0 ve g; /h? ya da go/h? tamsay1 olmasin.

Bu durumda 0 < i < 3 ve u;, F, 4(Q)’daki rasyonel noktalarin x-bilesenleri iken
Eoa: ar? + P =1+dz%y?, deQ, aeQ*

bagintisiyla ifade edilen sonsuz sayida biikiilmiis Edwards egrisi vardir. Bagka bir deyisle
S = {u; : 0 <1 < 3} seklindeki bir S-dizisine sahip sonsuz sayida biikiilmiis Edwards
egrisi vardir (Celik ve ark. 2019).

(au? —1)i2 +1

Ispat. d = 5 ifadesinde ¢ nin yerine (5.3.1)’teki formiil yazilirsa
uy
(auius — uy — at*uiuy + uit?)?d =(uia*u; — 2uia*u; + ufa)t* + (—8auju;

+ 4u? + duia’u; — duia — dutatu;

+ 8uta’uy)t® + (—4dui — 10uia’u;y + ldauiu;
+ 6utaiuy — 4us — 10uta®u; + 4uta + dauy)t?
+ (4uj + Suiauy — S8aufus + duia’u; — daus

4.3 4 4.3 4 2 2 4 4
— duja’uy)t + ujauy — 2uiaus + ausg

olur. Boylece u; ve uy sabit degerleri icin d € Q(¢) olur.

Simdi u3’lin £, 4 egrisindeki bir rasyonel noktanin z-bilegeni iken ¢’nin sonsuz ¢ok-
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lukta degerinin var oldugunu gosterecegiz. Aslinda ¢’nin pozitif Mordell-Weil rankina
sahip eliptik egri iizerindeki rasyonel bir noktanin z-bileseni olarak se¢ilebilecegini goste-
recegiz. Dolayisiyla ¢ i¢in miimkiin olan degerlerin sonsuz sayida oldugunu gosterecegiz.
(us, £), B, 4 tizerinde bir nokta olsun. Bu durumda

gz_aug—l

— = (Co + Cit + Cot? + Cst® + Cyt*) /D (t)? (5.3.3)
du3 — 1

olur. Burada C; € Q ve D(t) = aulu3 — u3 — at®*uiu3 + u?t* rasyonel kare olmak

zorundadir.
Buradan

22 = CO + Clt ‘l‘ 02t2 —I— Cgts —I— C4t4

bagintisina sahip C” eliptik egrisi elde edilir.

(t,z) = (O, uz(au? — 1))

noktasi da bu egri lizerindedir. Bu egri Teorem 2.3.5’e gore

I = 12C,C4 — 3C,C5 + C3,

J = T2C,0,C4 + 9C,Cy,C5 — 27CFCy — 27C,C35 — 205

olmak iizere Fy ; : y*> = a3 — 271x — 27J Weierstrass denklemi ile tamimlanan eliptik

egriye izomorftur. Ayrica bu egri

Q = (—12(=1 4 au3)(—=1 + au?)(=3 + auj + u3), —216(—1 + au3)*(—1 + au?)?)

rasyonel noktasina sahiptir.

Aslinda

(g, uz)  go(ur, up)
3Q B <h<u17u2)2’ h(ul,u2)3) ’ 91,92 € Q[ulaUQ] (534)
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olup

h(up, ug) = — 27 — 72u3 + 36u] + 18ufus — 12ujus — 18uj + 12uiu; + uju,
— 2uluS +ub + a(36u? — 12u} — 24u?(—3 + u?) + 36us + 72ulul
— 24ufud — 12u3uy + dufuy — 4(—3 + u)ul) + a®(—144u3ul
+ 36uju + 18uj — 36uus + 4ufuy + 2uius — 2ud) + a®(36uu;

+ 4(—3 + u)ud) + a'ul

seklindedir.

Bu nedenle h(uy,us) # 0 ve g1/h* ¢ Z ya da go/h® ¢ Z oldugu siirece Fr ; lize-
rindeki () noktasi, sonsuz mertebeli oldugundan pozitif Mordell-Weil rankina sahiptir.
(", E; ; izomorf oldugundan C” egrisi de pozitif Mordell-Weil ranka sahiptir.

Bu yiizden (5.3.3)’de bir d degeri yerine konuldugunda sonsuz sayida (¢, z) € C'(Q)
rasyonel noktas1 bulunur. Boylece yukarida belirtilen rasyonel noktalara sahip olan bir
E, 4 biikiilmiis Edwards egrisi vardir. Onerme 5.2.1 geregi sonsuz sayidaki bu egrilerden

biri digerine Q’da izomorf degildir. m

Uyan1 5.3.2 (0,—1), (0, 1) biikiilmiis Edwards egrisi {izerinde herhangi bir rasyonel nokta
oldugundan Z’de dizinin terimleri u_; = —1, uy = 1, ug, ug, us ve © # j iken u; # u;
ile verilsin. Bu durumda ¢ € {—1,1,2,3,4} ve w;, E,4(Q)’daki rasyonel noktalarin
y-bilesenleri oldugundan sonsuz sayida biikiilmiis Edwards egrisi vardir (Celik ve ark.

2019).

5.4 5 Uzunluklu Dizileri Bulunduran Huff Egrileri

(3.6.4) formuyla verilen H,; Huff egrisini géz 6niine alahm. (x,y) = (—1,£1),(0,0),
(1,+1) noktalar1 H,;(F) kiimesine aittir.

Dizinin terimleri s_; = —1, so = 0, s; = 1, 59, 53 ve ¢ # j iken s; # s; ile verilsin.
Bu durumda —1 < i < 3ve s;, H, ,(F) egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin x-bilesenleri

oldugundan sonsuz sayida Huff egrisi vardir.
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Varsayalim ki (s2, p) ve (ss3, q), H,, tizerinde iki nokta olsun. Boylece

asz(p* — 1) = bp(s; — 1), (5.4.1)

as3(q* — 1) = bq(s3 — 1) (5.4.2)

elde edilir. (5.4.1) ve (5.4.2) esitlikleri ile

bulunur. Boylece

C': Apg* — Ap — Bqp* + Bq=0

egrisini gz Oniine almaliyiz. Burada A = s353 — sy ve B = 8952 — 9 dir. Yukaridaki

esitlikte her iki taraf ¢> ile boliiniirse

1 |
AL AP _plyip——o
¢ qq q q

elde edilir. Burada z = £ ve y = _; yazildiginda

Ax — Azy — Ba* + By =0

ikinci derece egrisi elde edilir. (x,y) = (1, 1) noktasi bu egri iizerindedir. Bu kuadratik

yiizeyin rasyonel ¢oziimleri

Bt— B
Sy (54.3)
A1 —-t)+B(1—1t)
y = T (5.4.4)

parametrik bagintilari ile verilir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.4.1 Z’de A = 5353 — 55 ve B = $953 — 59 olmak iizere

h=—-4+A>—-3AB+B*#£0
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bagintisina sahip bir dizinin terimleri s 1 = —1,59 = 0,81 = 1, 5, 83, ve m # n iken
Sm F# Sy ile verilsin. g; ve g (5.4.5) denklemi ile tanimlanirken ya F% ya da % tamsay1
olmasin. Bu durumda —1 < m < 3 ve s,,, H,,(Q)’daki rasyonel noktalarin x-bilesenleri
iken

Hup:ax(y®> — 1) = by(z* — 1) a,beQ, a®#b?

bagntisiyla ifade edilen sonsuz sayida Huff egrisi vardir. Bagka bir deyigle S = {s; :
—1 < i < 3} seklindeki bir S-dizisine sahip sonsuz sayida Huff egrisi vardir (Celik ve
ark. 2019).

ispat. (5.4.3) ve (5.4.4) esitlikleri kullanilarak

) x? B*(—-1+1)

b T B(=1+1t) — AD(B + At)’
, 1 (B + At)

1 y (1 0(B(—1+1t) — A

elde edilir. Her iki durumda da (B + At)(—1 + t)(B(—1 + t) — At) ifadesinin bir kare

olmasi ya da bagka bir ifade ile (¢, z) = (0, B) noktasina sahip C"” ile tanimlanan

22 = (At + B)(t — 1)({(B — A) — B)

eliptik egrisi tizerindeki rasyonel bir noktanin x-bileseninin ¢ olmasi gerekir. Teorem

2.3.5’e gore bu egri, A(B — A)t = X ve A(B— A)z =Y iken

Y?=X3+((B—A)> - AB)X?* —2AB(B — A)*>X + A’B*(B — A)?

eliptik egrisine izomorftur. Ayrica bu egri iizerindeki bir rasyonel nokta

R=(X,Y)=(0,AB(B — A))
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ile verilir. (2.5.1)- (2.5.3) formiilleri kullanilarak 3 R asagidaki gibi olur.

o gl(A> B) 92<A>B)
3R = (h(A, B’ h(A, B)3) (5.4.5)

burada h(A, B) = —4 + A? — 3AB + B? olur. Burada Teorem 5.3.1’teki benzer adimlar

kullanilarak ispat tamamlanir. m

5.5 4 Uzunluklu Dizileri Bulunduran Genel Huff Egrileri

(3.9.1) formuyla verilen G, ; genel Huff egrisini goz 6niine alalim.

(z,y) = (0,0) € Gup(F) oldugundan F’de dizinin terimleri ug = 0, uy, ug, us, ve i # j
iken u; # w; ile verilsin. Bu durumda i € {0, 1,2, 3} ve w;, G,;(IF)’deki rasyonel nok-
talarin z-bilesenleri oldugundan sonsuz sayida genel Huff egrisi vardir. u;, G, ,(IF) deki

bir noktanin x-bilegeni ise

ay2—1:bu%—1

Yy (51

ya da

, i€k (5.5.1)

elde edilir.

Benzer sekilde uy, G, »(F)’deki bir noktanin z-bileseni ise

ay>—1  bui—1

Yy Ug

ya da
a—j> bui—1

J U2

, JEF (5.5.2)
elde edilir. (5.5.1) ve (5.5.2) ile

. (buf —1)i+wuyi®  (buj — 1)j 4 upy?
Uy Uz
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bulunur. Boylece

S: A + Bj* + Ciz+ Djz =0 (5.5.3)

egrisini goz Oniine almaliy1z. Burada A = —ujuy, B = ujuy, C = —uiugb + uy, D =
buyu3 — uy’dir. Bu durumda S C P? iizerindeki P = (i : j : 2) = (0 : 0 : 1) ve

Q) = (p : q : r) noktalarindan gegen

mP +nQ = (np:ng:m+nr)

dogrusunu goz oniine alalim. S yiizeyi ile m P + n() dogrusunun kesisimi bize

n?(Ap* + Bg® + Cpr + Dqr) +mn(Cp + Dq) = 0

ikinci dereceden denklemini verir. P ve () noktalarinin .S {izerinde olusu kullanilarak

(5.5.3)’nin (i : j : 2z) ¢oziimleri

i = np=Cp*+ Dpq,
j = ng=Cpq+ D¢,

z = m+nr=—Ap* — B¢’

formiilleri ile elde edilir. Simdi asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 5.5.1 Ide bir dizinin terimleri ug = 0, uy, ug ve ug olsun ve 7 # j iken u; # u;
ile verilsin. 0 < i < 3 ve u;, G »(F) kiimesindeki rasyonel noktalarin z-bilesenleri olmak
lizere

Gap: 2(ay® — 1) = y(ba® — 1), a,beF, abla—0b)#0

bagintisiyla ifade edilen sonsuz sayida genel Huff egrisi vardir. Diger bir deyisle S =
{u; : 0 < i < 3} seklindeki bir S-dizisine sahip sonsuz ¢oklukta genel Huff egrisi vardir

(Celik ve ark. 2019).
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(bu? — 1)i + uy7?
Uy

Ispat. a = ifadesinde ¢’nin degeri yerine yazildiginda

a =uj (buy* — 1)2p4 — 2uus (bup® — 1) (buy? = 1) pPq + wy? (bus® — 1)2]92(12

_ U2 (bU12 — 1)2

" P+ (bu22 — 1) (bu12 — 1) pq

bulunur. Simdi (us, £) € G,;(F) oldugunu varsayalim. Boylece

pus (bp*ur*ug — bpquy*us® — pPuruy + pquy® — buy® + 1)

(bpur*us — bquyus® — pus + quq) €2 — wy (buz® — 1) £ — uquz = 0

bulunur. Burada 7" = 1// olarak segilirse

Z2(*p*usuius — 2bp*uduius — b2 p*utugus + prujudus + 2bp*ulugus
— pPusus) + qZ(—2b"p*uiudus + 2bp uiusus + 2bp uiudus + bpuiuius
— 2p*utusus — bputuz — bpusudus + pusus) + ¢*pPudus(buj — 1)

— TZuy (bug® — 1) — T*uyug = 0

egrisieldeedilir. P = (q: T : Z) = (1: 0 : uy(—1+bu2)/pus(—1+bu?)) noktasi bu egri
tizerinde bulunur. Boylece yukaridaki kuadratik yiizeyin tiim rasyonel ¢oziimlerini para-
metrik olarak bulabiliriz. Varsayalim ki ) = (¢; : ¢2 : ¢3) kuadratik yiizey iizerinde bir
nokta olsun. Kuadratik yiizey ile d P+ e() dogrusunun kesigsiminden bu rasyonel ¢oziimler

bulunabilir. Ayrica buradan

d :PU2(bU12 - 1)(Q3262p4u15u22u;; - 26132[71041013U22U3
— ¢3*b*p*ur Mugus + g3 pturutus + 2g37bpPus Fugus
— @3 P uguz — U1 gagabus® + u1qags + pPusPuzg PbPus’
3

- 2]?2161371327125%22 + ]?2U137~L3Q12 - 2Q1Q352P3U14U2 Uus

+ 2q1g3bp*uy Musus + 2q1q3bpPus Pusus + qrgab*pusPusug
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— 2q1q3p°ur *ugusz — qrgsbpus*uz — qugsbpurug®us + qrgspuius

— ugusgy?),

e =U1(bU22 — 1)(—pu13u3q1b2u22 + p*usqzusb®ur* + pusuzqbuy’
o 2 2 b 2 3 b b 2 2 o
P U3¢3U20U1 " + PU1 U310 + U1G20U3” + PTUIQ3U2 — U1

- pu1u3q1)

bagintilar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
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6. BIRIM CEMBER UZERINDE GEOMETRIK DIiZI OLUSTURAN RASYO-
NEL NOKTALAR

6.1 Giris

Ik olarak konikler ve birim ¢cember hakkinda bilinen bazi1 gercekleri hatirlatalim. zy-
diizlemindeki bir noktanin koordinatlar1 rasyonel say1 ise bu nokta rasyonel nokta olarak

adlandirilir. Eger a, b, ¢ € QQ olmak iizere

ar +by+c=0

denklemi ise rasyonel dogru olarak adlandirilir. Simdi iki rasyonel noktamiz varsa bu
noktalardan gecen dogrunun rasyonel bir dogru oldugu aciktir. a, b, ¢, d, e, f € Q olmak
uizere

az® +bry+cy’ +dr+ey+ f=0

polinom denklemi ile verilen diizlem egri rasyonel konik olarak adlandirilir. Simdi su
soruyu soralim: Rasyonel bir dogru ile rasyonel bir konik kesisirse kesisim noktalar1 ras-
yonel olur mu? Bazi 6rneklerde cevabin genelde “hayir”oldugu goriilebilir. Eger analitik
geometri kullanirsak rasyonel konik ile rasyonel dogrunun kesisiminden z’e bagl ikinci
dereceden bir denklem elde ederiz. Bu denklemin katsayilar1 da rasyonel olacaktir. Boy-
lece iki kesisim noktasinin rasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter sart ikinci derece denkle-
min koklerinin rasyonel olmasidir. Genelde kokler eslenik ikinci dereceden irrasyoneller
olabilir. Ancak bu noktalardan biri rasyonel ise digeri de rasyoneldir. O halde su dogru-
dur:

Rasyonel katsayil1 ikinci dereceden bir denklemin bir rasyonel kokii varsa digeri de rasyo-
neldir. Bu basit fikir bir konik iizerindeki rasyonel noktalari tamamen ifade etmeyi miim-
kiin kilar. Bir rasyonel konik verilirse ilk soru bu konik iizerindeki noktalarin rasyonel
olup olmayacagidir. Ancak varsayalim ki rasyonel konik iizerinde bir O noktasi bilinsin.

O zaman diger noktalar1 da bulmak kolaydir. Konik iizerindeki O noktasindan gegen bir
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rasyonel dogru ¢izelim ve O noktasindan gecen dogru iizerinde O noktasinin konige gore
izdiigtimiinti alalim. (Burada O noktasinin dogru iizerinde izdiisiimiinii almak i¢in O’da

konige teget olan dogru kullanilir.)

Sekil 6.1.1. Bir dogru iizerinde konigin izdiisiimii

(Bu soruya cevap olarak; genel bir metot olan Hasse-Minkowski teoreminin ifadesi soy-
ledir: “Cesitli sayida degiskene sahip ikinci dereceden homojen bir polinomun tam sayi-
larda (hepsi birden sifir olmayan) ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu denklemin
reel sayilarda ve her bir p asali icin p — sel sayilarda ¢oziilebilir olmasidir.”” Bu teoremin
baz1 uygulamalari i¢in de Gouvéa’'nin 3.5 boliimiine bakilabilir. )

Dogru konigi iki noktada keser ve konik iizerindeki her P noktas1 i¢in dogru iizerinde
bir () noktasi elde edilir. Tersine dogru iizerindeki her () noktasi i¢in () noktasint O nok-
tasina birlestirerek konik iizerinde P noktasi elde edilir. (Sekil 6.1.1.’e bakiniz) Boylece
konik ve dogru iizerindeki noktalar arasinda bire-bir karsilik gelme durumu elde edilir. Bu
durumda sunu goriiyoruz ki konik tizerindeki P noktasi rasyonel koordinatlara sahipse ()
noktasi da rasyonel koordinatlara sahiptir. Tersine () rasyonel ise O rasyonel varsayila-
cagindan P ve ()’dan gecen dogru konigi iki noktada keser ve bunlardan biri rasyoneldir.
Boylece diger nokta da rasyonel olur. Bu durumda konik iizerindeki rasyonel noktalar
dogru tizerindeki rasyonel noktalara bire-bir karsilik gelir. Elbette dogru {izerindeki ras-

yonel noktalar bazi parametrelerin rasyonel degerleri olarak ifade edilebilir.
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Simdi bu prosediirii konik ailesinin bir iiyesi olan

1,2_'_3/2:1

birim gember tizerinde gergeklestirelim. (—1, 0) noktasinin y ekseni tizerinde izdiigiimiinii

alacagiz. Bu nokta (0, ¢) olsun.

Sekil 6.1.2. Cember denkleminin rasyonel parametrizasyonu

Eger x ve y’yi biliyorsak, t’yi kolayca elde edebiliriz. (—1,0) ve (0,¢) noktalarindan
gecen L dogrusunun denklemi y = ¢(1 + x)’tir. (z,y) noktast L dogrusu ve ¢ember
izerinde olsun. Boylece

1—2% =y =t*(1+2)?

bagintis1 elde edilir. £’nin sabit bir degeri i¢in bu ikinci dereceden bir denklemdir. Bu
denklemin kokleri cember ile L dogrusunun kesisim noktalarinin apsisleridir. z = —1 bir
koktiir, ¢iinkii (—1, 0) noktast hem L hem de ¢gember iizerindedir. Diger kokii bulmak i¢in

denklemin her iki tarafin1 1+ ¢arpam ile sadelestirelim. Buradan 1 —z = (1 +x) elde
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edilir. y = ¢(1 + x) esitligini kullanarak

1 2t

T e YT e

(6.1.1)

formiilleri elde edilir. Bu formiiller cemberin rasyonel parametrizasyonudur. Ve simdi
yukaridaki iddia bu formiillerden agik¢a anlasilmaktadir. Yani x ve y rasyonel sayilar ise
t rasyonel say1 olacaktir. Tersine, eger ¢ bir rasyonel say1 ise o zaman bu formiillerden
x ve y koordinatlarinin rasyonel sayilar olacagi aciktir. Boylece (6.1.1)’de ¢ yerine keyfi
bir rasyonel say1 alarak ¢ember iizerindeki rasyonel noktalar bulunur. Bu bize (—1,0)
harig tiim noktalar1 verecektir (eger (—1, 0) elde etmek istiyorsak, ¢’nin yerine oo koymak
gerekir). Birim ¢ember iizerinde (—1, 0) hari¢ tiim noktalar bulunur.

Son zamanlarda bir ¢ok yazar tarafindan diizlem egrilerinin cesitli aileleri lizerinde
geometrik dizilerin varlig1 incelendi. ilk ¢alisma 2013 te Bremner ve Ulas tarafindan ya-
pildi. Yazarlar ilk olarak, n = 4 uzunluklu S-geometrik dizilerini i¢eren (x-bileseni agi-
sindan) sonsuz ¢oklukta ikili izomorf olmayan C' : y? = az™ + b hipereliptik egrilerinin
var oldugunu gosterdiler. ikinci olarak da aym yazarlar tarafindan 5 noktanin iizerinde
geometrik dizi olusturdugu y? = ax + b parabollerinin sonsuz ¢oklukta oldugu gésterildi
(Bremner ve Ulas 2013). Boliim 5.1°de geometrik dizileri bulunduran eliptik egrilerin di-
ger modelleri ile ilgili sonuglar ifade edildi. 2016’da Choudhry ve Juyal tarafindan n = 3
uzunluklu S-aritmetik dizilerini i¢eren (z-bileseni agisindan) sonsuz ¢oklukta birim ¢em-
ber oldugu ve bu 6zellikteki ii¢ noktanin birim ¢emberin birinci bolgesinde bulundugu
gosterildi (Choudhry ve Juyal 2016). Ancak yazarlar birim ¢ember iizerinde dort rasyo-
nel noktanin aritmetik dizi olusturacak sekilde bulunup bulunmayacagini da agik problem
olarak biraktilar. Ertesi y1l Ciss ve Moody tarafindan konikler iizerindeki aritmetik diziler
g6z Oniine alind1 (Ciss ve Moody 2017a). Bu yazarlar ¢calismada ilk olarak n = 3 uzun-
luklu aritmetik dizileri (x-bilesenleri agisindan) bulunduran sonsuz ¢oklukta 22 + 3% = 1
birim ¢emberi oldugunu Choudhry ve Juyal’in ¢alismasindan farkh bir yaklagimla gos-

terdiler. Ayrica bu yaklasimi kullanarak n = 3 uzunluklu aritmetik dizileri bulunduran
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(x-bilesenleri agisindan) sonsuz ¢oklukta 22 — y* = 1 birim hiperbolii oldugunu gosterdi-
ler. Ikinci olarak da ayni yazarlar tarafindan n = 8 uzunluklu aritmetik dizileri bulunduran
ax? + ay? = 1 koniklerinin sonsuz ¢oklukta oldugu ispatlandi.

Tezin bu boliimii orjinal sonuglar icermektedir. Diizlem cebirsel egri tizerindeki rasyo-
nel noktalarin = veya y-bilesenleri ortak carpani r olacak sekilde bir geometrik dizi olus-
turursa diizlem cebirsel egri iizerindeki rasyonel noktalarinin dizisinin bir r-geometrik
dizisi olusturdugu sdylenir.

Bu boliimde

C:2°+y*=1 (6.1.2)

birim ¢ember denklemi lizerinde en az 3 uzunluklu r-geometrik dizilerini bulunduran

sonsuz ¢oklukta r rasyonel sayisinin varligi ispatlanir.

6.2 Birim Cember Denklemi Uzerindeki 2 Uzunluklu Geometrik Diziler

F cisminde taniml1 C' tizerindeki rasyonel noktalarin kiimesi
C(F) = {(x,y): 2* +9* = 1,2,y € F} (6.2.1)
seklinde ifade edilir.

X

Ti—1

Tanmm 6.2.1 Heri = 2,...,n igin = rise C(Q)da (z1,v1), ..., (zn, yn) rasyonel

noktalarin bir dizisi n uzunluklu bir r-geometrik dizisi olusturur.

712 olsun. 2 _ r olacak sekilde sonsuz
m I

coklukta (z1,41), (2, y2) € C(Q) rasyonel nokta ikilisi vardir. Ozellikle, uzunlugu 2 olan

Yardimci Teorem 6.2.2 m € Qi¢inr =

sonsuz sayida r-geometrik dizisi vardir (Celik ve ark. 2021).

Ispat. (1, y1), (rz1, y2) noktalart #3 +y? = 1 ve (rz;)?+y2 = 1 bagintilarini saglayacak
sekilde olsun. P’te

L2 2 .2 2.2 2 .2
H, a7 +y; =27, X +y; =2
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kuadratik ylizeylerinin kesigsimini goz oniine alalim. Boliim 2.3.4’te iki kuadratik yiizeyin
kesisiminin bir eliptik egriye karsilik gelisi ile ilgili prosediir ayrintili olarak ifade edilir.
Bu prosediiriin uygulamast MAGMA paket programinin standart komutlar1 ile kolayca
yapilabilir (Bosma ve ark. 1997). Boylece MAGMA ile bu iki e8rinin kesigsimine karsilik

gelen Weierstrass formundaki eliptik egri
B,y =x(r —4)(z — 4r?)

seklinde bulunur. Ayrica E, ve H, egrileri arasindaki ¢, : £, — H, birasyonel izomor-
fizmi An ve ark. Teorem 3.1 (2001)’de tanimlanur.

v = 2r? segildiginde y*> = —8(r? — 2)r* elde edilir. Burada y/2r*> = s alinirsa
Q : s? + 2r? = 4 konigi elde edilir. Eger (rg, s0), Q : s*> + 2r? = 4 konigi iizerinde bir
nokta ise o zaman Py = (x(B),y(P)) = (2r2,2rksy) € E,,(Q) sonsuz mertebeli bir
noktadir.
(@ konigi bir (r, s) = (0, 2) rasyonel noktasina sahip oldugundan, bu konigin tiim rasyonel
parametrik ¢oziimleri (1, s) = (—4m/(m?+2),2(m?* —2)/(m? +2)) (m € Q) ile verilir.
mP,, Py’in m’inci kati oldugundan C'(Q)’da bir r-geometrik dizisi olusturan rasyonel
noktalarin z-bilesenleri x; ve xo = rxy, olmak tizere Q,,, := ¢.(mFy) = (1,41, Y2, 2) €
H,(Q) esitligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m

Aslinda yukaridaki yardimci teorem su sekilde kuvvetlendirilebilir:

Onerme 6.2.3 Her bir r icin, T2 _ 2 olmak iizere sonsuz coklukta (z1,91), (22, y2) €
xy

C'(Q) rasyonel nokta ikilisi vardir (Celik ve ark. 2021).

Ispat. C : 22 + y? = 1 birim ¢ember denkleminin rasyonel ¢oziimleri s € Q olmak iizere

(x1,y1), (z2,y2) € C(Q) olup (6.1.1) esitliklerinden

28 2t 5 28
1+ s 142 14 s2

Il
<

x
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seklinde alinabilir. Bagka bir ifade ile boyle bir ¢iftin varligi,

E i t(s*+ 1) =r*s(t* +1)

diizlem egrisi iizerinde bir rasyonel noktay: verir.
&, egrisi, biikiilmiis Huff egrisidir. Boliim 3.8’e gore (3.8.2) ve (3.8.3) formiillerle &,

egrisi

(,y) = (=r2(r’t — s)/ (=t + r%s), —r2(r* = 1)/ (=t +125)),

(s:8) = ((z = ")y, r*(z = 1)/y)

doniigtimleri yardimiyla, Weierstrass formundaki

B y*=x(x—1)(z—1r")

eliptik egrisine izomorftur. Yani &, ve E!. egrileri birbirine izomorftur.
Yukaridaki Weierstrass denklemi Tanim 2.3.1’e gore bir Legendre formunda denklemdir
ve egrinin torsion grubu Z /27 x Z,/AZtiir. u € Q\{0, 1} olsun. x = u* olarak alindiinda,

y? = ut(u* — 1)(u* — r?) egrisi elde edilir. w = y/u? olarak alindi§inda ise

H:w* = —(u*—1)r" + (u* - 1)u (6.2.2)

dordiincii dereceden eliptik egrisi elde edilir. P = (r,w) = (1,u* — 1) noktas1 H egrisi
tizerinde sonsuz mertebeli bir noktadir. Ciinkii 6zel olarak u = 2 secildiginde MAGMA

prosediirleri yardimiyla (6.2.2) e8risinin ranki 1 olan

y? = 23 + 3602 + 576002 + 3456000 (6.2.3)

tictincii derece eliptik egrisine izomorf oldugu ve P = (1, 15) noktasinin sonsuz mertebeli
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oldugu gosterilir. Sonug olarak

(z,y) = (u*,v*(u* —1)) € E/(Q)  sonsuz mertebeli bir nokta

olacak sekilde sonsuz ¢oklukta r vardir. Daha dogrusu, H(Q) egrisinde m # =+1 ol-
mak iizere m P’nin r-bileseni olarak r’yi secersek, o zaman &, pozitif rankli bir egridir.
E-(Q)’de (u*, u?(u* — 1))’in goriintiisiinii bulmak i¢in Joye ve ark. (2010) makalesindeki

doniistim kullanilarak (6.2.2) egrisi iizerinde sonsuz mertebeli bir nokta bulunabilir. m

Ornek 6.2.4 r = 5/4 olsun. Burada r2-geometrik dizilerini olusturan birim ¢ember iize-
rinde ii¢ rasyonel nokta bulalim.

(s,t) = (8,1/5) i¢in (z1,y1) = (16/65,63/65) ve (x2,y2) = (5/13,12/13),

(s,t) = (64/273,21/52) i¢in (34944/78625, 70433 /78625) ve (2184/3145,2263/3145),
(s,t) = (37523/119144,67159/41605) oldugunda ise (8941280624/15603268265,
12787317207/15603268265) ve (2794150195/3120653653, 1389677628 /3120653653)

rasyonel noktalar1 bulunur (Celik ve ark. 2021).

Yukaridaki (s,t) noktalari, Onerme 6.2.3’iin ispatinda ¢ /4 €grisi lizerindeki rasyonel
noktalardir. Ayrica, E /4 Weierstrass denklemi ile tanimlanan egride bulunan bu {i¢ ras-
yonel noktanin goriintiileri sirasiyla (125/128,375/2048), (4225/256,61425/1024) ve
(351125/114242, 876825375 /436861408) seklindedir.

Uyan 6.2.5 r rasyonel degerleri ile Yardimc1 Teorem 6.2.2°de bir konik iizerindeki ras-
yonel noktalar elde edilirken, Onerme 6.2.3’te pozitif rankl1 bir eliptik egri iizerindeki

rasyonel noktalar elde edilir (Celik ve ark. 2021).

6.3 Birim Cember Uzerindeki 3 Uzunluklu Geometrik Diziler

(6.1.2) birim ¢cember denklemini goz Oniine alalim. Varsayalim

(x1,y1) = (U/T, f)? (x27y2) = (U,g), (x37y3> = (UT, h)
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noktalar1 (6.1.2) denklemini saglasin. Biliyoruz ki birim ¢ember tizerindeki noktalar (6.1.1)

deki gibi
2t 1 —t? 25 1—s2
_ -t (=5 IS 6.3.1
wih)=(raiss) @0 =(rsirs) 63D
2s  1+1¢2 T
olup r = o o bulunur. Simdi, ti¢iincii nokta olan (z3,y3) = (ur, h) noktasini

(6.1.2)’de yerine yazdigimizda

h2:1_ i 4. 1+t2 i
14 s2 2t

olup diizenlemeler yaptigimizda

2
(s> 4+ 1) —4s* (2 + 1) = (h(l i 822)2(%)2) (6.3.2)

elde edilir.

Sag taraftaki esitlige degisken degistirmesi yaparak, H = h(s? + 1)*t olmak iizere
(s> + 1)t —4s*(t? + 1) = H? (6.3.3)

dordiincii dereceden egriyi elde ederiz.
(t, H) = (s,s° — s) rasyonel noktasi Q(s) cisminde taniml (6.3.3) dordiincii dereceden

bir eliptik egrisi tizerindedir. Bu egri
E,:y* =x(x+ 165" (z + (1 + sH)%) (6.3.4)

Weierstrass formundaki eliptik egriye karsilik gelir ve bu egrinin torsion grup yapisi
Z7)27 x 7./AZ dir.

Simdi asagidaki ana sonucu verelim:

Teorem 6.3.1 Her bir r icin 2% + y?> = 1 birim ¢ember iizerinde en az 3 uzunluklu
r-geometrik dizisini bulunduran sonsuz ¢oklukta r rasyonel sayisi vardir (Celik ve ark.

2021).
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Ispat. Burada Q iizerinde tammli E, egrisinin pozitif ranka sahip oldugu sonsuz ¢oklukta
s rasyonel degerinin bulundugunun gosterilmesi gerekir. z = 8s*(1 + s?) noktas1 E,
iizerindeki rasyonel noktanin z-bileseni ise s* — 2s% + 652 — 25 + 1 rasyonel bir tam
kare olmalidir. Bagka bir ifade ile (s, w) = (0, £1) rasyonel noktasinin bir ¢6ziim oldugu
dordiincii dereceden

w? = s — 2534652 — 25+ 1 (6.3.5)

eliptik egrisini elde ederiz. Teorem 2.3.5 kullanilarak bu dordiincii dereceden eliptik egri-

nin Weierstrass denklemi

G:v:=u®—972u (6.3.6)

ile tanimlanan eliptik egriye birasyonel denk olup (u,v) = (—27, 81) noktas1 (6.3.6) eg-
risi lizerinde sonsuz mertebeli bir noktadir. Ayrica MAGMA paket programi kullanilarak
rank(G(Q)) = 1 oldugu kontrol edilebilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir. m

Asagidaki sonug, yukaridaki ispattan elde edilir.

Sonug 6.3.2 (2, ijrsz) € C(Q) noktasimnin C' tizerinde en az 3 uzunluklu sonsuz sayida

geometrik dizide bulundugu sonsuz coklukta s rasyonel sayis1 vardir (Celik ve ark. 2021).

Asagidaki tabloda, C'(Q)’da en az 3 uzunluktaki geometrik dizilerinin 6rnekleri gosteril-
mektedir.

Cizelge 6.3.1. Uzunlugu 3 olan Geometrik Diziler

(r,s,t) (21, 29, x3)

(39725, 3, 5) (5/13, 3/5, 117/125)

(6409/3034, 4, 328/37) (24272/108953, 8/17, 1508/1517)

(5987825/3616561, 5, 1537/181) (278197/1197565, 5/13, 29939125
/47015293)

(55045/24531, 6, 234/17) (7956/55045, 12/37, 220180/302549)

(7935762913/2225017375, 7, (623004865/7935762913, 7/25,

125885/4949) 7935762913/7946490625)

(6548713889/6051759025, 8, (1489663760/6548713889, 16/65,

80392/9265) 104779422224/393364336625)

Uyar1 6.3.3 Bu boliimdeki sonuglarin ni¢in 4 uzunluklu geometrik dizilere genisletile-

medigi Tezin 7. bolimiinde aciklanmustir.
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7. SONUCLAR

Bu tez calismasinda bazi diizlem cebirsel egriler iizerindeki maksimum uzunluklu ras-
yonel dizilerin bulunmasi1 amag¢lanmistir. Bu amaca ulagmak icin eliptik egriler, eliptik
egrilerin farkli modelleri ve birim ¢ember lizerindeki rasyonel noktalarin z-bilesenlerin
olusturdugu rasyonel diziler incelenmis ve elde edilen sonuglar SCI-Expanded indeksinde
taranan uluslararasi, sayilar teorisi profilli i¢ ayr1 dergide yaymlanmistir. Bu sonuglar
sOyle ozetlenebilir:

k,1,m € Q olmak iizere Q cismi iizerinde E : y* = ka® + [z + m eliptik egrisini goz
oniine alalim. ¢ = 1,2,...,n iken (z;,vy;) € F(Q) rasyonel noktalarinin z;-bilesenleri
ardisik kiipler olacak sekilde bir S-dizisinin (S C Q) elemanlart olsun. Tezin 4. bolii-
miinde n = 5 uzunluklu bu 6zellikteki S-dizisini bulunduran £ eliptik egrilerinin sonsuz
coklukta oldugu gosterildi. Ayrica bu 6zellikteki 5 rasyonel noktanin F/(Q)’da lineer ba-
g1msiz oldugu ispatlanarak ranki en az 5 olan eliptik egrilerinin sonsuz bir ailesi literatiire
tanitildi.

F say1 cisminin keyfi bir .S alt kiimesi (biikiilmiig) Edwards egrileri ve (genel) Huff
egrileri iizerindeki rasyonel noktalarin z-bilesenlerinden olusan bir dizi olsun. Tezin 5.
boliimiinde tizerinde herhangi bir kisitlama olmayan S-dizilerinin uzunlugu |S| = 4,5
veya 6 iken bu S-dizilerini bulunduran yukaridaki diizlem cebirsel egrilerin sonsuz aile-
lerinin varlig1 ispatlanir. Buradaki sonuclar literatiirde var olan bazi sonuclari geneller.

Diizlem cebirsel egri iizerindeki rasyonel noktalarin = veya y-bilesenleri ortak car-
pan1 7 olacak sekilde bir geometrik dizi olusturursa diizlem cebirsel egri iizerindeki ras-
yonel noktalarin dizisinin bir r-geometrik dizisi olusturdugu sdylenir. Tezin 6.boliimiinde
r? + y*> = 1 birim ¢ember denklemi iizerinde en az 3-uzunluklu r-geometrik dizile-
rini bulunduran sonsuz ¢oklukta r-rasyonel sayisinin varlig1 ispatlanir. Eger ur?, Teorem

6.3.1°deki birim ¢cember iizerindeki bir rasyonel noktanin x-bilegeni ise bu en az 4 uzun-
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luklu bir 7-geometrik dizisinin var olmasi demektir. Ancak bu da

(2 + D) —4s* (P + 1) = Hi,

s+ 1) —4sb (2 + 1) = HI

Diophant denklem sisteminin rasyonel ¢éztimlerini incelemeyi gerektirir. Bu denklem sis-
teminin calisilmast ayri bir arastirma sorusudur. Diizlemsel konikler iizerinde geometrik

dizilerin varli§inin arastirilmasi tez sonrasi bir ¢calisma olarak ele alinacaktir.
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