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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

OLUSUM TiPi KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK
COZUMLERININ YUKSEK BASARIMLI HESAPLAMA ACISINDAN
INCELENMESI
Nursena GUNHAN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Emrullah YASAR

Tezde, olusum tipi kismi diferansiyel denklemler i¢in B-Spline kolokasyon metodu,
varyasyonel iterasyon, Laplace varyasyonel iterasyon, Adomian ayrisim ve Laplace-
Adomian ayrisim metodlar1 ele alindi. Ustel B-Spline kolokasyon metoduyla ¢dziilmiis
Gardner denklemi, Laplace-Adomian ayrisim ve Laplace varyasyonel iterasyon metodu
ile c¢ozilerek ¢oziimlerin karsilastirmast yapildi. B-spline kolokasyon metodu
uygulandiginda elde edilen lineer denklem sistemlerininin ¢dziimii i¢in ¢esitli direk ve
yinelemeli yontemler anlatildi. Elde edilen "AX=B" formundaki lineer denklem
sistemlerinde A matrisinin biiyiik boyutlu ve seyrek matris oldugu durumlarda kullanilan
bazi algoritmalar, gerekli olan kiitiiphaneler, yliksek basarimli hesaplama sistemleri ve
buna paralel olarak biiyiik boyutlu matrisler i¢in literatiirdeki hesaplamalar verildi.

Anahtar Kelimeler: Yiiksek Bagsarimli Hesaplama, Sonlu Farklar Y6ntemi, B-Spline

2022, vi + 65 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

INVESTIGATION OF APPROXIMATE SOLUTIONS OF EVOLUTION TYPE
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS IN TERMS OF HIGH PERFORMANCE
COMPUTINGS
Nursena GUNHAN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Emrullah YASAR

For evolution type partial differential equations, B-Spline collocation method, variational
iteration, Laplace variational iteration, Adomian decomposition and Laplace-Adomian
decomposition methods are discussed. The Gardner equation, which was solved by the
exponential B-Spline collocation method, was solved by the Laplace-Adomian
decomposition and Laplace variational iteration method, and the solutions were
compared. Various direct and iterative methods are explained for the solution of linear
equation systems obtained when the B-spline collocation method is applied. In the
obtained linear equation systems in the form of "AX=B", some algorithms used in cases
where the matrix A is large-sized and sparse matrix, the necessary libraries, high-
performance computation systems and, in parallel, the calculations in the literature for
large-sized matrices are given.

Key words: High Performance Computing, Finite Difference Method, B-Spline

2022, vi + 65 pages.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler dogada meydana gelen fiziksel olaylarin matematiksel model-
lemesidir. Diferansiyel denklemlerde ele alinan problemin varligi, var ise tekligi yaygin
arastirma konularindandir. Diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek igin
kullanilan analitik yollar mevcut olmasina ragmen bazi baslangi¢c ve sinir kosullart al-
tinda tam ¢6ziimii elde etmek miimkiin olmayabilir. Tam ¢oziimlerin elde edilemedigi bu
problemlerde yaklasik ¢oziime ulagsma yoluna gidilir. Bu tezde olusum tipi lineer olma-
yan kismi diferansiyel denklemler icin bazi niimerik ¢oziim yontemleri ele alindi. Bu tek-
niklerin uygulanmasiyla AX = B lineer denklem sistemlerine ulagildi. Lineer denklem
sistemlerinin ¢dziimil i¢in ortaya konmus cesitli direk ve itereatif algoritmalar mevcut-
tur ancak iizerinde caligilan matrislerin boyutlarinin biiyiik olmasi bilgisayar hafizasinda
devasa bir yiik, uzun hesaplama siireleri gibi bir takim giicliikler dogurmustur. Genel an-
lamda hesaplamali bilim, miihendislik, finans vb. bir cok alanda benzer hesaplama giic-
liikleriyle karsilagilmaktadir. Ortaya ¢ikan problemlerin is yiikii, daha verimli ve gelismis
sistemlere gereksinim olusturmustur. Bu baglamda tek bir islemciyle uzun siiren hesap-
lamalar, ¢ok sayida islemcinin senkronize calistigi, is yiikiiniin islemcilere paylastirildigi
yiiksek basarimli hesaplama sistemleri ile daha hizli ve etkili olarak yapilabilmektedir.
Tezin birinci boliimiinde bazi kismi diferansiyel denklem kavramlari, sonlu farklar met-
odu, baz1 6zel matris yapilari gibi temel kavramlar verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde lineer denklem sistemleri i¢in direk ve iteratif metodlar ele alin-
mistir.

Tezin {i¢iincii boliimiinde Kuintik B-Spline Kolokasyon, Adomin Ayrisim, Laplace Ado-
mian Ayrisim, Varyasyonel Iterasyon, Laplace Varyasyonel iterasyon metotlarinin lineer
olmayan olugum tipi kismi diferansiyel denklemleri tizerine uygulamalar1 sunulmustur.
Tezin dordiincii boliimiinde yiiksek basarimli hesaplama sistemini olusturan paralel prog-
ramlama kavrami ve kiitiiphaneleri ele alinmig, genis(yiiksek boyutlu) lineer denklem sis-
temleri i¢in kullanilan ¢esitli kiitiiphaneler, yazilimlar incelenmistir.

Tezin besinci boliimiinde yapilan uygulamalar sonunda elde edilen sonuglarin gercek ¢o-



ziime yakinlig1 ve hesaplama siireleri kiyaslanarak, yiiksek basarimli hesaplama sistem-

lerinin etkinligi ortaya konmus, bazi karsilastirmalar ve sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Kismi Diferansiyel Denklem Kavram

Tamim 2.1.1. Bir veya birden fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz de-
giskene gore birinci veya daha yiiksek mertebeden tiirevlerini igeren denklemlere “dife-

ransiyel denklemler” denir (Cagliyan ve Celebi,2021, s.31).

Tanim 2.1.2. Bir bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore birinci veya daha fazla mertebeden tiirevlerini ihtiva eden denklemlere
“adi diferansiyel denklemler” denir. n.mertebeden adi diferansiyel denklemlerin genel

formu F(z,y,v/, ...,y") seklindedir (Cagliyan ve Celebi, 2021, s.31).

Tamim 2.1.3. En az iki bagimsiz ve en az bir bagiml degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore birinci veya daha fazla mertebeden kismi tiirevlerini iceren
denklemlere “kismi diferansiyel denklemler” denir. Kismi diferansiyel denklemlerin ge-

nel ifadesi F'(x,y, 2, 2, 2y, Zax, Zay, Zyy, ---) seklindedir (Cagliyan ve Celebi, 2021, 5.32).

2.2. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

Tanim 2.2.1. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdeki bagimli degisken (veya degis-
kenler) ve bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi, ba-
giml1 degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz

degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir(Cagliyan ve Celebi,2021,

s.32).

Tamim 2.2.2. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklem, denklemde bulunan en yiiksek mer-
tebeden kismi tiirevlere gore lineer ise bu denklem yari lineer (kuasi-lineer) denir (Cagli-

yan ve Celebi,2021, s.32) .

Tamim 2.2.3. Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek mer-
tebeden tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: ise bu denk-

leme hemen-hemen lineer denklem denir. iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip

3



ikinci mertebeden hemen-hemen lineer bir denklemin genel sekli;

A(x,y)2ge + B(x,Y) 20y + C(x,y) 2y + H(x,y, 2, 25, 2y) =0 (2.2.1)

dir (Cagliyan ve Celebi,2021, s.32).

Az, y) = [B(z,y)’] — 4A(z,y)C(z,y)

fonksiyonuna denkleminin diskriminant1 denir. Eger bir U bolgesinin her (¢, yo) noktasi

i¢in;
* A(zo,yo) > 0 — hiperbolik
* A(xo,yo) = 0 — parabolik
o A(xo,y0) <0 — eliptik

seklinde simiflandirilir (Cagliyan ve Celebi,2021, s.32) .

2.2.1. Parabolik denklemler

”Zamana bagli 1s1 veya madde yayilmasi problemlerinde karsilagilir. Verilen baslangic ve
sinir sartlarindan baglanarak, bir yonii acik bir alanda adim adim ilerleyerek ¢6ziimii bu-
lunan denklemlerdir. Dolayisiyla herhangi bir noktadaki ¢6ziim, o noktadan onceki nok-
talardaki degerlere bagl olarak elde edilir. Ornegin Sekil 2.1°de P noktasindaki (herhangi
bir t aninda) ¢oziim, P nin alt tarafindaki noktalara bagl olarak bulunur. Yani P nok-
tasindaki Ozellik daha 6nceki zaman adimlarinda (Z;’den once) hesaplanan noktalardaki
degerlere bagli olup sonraki zaman adimlarinda (Z;’den sonra) hesaplamanin yapilacag:

noktalara bagli degildir” (Kas,2015, s.8).
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Sekil 2.1. Parabolik denklemler i¢in ayrisim bolgesi (Kas, 2015, s.8)

x=1nL

Parabolik denklemlerin tipik 0rnegi difiizyon denklemidir. Isil difiizyon denklemi olan

gecici rejim 1s1 iletimi denkleminde

or O*T

kolayca goriilecegi iizere A(x,y) = 0 olup denklem paraboliktir.

2.2.2. Eliptik denklemler

"Eliptik kismi diferansiyel denklemler genellikle denge veya kararli hal problemleri ve
bunlarin ¢oziimiiyle karsimiza ¢ikar. Bu denklemler i¢in sinir deger problemleri iyi ko-
nulmus denklemlerdir. Coziim yapilacak alan i¢inde bir P noktasindaki ¢oziim diger nok-
talara ve sinir degerlerine baghdir (Sekil 2.2). Dolayisiyla ¢6ziim i¢in biitiin sinir degerler
bilinmelidir. I¢ noktalarda ¢6ziimiin adim adim degil eszamanl olarak bulunmasi gerekir.
Bu bakimdan ¢6ziimii diger denklem tiplerine gore daha zor olan denklemlerdir. Diskri-

minant negatif oldugu i¢in eliptik denklemlerde reel karakteristik egri yoktur.
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Sekil 2.2. Eliptik denklemler icin ayrisim bolgesi (Kas, 2015, s.11)

En iyi bilinen eliptik denklemler Laplace ve Poisson denklemleridir. Laplace denklemi
potansiyel teorinin temel denklemlerinden birisi oldugundan fiziksel uygulamalar1 ¢ok-
tur. Ornegin yiizeyleri izole edilmis bir ortamda zamandan bagimsiz bir 1s1 dagilimi varsa
(ki buna kararli 1s1 denir) herhangi bir (X,y) noktasindaki 1s1 miktarin1 veren T(X,y) fonk-
siyonu Laplace denklemini saglar.

O°T T

92 + 8_y2 =0 (2.2.3)

denklemi iki boyutlu 1s1 denklemi olarak ifade edilir. Burada A = 1, B = 0,C = 1 olup
A(z,y) < 0 oldugu goriilir "(Kas,2015, s.9).

2.2.3. Hiperbolik denklemler

"Bir tarafi agik alanda, baslangic degerlerden baglayarak adim adim ilerlemeyle ¢oziim
bulunan denklemlerdir. Diizlemde P noktasindaki ¢6ziim bulunmak isteniyorsa P nok-
tasindan once gelen ve iki dogru arasinda kalan noktalardaki ¢6ziim bilinmelidir. Bu
iki dogru hiperbolik denklemlerde onemli olup karakteristik dogrular olarak adlandirilir
(bunlar egri de olabilir). Karakteristik egriler arasindaki alanin kesim noktasindan onceki
kismi P(x,t) noktasindaki ¢oziimii etkileyen alan, sonraki kisim ise P(x,t) deki ¢oziimiin

etkiledigi alan olacaktir.
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Sekil 2.3. Hiperbolik denklemler i¢in ayrisim bolgesi (Kag, 2015, 5.9)

Hiperbolik denklemler icin en temel 6rnek olarak dalga denklemi verilebilir. i pozitif
reeal bir say1 olmak iizere 1-boyuutlu dalga denklemi

02U L0

olarak ifade edilir. Burada A = 1, B = 0,C = —pu? olup A(x,y) > 0 oldugu goriiliir"
(Kas,2015, s.9).

2.3. Sonlu Farklar Metodu

"Sonlu fark yontemleri, lineer ve lineer olmayan bircok kismi diferansiyel denklemin
coziimiinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bir kismi diferansiyel denklemin sonlu fark
yaklagimi bulunurken oncelikle problemin ¢éziim bolgesi Sekil 2.1 de gosterildigi gibi
genellikle dikdortgensel sekiller iceren kafeslere boliiniir ve problemin yaklasik ¢oziimii
her bir kafesin diigiim (mesh veya grid) noktalar1 {izerinde hesaplanir. Daha sonra dife-
ransiyel denklemde ve sinir kosullarinda yer alan tiirev terimleri yerine, Taylor serisi yar-
dimiyla elde edilen uygun sonlu fark yaklasimlar1 yazilir. Boylece diferansiyel denklemin
coziimii problemi, fark denklemlerinden olusan lineer veya lineer olmayan bir cebirsel

denklem sisteminin ¢6ziimii problemine indirgenir. Elde edilen cebirsel denklem sistemi



direkt veya iteratif yontemlerden biri yardimiyla kolayca ¢oziiliir" (Ugar,2005, s.1).

U, x ve t ye bagl bir fonksiyon olmak iizere; dx = h, uzay degiskeni iizerinde adim

uzunlugu ve 0t = k zaman degiskeni iizerinde adim uzunlugunu gostersin. Uzay ve zaman

degiskeni i¢in kordinatlar sirasi ile x = z,, = o + mh, 0 < m < M vet = t, = nk,

0 < n < N olarak ifade edilsin. Herhangi bir diigiim noktas: iizerinde U fonksiyonun

noktasal degeri U (z,,, t,,) = U] ile temsil edilir. U fonksiyonuna ait birinci ve ikinci mer-

tebeden sonlu fark yaklasimlari,

Un —_ynr
U, = % + O(h), (ileri fark yaklagimi)
ur-u
U, = me_l + O(h), (geri fark yaklagimi)
Ui = Una 2 -
U, = — o + O(h®), (merkezi fark yaklagimi)
Un+1 —_ynr
U, = % + O(k), (ileri fark yaklagimu)
Ur — Un—l
Uy = % + O(k), (geri fark yaklagimi)
ur —=20" u
Uy = ] T %m42 (ileri fark yaklagimi)
ur_,—=20" uy
U, = —m=2 th_l + ™ (geri fark yaklagimi)
ur_,=20" +U"
U,, = ——1 th + mtl (merkezi fark yaklagimi)

formiilasyonlart ile verilir.

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.34)

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)



1
nk *

€ > >

v

€ > mh \

Sekil 2.4. Izgara bolge (Kas, 2015, s.18)

Sonlu farklar metodunu asagida 6rnekleyecegimiz ii¢ grupta incelemek miimkiindiir.

2.3.1. Acik (Explicit) sonlu fark metodu

oU U

—=a——,0< < > 3.
5 a@x2’0_$_a’t_0 (2.3.9)

1s1 denklemi ¢, sabit ve g1,g2 t ye bagl fonksiyonlar olmak iizere

ou

—C _(Oat) =g (t)7
" Ox ' (2.3.10)

a_U t) = t)

o 9 (@1) = 0ol

(Islemlerde kolaylik saglamasi i¢in —c; alindi).Neumann sinir kosullar1 ve U(x,0) =

ou
f(z), 0 < x < a baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alinsin. (2.3.9) denkleminde 5 Y
2

rine (2.3.5) geri fark ve ae—— yerine (2.3.8) merkezi fark formiilleri yazilir ve gerekli

ox?

diizenlemeler yapilirsa;

U™t = nUp_y + (1= 20)Up + (U1 (2.3.1D



k
elde edilir. Burada 1 = h—(; olup t,, aninda U" degerleri kullanilarak ¢, anindaki U"*!

elde edilir. Dikkat edilirse m = 0 ve m = M igin ¢oziim bolgesinde yer almayan (-1,n)

ve (M+1,n) noktalarina ait U"; ve Uy, , de8erlerine ihtiya¢ duyulacaktir. Bu degerler

(2.3.10) ile ifade edilen sinir kosullarinda U, tiirevleri yerine merkezi fark formiillerinin

2hg (t
91(t) v
C1

yazilmasiyla elimine edilebilir. Yani m = 0 i¢in U"; = U + em = M

C1

Upren = Uy + elde edilir. Sonug olarak Neumann sinir kosullar1 altinda 1s1

denklemi icin acik sonlu fark formiilasyonlar1 asagidaki gibi ifade edilir:

2uh

Uyt = 2uU7 + (1 — 2p)Ug + Cngl(t), m =0 (2.3.12)

U = U+ (1= 20U + plUyr, 1 <m < M — 1 (23.13)
n+1 n n 2,U/h

2.3.2. Kapah(Implicit) sonlu fark metodu

(2.3.9) denkleminde U,, yerine n+1-inci adim i¢in merkezi fark formiilii ve U; tiirevi

Un+l _ynr
icin ileri fark formiilii kullanilmak suretiyle hatalarin ihmal edilmesiyle % =

aU,:gtll —2Umt Uty
h2

ve buna bagli olarak:
Up = —nUns + (4 20U = pUn 3 0Sm < MOSn<N - (23.15)

k
denklemine ulagilir. Burada p = 2—2 dir. (2.3.10) simnir kosullar1 altinda problem incelen-

diginde U™ ve UT’ZLfl degerlerine gereksinim duyulacaktir. Bu degerleri elimine etmek

m— .. 2h t
Tl alimip gerekli iglemler yapildiginda U"! = U + ii( )

2hgs(t
ve U}(jjrll = U}\lf_ll—i— ii( )

adina U, = U1 — U

elde edilir. Bununla birlikte (2.3.10) Neumann sinir kogullart

10



altinda (2.3.9) 151 denkleminin kapali sonlu fark formiilasyonlari

2uh
U = (14 2u)Ur* 4 20 — 220 (1), m =0 (2.3.16)
(&1
Uy = —pUit + L+ 20U — pUp ), 1<m < M — 1 (2.3.17)
n n+1 n+1 2Mh
Up = —=2uU"" + (1 4+ 2u) UM — —ga(t),m = M (2.3.18)
C1

denklemleriyle verilir.

2.3.3. Crank-Nicolson sonlu fark metodu

Crank-Nicolson sonlu fark metodu (Crank ve Nicolson, 1947, s.1), kapali sonlu fark
yonteminin uyarlanmig bir halidir. Metodda (2.3.9) 1s1 denkleminde sag tarafa, sirasiyla
acik ve kapali sonlu fark yaklagimlarinda kullanilan n-inci ve n+1-inci zaman adimindaki

merkezi fark formiillerinin ortalamasi yazilir. O halde (2.3.9) denklemi

n+l _ 71n Un —Un nr Un+1 . 2Un+1 Un+1
Um Um — Oé( m—1 m + m+1 m—1 m + m+1) (2319)
k 2h? 2h?

ile verilir. (2.3.19) denklemi n+1-inci zaman adimina ait degerler sag ve n-inci adima ait

degerler sol tarafinda toplanarak diizenlenirse

pUp_+2=20)Up+pUy oy = —pUp B+ (242p) U —pUn 3,0 <m < M,0 <n < N
(2.3.20)

denklemine ulagilir. Dikkat edilirse semada m = 0 ve m = M alinmasiyla ¢dziim

bolgesinde yer almayan U",, U™ U¥, e U}\ijrll degerleri ortaya cikacaktir. Bu deger-

leri yok etmek amaciyla (2.3.10) Neumann sinir kosullarinda U, yerine n-inci ve n+1

U'n—i—l
’ -1
(&1

-inci zamandaki merkezi fark formiilleri konuldugunda U", = U +

Ul = Upy_ S
o M+1 M-1t o o
degerler (2.3.20) denkleminde yerine yazildiginda Neumann sinir kogullar: altinda (2.3.9)

Urtt , U]T\L;jrll =Uy + elde edilir. Bulunan

11



1s1 denklemi i¢in Crank-Nicolson sonlu fark formiilasyonu

hg (t
(24 2p) U — 2uUP ! = (2 — 2u) U + 2uU7 + 4p 9 ),m =0 (2.3.21)

C1

—pUpty + 2+ 2p) Ut — pUpth = pUp_y + (2 = 20)Up, + pUp g, 1 <m < M — 1
(2.3.22)
hga(t)

—2uUT Y+ (24 2p) UMY = 2uU%, | + (2 = 2p) U, + dp=—=,m =M (2323)
1

denklemleriyle verilir..

2.4. Direkt Metodlar

Tamim 2.4.1. K degismeli ve birimli bir halka olsun. 1 < < mve 1 < 5 < n olmak
iizere, a;j,b; € K skalarlar1 ve xy, ..., ,, bilinmeyenleri ile kurulan m tane denklemden

olusan

1121 + 12T + -+ ATy = bl

a91%1 + A9oxy + -+ + A9k, = b
2171 2272 2 2 2.4.1)

Am1T1 + A2l + -+ Gypp Ty = bm

seklindeki bir sisteme bir lineer denklem sistemi denir (Cift¢i, 2015, s.252).

(2.4.1) sisteminde a,; lere sistemin katsayiliar1 ve b; lere de sa§ taraf sabitleri denir. (2.4.1)

sistemini matrisleri kullanarak;

a1 a1 ... Qp T bl
921 929 ... Qop T b2

= (2.4.2)
m1 Am2 ... Gmp Tn bm

seklinde ifade edebiliriz. Burada A = [a;;] matrisine sistemin katsayilar matrisi;

12



X1

Tn

ve B =

b
by

b

kolon matrislerine de; sirasiyla, bilinmeyenler matrisi

ve sag taraf sabitleri matrisi denir (Ciftci, 2015, s.252). (2.4.1) sistemi daha toplu olarak

AX = B ile gosterilir. Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in direk ve iteratif bir cok

metod ve algoritma mevcuttur. {1k olarak direkt metodlar ele alindi.

Tanim 2.4.2. Asagidaki sartlar1 saglayan bir matrise bir eselon matris denir.

1. Tiim elemanlar: sifir olan satirlar matrisin alt kisminda toplanmustir.

2. Diger tiim satirlarin farkli ilk elemani 1 dir. Buna oncii 1 denir.

3. Birinciyi izleyen her oncii 1 kendisinden Oncekinin saginda yer alir (Ciftci,2015,

s.228).

Tanim 2.4.3. Asagidaki sartlar1 saglayan bir matrise indirgenmis eselon matris denir:

1. Tiim elemanlart sifir olan satirlar matrisin alt kisminda toplanmistir.

2. Diger tiim satirlarin sifirdan farkli ilk elemani 1 dir.

3. Birinciyi izleyen her 6ncii bir kendisinden 6ncekinin saginda yer alir.

4. Oncii 1 i kapsayan bir kolonun diger tiim elemanlar sifirdir (Ciftci, 2015, 5.229).

Tamim 2.4.4. A katsayilar matrisine B matrisinin son kolon olarak eklenmesi ile elde edi-

len, [A : B]mx(nﬂ) matrisine, katsayilar matrisi A,,,, olan AX = B lineer denklem

sisteminin ilaveli matrisi denir (Ciftci, 2015, 5.259).

2.4.1. Gauss algoritmasi

Bir AX = B lineer denklem sistemi verildiginde ¢6ziim icin asagidaki algoritma izlenir.

13



1. [A : B]ilaveli matrisine A y1 eselon forma doniistiirene kadar elemanter satir ope-

rasyonlart uygulanir.
2. A yerine A’ ve B yerine B’ bulunmugsa A’X = B’ denklem sistemi yazilir.

3. A’ matrisinin S, S), ..., S.. ile gosterilen ilk r satirinin sifirdan farkl ilk elemanla-
rinin kolon numaralart &, ko, ..., k. olmak tizere A’X = B’ sisteminin S].X = b,

SIX = b,y SI X =1

r—1>

S, X = b seklindeki ilk r denkleminin sonuncusu
olan S/ X = b/ den X, den ¢ekilir. Bu deger S/, X = b/_, de kullanilarak X, ,
cekilir. Boyle geriden 6ne dogru bulunan bilinmeyenler yerlerine konularak en son

S1X = b den Xy, bilinmeyeni gekilir.

4. A’X = B’ sisteminde ¢6ziimiin var olabilmesi i¢cin B’ kolonunun son m-r eleme-
maninin tiimii sifir olmalidir. Bu durumda n-r bilinmeyene keyfi degerler verilerek

Ty, s.r Ty, tespit edilir ve sisteminin ¢oziim kiimesine ulagilir (Ciftei, 2015, 5.259).

Ornek 2.4.5. Gauss algoritmasini kullanarak R iizerindeki

$1+4$2+5l’3:6

2.971 —|—2£E2 —|—3.Z'5 =4

ERARC R R

lineer denklem sistemini ¢ozelim. Verilen sistemin ilaveli matrisi,

1 4 5 6
2 2 3 4
1 1

—Z 1 -2 1 =2
2 3

1 1
olarak yazﬂlr. SlraSIYIa €1 SQ — SQ — 251, €o Sg — Sg + 551, €3 S2 — —652,

6 . . ) . ) .
€4 : 53 — S3— 39, €5 : 53 — —gsg operasyonlar1 sistemi temsil eden ilaveli matrise

14



1 4 5 6
uygulanirve | 0 1 g g ilaveli matrisi elde edilir.
00 1 Z
O halde sistem
r1+4x9 + drg3 =06
7 4
To + 6953 = 3
9
T3 =
. o ) 31
halini alir. Son denklemden x5 ¢ekilip 2. denklemde yerine yazilarak x, = 21 Ve Tg,
x3 degerleri 1. denklemde yerine yazilmak suretiyle xy = —% degerine ulasilir. Boylece
sistemin ¢6ziim kiimesi {z; = —i, Ty = —g, T3 = 9}dir.
12 24 4

2.4.2. Gauss-Jordan algoritmasi

Gauss algoritmasiyla aynm algoritma takip edilir. Gauss-G Jordan algortimasinda farkl
olarak A ile temsil edilen katsayilar matrisinin eseolon degil, indirgenmis eselon formu
ile islem-ler uygulanir. Indirgenmis eselon matris yapisi daha gelismis bir matris yapisidar.
Dolayisiyla indirgenmis eselon forma ulagsmak i¢in uygulanacak operasyonlar daha fazla

islem yiikii olusturur.

Ornek 2.4.6. Gaus-Jordan metodunu kullanarak,

T+ 2w9 + 23 =4

7
§SL’1+ —6$2+4l’3:1

—1 1
Tﬂ?l -+ 2513'2 —+ 51’3 =7

lineer denklem sistemini ¢ozelim. Verilen sistemin ilaveli matrisi,

1 2 1 4
7
- —6 4 1
21 1

— 2 = 7
4 3

15



7 1 -1

olarak yazilir. Sirasiyla €; : Sy — Sy — 551, €y : S5 — S3+ ZSl’ €3 : 99 — So — 1—352,
5) 78 14

€4 Sl — Sl — 252, €5 Sg — Sg — 552, €6 Sg — §53, €7 Sl — Sl — 1—353,

1 00 : —356/53
1
€g 1S9 — Sy + %Sg satir operasyonlari uygulanarak | 0 1 0 : 139 /106 ilaveli

0 0 1 : 429/53
matrisi elde edilir.

—356 139 429
halde si 1 coziim kiimesi _ 86 139 429,
O halde sistemin ¢6ziim kiimesi {z; 3 , T 106’ T3 3 } dir

2.4.3. LU ayrisim metodu

Tanim 2.4.7. Esas kosegen tizerindeki tiim elemanlar1 O olan bir kare matrise alt tiggensel
matris, esas kosegenin altindaki tiim elemanlar1 O olan bir kare matrise iist iicgensel matris

denir(Cift¢i 2015).

LU ayrisim metodu bir A kare matrisinin L alt ticgensel, U ist ticgensel matrisi gos-
termek iizere A=LU seklinde bir alt iigcgensel ve iist ticgensel matrisin carpimi olarak
yazilmasi esasina dayanir. AX = B m denklem ve m bilinmeyenden olugan bir denklem

sistemi belirtmek lizere, A=LU olarak ayrilsin. O halde LUX=B seklini alan bu sistem;

UX =Y
LY =B

olarak ifade edilen iki sistem olarak yazilmalidir. Coziime ulagsmak i¢in ilk olarak satir
operasyonlartyla U matrisine ulagilir. U elde edilirken uygulanan n tane S; 4 ¢S; ope-
rasyonun tersi ayn1 boyuttaki birim matrise uygulanarak sirayla P, P..., P, matrislerine
ulagilir. Ve buna bagl olarak P P...P, = L matrisi de elde edilir. LY = B c¢oziiliirek
elde edilen Y vektorii UX = Y de yerine konulmalidir.. LU ayrisim metodu bilgisayarda

kullanilan, MATLAB, Maple gibi paket programlarda var olan bir metodtur.

Ornek 2.4.8. LU ayrisim metodunu kullanarak R iizerindeki

16



4o + 2y + 62 =2
8r + 2y + 142 = 10

120+ —4dy+ —242= —4

lineer denklem sistemini ¢ozelim. 11k olarak

4 2 6
A= 8 2 14
12 —4 —24

katsayilar matrisine sirastyla €; : S5 — Sy — 257, €2 1 S3 — S3+ 357, €3 : S5 — S3+ .5

4 2 6
satir operasyonlarini uygularak U iist ticgensel matrisi | 0 —2 2 olarak bulunur.
0 0 =2

Diger yandan U iiggensel matrisini elde etmek i¢in uygulanan operasyonlarin tersleri €; :
SQ — SQ + 251, €9 : 55 — 53 — 381, €3 55 — 83 — SQ olarak ifade edlhp teker teker Ig

birim matrisine uygulandiginda sirasiyla

1 00 1 00 1 0 0
P=1210][,=| 0 10]|.B=]01 0
00 1 -3 0 1 0 -1 -1
1 0 O
matrisleri bulunarak P, PP = 9 1 0 = L alt iicgensel matrisi elde edilir.
-3 -1 1

Simdi LY = B sistemi ¢oziilerek Y vektorii [—1,7,2]7 olarak bulunur, elde edilen Y
vektorii UX = Y sisteminde yerine konarak X = [10, —16, —2] ¢dziim vektoriine ulagi-

lir.
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2.4.4. Thomas algoritmasi

"Hesaplamal1 akigkanlar dinamiginde ve Hesaplamali miithendisligin bazi1 problemlerinde

zaman zaman li¢-diyagonalli katsayilar matrisine sahip lineer denklem sistemleriyle kar-

silagilir. Ugdiyagonalli katsayilar matrisine sahip bdyle bir lineer denklem sistemi matris

biciminde normal olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

ailr Az

a21 Q22
0 a3
0 0
0 0

a2

as

0

0

3

3

34

Qii—1 Qi Qg4

0 0

ANN-1

aANN

X1

T2

T3

X

Tn

b

(2.4.3)

Ancak katsayilar matrisinin cogu sifir olan elemanlar1 i¢in bilgisayar hafizasinda ge-

reksiz yer isgal etmemek ve gereksiz iglemlerden kaginmak amaciyla (NxN) boyutlarinda

bir katsayilar matrisi yerine (Nx3) boyutlarinda bir katsayilar matrisi kullanacak bicimde

bir diizenleme ve buna uygun bir ¢6ziim algoritmas: kullanilmasi tercih edilir. C6ziim

icin ¢ok tercih edilen bir yontem Thomas algoritmasidir. Thomas algoritmasi aslinda Ga-

uss eliminasyon yonteminin ii¢ kolonlu bir dikdortgensel matris kullanilarak yapilan 6zel

bir halidir.(2.4.3) sistemi a;;,—1 — l;, a;; — d;, a; ;41 — u;, b; — 7; alinarak yeniden

yazilirsa;

dy
I
0

U
do
ls

0
Uz

d3 us

0 ll dz U;
0 0 0 Iy

dn

x1

T2

€3

Tn

r

T2

rs

N

(2.4.4)



Gauss eliminasyon yonteminde uygulanan algortimaya benzer olarak diyagonal altinda
kalan tiim elemanlarin sifir olmasini saglayacak islemler izlenerek bu denklem sistemin-
deki ilk denklem [ ile ve ikinci denklem de d; ile ¢arpilip birinci denklem ikincisin-

den c¢ikarildiktan sonra her iki taraf d; ile boliinerek; lodi 1 + louyxe = lory, dilozy +

l [
d1doze + diusxs = diry = (dz — Qd—ul)xg 4+ UgT3 = To — % elde edilir. Boylece ikinci
1 1

denklemdeki z; bilinmeyeni yok edilmis veya diger bir deyisle katsayilar matrisinde di-

yagonal elemaninin altindaki katsay: sifirlanmig olmaktadir. Bu esitlik d, = dy — % ve
Th = 19— rcll—lQ olmak iizere d,xs + usxs = 19 olarak alinabilir. Buna baglh olarak denklem
sistemi 1
-dl w 0 ... ... ... 0 ] -xl- -7"1-
0 dy wy ... ... ... O T ro
0 I3 ds us ... ... O T3 T3
=1 ... (2.4.5)
O 0 0 I d wu O T T
I 0 0 0 0 0 Iy dn 1L 2 | | TN

halini alir. Yukarida yapilan yok etme islemi denklem sistemindeki ikinci ve tigiincii denk-
lem arasinda tekrarlanirsa, yani ikinci denklem /3 ile ve iigiincii denklem de dJ ile garpi-

lip yine birinci denklem ikincisinden ¢ikarilip, karsilikli d ile boliinerek benzer sekilde

[ l
dy = ds— 3d_u2 ver, =rs— % olmak tizere dyx5+usxy = r3 elde edilir. Bu denklemde
2 2

de z- bilinmeyeninin ortadan kalktig1 ve katsayilar matrisinde ii¢iincii satirda diyagonal
altindaki elemanin sifir yapildig1 goriilmektedir. Benzeri islemler daha sonraki denklem-

ler i¢cin de tekrarlanabilir. Bunun i¢in yukarida ¢ikartilan bagintilar karsilagtirilarak bir

Liu;— i1li .
genellestirme yapilirsa d, = d; — ; L Ty =1 — r y ! (i=2,3...,N) sonucuna ulagilir.
i—1 i—1
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Bununla birlikte (2.4.3) denklem sistemi

_dl wu 0 ... ... ... 0 ] _331_ _1”1_
0 dy uwy ... ... ... O To rh
0O 0 dy ... ... ... 0 T3 rh
= ... (2.4.6)
0 0 0 0 d w 0 zi v/
00 0 0 0 d’N_ B _r?v_

/

seklinde ifade edilir. Sistemde kolayca goriilecegi iizere xy = ;TN dir. Bulunan bu deger
N

o . : TN_1 — UN-1TN
bir onceki denklemde yerine yazilmak suretiyle zy_1 = 7 bulunur. Genel
N—1
/ _ . .
olarak z; = % dir."(Yiikselen,Ders Notlari, s.18)

2.5. lteratif Yontemler
2.5.1. Jacobi basit iterasyon yontemi

Cok biiyiik katsayilar boyutlu matrisi iceren lineer denklem sistemlerinin eliminasyon
yontemleriyle ¢6ziimii cogu zaman ekonomik olmaz. Bu gibi durumlarda iteratif yontem-
ler secilir. Bunlardan en basitlerinden birisi Jacobi yontemidir. A.X = B lineer denklem

sistemi, A katsayilar matrisi A =L+ D + U

0 0 0 0 aip; 0 0 0
91 0 0 0 0 929 0 0
L= asz1 as2 0 ... 0 , D = 0 0 asz ... 0 )
i any anyz2 anNs ... 0 ] L 0 0 0 ... QNN ]
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0 a1 @13 ... QA1N

0 0 23 ... QaN
U=|0 0 0 ... azy (2.5.1)

0 0 0 ... 0 |

seklinde ii¢ matrisin toplami1 olmak tizere
LX+DX+UX=B—+X=D"'B-LX-UX] (2.5.2)

seklini alir.Bu durumda z; bilinmeyenleri i¢in uygun secilecek baslangi¢ degerleri (2.5.2)
esitliginde kullanilarak yeni z; deg8erleri hesaplanabilecegi ve bu islemlerin iteratif ola-
rak devam ettirilebilecegi goriilmektedir. Jacobi basit iterasyon yontemi olarak bilinen bu

yontemin herhangi bir iterasyon adimi icin
X®D = plB - Lx® —yx® (2.5.3)

yazilabilir. Daha acik olarak ifade etmek gerekirse

Nyl ok NN ok
(k+1) bi Zj:l Qijx; Zji—&-l i Ty
T = 1=1,2,..
Qij

N (2.5.4)

dir (Yiikselen,Ders Notlari, s.24).

2.6. Gauss-Sidel iterasyon yontemi

Jacobi yontemi cabuk yakinsamayan bir yontemdir. Yontemin yakinsamasini hizlandir-

mak i¢in her iterasyon adiminda bir 6nceki ¢6ziimle yeni bulunan ¢éziimlerin

X®D = p=t B — LX) _ gy x®)] (2.6.1)
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biciminde, daha acik haliyle

i—1 (k+1) N k
(k+1) bi — Zj:l Q5T - Zj:i—f—l Qi Ty
l’z = ;7/:172,...,

Qi

N (2.6.2)

seklinde bir kombinasyonundan yararlanmak miimkiindiir. Goriildiigii gibi iterasyonun
herhangi bir k. adiminda X bilinmeyenler vektoriiniin 1. elemani, x;, hesaplanirken X ‘in
bu iterasyon adiminda hesaplanmig olan ilk (i-1) elemani ile bir 6nceki iterasyon adi-
minda hesaplanmig olan (i+1). ve daha sonraki elemanlar1 kullanilmaktadir (Yiikselen,

Ders Notlari, s.25).

3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. B-Spline Kolokasyon Metodu

Tamim 3.1.1. Reel sayilarin monoton artan bir x1, z, ..., v dizisinin noktalarinda taniml
m. mertebeden s(x) spline fonksiyonu asagidaki iki 6zellige sahiptir ve reel dogru iize-

rinde taniml1 bir fonksiyondur (Dag, 1994, s.10).

* s(x) her [x;, z;,1] aralifinda m.mertebeden ya da daha kii¢iik mertebeden bir poli-

nomdur.

¢ 3(x) ve kendisinin 1,2,...,m-1 mertebeden tiirevleri taniml1 olduklar1 her aralikta ve

x;, (1i=1,2,..,N) boliinme noktalarinda siireklidir.

Tanm 3.1.2. ... < 2 9 <21 < 2o < T] < Tg < ...velim, oo x; = 00, limy, oo T_; =

—oo olmak tizere, 0. dereceden B-spline fonksiyon;

1 ZL’Z'<I§IZ'+1

B! = N (3.1.1)
0 diger
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olarak tanimlanir (Boor,1978, s. 89). Yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar ise

T — X; _ Z; — X _
Bf = — L Bi(z) + ———BF(a) (3.12)
Titk Ty Titk+1 Tit1

bagintisi ile verilir (H61lig,2003, s.27).

3.1.1. Kuintik b-spline kolokasyon metodu

Kuintik B-spline kolokasyon metodu temel olarak yaklasik ¢oziimiin, kuintik B-spline baz
fonksiyonlarinin bir lineer terkibi olarak ifade edilmesinden meydana gelir. a < z < b
olmak iizere bira = 2o < 1 < Ta,... < ry_1 < rny = b parcalamigini ele alalim. Burada
her bir diigiim j = 0, ..., N — 1 i¢in z; ile gosterildiginde h = xj44 — z; = (b —a)/N
olarak yazilir. Ele alinan problemin tam ¢oziimii u(z, t) ve yaklasik ¢oziimii U, (z, t) ile

gosterilsin.

Un(z,t) = Y a;(t)B;(x) (3.1.3)

j=—2
olup «;(t), siir kosullart ve diferansiyel denklemden belirlenecek olan zamana baglt
bilinmeyenlerdir. Diger yandan diigiim noktalarinda B-spline B;(x) asagidaki gibi ifade
edilir.

B_1,By, By, ..., Bp—1, By, Bs1, Bint2, a < x < b’de baz formlar1 olmak tizere;

T € [Tj-3,Tj-2),
T € [xj_g,l‘j_l),

)
( )” = 6( )
(@ —2j3)° — 6(z — 2;2)° + 15(z — 2;1)° @ € [zj-1,25),
( )” = 6 )

)” = 6( )

)

Bj(z) = % Tip3 — )% — 6(xjp0 — x)° + 15(xj41 — x)° T € [z, 241),
(@43 — 7)° = 6(j42 — )° T € [T, Tjta),
(45 —x)° T € [Tj12,Tj13),
| 0 aksitakdirde
(3.1.4)

bi¢imindedir. B; kuintik B-spline fonksiyonlarinin birinci, ikinci, iigiincii, dordiincii mer-
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tebeden tiirevleri asagidaki gibi ifade edilir:

1

1

1
B;-”( ) _ ﬁ

5(1’ — l‘j,3)4

5(x — xj_3)t — 30(x — zj_9)*

5(x —xj_3)* — 30(z — xj_9)* + 7T5(x — xj_1)*
—5(@j13 — )"+ 30(xj42 — 2)" — T5(zj41 — @)
—5(zj3 — )" + 30(zj42 — x)*

—5(xj43 — )"

60(I - ZL‘j_g)Q
60(1’ — $j73)2 — 360(LU — xj,2>2

60(z — zj_3)% — 360(z — x;_2)% + 900(x — x;_1)*
—60(Ij+3 — I)z + 360(1’j+2 - 1])2 — 900(1‘1'-1-1 — I)z

—60($j+3 — QJ)Q + 360(1’j+2 — iIZ')Q
—60($j+3 — {23')2
0

24

( )

( )3 +300(x — ;1)
3 —120(zj12 — 2)* 4+ 300(xj41 — )3

( )

T € [xj_3,T,_2)
T € [Tj_9,Tj 1)
T € [xj_1,;)
z € [, 2541)
T € [Tj41, Tj42)
T € [Tj42, Tj3)

diger
(3.1.5)

T € [Tj_3,Tj_2)
T € [Tj_9,1j_1)
T € [Tj_1,1;)
v € [1),7541)
T € X1, Tj10)
T € [Tj42, Tjts)

diger
(3.1.6)

T € [Tj_3,Tj_2)
T E [Tj_o,Tj_1)
T € [Tj1, ;)
z € [z, 2j41)
T € [Tj11,Tjt2)
T € [Tj42,Tjt3)

diger
(3.1.7)



120(x — xj_3) T € [xj_3,2,_2)
120(z — xj_3) — 720(x — z;_2) T € [Tj_9,Tj_1)
120((x — xj_3) — 720(z — zj_2) + 1800(z — z;_1) = € [xj_1,2;)

B](-IV) (z) = 75 ) 120(zjus — x) — 720(zj42 — x) + 1800(zj41 — x) T € [Tj,Tj41)

120 Tjy3 — I) — 720($j+2 - I‘) T e [Ij+1, Ij+2)

—_
~~ o~ o~

120(zj43 — ) T € [Tjt1,Tjy3)

0 diger
(3.1.8)

B;(z) B-Spline fonksiyonu ve ilk dort tiirevi [z;_2, ©;42] araliginin diginda sifirdir. Ara-

likta B;(z) fonk51yonlar1mn parcanlanma noktalarindaki degerler sirasiyla;

Bj(xj-3) = B (% 53— xj-3)° =0,

Bj(rj o) = ( —2j3)° = 6(xj_2 — 2 9))° = s (hB)

Bj(xj-1) = ((% 1= @j-3)° = 6(zj-1 — 2j-2)” + 15(xj-1 — x;1)°) = 26,
B; = %((lﬂs —2;)° = 6(2j42 — 7;)° + 15(z541 — 25)°) = 66,
Bi(ri) = (2115 = 501 = 6(2112 = 2341)7) = 26

Byl +2) = 15 ((5y53 = 0302)") = 1

olup tiirev degerleri icin de benzer sekilde hesaplamalar yapilarak asagidaki tablo elde

edilir.
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X Tj-3 Tj—2  Tj-1  Tj Tj+1 Tjy2  Tj43

Bi(z) 0  5/h 50/h 0O ~50/h 5/h 0
B” 0 20/h? 40/h* 120 40/h*  20/R* 0
() /R A0/R —S do/mt 20
60 120 120 60
Biw) 05 o 0 om0
120 480 720 480 120
BY@ 0 3 mm wm T wm O

(3.1.3) bagintis1 ve tablodaki degerler kullanilarak U, ve dordiincii mertebeye kadar
olan tiirevlerin diigiim noktalarinda yaklasik degerleri, ,,, zaman parametlerine bagh ola-

rak agagidaki gibi verilir.

U = o + 260,11 + 6600, + 2600, 1 + Qup—o (3.1.9)
hU!, = 5(atmia + 100,41 — 100, 1 — y2) (3.1.10)
h2U! = 20(Qmia + 20041 — 6 + 2001 + Qp2) (3.1.11)
RPU! = 60(tmi2 — 2041 + 2001 — Qp2) (3.1.12)
RAULY = 120(tmi2 + 20041 — 600, 4 200, 1 + Qo) (3.1.13)
U + Uy + P + Blype, = 0,2 € [a,b],t € [0,T] (3.1.14)

Kuramoto—Sivashinsky (KS) denklemi asagidaki baslangi¢ ve sinir kosullariyla birlikte
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ele alinsin.

u(z,0) = ug, z € [a,b], (3.1.15)
u(zo,t) = go, u(zn,t) = gi, (3.1.16)
Uz (xo,t) = 0,ux(zN,t) =0, (3.1.17)
Uy (20, ) = 0, Uge (N, ) = 0 (3.1.18)

(3.1.14) denklemi zaman degiskeni i¢in ileri fark, uzay degiskeni i¢in Crank-Nicholson

sonlu fark yaklasimi kullanarak asagidaki gibi ayristirilir.

{u”“ - u} . {(m)n+1 + (uux)”} o {(um)”“ + (um)”]

ot 2 2
n+1 n
Burada lineer olmayan (uu,,) terimi;
(uu,)" = u" Tl + "l — (uuy )" (3.1.20)

bagintisiyla lineerlestirir (Rubin ve Graves,1975, S.10). (3.1.20), (3.1.19) denkleminde

yerine konulursa;

ot 2 2

+ B |:(uxx:vac)n+12+ (ux:vacac)n

|iun+1 _ un‘| N |iun+1ug + unu:-i-l} N p [(u:m)n-i-l + (Uz:c)n:|

} =0 (3.1.21)

elde edilir. Burada (n+1)li terimler denklemin saginda (n)’li terimleri solunda olacak se-

kilde toparlanirsa;

n ot n n n, n n n n n "

(3.1.22)
elde edilir. Burada U ve tiirevlerinin yerine (3.1.9), (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13),
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9 . ot 50t 10pot 6050t
yaklagik degerleri konulsun. Buradan, w = 1+5ux, T = Eu ,Y = 2 z = e

olmak {iizere;

alth(w+z+y+2) + ot (26w + 102 + 2y — 42) + i (66w — 6y + 62) + ol

(26w — 102 + 2y —42) +abh(w—az+y+2)=alk (1 —y—2)+al. (26 —2y

+42) 4+ ap (66 + 6y —62) +a,_1(26 =2y +42)+ap, _o(1—y—2),0<m <N
(3.1.23)

sistemi elde edilir. (o o, 1, g, 1, A, ooy N1, Qi AN 11, v 12) T bilinmeyenler ol-
mak tizere (3.1.23) sistemi (N+1) denklem ve (N+5) bilinmeyen icerir dolayisiyla sistem
bagdasmaz. Sistemin tek ¢oziime sahip olmasi icin denklem ve bilinmeyen sayisinin esit
olmasi gereklidir. Bunun i¢in sinir kosullar1 yardimiyla oo, a1 ve ay 41, a2 bilinme-
yenleri elimine edilir. Bunun i¢in;

(3.1.16), (3.1.18) ile verilen u(xq,t) = go, u(xn,t) = g1, U (T0,t) = 0, Uge (TN, t) =0
sinir kosullar1 kullanilsin. O halde zy noktasi i¢in (3.1.9), (3.1.11) denklemlerinde m=0

alinarak;

a_o + 26a_1 + 66@0 + 260[1 + g9 = Jo

(3.1.24)
a_o + 20[_1 - 6040 + 20(1 + g = 0
denklem sistemi elde edilir. Benzer sekilde zy noktasi i¢in m = N alinarak;
Q2 + 260ém_1 + 6605m + 2606m+1 + Oma2 = o
(3.1.25)

Qp—2 + 20,1 — 6am + 2am+1 + Q2 = 0

sistemine ulasilir. Elde edilen bu bagintilar yardimiyla o1, a5 bilinmeyenleri, ag, g, ao
ve apy.i1, QN2 bilinmeyenleri, an_1, an, any_o cinsinden yazilir. Boylece A katsayilar

matrisi;
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b— 3a

a

0

c—a

b

0

126 —3b+c d—b e—a

d

c

0
0

a

0

0 0
0 0
e 0
d e
c d
b c—e
a—e b—d

c—3d+12e |

(3.1.26)

olmak iizere (3.1.23), (N+1)denklem ve (N+1) bilinmeyenden olusan AX"*! = B»

sistemine indirgenir. Burda R (3.1.23) de sag taraf vektoriinii belirtmek iizere; By =

9o
(R+24

(2a — b)

R-2uRrR.RR-Ler+ I

24
AX™1 = B" sisteminde X" vektoriiniin hesaplanabilmesi i¢cin X™ vektoriine ihtiyag

24

24

(2¢ — d))T dir. Dikkat edilirse

duyulacaktir. Dolayisiyla iterasyonun baglamasi igin bir X baglangi¢ vektoriine ihtiyag

vardir. Bunun icin (3.1.15) ile verilen baslangi¢c kosulundan faydalanilir ve X° vektorii;

o4

1

o o o o O

60

26
1

6

66
26

101/4 135/2 105/4

0
1
26
66

1
0
0

0

0

1
26

26
1
0

o o O

—_

66

105/4 135/2 101/4

6

26

60

o o o o O

1

54

O

(651

anN—1

an

sisteminin ¢coziimiiyle elde edilir (Mittal ve Arora,2015, 5.2799).
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3.2. Analitik Coziim Metodlar:

Bu boliimde Adomian Ayrisim Metodu, Laplace Adomian Ayrisim Metodu, Varyasyonel
Iterasyon ve Laplace Varyasyonel iterasyon metodu ele alinacaktir. Incelenen bu metodla-
rin bir Onceki boliimde ele alinan B-Spline Kolokasyon Metodu ile kiyaslandiginda, elde
edilen yaklagik ¢oziimlerin gercek ¢oziime yakinlig1 ve bu ¢oziimler elde edilirken kar-
stlagilan hesaplama yiikii acisindan biiyiik avantajlar saglayacagi goriilecektir. B-Spline
Kolokasyon metodunda karsilasilan genis bant matrislerini iceren lineer denklem sistem-
lerinin ¢6ziimii i¢in gerekli olan donanim ve cesitli paralel programlar, burada yerini daha

az iterasyon sayisi gerektiren, daha hizli yapilabilecek hesaplamalara birakacaktir.

3.2.1. Adomian ayrisim metodu

Adomian ayrisim metodu(Adomian, 1994, s.6) lineer ya da lineer olmayan, kismi ve adi
diferansiyel denklemler i¢in yari-analitik bir ¢6ziim metodudur. Bu yontem, ele alinan
baslangi¢ veya sinir deger probleminin bir ve yalniz bir ¢dziimii mevcut ise 0 zaman
yakinsak bir seri ile ifade edilmesine olanak saglar. Genel halde, L; t’ ye ve L, x’e gore
en yiiksek mertebeli tiirev operatorii, R en diisilk mereteben tiirev iceren lineer operator,

N lineer olmayan terim ve h(x,t) kaynak fonksiyon olmak iizere;

Lyw(z,t) + Lyw(z, t) + R(w(x, t)) + N (w(z, t)) = h(x,t) (3.2.1)

lineer olmayan kismi diferansiyel denklem incelensin. L;,L, icinde en diisiik meretebeli

tiirev operatorii L; olsun. Buna gore (3.2.1);

Lyw(z,t) = h(x,t) — Lyw(z,t) — R(w(x,t)) — N(w(z,t)) (3.2.2)

olarak diizenlensin. Her tarafa L; ' operatorii uygulanirsa;

w(x,t) = ¢o+ L; "h(z,t) — L7 ' Lyw(z,t) — L7 "R(w(z,t)) — L' N (w(z, 1)) (3.2.3)
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olur. Burada;

0
w(z,0) L= %2
qu: W($,0)+twt($,0) L:@
1 03
w(z,0) + twy(z,0) + iﬁwttw(x, 0) L= 5

dir. w(z,t) seri formda; w(x,t) = > .~ w,(z,t) ve lineer olmayan N (w(x,t)) terimi
A,, Adomian polinomlarin: ifade etmek iizere N (w(z,t)) = > o A, ile temsil edilir.

A,, Adomian polinomlart;

n

A, = %d‘% [N(wai)h:o,n ~0,1,2, .. (3.2.5)

1=0

formiilii ile hasaplanir (Wazwaz,2009, s.288). Bu veriler (3.2.3) de yerine konulursa denk-

lem;

E wy(x,t) = ¢ + t_lh(x,t) — t_lx g wy(x,t) — t_lR( g wy(x,t)) — t_l./\/'( g A,)
n=0 n=0 n=0 n=0
(3.2.6)

halini alir. n > 0 icin (3.2.6) denklemi ile;

(z,1)
wy (z,1) = —L; ' Lywo(x,t) — L7 R(wo(x, 1)) — Lyt A
ws(,t) = =Ly ' Lywn (2, t) — L R(wi (@, 1)) — L' Ay
ws(w,t) = —L; ' Lywo(,t) — L' R(wa(x,t)) — L; ' Ay

Wy i1 (z,t) = —L; ' Lyw, (2, t) — L' R(w, (2, 1)) — L 1A,
tekrarlama bagntisi elde edilir (Wazwaz, 2009, s.321). Metodu (1 + 1) boyutlu Burgers

denklemi tizerinde tatbik edelim.

Ornek 3.2.1. w; +ww, = pw,, ;w(z,0) = z Burgers denkleminin her tarafina L, ope-

ratorii uygulansin. O halde;
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S oW, t) =2 — Ly Ly Y00 wy(w,t) — LN (Y00 Ay),n > 0 elde edilir. Bu-
radan;

wo(x,t) = x;wpyq (x,t) = —Lt’l(wnm(m’t)) — LA, (3.2.7)

tekrarlama bagintisina ulasilir. Lineer olmayan ww,, terimi i¢in Adomian polinomlari;

Ap = wozwo

A = wopwy + wizwo

Ay = wowy + Wi,wy + Warw

Ag = WoLW3 + W1, W3 + wowy + W3, Wo (328)
Ay = Wor Wy + W1W3 + WarWa + W3,Wa + WaeWo

Ap = WozpWy + W1W3 + Wy Wy + W3, Wa + WagrWo

dir. O halde bu durumda (3.2.8), (3.2.7)’de yerine konulursa;

wo(x,t) =
wy(x,t) = —at
wo(z,t) = xt?
ws(z,t) = —at?

olur. Elde edilen bu iterasyonlarm sonsuz toplami w(x,t) = x — xt +xt? + 23 — xtt... =
x

1+¢

¢Oziimiinii verir.

3.2.2. Laplace-Adomian ayrisim metodu

Laplace Adomian Ayrisim Metodu Khuri (2001) tarafindan gelistirilmistir. Genel olarak

lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ve baslangi¢ kosulu agagidaki gibi verilsin;

Liw(z,t) + Rw(z, t) + Nw(z,t) = h(z,t);w(z,0) = f(z) (3.2.9)

Burada L; = wu;, R lineer ve N lineer olmayan operatorii gostermektedir.
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e AdimI

(3.2.9) denkleminin her tarafina Laplace doniisiimii uygulanarak;

L{Lu(x,t)} = L{h(z,t) — Rw(x,t) — Nw(x,t)} (3.2.10)

elde edilir. Burada w; tiirevi icin Laplace doniisiimii kullanilarak;

L{wi(z,t)} = sL{w(x,t)} —w(x,0)

yazilir ve

sw(z,s) —w(x,0) = L{h(z,t) — Rw(z,t) — Nu(z,t)} (3.2.11)

denklemine ulagilir. w(z,0) = f(x) baslangi¢ kosulu yerine konulursa;

f(x)

S

wiz,s) = 19 _ éL{Rw(a:, D) + Nz, 1)} (3.2.12)

elde edilir. (3.2.12) denkleminin her iki tarafina .= ters Laplace doniisiimii uygu-

lanirsa w(z, t) fonksiyonu;
w(a,t) = flz) =L [%L{Rw(L £) + Nw(z, t)}] (3.2.13)

olarak ifade edilir.

e AdimII

Adomian ayrigtirma metodundan bilindigi iizere, bilinmeyen w(z, ) fonksiyonu;

w(z,t) = wy(x,t) (3.2.14)
n=0

ve lineer olamayan N (w(z, t)) terimi,
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= Ay (wo, wy, ..., wy) (3.2.15)
n=0

olarak yazilir. Burada { 4,,}*° Adomian polinomlari; (3.2.5) bagintistyla verilir(Waz-

waz 20009, s.288). (3.2.14) ve (3.2.15), (3.2.13) denkleminde yerine konulursa;

an(:c,t) = f(z) - L! EL{anw(m,t) + A, (wo, wy, ...,wn)}l;n =0,1,..
(3.2.16)

elde edilir ve bununla birlikte;

wo(x>t) = f(l’)
Wyt (2, t) = —L71 E]L{an(x, t) + Ap(wo, wy, ..., wn)}} ; (3.2.17)

n=0,1,2 ..

tekrarlama bagintisina ulagilir. N tekrarlama sayisini ifade etmek iizere; N. adima
karsilik gelen yaklagik ¢oziim wy(z,t) = S2N- ) wa(,t), (N > 1) olup sonug

olarak;

olarak yazilir.

Ornek 3.2.2. Adomian ayrisim metodunu 6rneklemek icin kullanilan model tekrar ele

alinsin. Tekrar gosterilecek olursa, w; + ww, = pw,, ,w(x,0) = = Burgers denkleminin

her tarafina Laplace doniisiimii uygulanarak;

L{ju(z,t)} = L{wg,(z, t) — w(x, t)wy(z,t)}

yazilir metotta anlatildid: iizere tiirev i¢in Laplace doniisiimii kullanilip ve w(z,0) = x

baglangic sart1 yerine konulursa;
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sw(x,s) = % — %L{wm(x, t) — w(z, t)w,(z,t)} (3.2.18)

elde edilir. (3.2.18) denkleminin her iki tarafina . ™! ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
w(x, t) fonksiyonu, w(x,t) = v — L~} E]L{wm(x, t) —w(x, t)w,(z,t)}] olarak elde edi-
lir. Lineer olmayan ww, terimi icin Adomian polinomlar;

Ao = wozwo

Ay = wozwy + wipwo

Ay = wopWa + W1zW1 + WazrWo

Az = WopW3 + Wiz Wa + Wop W1 + W3 Wo

Ay = Wor Wy + W1pW3 + WarWa + W3 W1 + WazWo
olup w(x, t) fonksiyonu i¢in yazilan bagintida yerine konulursa;

wo(z,t) =

_1 T

wi(w,t) = L7 | —L{wosa (2, 1) + Ao(wo, wi, ..., wn) }| = —at
S
:1 3

’LU2(-T; t) =L _L{wlx:c(aja t) + Al(w0> Wy -eey wn)} = xt?
S
:1 d

w3(l'a t) =-L! _L{w%ﬂ:(wa t) + AQ(w[)vwla ,U)n)} = —at’
S

1
wp (2, t) = =L “L{wpn_122(2, t) + Ap_1(wo, w, ..., w, ) } | elde edilir. O halde
s

, T
w(x,t) =2 —at +at? — at3... = dir.
(z.1) 141

3.3. Varyasyonel iterasyon metodu

Genel halde lineer A lineer olmayan operator ve h kaynak fonksiyonu olmak iizere;

w(z,t) + Nw(z,t) = h(x) (3.3.1)
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denklemi incelensin. He’e (1999) gore bu denklem i¢in diizeltme fonksiyoneli;

t
0
olarak yazilir. Burada A Lagrange carpani olup w kisitlanmig yani dw = 0 dir.

Ornek 3.3.1. Wy + WW, = Wy ;w(x,0) = x Burgers denklemi incelensin. Ele alinan

bu denklem i¢in diizeltme fonksiyoneli;

Ow(r,p) w(z,p)
5r T 8. )dp (3.3.3)

t
dwy(z, .
wra(r.) = un(e )+ [ AP ()
0

olur. Diger yandan;
1+ Aly=p = 0,A’];=, = 0 sisteminden A = —1 olup (3.3.2) diizeltme fonksiyonelinde

yerine konulursa;

fo (awk €, p) )awk(x7 p) . azwk<$7 p)

ox Ox? )dp

Wet1(z, ) = wi(z, t) + wy(z, p
elde edilir. wy(x,t) = x baslangi¢ §art1 ile birlikte,
wo(x,t) =

wy(x,t) =z —at

1
wy(z,t) = — ot + xt* — gxt?’

wy(z,t) = v — xt + xt* — zt3...

olarak bulunur.

3.3.1. Laplace varyasyonel iterasyon metodu

Varyasyonel iterasyon metodunun basarist A ¢arpaninin bulunmasina baglidir. Laplace
doniisiimii kullanilarak metod gelistirilmis daha hizli yakinsamalar elde etmek amaglan-
mistir. Metodun kolay anlagilmasi i¢in yine Burgers denklemi iizerinden aciklanacaktir.

wy + Ww, = Wy, ;2w(x,0) = x Burgers denklemi igin diizeltme fonksiyoneli (3.3.3) ile
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verilmisti. Burada denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanarak;

L{wy(z, )] = Llwy(z, 1)]

t awn<x> p) ~ 0@@, @) 82@(267 p)
—i—L/O A(x,t—p)(T—l—w(x, ©) e B2 Jdp (3.3.4)

olur. Laplace doniisiimii i¢in konvoliisyon 6zelligi; (Cagliyan,Celik ve Dogan, 2013, 5.208)
frg= /0 F(t)g(e — t)dt (33.5)

olup; Konvoliisyon 6zelligi kullanilirsa;
Llwgy1(x, )] = Liwg(z, )] +L(A(z, t))*[—Lwg (x, t) (wi) o (2, £) — (wk) 2z (2, )] (3.3.6)

olur. wy(z,t)’ye gore varyasyonel tiirev alinirsa;

L{wgs1(z,t)] = L[dwg(x, t)]1 + sL[A(z, )] elde edilir. Buradan,

-1

1+ sL{A(z,1)] = 0, A(z,t) = L7 .

]=-1 (3.3.7)

olur. (3.3.7), (3.3.4) de yerine konuldugunda;
ow,, (z, N Ow(x, Lwy(x,t) — wi(x,0
Lfuwtess (2. 1)) = Ll (@, O)+LL (—1) (2228 R, 1) = il 0)

90 +w(z, p) pe
O*w(x, p)

0x?
Ll{wgy1(x,t)] = L{wg(x, t)] + L{(—1)]L{(wg)¢ — wi(w)s + was) elde edilir. wy(x,t) =

)dp] bagintisina ve buradan;

w(z,0) = x olup;
[wi(x,t)] = L[x] + L[-1]L[x] = x — «t

wa(e, 8)] = Ll — 2] + L{=1]L[—2 + 2(t — 1)2] = & — ot + 2> — %xt?’

olur (Khuri ve Sayfy, 2012, 5.2298). Dikkat edilirse varyasyonel iterasyon metodunda
ticlincii iterasyonda elde edilen terimler Laplace varyasyonel iterasyon metodunda ikinci

iterasyonda elde edilmigtir. Ele alinan problem karmagiklastik¢a iterasyon sayisindaki
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azalma daha biiyiik olacak ve buna baglh olarak hesaplama yiikii 6nemli 6l¢iide azala-

caktir.

3.4. Yiiksek Basarimh Hesaplama

Yiiksek basarimli hesaplama niimerik lineer cebir, miithendislik ve hesaplamali bilim prob-
lemlerinin kalbidir. Bilimsel kiitiiphaneler, lineer denklem sistemlerinin ¢dziimleri, en kii-
ciik kareler ve 6zdeger problemleri gibi daha kompleks algoritmalarin etkili uygulama-
larinin yapitasidir. Donanim gelismelerinden ve paralel kaynaklardan yararlanmak igin
paralel yazilim kiitiiphaneleri, yillar boyunca kurulan mimarilerin kendine has 6zellikleri
de dikkate alinarak gelistirilmistir. Ornegin; bellek hiyerarsisi, yiiriitme siiresi iizerinde
onemli bir etkiye sahip oldugundan buna bagl olarak aritmetik yogunluk uygun sekilde
kullanilir. Bu boliimde paralel hesaplama sistemleri ve bazi lineer cebir kiitiiphaneleri
ele alinacaktir. Giris boliimiinde bahsedildigi {izere kismi diferansiyel denklemler, mii-
hendislik, finans, fizik vb. bir ¢ok alandan probemlerin tanimlanmasinda kullanilir. Bu
problemlerin tiimiinde analitik ¢coziim elde etmek miimkiin olmadigindan ¢esitli niimerik
yontemler ile problemler iki yada ii¢ boyutlu 1zgaralar {izerine ayristirilarak bu bolgede

coziimler arastirilir. Asagida verilen semalar bu adimlar gostermektedir.

AYRISTIRILMIS KDD’nin matrise Lineer Denklem

.. Sistemi Cozumiu
BOLGE aktarilmasi ©

Sekil 3.1. Metodun semasi
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{Au =0, in )

=g ,in 0 - \ \

—dug + g3+ ugs+ ug +uy3 =0

et ¥ by + g + 1o + gy + g = 0

Sekil 3.2. Metodun bagka bir gosterimi, (Cammarasana,2017, s.4)

Yukaridaki sablonlarda da gosterildigi lizere ele alinan kismi diferansiyel denklemin ¢6-
ziimii problemi, biiytik seyrek bir dogrusal denklem sistemi probleminin ¢6ziimiine indir-
genmigstir. 1970’lerden giiniimiize kadar bu sistemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi ama-

ciyla direk ve iteratif olmak iizere ¢esitli yontemler gelistirilmisgtir.

3.5. Paralel Programlama

Paralelizm verinin dagitilmasina, hesaplanmasina, bellegin asilmasina ve hesaplama sii-
resinin azalmasina olanak saglar. Paralel hesaplama ile bircok hesaplama veya islem ayni
anda gerceklesir. Biiylik, genis problemler, ayn1 anda coziilebilen daha kiiciik problem-
lere boliinebilir. Paralelizm, paylasimli ve dagitik hafiza olmak iizere iki ana paradigma
olarak diisiiniilebilir. Bu iki paradigma donanim kaynaginin mimari gelisimini takip eder.
Bunun yaninda karma yaklasim; hesaplamanin bir kag¢ islem arasinda dagitilmasindan ve

daha sonra bunlarin herbirinin paylasilan hafiza hesaplamasindan yararlanmasiyla olusur.

3.5.1. Dagitik hafiza

Dagitik hafiza sistemlerinde her islemci yerel bir hafizaya sahiptir ve kendi programini
yiiriitiir. Program, yiiriitme islemcisinin yerel bellegindeki degerleri degistirebilir ve me-

saj seklindeki verileri agdaki diger islemcilere gonderebilir. Dagitik hafiza paradigmasi
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yiiksek Ol¢ceklenebilirlik ve taginabilirlik saglar, ancak agik iletisim yiik dengeleme sorun-

lar1 yaratabilir.

3.5.2. Paylasimh hafiza

Paylagimli hafiza sistemlerinde iglemciler arasindaki iletisim, global bellekteki, global de-
giskenlerin okunmasi ile saglanir. Bu sistemlerde islemler islemcilerde ayr1 ayr yiirtitiiliir
ama ayn hafiza kaynagini kullanilir. Bir islemcinin hafizada bir degisiklik yapmasi s6z
konusu ise diger islemciler bu degisikligi goriir. Paylasimli hafiza sistemleri ortiik ileti-
sime ve dinamik yiik dengesine izin verir ancak yalnizca paylasilan bellek kaynagi iize-
rinde caligilabilir ve veri iletisim tutarlilig1 yonetilmelidir. Dagitik hafiza, paylagimli ha-
fiza kaynaginda kullanilabilirken tersi miimkiin degildir. Paylagimli, dagitik ya da karma
sistem kullaniminin secimi, coziilecek probleme, ulasilabilecek donanima, yazilima ve
etkili performansa baghdir.

Paralel programlama standartlarindan olan MPI ve OpenMP protokollerini aciklamak ge-
rekirse; MPI ileti aktarim arayiizii, paralel uygulamalarin ve kitapliklarin gelistirilme-
sini kolaylastiran taginabilir bir ileti aktarim standardidir.(Dongarra, Otto, Snir ve Walker,
1995) OpenMP, C/C++ ve Fortran’da ¢ok platformlu paylagimli hafiza sitemleri iizerinde
paralel programlamay1 destekler. OpenMP API, masaiistiinden siiper bilgisayara, paralel
uygulamalar gelistirmek icin basit ve esnek bir arayiize sahip, taginabilir, 6lceklenebi-
lir bir model tanimlar.(https://www.openmp.org/) OpenMP’nin programlanmasi ve hata
ayiklamas1 MPI’den daha kolaydir, direktifler kademeli olarak eklenebilir (kademeli pa-
ralellestirme olarak adlandirilir). Ancak OpenMP yalnizca paylasimli bellege sahip bil-
gisayarlarda calistirilabilir, OpenMP’yi1 destekleyen ve ¢cogunlukla dongiileri paralelles-
tirmek i¢in kullanilan bir derleyici gerektirir. MPI, OpenMP’den daha genis bir sorun
yelpazesinde kullanilabilen paylasimli veya dagitik hafiza mimarileri tizerinde ¢alisir. Bu
durumda, her iglemcinin kendi yerel degiskenleri vardir ve dagitik bellege sahip bilgisa-
yarlar paylagimli bellege sahip bilgisayarlarindan daha diisiik maliyetlidir. (Mallikarjuna
ve Rajesham, 2013, s.42)
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7\ OpenMP I\, OpesMP OpeaMP OpenMP

FraN Frn Fran FrAaa

Thread 0 Thread 0) Thread 0 Thread 0

[ Thvead 1 Thvead | Thvead 1| (Thvead 1
Thread 2 Thread 2 Thread 2/ Thread 2)

Sekil 3.3. OpenMP ve MPI (Mallikarjuna ve Rajesham, 2013, s.42)

3.6. Temel Dogrusal Cebir Kiitiiphaneleri

Paralellikten yararlanmak icin birka¢ paralel bilimsel kiitiiphane dogrusal cebirin temel
rutinlerini kolaylastirir ve bdylece kullanicilar, analiz konularina odaklanabilir. Dogrusal
cebir i¢in paralel bilimsel kiitiiphanelerin amaci, temel lineer cebir rutinleri i¢in, veri da-
g1limi ve paralel ortamdaki iletisimi saglamaktir. Olusum tipi denklemlerin sayisal ¢6ziim
yontemlerinden bazilarinin biiyiik dogrusal denklem sistemlerininin ¢oziimiine ulagsmay1
gerektirdigi goriilmiistii. Dogrusal denklem sistemlerinin ¢6ziimiine yonelik bilimsel kii-
tiiphaneler, kullanic1 girisimlerine ve gerceklestirilen islemlerin seviyesine gore ii¢c man-

tiksal seviyede yapilandirilabilir;

 Kullanici, bir ¢oziicii secerek ve katsayr matrisini ve sag taraftaki vektori kiitiipha-

neye gecirerek yiiksek seviyede caligir.
 Bilimsel kiitiiphaneler algoritmay1 uygular ve dagitilacak veri indekslerini ayarlar;

* BLAS(Dongarra, Croz, Hammarling ve Duff, 1990, s.1) ile temel dogrusal cebir
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islemleri gerceklestirilir ve MPI gibi iletisim protokolleri ile veri iletisimi saglanir.

BLAS(Dongarra ve dgerleri, 1990) yazilim kiitiiphanesinin temel vektor ve matris islem-
leri i¢in kullanilan ¢ok basarili bir 6rnegidir ve ¢ok genis bir kullanim alanina sahiptir.
Dogrusal cebirin sik¢a karsilagilan igslemlerini tanimlar. Yap1 bloklar1 ve bunlar i¢in stan-
dart bir arayiiz belirler. Yazilim organizasyonuna bagl olarak ii¢ BLAS seviyesi belirle-
mek miimkiindiir. BLAST; iki vektor arasindaki standart igslemler, BLAS2; matris-vektor

operasyonlart ve BLAS3; iki matris arasindaki iglemleri operasyonlarini kapsar.

Tanim 3.6.1. Matrisin elemanlarinin ¢cogunun sifir oldugu matrislere seyrek matris denir.
Seyrek matrisler farkli depolanma tekniklerine sahiptir.(https://tr.icyscience.com/sparse-

matrix,2021).

Bilgisayar programlamasinda, bir matris iki boyutlu bir dizi ile tanimlanabilir. Matrisin
depolanmasi i¢in cok fazla alana ihtiya¢c duyuldugundan farkli bir gosterim kullanilir.
Asagidaki ornekte standart gosterimi verilen matrisin, seyrek matris yapisina aktarimi

gosterilmisgtir.

Ornek 3.6.2. Verilen tablonun ilk satir1, matrisin toplam satir sayisi, siitun say1s ve sifir-
dan farkli elemanlarinin sayisin1 gostermektedir. Onun diginda 6rnegin tablonun 2.satir1

matrisin ilk satirinda 6.siitununda sifirdan farkli elemanin 7 oldugunu ifade eder.

) farkli

satir | sutun
0
(000007 0]| |5 |7 |6
0600000 o |5 |7
2000000/|=1 |1 |6
0100040 > o |2
(0000400 |3 |1 |1
3 |5 |4
4 |4 |4
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Sparse-BLAS seyrek matrisler icin hesaplama rutinleri saglayan bir kiitiiphanedir. Seyrek
matris sistemleri icin yazilmis ¢esitli kiitiiphaneler vardir. Bunlardan bazilar1 incelenecek
olursa;

"SuperLU(Xiaoye,2005, s.1), bilyiik, seyrek, simetrik olmayan lineer denklem sistemleri-
nin dogrudan ¢6ziimii icin genel amacl bir kiitiiphanedir. Kiitiiphane C ile yazilmigtir ve
C veya Fortran programindan ¢agrilabilir. Cesitli paralellik bigimlerini desteklemek i¢in
MPI(Snir, Otto, Huss-Lederman, Walker ve Dongorra, 1998), OpenMP ve CUDA kulla-
nir." Hem gercek hemde kompleks degerli matrisler i¢in cesitli rutinler saglayan direkt
bir sistem ¢oziiciidiir. Kiitiiphane rutini, bir LU ayrisimi yapar sonrasinda ileri ve geri sii-
piirme ile ticgensel sistemin ¢oziimiinii bulur. (Xiaoye, 2005, s.1).

PARDISO (Schenk, Gartner, Fichtner ve Stricker, 2000) dogrusal bir denklem sisteminin
biiyiik seyrek simetrik ve simetrik olmayan matrisini ¢6zmek i¢in etkili bir pakettir. PAR-
DISO gercek veya kompleks, simetrik veya simetrik olmayan, pozitif kesin veya belirsiz
seyrek dogrusal denklem sistemleri de dahil olmak iizere ¢esitli seyrek matrisler i¢in kul-
lanim1 olan direkt bir ¢oziiclidiir. Coziicii, son zamanlarda genis bir uygulama yelpazesini
etkili bir sekilde desteklemis, cesitli seyrek matris tiirlerini iceren endiistriyel ve kurumsal
alanlarda genis bir uygulama alan1 bulmugtur. Biiyiik ve karmagik dogrusal denklem sis-
temlerinde basit ve kullanimi kolay bir pakettir. (Zadeh, Zeynal, Nor ve Shaaban,2011).
MUMPS (“Multifrontal Massively Parallel Solver”) (Amestoy, Duff, L’Excellent ve Kos-
ter, 2001), Asimetrik, simetrik olmayan, pozitif taniml simetrik ya da genel simetrik bir
kare matris olmak {iizere, dagitik hafizali sistemler iizerinde AX = B lineer denklem
sistemlerinin direk ¢6ziimiiniin elde edilmesi i¢in olusturulmus bir pakettir. Bu yazilimin
cogunlugu Fortran 95’te yazilmis olup bir C arabirimi de mevcuttur. MUMPS un paralel
versiyonu mesaj iletimi i¢cin MPI (Snir ve digerleri, 1998) gerektirir bunun yaninda BLAS
(Dongarra ve digerleri,1990), LAPACK (Planitz,1995, s.1), BLACS ve ScaLAPACK (
Blackford ve digerleri, 1997) kiitiiphanelerini kullanir (Amestoy, Duff ve L’Excellent,
2007).
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3.7. Laplace Denklemi ile Yapilan Bir Test Problemi

Cammarasana 2017°de yazdig1 tezinde;

Laplace denklemini bir §2 bolgesinde Dirichlet sinir kosullariyla birlikte ele almigstir. Denk-
lem iki ve ii¢ boyutlu 2 bolgesinin bir D ayrisimi iizerinde incelenmis ve asagida satir
sayis1, doluluk orani, sifirdan farkli eleman sayisi1 bilgilerinin yer aldigi tabloda sunulan

katsay1 matrisleri kullanilarak algoritmalarin etkinligi test edilmistir.

Bolge Matrisin Satir1 Sifirdan Farkli Doluluk
Elemanlar orant

Kare 4194 304 20 938 768 % 0.00012

Kiibik 2097 152 14 099 408 %0.0298

Kiibik 134 217 728 930 123 728 %0.000005

Dairesel 4152 441 29 053 205 %0.00017

Kiiresel 2094 834 33225967 %0.00076

Sekil 3.4. Ele alinan matrisin 6zellikleri (Cammarasana 2017'den degitirilerek alinmistir.)

Cammarasana (2017) tarafindan hazirlanan bu calismada ele alinan test problemi 2 tane 18
cekirdekli Intel Xeon E5-2697 2.30 GHz islemcili, 1512 diigiime sahip diigiim bagina 36
cekirdekli, (toplam cekirdek=54432) diigiim basina 128 GB RAM’e sahip Marconi adli
siiper bilgisayar ile yapilmistir. Calisma hem diizgiin (kiibik) ya da diizgiin olmayan (kii-
resel) bolgeler tizerinde yapilmig SuperLU ve MUMPS paketleri karsilagtirllmgtir. Sekil
3.5 (Cammarasana, 2017, s.23)’de diizgiin bir kiibik bolge iizerinde test edilen matrisin

ozellikleri verilmistir.

Ayrisim Bolgesi 128*128*128
Satir Sayisi 2097 152
Sifirdan farkli eleman sayis1 | 14 099 408

Sekil 3.5. Kiibik matrisin 6zellikleri (Cammarasana 2017'den degitirilerek alinmistir)
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Diizenli bolgeler iizerinde yapilan testler sonucunda, hesaplama siireleri goz oniine alin-
diginda SuperLU (Xiaoye S. L1,2005)’nun MUMPS (Amestoy ve digerleri, 2001)’a gore
daha etkili oldugu gozlemlenmistir. Sekil 3.6 (Cammarasana,2017, s.24) de bir diizenli
bolge tizerinde 576 islemci (16 diigiim) ye kadar yapilan SuperLU ve MUMPS Kkiitiipha-

nelerinin karsilagtirilmasi verilmistir.

Regular Grid

Global Solve Time

Processes

Sekil 3.6. SuperLU ve MUMPS kiyaslamasi (Cammarasana,2017, s.24)

Cammarasana (2017) yaptig1 calismada diizenli olmayan bir kiiresel bolge iizerinde asa-
g1daki tabloda 6zellikleri sunulan matris tizerinden SuperLU ve MUMPS kiitiiphanelerini

kiyaslamistir.

Bolge Kiiresel
Satir Sayis1 2094977
Sifirdan farkli eleman sayisi 33225976

Sekil 3.7. Kiiresel matrisin 6zellikleri (Cammarasana 2017'den degistirilerek alinmistir.)

Yapilan testler sonucunda diizenli olmayan bolgeler iizerinde de yine SuperLU (Xia-
oye,2005)’nun MUMPS (Amestoy ve digerleri,2001)’a kiyasla en 1yi performans goster-

digi kaydedilmistir.(Cammarasana,2017, s.25) Kiiresel bolge tizerinde SuperLU ve MUMPS
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kiitiiphanelerinin hesaplama siireleri 576 islemci (16 diigiim) ye kadar Sekil 3.8 deki gra-
fikte verilmistir.

Irregular Grid

[ e
MUMPS

Global Solve Time

i I

&
p

Sekil 3.8. SuperL. U ve MUMPS kiyaslamasi (Cammarasana, 2017, s.32)
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4. BULGULAR

4.1. Ele Alinan Ornekler ve Karsilastirmalar

Ornek 4.1.1.

wy + Oww, + uwax + BWyer = 0 4.1.1)

Gardner denklemi;

/30
60

w(z,0) = 0.1 — 0.1tanh( ) (4.1.2)

baglangi¢ kosuluyla birlikte —80 < z < 80 ve ¢t € [0, 12] iken ele alinsin. Laplace var-
yasyonel metodu uygulanarak ¢oziimler arastirilsin. Klasik varyasyonel iterasyon metodu

icin (3.3.2) ile verilen sema uygulanirsa;

T, €)

W (,8) = wy (1) + /O A, o) (‘9“’%(

5—83(%:15?’ 6))>de

€ oz ox

(4.1.3)

olur. Burada w kisitlanmig yani §w = 0 dir. (4.1.3) denkleminin her iki tarafina I Laplace

doniisiimii uygulanirsa;

Llwy41(z,t)] = Llw,(z, t)] + L

Oe * ox

(4.1.4)

e 4 g2 @, e>>)d€]

ox ox3
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olur. (3.3.5) ile tanimlanan konviilasyon 6zelligi ile;

L[wn+1(l‘, t)] = L[wn(l’, t)] + L A(ZE, t) * (awna(:’ t) + 08(@%(5’ t))@ + M{U\?La(@gz, t))

— L{w,(z,t)] + L[A(z, )L 8"‘”%(:7 b ga(w?)(;? D)o uﬁia(@g’ t))

= Lfwy(z,t)] + L{A(z, )] [S]Lwn(x, t) — wy(x,0) + QLW@ n ML{&QW
4.1.5)

yazilir. (4.1.5) de w, (z, t)’ye gore varyasyonel tiirev alinirsa L{Aw,, 1 (z, t)] = L[Aw, (2, )]
{1 + sLA(z,t)} elde edilir. Buradan;

14 SLIA(z, £)] = 0, Az, t) = Ll[%l] S 4.1.6)
olup (4.1.6), (4.1.5) denkleminde yerine konulursa;
B Owy(x,t) O(wy(x,t)) 5 O(wy(x,t))
L{wy,11(z,t)] = L{w,] + L[-1]L T +0 oY + ,uwnT—i—
Pwy,(x,t)
P Ox?

bagintisina ulasilir. Bu bagint1 yardimiyla iterasyonlar ilerletilirse;

rOwg(z, t) O(wo(z, 1)) O(wo(z, 1)) N Pwg(x, 1)

1
Liw] = Luo] = EL ot +0 ox Wo + ng T p 3
1 :8 ’t 0 ’t 0 7t 83 775
L{us] = Liw] - L wlég:’ ) 1 g (wla(;? Do, + g (wl(;: D g ugg )
Lp[Owale,t) | Owa(a,t O(wa(z, t Pws(,t
Lfus] = Lfus] - <L | wQa(f ) 1o (wQa(xx D+ (wg(j ) g wazg )

olur. Ele alinan bu problemde 4 iterasyon yapilmis ve elde edilen sonuglar asagida verilen
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tablo ve grafiklerde gosterilmistir. (4.1.1) denklemi i¢in gercek ¢oziim;

(= =)
wat) = — — tanh (T%> (4.1.8)

dir.

Sekil 4.1: Yaklasik Céztim (6 = 1,p=-5,=1)

Sekil 4.2: Ger¢ek Coézim (6 = 1,u=-5,=1)
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0.00008
0.00007
0.00006
0.00005
0.00004
0.00003
0.00002]
0.00001

)

Ornek 4.1.2. (4.1.1), Gardner denklemi; w(z,0) = = baslangig

12+ 3\/ﬁcosh(%x + §)

kosuluyla birlikte —20 < z < 30 ve t € [0, 5] iken ele alsim. Ornek 4.1.1 deki adimlar

2
izlenerek gercek ¢oziimii; w(z,t) = % 7 ile verilen Gardner
12+ 3V Meosh(— + 5 + o)
denklemi icin elde edilen ¢oziimler asagida gosterilmistir.
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0.08
0.07-
0.06—
0.05-
0.04—
0.03
0.021
0.01

wix, )

-10 -20

10 9

X

7 4 20

Sekil 4.5: Ger¢ek Coézim (6 =4, u=-3,=1)
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0.00012—

0.00010—

0.00008—

0.00006—

0.00004—

0.00002—

=20

Sekil 4.6: Hata Grafigi (6 = 4,u=-3,=1)

Ornek 4.1.3. Bu 6rnekte Ornek 4.1.1 de ele alinan problemin ¢6ziimleri Laplace-Adomian

ayrisim metoduyla arastirilmigtir. (4.1.1) denklemi;
wy = —Oww, — uwax — BWaza (4.1.9)

olarak diizenlensin.

e Adim1I
(4.1.9) denkleminin her tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa;
L{w,} = L{—0ww, — pw?w, — Bwepe }
olur. wy tiirevi i¢cin Laplace doniisiimii kullanilarak;

sw(z,s) — w(x,0) = L{—0ww, — pw*w, — Bwepe }

0 1
w(z,s) = @ - EIL{—waw — pwwy, — Bwage b

(4.1.10)

Burada w(z,0), (4.1.2) ile verilmistir. (4.1.10) denkleminin her iki tarafina L' ters
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laplace doniisiimii uygulanirsa;
1
w(z,t) = w(z,0) — L [~L{—bww, — pw’w, — Sy, }] (4.1.11)
s

olur.

Adim II

Lineer olmayan ww, terimi icin Adomian polinomlari;
Ay = wozwy

Ay = wow + wizwy

Ay = W Wz + Wipw1 + WarWo

Az = Wor W3 + WipW3 + War W1 + W3z Wo

Ay = WozWy + W1,W3 + WorWs + W3, Wa + WagpWo

ve lineer olmayan w?w,, terimi i¢in Adomian polinomlari;

Ay = wo,w?

Ay = w§ 4w, + 2wowiwo,

Ay, = wam + 2wow Wi, + 2wewawo, + Wiwo,

Az = 2w watg, + Wiwre + 2w WaWo + 2Waw1,Wo + 2W3WeeWo + WaxW

Ay = Wiwg, + 2w W1LWs + 2WWeW3 + WiWe, + 2Wews, W1 + 2w, ws +

2
2wWow1, w3 + 2WeWoWa + WHWag

formiilleri ile verilir. Bilindigi iizere w(z, t) bilinmeyen fonksiyonu (3.2.14) da ve-
rilmigti. Diger yandan lineer olmayan terimler ww, = N (w(x,t)) ve w?w, =

Ni(w(z,t)) olarak gosterilmek iizere;

N(w(a,t)) = An(wo, wy, ..., wy)
n? (4.1.12)

Ni(w(a,t)) = Ay (wo, wy, ...w,)
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yazilir. (3.2.14) ve (4.1.12), (4.1.11) denkleminde yerine konulursa;

- 1
Z wy(2,t) = w(x,0) + L [;L{GAn(wo, W1, ooy W) + Ay (Wo, w1, W) + B ]

n=0

n=20,1,2 ..

olur. O halde;

wo(%ﬂ = w(:c, 0)

1 4.1.13)

Wppr(z,t) =L71 [—L{@An + ph, + ﬁwmm}} n=0,1,2,..
s

tekrarlama bagintisina ulagilir. NV iterasyon sayisini gostermek iizere N = 4 i¢in elde
edilen sonuglara gore gercek ve yaklagik ¢oziim arasindaki farki gosteren grafik asagida

gosterilmisgtir.

0.00007+
0,00006-‘
0‘[)0005—-
HATA 0,00004—j
0‘00003—_
0‘00002:

0.00001—

0—

Sekil 4.7: Hata Grafigi (6 = 4,u=-5,=1)

2
—7 % baslangic
12 + 3V 14cosh(? + §)
kosuluyla birlikte —20 < x < 30 ve t € [0, 5] iken ele alinsin. Ornek 4.1.3 teki adimlar

2
izlenerek gercek ¢oziimil; w(z,t) = —F 7 ile verilen Gardner
12 + 3v 14cosh(? + 3 + 2—7)

Ornek 4.1.4. (4.1.1), Gardner denklemi; w(z,0) =
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denklemi icin elde edilen ¢oziimler i¢in hata grafigi asagida verilmistir.

0.00012—
0.00010-

0.00008—

0.00006—

0.00004—

0.00002

Oz
(N
2
3

! 4 5 20

Sekil 4.8. Hata grafigi (6=4, p=-5, p=1)

Ele alinan problemler Hepson ve arkadaglari tarafindan 2019°da iistel B-spline kolokasyon
metodu ile ¢cozmiistiir. Asagida verilen tabloda Gardner denkleminin ele alinan iki hali
icin iterasyon sayis1 dikkate alinarak LaplaceVIM, Laplace Adomian ve iistel B-spline

kolokasyon metodu (Ersoy Hepson,Kormaz ve Dag, 2019, s.10) ile elde edilen sonuglar

karsilagtirilmistir.
EN FAZLA HATA
METOD Ustel B-Spline | Laplace-Adomian| Laplace-VIM
(N=100) (N=3) (N=4)

©=1, =1, u=-5| 3.8436x (10)* | 7,3013x (10)° | 8,6664 x (10)5

©=4, p=1,p=-3| 1,1502x (10)* | 1,2111x (10)* | 1,2776x (10)™

Cizelge 4.1. Yontemlerin kiyaslanmasi

Bundan sonraki 6rneklerde lineer olmayan, karmagik, homojen ve homojen olmayan denk-

lemler Laplace-Adomian ve Laplace-Vim metodlari ile ¢oziilecektir.
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Ornek 4.1.5. a ve b sabitler olmak iizere:

iW; + QWgy + buln | w |*= 0 (4.1.14)
b—d b

denklemi w(z,0) = TR 2—352 = f(z) baslangi¢ kosuluyla ele alinsin. Gerekli dii-
a

zenlemeler yapilirsa denklem;

Wy = AUy, + ibwln | w |? (4.1.15)

halini alir. (4.1.15) denklemi (3.2.9) ile kiyaslandifinda L,w(z,t) ve R operatorleri asa-

g1daki sekilde yazilir;

.0
Lyw(x,t) = wy(z,t), Rw = za@w(x, t) (4.1.16)

Diger yandan lineer olmayan terim;
Nw=wlh|w[*=wl | ww |= ZAn(wo,wl, ey W) (4.1.17)
n=0

olarak ifade edilir. Burada A,, Adomian polinomlar1 (3.2.5) formiilii ile asagidaki sekilde

hesaplanir.

AU = Wo In ‘wow_o‘,
wow, Wo'

A1 = —w_ +U)1 1n|w0w_0| +U}1,
0
wow? w wWow? WoWsy w?
1—1 1—— 1-—2/ =/ —_— 1
Ay = —wy" + —wo — _2w02+ —= W0 + ws In |wewg| + =—— + we
QUJ() Wo 2’LUO Wo QUJO
3 3 3 3
wowy __,, wy __, Wwwi__, WoWwy wy __o, 2’LU1UJ2_/ WoW1W2
Ag = —Woy  +——wq + — Wo +—_3/ iy —;, w02 +—wy — p—
6w0 5 21U() Wo 313U0 2w0 Wo Wy
WoWsz ___ wowy __,_ _ w wW1W2
——"Wy — —Wo'Wo" + wsln|weWs| — —5 + + w3
2 2
wWo AT 6wg Wo

Nihayetinde (3.2.17) ile verilen tekrarlama bagintis1 (4.1.14) icin uyarlanirsa;
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wlest) = fla)
wy (@, t) = —L-! EL{awOm(az,t) + bAo}] (4.1.18)

wo(z,t) = —L~! [él{awux(% t)+ bAl}]

wy(x,t) = —L7} E]L{awgm(x, )+ bAz}}

wy(z,t) = —L7! [é[&{awn_lm(x, t) + bAn_l}]

elde edilir. Diger yandan (4.1.14) denkleminin gercek ¢coziimii
w(r,t) = (—— — —a?)e (4.1.19)

dir.l1 <z < 3 ve N=4 i¢cin mutlak hatalar asagidaki tabloda listelenmistir.

t a b d maks-hata

0,1 1 1 1 0,002228650

02 1 1 1 0.008933000

(4.1.20)
03 1 1 1 0,020168184

04 1 1 1 0,036025895

05 1 1 1 0,056634023
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Ornek 4.1.6. Ornek 4.1.5°te ele alinan denklemin homojen olmayan formu incelensin.

W + AW, + bwln | w [*= cw 4.1.21)
. b—d b , .
denklemi w(x,0) = 5 5.0 = f(z) baslangi¢ sartiyla birlikte ele alinsin. (4.1.14);
a
Wy = 1aW,y + ibwln | w > —ciw. (4.1.22)

olarak diizenlensin.

(4.1.22) ile (3.2.9) kiyaslanirsa;

0
Lyw(z,t) = wy(x,t), Rw = iaﬁw(:t, t) —icw(x,t), (4.1.23)
ve
Nw=wln|w*=wln | ww |= ZAn(wo,wl, ey Wy (4.1.24)
n=0

olur. (4.1.24) de yazilan A,,, Adomian polinomlari (3.2.5) formiilu ile asagidaki gibi he-
saplanir.

AO = Wo In ‘wow_o‘,
Wow Wy

A1 = +U}1 1n|w0w_0| +w1,
Wo
Wow? w wWow? WoWsy w?
11—y 1-— 1-—— — __ 1
Ay = —w" + —Wy — —=Wo> + ——wo + wa In |weWp| + —— + wo
21110 Wo Wo Wo 210()
3 3 3 3
WoWy __ wy WoWo2W1 ___ WoW w7y . 2’LU1’LU2_ WoW1W2
A3 — 1w0///+ 1 w0//+ we! 1 1 2/+ wO/_

— — — 0 —3,  5—s Wo — —
61110 5 211]() Wo 313U03, QIUQ2 Wo w02’
Wows__, Wowy__,__, —_— wy Wiwsz

— Wy — ——5Wo Wy + wln|weWo| — — + + ws
wWo 2w 6wg Wo

Benzer sekilde (3.2.17) ile verilen tekrarlama bagintist kullanilarak:
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wo(x,t) = f(x)
wy(z,t) = L1 [El{awgm(x, t) — cwp(x,t) + bAo}]
5
wy(z,t) = —L71 [EL{CLU)M:E(I, t) — cwy(x,t) + bAl}]
L@S (4.1.25)
ws(z,t) = —L7! [—}L{awgm(x,t) — cws(z,t) + bAQ}]
5
wy(x,t) = L1 [EL{awn_lm(x, t) — cwp_q(z,t) + bAn_l}]
5
cOziimiine ulagilir. Bununla birlikte (4.1.21) i¢in gercek ¢6ziim
b - d + c b 2 _*dt
£ — —_ = ¢ 4.1.26
olup, 2 <z < 3 ve N = 3 i¢in hata miktarlar1 agagidaki tabloda listelenmistir.
t a b ¢ maks-hata
0,1 1 1 1 0,002228650
02 1 1 1 0.008933000
(4.1.27)

03 1 1 1 0,020168184

04 1 1 1 0.036025895

05 1 1 1 0,056634023

Ornek 4.1.7. Ornek 4.1.5’te alian problemin ¢oziimleri Laplace-VIM metoduyla arasti-
rilsin. (4.1.14) denklemi i¢in daha 6nceki boliimlerde verilen klasik varyasyonel iterasyon

metodu ile olusturulan sema asagidaki gibidir.
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! Owy, (2, €) (W, (z,€))
W1 (2, t) = wy(z,t) + /0 A(z,€) (z e +a 52 + bwnln|wn|2> de

(4.1.28)

Burada A(x,t — €) olup (4.1.28) denkleminin her tarafina Laplace doniisiimii uygulansin.

t
L{wy1(x,t)] = Lw, (2, )] + L[/ Az, t—¢) <¢5wna(a:,e)
0 €
9/~
. QW + b@nln\wn\z)dé]
Konviilasyon 6zelligi kullanilarak;
Owy(x,t
Lfwns1(2,8)] = Lfwa(z, )] + LAz, ) (i wa(zc )
9/
+ QW + b{z}nln|wn|2>}
= L{w, (z, t)] + L[A(z, t)}L[ﬁwna(;c, t)
9/~
L F () b@nmwny?] (4.1.29)
Ox?

= L{w,(z,t)] + L[A(z,1)] [isL[wn(a:, t)] + tw,(z,0)

0 (W (x, €))

92 + b, In|w, |?

+ alL

wy(x,t)’ye gore varyasyonel tiirev alinirsa;

L[dw,11(x, t)] = L[dw, (z,t)] + L{A(x, t)][isL[dw,(x, t)]]

— L[6w, (x, t)]{1 + isL[A(x, )]}

olur. O halde;

1+ isL[A(z,t)] = 0ise L[A(x,t)] = e ve buradan A = ]Lfl(3

18 S S

) = i elde edilir.
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Ulagilan deger (4.1.29) denkleminde yerine konulursa;

2
L{wp.1(z,t)] = L[wy(z,¢)] + L[i]L i@w%(tx,t) a2 (“g(f’t)) + bw,ln|w, |2
xXr

¢Ozlim semasina ulasilir ve buradan;

132

up(z,t) = ——
2 4

uy(z,t) == —%(Zt +2%(—i + tln(%))

olur.

Ornek 4.1.8. Ornek 4.1.6’da ele alinan problemin ¢oziimleri Laplace-Vim metoduyla aras-

tirilsin. (4.1.29) denklemi ele alinan problem i¢in yazilirsa;

L{w,11(z,t)] = L{w,(z, )] + L[A(z, fﬂL[iW

0 (tn (, 1))

~ 2
+ “—— 7 + b, In|w,|* — cw,(z, t)] (4.1.30)

= L{wy(z,t)] + L[A(z,t)] [isL[wn(x, t)] + tw,(z,0)

(W (x, €))

L
ta 0x?

+ bt In|w,|? — Lcw,]

olur. w,(z,t) ye gore varyasyonel tiirev alinirsa;

L[dwp41(x,t)] = L{dw,(z,t)] + L[A(z, t)][isL]dw,(z, t)]] — mL[dw,(z,t)]

= L[dwy,(x, t)]{1 + (is — m)L[A(x,t)]}

elde edilir. O halde

1+ (is — m)L[A(z,t)] = 0, L[A(z,t)] = —1 ve buradan A = ie” "™ olarak

1s—m
bulunur. (4.1.30)’de yerine konulurak;
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Llwni(z,1)] =
Z,awn(x, t) 02 (wy(x,1))

Liwy, (z,t)] + L[z’e’imt]]L[ T +a 92 + bwpln|w,|* — mw,

semasi yazilir. Bununla birlikte;
b—d b
t) = —— — —a2
wo(wt) = =5 2"
ln(u>(:c2 (e =1)  itg2 3

_ 4 etz =3)

wy(z,t) = -1+ 5 5

olur.
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S. TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda, bircok bilim dalinda yer bulmus, fiziksel olaylar1 modelleyen olu-
sum tipi kismi diferansiyel denklemler bazi niimerik ¢oziim yontemleri ele alinmis elde
edilen sonuglar kiyaslanmisgtir.

Tezin iiclincii boliimiinde anlatilan B-Spline kolokasyon metodu olduk¢a yakin sonuglar
verirken, lineer olmayan terimlerin lineerlestirilmesine ve bunun i¢in cesitli bagintilara
ihtiya¢ duydugu goriilmiistiir. Denklemde yer alan baz tip lineer olmayan terimler i¢in
lineerlestirme yapilabilirken bazilar i¢in yapilamiyor olmasi, metodun tatbik edilebile-
cegi modelleri kisitlar. Cesitli baglangi¢ ve sinir kosullar1 altinda ele alinan denklemlere
B-pline kolokasyon metodunun ¢esitli varyasyonlari (iistel kiibik, kuintik,trigonometrik)
uygulandiginda metod bir asamada "AX=B" tipinde bir lineer denklem sisteminin ¢o-
ziimiine dayanmistir. Calisilan bolgenin daha kiigiik parcalara ayrilmasiyla daha yakin
sonuclar elde etmek amaglanirken, bu durumun matrislerin boyutunu arttirarak biiyiik bir
hesaplama yiikii ortaya koydugu anlasilmistir. Bu biiyiik ve seyrek sistemler i¢in yiik-
sek basarimli hesaplama sistemleri tizerinde ¢esitli algoritmalarla hizli ve yakin ¢oziimler
elde etmek amaclanmistir. Tezin dordiincii boliimiinde bu sistemler anlatilmis ve Lap-
lace denklemi i¢in yapilan bir test problemi gosterilmistir. Yine tezin ii¢iincii boliimiinde
Adomian Ayrisim, Laplace Adomian ayrisim, varyasyonel iterasyon, Laplace varyasyo-
nel iterasyon metodu anlatilmig, Burgers, Gardner, lineer olmayan Schrédinger denklem-
leri tizerinde uygulamalar1 yapilmistir. Gardner denkleminin litaratiirde yer alan iistel B-
spline kolokasyon metoduyla elde edilis ¢oziimleri, Laplace-VIM ve Laplace - Adomian
yontemleriyle elde edilen ¢oziimlerle kiyaslanmistir. Bu kiyas ile Laplace-Adomian ve
Laplace-VIM metodlarinin, iistel B-Spline kolokasyon metoduna gore daha kisa siirede,
daha az maliyetle, daha az iterasyon ve hesaplama yiikiiyle yakin sonuclar verdigi goriil-

miistiir.
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