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Bu tezde; Dezarg diizlemleri, Moufang diizlemleri ve bir Moufang-Klingenberg diizlem
sinifi lizerinde 6-sekillerle ilgili bilinen bazi sonuglarin @ bir Cayley boliimlii cebiri
olmak iizere girdileri A =0+Qg+---+Qg™" m. dereceden plural cebirinden alinarak
olusturulan 6zel 3x3 matrislerle kurulan octonion diizlem siifi ile girdileri (A ya
izomorf olmayacak bigimde tanimlanan) A=QOn,+On,+On,+On, cebirinden
alinarak olusturulan matrislerle kurulan octonion diizlem smifi tizerindeki karsiliklar
incelenmistir.

Her iki octonion diizlem smifinin kolinasyonlar grubunun doértgenler iizerinde gecisken

oldugu sonucu yardimiyla bir 6-sekilin A nin ya da Anin bir tersinir eleman ile temsil
edilebilecegi gosterilmistir.

Son olarak, girdileri A dan alinarak olusturulan octonion diizlem smifinin nokta ve
dogrularinin matris gosterimleri kullanilarak bir projektif Klingenberg diizlem sinifi
tizerinde metrik olmayan bir uzaklik tanimi verilmis ve bu uzaklik tanimi yardimi ile
Oklid diizleminden iyi bilinen ¢ember, elips ve hiperbol kavramlarinin sonlu projektif
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In this thesis; the correspondings of some known results related to 6-figures on the
Dezarg planes, Moufang planes and a class of Moufang-Klingenberg plane are
examined on the octonion plane class constructed by the special matrices of 3x3, whose
entires are from A4 =0+Qg+---+Q™*" plural algebra of order m and on the octonion
plane class constructed by the matrices, whose entries are from
A=0On, +Omn, + On, +On, (defined in the manner that will be not isomorphic to A ).

It is showed that a 6-figure can be represented by an inversible element of A or A
with help of the result that group of collineations of both octonion plane classes are
transitive on 4-gons.

Finally, a non-metric distance definition is given on a projective Klingenberg plane
class by using matrix representations of points and lines of the octonion plane class
constructed by .4 and with the help of this distance definition, correspondings of the
concepts of circle, ellipse and hyperbola, which are well known from the Euclidean
plane, are examined in finite projective planes.
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1. GIRIS

Bir cebirsel yapi ile bir geometrik yap1 koordinatlanabildigi zaman bu cebirsel yapinin
cebirsel ozellikleri ile karsilik gelen geometrik yapinin geometrik 6zellikleri arasinda
onemli iliskiler ortaya ¢ikar. Bu karsilikli iligkiler cebir ile geometri arasinda iki yonlii
bir baglantinin oldugunu gosterir. Mesela; bir Dezarg, Moufang ya da Moufang-
Klingenberg diizlemlerinin koordinatlama halkasi sirasiyla, bir bolimli halka, bir

alterne boliimlii halka ya da bir lokal alterne halkadir.

Bu tezde; Dezarg diizlemleri, Moufang diizlemleri ve bir Moufang-Klingenberg diizlem
sinifi iizerinde 6 sekillerle ilgili bilinen bazi sonuglarin @ bir Cayley boliimlii cebiri,

m-1

e#0 ve €" =0 olmak iizere girdileri A=0+0g+---+Qe™" m. dereceden plural

cebirden alinarak olusturulan 6zel 3x3 matrislerle kurulan octonion diizlem sinifi ile
NN Me € Q) MMy =M, MM, =My, =0, MMz =Nen, =0, MmN, = Mgy MMz =MeN, =0
olmak {izere girdileri (A ya izomorf olmayacak bigimde tanimlanan)

A=0n,+0Omn, +On,+0On, cebirinden alinarak olusturulan matrislerle kurulan

octonion diizlem sinifi lizerindeki karsiliklar1 incelenmistir.

A ve A cebirinin elemanlari ile olusturulan octonion diizlem siniflarina aslinda A ve
A lokal halkalari ile koordinatlanan M (A) ve M (A) Moufang-Klingenberg diizlem

siniflar1 olarak bakilabilecegi sonucu bu iki octonion diizlem sinifi iizerinde 6-sekillerle

ilgili hedeflenen sonuglara daha hizli ulagilmasini saglamistir.

M (A) nin kolinasyonlar gurubunun dortgenler tizerinde gegisken oldugu sonucuyla bir
B6-sekilin A nin bir tersinir elemani ile temsil edilebilecegi sonucuna ulasilmistir. Bu
sonucun bir benzeri M (A) igin de elde edilmistir. Ancak her iki diizlem sinifi {izerinde

cifte oran tanimi verilemedigi icin 6 sekilin orani ile ilgili sonuglar elde edilememistir.

Girdileri A dan aliarak olusturulan octonion diizlem smifinin nokta ve dogrularinin
matris gosterimleri kullanilarak bir projektif Klingenberg diizlem sinifi iizerinde

metrik olmayan bir uzaklik tanim verilmistir. Bu uzaklik tamimi yardimryla Oklid



diizleminden iyi bilinen ¢ember elips ve hiperbol gibi kavramlarin sonlu projektif
Klingenberg diizlemlerde ve onun epimorfik goriintiisii olarak altinda yatan sonlu

projektif diizlemlerdeki karsiliklar1 incelenmistir.

Bu tez 5 boliimden olugsmaktadir.

1. boliim, calismanin ana hatlarinin ¢izildigi giris boliimiidiir.

2. boliimde tezde kullanilan temel kavramlar tanitilmis ve ardindan calismanin
literatiirdeki yeri belirlenmistir.

3. bolimde 6-sekillerin bazi ozellikleri M(A) ve M(A) diizlemleri ftzerinde
arastirilmistir.

4. bolimde bazi octonion diizlemler iizerinde metrik olmayan bir uzaklik tanimi
verilmis ve bu uzaklik yardimi ile ¢ember, elips ve hiperbol gibi geometrik kavramlar
incelenmistir

5. bolim ise, bu c¢alisma ile ilgili genel bir degerlendirmenin yapildig1 sonug

bolimudir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu kisimda, tezin hedeflerine ulagsmak icin ihtiya¢ duyulan bilgiler verilmistir. Genel
bilgilerin derlenmesinde Hungerford (1974), McDonald (1976), Fraleigh (1982),
Jacobson (1985), Schafer (1996), Malik vd. (1997), Beachy (1999), Elman vd. (2008),
Faulkner (2014) ve Ciftci (2015) galismalar1 dikkate alinmistir.

Tamim 2.1. (R,+) bir abel grubu ve “.” (¢carpma) R {izerinde tanimli bir i¢ islem olsun.

Eger her X,y,Z € R igin

X+y)z=xz+Vyz
ve

Z(X+Yy)=2zXx+1zy

sartlarin1 sagliyorsa (R,+,7) tUglisiine bir halka denir. Kisalik olmasi bakimindan

(R,+,-) halkasi R ile gosterilir. Eger R de “.” iglemi birlesmeli (asosyatif) ise halkaya

[T

birlesmeli (asosyatif) halka, isleminin etkisiz eleman1 varsa halkaya Ozdeslikli
(birimli) halka, “.” islemi degismeli (komutatif) ise halkaya degismeli (komutatif) halka

denir.

n tane

- f_/% . . .
Tanmm 2.2. R bir halka olsun. 1+1+1...4+41=0 esitligine uyan en kiicik n>2 tam
sayisina R halkasinin karakteristigi denir. Eger bdyle (sonlu) bir n tamsayis1 yoksa R

nin karakteristigi sifirdir denir

Tanmm 2.3. R 6zdeslikli bir halka ve 0# xeRolsun. Eger Xy =1 olacak bi¢cimde
yeR varsa Y ye x in sag tersi ve zX=1 olacak bigcimde ze R varsa z ye x in sol

tersi denir. Eger we R olmak lizere Xw=wx=1 ise w ye x in tersi ve x e de birim

(tersi olan) eleman denir.



Tamm 2.4. R bir halka olsun. Eger R nin bir R" alt kiimesi R halkasmin islemleri

altinda halka olusturuyorsa R' ye R nin alt halkas1 denir.

Tanmm 2.5. R bir halka olsun. R nin merkezi, R nin degismeli ve birlesmeli alt halkas1

olarak tanimlanir ve Z(R) ile gosterilir.

Tamm 2.6. R nin her x elemani igin Xl | ve Ixc | sartlarini saglayan bir | alt

halkasina R halkasinin bir ideali denir

Tamm 2.7. R bir halka ve M #R, R nin bir ideali olsun. Eger M c | cR sartim1

saglayan higbir | ideali yoksa M ye R nin bir maksimal ideali denir.

Tamm 2.8. R bir halka ve R nin tiim birim olmayan (tersi olmayan) elemanlarinin
olusturdugu kiime | ile gosterilsin. Eger |, R nin bir maksimal ideali ise R ye bir

lokal halka denir. Bu durumda VX € Rigin ya x yada 1—x birimdir.

Teorem 2.9. Birlesmeli olmayan bir R halkasinda her X,y € R igin X(Xy) = (xX)y ve

(xy)y = x(yy) sirasiyla, sol ve sag alterne sartlar saglaniyorsa R ye alterne halka denir.

Teorem 2.10. R bir alterne halka olsun. Bu takdirde, Moufang 6zdeslikleri olarak da
bilinen, asagidaki esitlikler gegerlidir:

a) (xy)(2x) = x(yz)X

b) (x(zx))y = x(z(xy))

¢) y((x2)x) = ((yx)2)x

(Pickert, 1955; Faulkner, 2014).

Tamm 2.11. (R,+,-) bir birlesmeli halka ve (M,®) degismeli grup olsun. Her ae€R
ve her xeM igin (a,X) >acx olacak sekilde tanimli RxM — M dis islemi her
a,beR ve her x,yeM i¢in asagidaki sartlar1 saghyorsa (M,®,c) sistemine R

halkas tizerinde bir (sol) modiil, kisaca M ye bir (sol) R-modiil denir:



1) (ab)ox=(ab)oxdir.
2) (a+b)ox=(aex)+(box)dir.
3) ac(x@y)=(acx)®(acy) dir.

Diger yandan R, 1#0 6zdeslikli bir halka ve her xe M igin
4) lox=x sartin1 saglayan bir (sol) R-modiile 6zdeslikli (birimli) bir (sol) R-modiil

denir.

Tamm 2.12. M bir R—modiil ve @=M’'cM olsun. Eger M', M deki i¢ ve dis

islemlerin M’ iizerine indirgenmisleri altinda bir R-modiil olusturuyorsa M’ ye M

nin bir alt modiilii (ya da alt uzay1) denir.

Tanmmm 2.13. R o6zdeslikli bir halka olmak iizere M bir R—modiil olsun. M nin

kendisini geren (veya iireten) lineer bagimsiz alt kiimesine M nin bir baz1 denir.

Tamim 2.14. M,,M,,M,,...M_ ve M" R—modiilleri verilsin. i, 1<i<n 6zelliginde
segilmis bir tam sayr X,yeM;, 1<j<n ve j=i i¢in B, eM; ve olmak iizere
agsagidaki sartlari saglayan bir f:M;xM,x..xM — M’ doniisimiine bir n-lineer

doniisiim denir:
D FBues B X+ Y, Birares Bo) = F(Bryeess Bis X Bioasoons Bo) + T (Byyeon Bis ¥i Biasoo Bo)
2) T (B Bits A Biias o B) = AF (B Bity X By Br)

Tanmm 2.15. M bir R—modiil olsun M"=M xM x...xM olmak iizere f:M" - R
doniisiimii n-lineer ise f ye M iizerinde n-lineer doniisiim ya da kisaca n-lineer form

ad1 verilir.

Tamm 2.16. f, M iizerinde bir n-lineer doniisiim olsun. Eger her (a,,...,a,) siralin

lisi j=i igin



foy, a0t o) = flog,.noy,. 0. 00)
ise f ye simetrik n-lineer déniistim denir.

Tamm 2.17. M ve M’ iki R—modiil olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bir

Q:M — M' dontsiimiine kuadratik doniisiim denir.
1) Her AeR ve her yeM igin Q(Ly) =A°Q(y) dir.
2) Her x,yeM igin Q(X, y)=%[Q(x+y)—Q(x)—Q(y)] ozelliginde M xM den M’

ye bir simetrik ve 2-lineer doniisiim vardir.

M'=M iken Q kuadratik doniisiimiine M iizerinde bir kuadratik doniisiim denir.

M’=R iken Q kuadratik déniisiimiine bir kuadratik form, bu durumda Q(x,y) ye de

birlestirilmis 2- lineer form denir.

Tamm 2.18. M ve M’ iki R-modiil olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bir N: M — M’
dontisiimiine bir kiibik doniistim denir:

1) Her AeR ve yeM icin N(Ay) =A’N(y) dir.

2) Her X,y,ze M igin

N (X, y,z):%[N(x+y+z)—N(x+y)—N(y+z)—N(x+z)+N(x)+ N(y)+N(z)]

ozelliginde M xM xM den M’ ye bir simetrik ve 3-lineer déniisiim vardir.

M'=M iken N kiibik déniisiimiine M {izerinde bir kiibik déniisiim denir. M'=R
iken N kiibik donlisimiine bir kibik form denir (Schafer, 1959). Bu durumda

N(X,Y,z) ye de birlestirilmis 3- lineer form denir.



Tamm 2.19. (M,®,0) ozdeslikli bir R-modiil olup M iizerinde bir ® (¢arpma) ig

islemi tanimlansin. Eger M bu isleme gore her ae R ve her X,y e M igin
(@-x)®y=x®(acy)=a-(x®y)

sartin1 saglayan bir halka (yani (M,®,®) bir halka) ise M ye R halkasi {izerinde

cebir, kisaca M ye R-cebir denir.

M bir R-cebir iken her a,b,ce M i¢in (a®b)®c=a®(b®c) ya da buna denk olan
[a,b,c]=0 (asosyatdr) sartin1 sagliyorsa M ye birlesmeli R-cebir, a®b=b®a ya da

buna denk olan [a,b] =0 (komutator) sartin1 sagliyorsa M ye degismeli R-cebir denir.

Bundan sonra; @© sembolii yerine + sembolu alinacaktir, ® ve o sembolleri yerine ise

elemanlar yan yana yazilacaktir.

Alterne kurallarin asosyatér yardimiyla [a,a,b]=0 ve [b,a,a]=0 olarak ifade
edilebilecegi gibi, [a,c,b]+[c,a,b]=0 ve [b,a,c]+[b,c,a]=0 oldugu da kolayca

goriilebilir.
Tamm 2.20. M bir R-cebir olsun. Eger M nin bostan farkli bir M alt kiimesi, M nin
R-cebir olmasmi saglayan islemlerin M’ {izerine indirgenmisleri altinda bir R-cebir

olusturuyorsa M’ ye M nin alt cebiri denir.

Tammm 2.21. R birim olmayan elemanlarinin kiimesi | ile gosterilen birlesmeli,

0zdeslikli ve degismeli bir lokal halka olsun.
O=/{a, +aj, +a,i, +ayi, +a,i, +ag; + a5, +ai,|a €R,i=012,..,7}

kiimesi tanimlansin.



O daki toplama i¢ islemi bilesen bilesene toplama islemi olarak ve O {izerindeki dis

islem her A € R ve her xeQigin

A =May +al +---+ai,) = (hay) + (Aa)i, +---+ (A&, )i,

olarak tanimlanirsa (O,+,-) sistemi 6zdeslikli bir R-modiil olur.

Cizelge 2.1 yardimiyla O iizerinde ikinci bir islem olarak c¢arpma i¢ islemi
tanimlanabilir. R nin karakteristigi 2 den farkli olmasi durumunda O nun i, =1, il, iz,

I, =1y, i,, i =ii,, Iy =0i,, I, =k, biciminde bir bazi vardir. C,C,,c; € R—1 olmak

tizere O nun bazindaki elemanlar i¢in ¢arpim tablosu Cizelge 2.1 deki gibidir.

Cizelge 2.1. O nun bazindaki elemanlar i¢in ¢arpim tablosu.

iy i, Iy I I i I,

i1 CliO is G i2 is CliS _i7 _C1i6

i, C,l, —C,i; I i, C,l, C,ls

is _C1C2io i7 CliG _Czis _C1C2i4
iy Csi, —C,i, —C, 1, —C,l,

I —C,Csl, Csl; C.C,i

I —C,Csl, —C,C,l;
i7 C1CZCBiO

O daki ¢arpma isleminin degismeli olmadig1 asikardir, birlesmeli olmadigina dair bir
ornek verilebilir (mesela, [i,,i,,i;]=0 dir). Bu durumda (O,+,-) sistemi degismeli ve
birlesmeli olmayan 6zdeslikli bir halka (yani 6zdeslikli bir R-cebir) olur. Bu halkaya

Cayley halkas: veya octonion R-cebir denir.

Bir octonion R-cebirde alterne kurallar gegerlidir ve bazi kaynaklarda octonion R-cebir

yerine Cayley-Dickson cebiri de denilmektedir (Stevenson, 1972).



Teorem 2.22. Bir alterne halka ya birlesmelidir ya da kendi merkezi iizerinde Cayley-

Dickson cebiridir.

Teorem 2.22 den (O,+,-) kendi merkezi lizerine bir Cayley-Dickson cebiridir. Ayrica

Z(0)=R dir.

Tanmm 2.23. (R,+,") ve (R,+,”) iki halka, ®:R — R’ bir doniisiim olsun. Eger her
u,veR igin

1) O(u+V)=D(U)+ D(Vv)

2) O(u-v)=D(u)-" d(v)

sartlarii sagliyorsa @ doniisiimiine R den R’ ye bir homomorfizm denir. Eger 2 sarti
yerine ®(u-v) =d(v)' d(u) sart1 alinirsa @ doniisimiine R den R’ ye bir anti-

homomorfizm denir

Tanmmm 2.24. (R,+,-) ve (R',+,”) iki halka olsun. ®:R — R’ birebir ve 6rten bir

homomorfizm (veya anti-homomorfizm) ise @® doniisiimiine R den R’ ye bir
izomorfizm (veya anti-izomorfizm) denir. R nin kendisi tizerine bir izomorfizmine (veya

anti-izomorfizmine) R {izerinde bir otomorfizm (veya anti-otomorfizm) denir.

Tammm 2.25. R bir halka olsun. i, R iizerinde 6zdeslik doniisiimii olmak iizere

mertebesi (peryodu) 2, (yani f =i iken f?=i) olan bir f otomorfizmine (veya anti-

otomorfizmine) R nin involiisyonu (veya anti- involiisyonu) denir.

Tamm 2.26. R bir halka ve f de R nin bir involiisyonu (ya da anti-involiisyonu)
olsun. R nin f involisyonu (ya da anti-involiisyonu) altinda degismez kalan

elemanlarina R nin simetrik elemanlar: denir.



Simdi, O Cayley halkas1 (veya Octonion R-cebiri) ile ilgili baz1 bilgiler verilecektir. Bu
bilgiler i¢in Jacobson (1985), Schafer (1996), Celik (1995) ve Akpimar (2007)

calismalar1 esas alinmistir.

Tamm 2.27. x=3;+aji, +...+a,i, €O olmak lizere :0-0 i¢in
X —> X =a,—aj, —...—a,, €O bigiminde tammlanan déniisiime eglenik alma déniisiimii
denir.

Teorem 2.28. x€O igin X=x ve X,y €O i¢in E/:)_/)_( dir, yani eslenik alma

dontisimii O nun bir anti-involiisyonudur.

Tanim 2.29. n:O —> R i¢in X > n(X) = XX bi¢iminde tanimlanan d6niistime norm form
n(x) e de x in normu veya norm formu denir

Bu tanima gore x=a, +a,i, +...+a,i, €O i¢in
vy vy _ a2 2 2 2 2 2 2 2
n(X) = XX=xx=aj —C,a, —C,a, +C,C,a; —C;a; +C,C,a; +C,C,a; —C,C,C,a;
dir.

Teorem 2.30. Her a,b,c €O igin asagidaki 6nermeler dogrudur.
i) [a,a,b]=[a,a,b] =[b,a,a] =[b,a,a] =0 dur.

i) [a+c,a+c,b]=0=[a,c,b]+[c,ab]=0 dir.

Tanmm 2.31. t:0O >R i¢in x >t(x) = % bigiminde tanimlanan doniistime iz-form,

t(x) e x inizi veya iz-formu denir.

Bu tanima gore X =8, +a,, +...+ a1, €O igin
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t(x) =t(>_()=aO
dir.
Tamim 2.32. n:0Ox0 >R igin

n(x y):%[n(xw)—n(x)—n(y)]

bigiminde tanimlanan doniisiime birlestirilmis form denir.

Tamm 2.33. t:0x0O — R i¢in t(x,y):=t(Xy) olarak tanimlanan doniisiime jenerik iz

form denir.

O iizerinde iz ve norm fonksiyonlarinin sagladigi ozellikler i¢in Akpinar (2018)

calismasindaki Teorem 2.26 ya bakilabilir.

Tamm 2.34. ¥~ ve .2 elemanlar sirastyla, noktalar ve dogrular olan ayrik iki kiime

ve "€" de ¥ x.D kiimesi iizerinde tamimli bir iizerinde olma bagmtis1 olmak iizere
asagidaki aksiyomlarn gercekleyen bir P=(F",.0,€) sistemine bir projektif diizlem
denir (Kaya, 2005);

PD1) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.

PD2) Farkli iki dogrunun tam olarak bir arakesit noktasi vardir.

Tammm 2.35. &~ noktalar kiimesini, .7 dogrular kiimesini, “e” iizerinde olma
bagintisin1 ve “~” da &~ ve .2 lizerinde bir denklik (komsuluk) bagmtisini gostermek
iizere asagidaki sartlar1 saglayan bir M =(#",.0,€,~) yapisma bir projektif
Klingenberg diizlemi denir veya kisaca PK-diizlemi denir;

(PK1) Komsu olmayan herhangi iki noktay1 birlestiren tam olarak bir dogru vardir,

(PK2) Komsu olmayan herhangi iki dogrunun tam olarak bir arakesit noktas1 vardir,

11



(PK3) M den bir M*=(W*,ﬁ*,e) projektif diizlemi iizerine her A Bed” ve

¢c,d €. igin
¢(A)=¢(B)<= A~Bve ¢(c)=¢(d)<=c~d
sartlarini saglayacak bigimde bir ¢ epimorfizmi vardir.

Tamm 2.36. M bir PK-diizlem olsun. Eger her (M,e), M e i¢in M diizlemi (M,e)

-gecisken ise M ye Moufang-Klingenberg diizlemi veya kisaca MK-diizlemi denir.

M bir MK-diizlem iken M® kanonik goriintiisii bir Moufang diizlemidir (Blunck,
1991).

Teorem 2.37. Her lokal alterne halkaya karsilik gelen bir MK-diizlem vadir. Tersine,

her MK-diizlem bir lokal alterne halka ile koordinatlanabilir.

Tanim 2.38. M bir MK-diizlem olsun. M den M iizerine 1:1, orten, lizerinde olma ve

komguluk bagintisini koruyan bir déniisime M nin bir kolinasyonu denir

Tamm 2.39. M, 6zdeslikli bir R—modiil olsun. M iizerinde u—u* bigiminde bir
kuadratik doniisiim ve M iizerinde bir N kiibik formu tanimlansin. Eger M iizerinde
asagidaki sartlar saglanirsa M ye bir kiibik R —cebir denir:

1) u® =N (u)u dir.

2) N(@) =1 dir.

3) T(u*,v) =N (u,v) dir.

4) 1" =1 dir.

5) UxV= %[(u +v)# -u* —v#} ve T(v)=T(v,1) olmak iizere 1xV = %[T (v)1- y} dir

(Bix, 1980).
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Simdi octonion diizlem tanimin1 ifade edebilmek i¢in baz1 6n bilgiler verilecektir.

O octonion R-cebirinin elemanlarmi girdi kabul ederek olusturulan 3x3 matrislerin

kiimesi O, ile gosterilsin. Matris toplam1 ve skalar ile bir matrisin ¢arpim islemlerini

sirastyla i¢ ve dis islem kabul ederek olusturulan (03, +, ) Cayley matris cebiri lizerinde

bir

a; &, a;
X=lay 8, 3a;|€0;
ay Ay a5

elemani i¢in J.. ( X ) =T *X'T" seklinde J. 10, — O, anti-involiisyonu tanimlanirsa,

bu involiisyon altinda degismez kalan elemanlar yani diger adi ile simetrik elemanlar

o4, 0,,a, € R olmak lizere

o Y8 Ysd,
X=\mnad o, 78
Vid, Y,8 O

formunda oldugu goriiliir. Bu simetrik elemanlarm olusturdugu kiime H(O,,J.)ile
gosterilir. Bu tip matrisler hermityen matris olarak da adlandirilir. (O, J.) alt

kiimesi O, R—modiiliiniin bir alt modiilii (yani alt uzay1) olur. H(O;,J;) alt uzay:
1
tizerinde ikinci bir i¢ islem olan “«” islemi, her X,Y €O, igin XY ::E(XY +YX)

Jordan carpimi ahnarak (#(O,,J;),+s) sistemi, yani bir Jordan R—cebiri elde

edilmistir (Jacobson, 1968).
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Bu durumda J= (H(OS, Jr),+,-) kiimesi tizerinde kuadratik doniisim olarak
Q(X ) = X* adjoint (ek) alma déniisiimii, iz form olarak T (X ) =iz(X) ve kiibik form
olarak da N (X )=det X determinant fonksiyonu alinirsa J nin bir kiibik cebir oldugu

goriilebilir (Candan, 2016). Benzer sartlar altinda bir bagka kiibik cebir ornegi igin
Akpinar (2018) caligmasina bakilabilir.

Tamm 2.40. (R, 1) bir lokal halka ve O bir octonion R-—cebir olmak iizere
J :(H(O3,Jy),+,-> kuadratik Jordan cebirinin ranki 1 olan elemanlarmin kiimesi

I:={X|X e J\IJve X xX =X*=0} olsun. Burada X €Il ve a.eR\1 ise aX eIl

dir.

X €Il i¢in {ocX |oce R\I} kiimesinin iki kopya eleman1 X, ve X iken IT kiimesi

izerinde =¥~ ={X*

X e H} noktalar kiimesi i¢in {izerinde olma bagintisi |,
D = {X* ‘ X e H} dogrular kiimesi i¢in irtibatlilik bagintis1 “~ " ile birlikte olusturulan

ve asagidaki sartlar saglayan ]P’(H) =(9I7’ D ,|, ~) geometrik yapisi octonion diizlem

denir;

i)Y,

X" <V, 1=XeY =0 (Y, noktast X~ dogrusu iizerindedir <>V, ,1= XY =0)
i) T(X,Y)e | ise X, noktast Y~ dogrusu ile irtibatlidir denir ve bu durum X, =Y~
ile gosterilir. Aksi durum X, #Y ile gosterilir.

i) XxY eldise X, noktasi (X~ dogrusu) Y. noktasi (Y~ dogrusu) ile irtibatlidir

denir ve bu durum X. =Y. (X" =Y") ile gosterilir. Aksi hal X, =Y. (X #Y") ile

gosterilir.
O octonion R —cebirinde R yerine F cismi alinarak elde edilen octonion (Cayley)

bolimlii cebir (halka) O ile gosterilecektir. Bu durumda sifirdan farkli her x € O igin

X birimdir.
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Candan (2016) tarafindan yapilan ¢alismada bir O octonion R —cebiri i¢in Teorem
2.36 da “ideali 1 ={x=a0+a1i1+...+a7i7| n(x) e I} olan bir lokal alterne halkadir”
onermesi genelde gecerli degildir: R yerine K bir cisim olmak iizere K+ Kg lokal

halkas1 alinirsa | = Ke olacaktir. Bu durumda O octonion cebirinin bir alt cebiri olan

kuaternion cebirinde ¢alisildigi kabul edilsin. Kuaternion cebirindeki 2x2 matris

10 e O
gosterimleri  kullanilarak X = (O J , y= [O J icin n(x)=det(x)=eel ve
€

1+¢ O
n(x)=det(x)=eel olup x,yel olacag aciktir. Ancak, x+y:( 0 14 j igin
€

n(x+y)=1+2ec¢1 olup x+y¢ | yani | bir alt halka degildir. O halde | bir ideal de

olamaz.

Bu sebeple Candan (2016) tarafindan verilen Teorem 2.36 daki 6nerme bazi octonion
cebirler i¢in gegerlidir. Mesela @  bir octonion boliimlii cebir iken | ={0}dir. Ciinkii

n(x) e I olacak sekilde sadece X =0 vardir.

Tanim 2.41. O bir bolimli halka, €¢O ve g"=0 olmak {iizere,

A:=0+Qg+Qg’® +---+Qe™* lizerinde her a=a,+ag+-+a ",
b=b,+be+---+h " €A icin “+” i¢ islemi bilesen bilesene toplama ve "." ic
islemi

m-1

a-b=>| > ab, g

k=0 \_i+]=k
olarak tanimlanirsa (\A,+,-) bir halkadir. Bu halkaya m. dereceden plural cebir denir.
A=0+Qe+Q¢g” +---Qe™" halkasmin birim olmayan elemanlarmin kiimesi | ile
gosterilirse | = Ag= {318+3.282 +--+a_&e"'a,a,,...,a,, € @} olarak bulunur. O
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nun merkezi Z(0) olmak iizere A halkasinin merkezi

Z(A)=Z(0)+Z(0)e+---+Z(0)e"* dir.

Simdi octonion diizlem i¢in daha 6nce verilen norm form, iz form ve esleniklik

kavramlarinin A tizerindeki karsiliklar1 Erdogan’in (2020) ¢alismasindan verilecektir:

a=a,+agc+ae’+--+a " eA icin A iizerinde tanimli
jra>a=a,+ac+as’+-+a "t A
anti-otomorfizmi,
t(a)=t(a,)+t(a)e+t(a,)e’ +-+t(a,,)e" € Z(A)

iz formu, m—1 tek iken

2

n(a)=n(a,)+[n(a,a)e+[n(a,a,)+n(a)]e’ +
+{“(a‘o""‘m1)“‘(6'1,(’:#“z)+~--+n(am ,amﬂsm‘l cZ(A)

2t 2
ve m-1 c¢ift iken

n(a)=n(a,)+[n(ay,a)]e+[n(a,a,)+n(a)]e +--
+|:n(a0’am—1)+n(a1’am—2)+"'+n(am_l_l,am_l ]+n(am J}ml cZ(A)

—+1
2 2

2

norm formu tanimlanabilir. Buradan, b=h, +be+be® +---+b,_ ™" € A olmak iizere
m-1
n(a,b) =Z( 2 n(ab, )}k
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elde edilir.
Simdi Akpinar (2019) tarafindan yapilan ¢alismadan asagidaki sonuglar verilebilir.

Onerme 2.42. x, y,m,k € A elemanlari igin eger y =mx+k ise bu takdirde
1. (km)(xy) =k ((mx)y).
2. (km)(xy)=(k (mx))y.

Ispat. j:a—a anti-involisyonu, t iz formu, n norm formunun ozellikleri ve
Moufang 6zdeslikleri yardimiyla ispat kolaylikla elde edilebilir.

Teorem 2.43. & =a,+ &+ -+, &, b =by+he++b, " e A, =123

olsun.

(i,1,K), (L2,3) in bir dairesel permiitasyonu ve N(a), t(a), N(a.b)eZ(A)
olmak iizere;

1 N(X)=0wz<13—szvgn(ai)—azvgvln(az)—agvlvzn(ag)+m2v32t((alaz)ag)

= 040,06 + 717,752t (88, ) a3 )= D oy v N

(i,J.k)
dir.
2. X =000 =y (&), X =77 —v,o8 Ve X; =X, olmak iizere x* :(xij )Sxa
dir.
1 1 T
3.z :El:ajBk +B;04 _ZYijn(ai’bi ):" Z; :E Y [YK(aibj +biaj)_(akbk +Bea )} ve
Z; =7; olmak izere X xY =Y x X =(Zij) dir.
3x3

4.7 (X’Y):OHB1+(12B2 + 0B, +ZY2'Y3n(a1'b1)+27371n(a2’b2)+2ylyzn(331b3)

= of; +o,B, +ofs + Z ZY YN a1 )

(i,j.k)

dir.
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]P(J ) = (ﬂf D, |,=) octonion diizlem taniminda noktalar ve dogrular kiimesi J nin

ranki 1 olan elemanlarmin kiimesi olarak secilen II kiimesi yardimiyla
tanimlandigindan IT nin elemanlar1 3x3 tipinde matrisler ve bu matrislerin ranki 1
oldugundan IT deki her bir elemanin yani her bir 3x3 matrisin lineer bagimsiz satir

veya siitun sayisi 1 dir.

Bu demektir ki IT nin elemanlar1 her ne kadar 3x3 tipinden matrisler olsa da her bir
matris bir kolon ya da bir satir vektorii olarak yani sirali Ggliiler ile ifade edilebilir.
Matrislerin bu kisa gosterimi kullanilarak diizlem sinifi iizerinde 3x3 matrisler ile
calismak yerine homojen olmayan koordinatlamaya benzer kisa gosterimler ile ¢alisma
fikri Akpinar (2019) tarafindan yapilan ¢alismanin temel fikrini olusturmustur. Bu
calismanin bir sonucu olarak girdileri A =0+ Qg+Q¢® +---Q™" m. dereceden plural
cebirinden alinarak olusturulan octonion diizlemin nokta ve dogrular1 asagidaki bigimde

kisaca ifade edilebilir:

1 vy n'vaz
A =1X=ly nrn(y) nryz |=(@Ly.z)|yeAzel
Z v'zy  1an(2)

yyn(w) woyyt(we)
WY =l w1 Rtz |=(wlz)|wzel

v (zw) 2 vin(2)

vsrn(x) vl (xy) x
U1Z =7 (yx) van(y) v = () |xyeA
yglyl)_( Yglby 1

ve dual olarak
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1 ~q -p
D=1S=|;1a v'un(a) vw(ap)|=[La,p]lpeAgel

1P wB(pa) vwn(p)

non(m) —ylv,m o ply,mk |
wU4Q= -m 1 —k =[m1k]mkeA

kM =k yton(k)

nn(a)  viear  —visd)|
WIW =| vlvsrg v vsn(r)  —v2ver [=[a.r1](a,rel
—q —r 1

Octonion diizlemin noktalart ve dogrulari icin yukarida elde edilen gosterimleri
diizlemin homojen olmayan koordinatlari olarak diisiinebiliriz. Asagidaki teorem ise bu
gosterimler altinda octonion diizlemin {izerinde olma ve komsuluk bagmtilarinin orjinal

tanimindan farkli bir bi¢imde daha kisa olarak ifade edilebilecegini gosterir.

Teorem 2.44. IP(H) octonion diizleminde {izerinde olma bagintisi, komsuluk

bagmtilari &~ ve .2 igin yukarida verilen kisa gdsterimler altinda asagidaki bigimde
ifade edilebilir:

(x,y.1) e[m1k]e y=mx+k,
(xv.1)€[La, p]=>x=ay+p,
(xy.1)e[ar1],

Ly.z)e[La,p],

(Ly

(Ly,z)e[arl]ez=q+ry,
(wiz)e[mLk].

(w1z)e[La, p]ew=q+pz,

(wlz)e[a.rl]<z=qw+r,
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(u,uy,uy) ~ (v, v,, V) = u -V, el, 1=1,2,3,

[u,u,,u,]~[v,v,,v;]<u —v, el, 1=123,.

Teorem 2.44 min bir sonucu olarak, ayni bilesenlerinde 1 olan (yani ayni tipten) bir

nokta ve bir dogru birbirine yakin olamazlar. Ustelik bu kisa gdsterimler altinda

calistigimiz IP’(H) octonion diizleminin 4 ile koordinatlanan I\/I(.A) Moufang-

Klingenberg diizlem tanimindaki benzer gosterimler ile temsil edildigi agik olarak

goriilmektedir (Blunck, 1991). Yani, bu kisa gosterimler altinda IP(H) octonion

diizleminin A ile koordinatlanan bir MK- diizlem oldugu ortaya ¢ikmaktadir.

Boylece M (.A) da elde edilecek sonuglarin IP’(H) octonion diizleminde de gegerli

oldugu sonucuna varilmis olur.

M (A) MK-diizlemi iizerinde 6-sekillerle ilgili bazi sonuglari ifade edebilmek igin ilk

olarak Erdogan’m (2020) ¢aligmasindan M (A) iizerinde tanimh T o, T, L,, F,,
Sepr s F, G, ve 1, doniigimlerine ihtiyag duyulacaktir. Bu doniigiimlerin

kolinasyon oldugunu gérmek igin Celik v.d (2007) ¢alismasinin m=2 durumundaki

benzer islemler takip edilmelidir.

Simdi, Erdogan’ 1n (2020) ¢alismasindan asagidaki sonuglar verilebilir:

Teorem 2.45. M (A) nin G kolinasyonlar grubu 3-genler iizerinde gegiskendir.

T ve N nin tanimlar1 yardimiyla asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 2.46. xe A igin X2=—N(X)+T(X)X dir. Sayet T(X)=O ise bu takdirde

x2=—N(x) dir.

20



Teorem 3.11 in ispat1 igin gerekli olan asagidaki onerme ispatsiz olarak verilecektir.

Benzer bir ispat i¢in Celik v.d. (2007) ¢alismasina bakilabilir.

Onerme 2.47. d €0, d ¢Z(0) ve ceZ(O) olsun. Bu takdirde t(ds)=t(sd)=c ve

t(s)=0 ozelliginde bir s€ O\ {0} vardur.

Onerme 2.47 A ya asagidaki 6nerme yardimiyla genisletilebilir.

Onerme 2.48. de A, d ¢Z(.A) ve ceZ(A) olsun. Bu takdirde T (sd)=T (ds)=c

ve T(s)=0 olacak sekilde bir se .4\ | vardur.

Teorem 2.49. M (A) nin G kolinasyonlar grubu 4-genler iizerinde gegiskendir.

Sonu¢ 2.50. M (A) nin  koordinatlanmasi koordinatlama bazinin se¢iminden

bagimsizdir.
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3. 6-SEKILLER

Bu boliimde Akpinar v.d. (2008), Celik v.d. (2010) ve Celik v.d. (2007) tarafindan
m=2 durumunda A =0+ Qg lokal halkasi {izerinde kurulan M (A) MK-diizleminde

elde edilen 6 sekillerle ilgili sonuclarm benzerlerinin A=0+ Qg +Qg® +---Q™ "ile

kurulan octonion diizlem (yani M(A) MK-diizlem) izerindeki karsiliklart

incelenecektir

Tamm 3.1. (A B,C) bir iiggen ve A €BC, B, €CA, C, € AB olmak iizere birbirine
komsu olmayan (ABC,ABC,) nokta dizisine bir 6-sekil,, u=(ABC,ABC,) bir 6-

sekil iken A, B,C, A, B, C, noktalarma W 6-sekilin koseleri ad1 verilir.

n=(ABC,ABC,), M(A) da bir 6-sekil ve A°=BCNBC,, B°=CANCA,
C°=ABNAB, olsun. (ACB,A°C°B°) 6-sekiline W niin ilk codescendanti denir ve p°

ile gosterilir. 1 ye ise p° nin ilk coancestorii denir (Bkz. Sekil 3.1 ).

Sekil 3.1. Bir 6-sekilin ilk codescendanti.
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C,C? ve AA N BB, dogrudas olacak bigimde C* € AB, A, A’ ve BB, nCC, dogrudas
olacak bigcimde A®eBC ve B,B’,AA NCC, dogrudas olacak bicimde B®eCA
noktalar verilsin. (ACB, A°C?B“) 6-sekiline [ niin ilk descendanti denir ve n ile

gosterilir. p ye ise pu® nin ilk ancestorii denir (Bkz. Sekil 3.2).

c B, B*
Sekil 3.2. Bir 6-sekilin ilk descendanti.
Eger A,B,,C, dogrudas ise (ABC, A&qu) ye Menelaus 6-sekil denir (Bkz. Sekil 3.3).
Bununla beraber eger AA,BB,,CC, dogrulart noktadas ise (ABC,ABC,) ye Ceva 6-

sekil denir (Bkz. Sekil 3.4).

A

Sekil 3.3. Menelaus 6-sekil.
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B,

Sekil 3.4. Ceva 6-sekil.

M (.A) nin  bir kolinasyonu swrasiyla A B,C,A,B,,C, noktalarini, sirasiyla,
D,E,F,D,E,,F, noktalarina déniistiiriiyorsa (ABC, ABC,) 6-sekili, (DEF,D,EF,)

6-sekiline denktir denir ve bu durum (ABC,AlBlCl)/_\(DEF,DlElFl) bigiminde

gosterilir.
Simdi Cater (1978) tarafindan Dezarg diizlemleri, Cift¢i (1989) tarafindan Moufang

diizlemleri ve Celik v.d. (2007) tarafindan MK-diizlemlerinin belirli bir sinifi igin

verilen teoremin benzeri olan asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2. u=(ABC,ABC,), M(A) nm bir 6-sekili olsun. Bu taktirde dyle bir
meA—1 vardirki U=(10,0),V =(0,1,0) ve 0=(0,0,1) M(.A) nin koordinatlama

bazinin elemanlar1 olmak iizere (UVO,(O,l,l) (1, 0,1)(1, m,O)) 6-sekili [ ye denktir.

Celik v.d. (2007) tarafindan m=2 durumunda verilen ispatdaki baz1 farkliliklarindan

dolay1 asagidaki teoremin ispatinin verilmesine ihtiya¢ duyulmustur.

Teorem 3.3. (ABC,ABC,),(BCA,BC,A),(CAB,C,AB,) 6-sekilleri denktir.
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Ispat: Teorem 3.2 geregi (ABC, ABC,) yerine U, =(0,11), V, =(1,0,1), O, =(1,m,0)
ve mgl olmak iizere (UVO,UV,0,) alabiliriz. h:=S_,_;o0l,0S,0l, kolinasyonunu

diginelim. h kolinasyonu (UVO,UV,0,) 6-sekilini (VOU,Vl(l,l,O)(O, m‘l,l))

6-sekiline doniistiiriir. Simdi (VOU,V,(11,0)(0,m™ 1)) 6-sekilini (VOU,V,0U,)
1

6-sekiline doniistiirecek bir kolinasyon bulmaliyiz. Burada m=m,+mg+---m_ "

i¢in iki durum vardir: T(m)e | yada T(m)e | dir.

1. Durum. Eger T(m)=t(m,)+t(m)e+t(m,)e’+...+t(m, ,)e" el ise bu taktirde
t(m,)=0 dir ve burada T (m) i¢in iki durum vardur:
1.1. Eger t(m)=t(m,)=t(m,)=..=t(m,,)=0 ise bu takdirde T(m)=0 olur ki

Onerme 2.46 den m” =—N(m) dir. Bu takdirde

S_N(m)-N(m) Frt

(Vou,v,(110)(0.m™%1)) - (VOU,(m?,0,1)(11,0)(0,m1)) - (UVO,UNO,)

elde ederiz. Bu durumda g = Fm,lost(m)ﬁN(m) doniistimii tanimlanmis olsun.

1.2. t(m), t(mz), t(m,),....t(m_,) den en az biri sifirdan farkli ise Onerme 2.48 den

T(S):O:T(Sm) olacak sekilde se.A—1 vardir ve bdylece Onerme 2.46 den

s?=-N(s)eZ(A), (sm)2 =—N(sm)eZ(.A) olur. Bu durumda

(Vou,v,(11,0)(0,m™ 1))

S—N(sm),—N(sm)

> (vou,(sm?,0,2)(2.1,0)(0,m* (sm)* 1))
F(Sm—f (VOU,(1,0,1)(1,5m,0)(0,s,1))

S1,4\1(5)

— (VOu,(s*,0,1)(Ls"m,0)(0,s,1))

—(VOU,Vv,,0,,U,)
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oF _,0S

elde edilir ve burada g:=F_,0S, (om0 N (sm) -N(sm)

doniigiimii tanimlanmis oldu.

2.Durum. Eger T(m)=t(m,)+t(m)e+t(m,)e*+..+t(m, )e" " &1 ise bu takdirde
t(m,) =0 olur. Onerme 2.48 den T(d)zOzT(dm) olacak sekilde bir deA—1

vardir. Bu durumda ispat s yerine d alinarak Durum 1.2 den elde edilir. Bundan dolay1

9:=F.05, _4)0F, 05

(i) biciminde tanimlanir. Sonug¢ olarak f :=goh

dm),—N(dm)
kolinasyonu (UVO,UV,0,) 6 sekilini (VOU,V,0U,) 6-sekiline déniistiiriir ve iistelik
(VOU,V,0U,) 6-sekilini de (OUV,0UV,) 6 sckiline doniistiriir. Bu da ispati

tamamlar.

A=0+Qe+Q¢” +---Qe™ " ile kurulan octonion diizlem yani M(A) MK-diizlem

lizerinde c¢ifte oran tanimlamakta bazi zorluklar ¢ikmaktadir (Erdogan, 2020). Bu
nedenle m=2durumunda 6-sekilin orani ile ilgili elde edilen sonuglarin karsiliklar
M (.A) tizerinde incelenememistir. Tam bu noktada ”Acaba bu ¢alistigimiz halkadan
farkl1 olan ve onun iizerine kurulacak MK-diizlemde c¢ifte oramida tanimli hale
getirebilecegimiz yeni bir halka (cebir) yapist bulunabilir mi?” sorusu sorulmustur. Yine
cifte oran tanimlamakta basarisiz olunsa da bu soru yardimiyla yeni MK-diizlem
smiflart elde edilmistir (Dogan ve Akpinar, 2021a). Daha sonra elde edilen diizlem

simiflar1 {izerinde 6-sekillerle ilgili M(A) da elde edilen sonuglarin benzerlerinin

gecerli oldugu gosterilmistir.

Simdi K = M4((O)) ile gosterilen girdileri @ Cayley boliimlii halkasindan alinan 4x4

matrislerin kiimesi olan 6zel bir matris cebiri tamtilacaktir. K nin herhangi bir elemani

X0 Xl X2 XO
¥ — 0 x 0 x
0 0 X, X
0 0 0 x

o
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formundadir ve K iizerinde bildigimiz matris ¢arpimi islemi tanimlanmustir. Boylece

1000 0100 0010 000 1
0100 0001 0000 0000
M=o 01 0 "™ 000 0™ o000 1™ o0 0 o0
0001 0000 0000 0000

olmak iizere K nim standart bazit {ny,m,n,,n,} kiimesidir. Bu durumda K nin
herhangi bir elemani baza gére x=x,+Xmn,+Xmn,+Xmn, €A formundadir. Burada
bazin elemanlart arasmda  mm, =[0l,, mm;=[0,, m,n,=[0L, mym, =[O0,

nsn, =[0],, nn, =n, V& n,n, =n, bagmtilar1 gegerlidir.

Bu tezde caligilan K matris cebirine izomorf olmayan 4x4 boyutlu birgok matris

cebiri vardir ve bunlara EK-A kisminda yer verilmistir.

Girdileri bir cisimden alinarak elde edilen 4x4 boyutlu K cebirinin 4nx4n boyutlu

bir geniglemesi i¢in Akpinar ve Erdogan’in (2019) ¢aligmasina bakilabilir.

Simdi K cebirine izomorf olan A halkas: ile ilgili asagidaki sonug ispatsiz olarak

verilebilir.

Onerme 3.4. f(X)=x seklinde tanimlanan f : K — A doniisiimii bir izomorfizmdir.

Boylece A lizerinde bilesen bilesene toplama islemi ve asagidaki ¢arpma islemi ile

birlikte bir halka yapis1 olusturulabilir;

Xy = (X + X1, + XM, +XN3) (Yo + YiM, + YN, + Yans)
=X Yot (XOY1 + Xﬂ’o)m + (Xoyz + Xzyo)nz + (Xoys XY+ XY, + Xsyo)ns
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Simdi bu halkanin bir elemaniin hangi kosularda birim olacagi asagidaki 6nerme ile

belirlenecektir.

Onerme 3.5. x=x,+xn, +X,M, + X1, €lemanmin bir birim (tersinir) eleman olmast
i¢in gerek ve yeter sart x, =0 olmasidir.

Ispat: Ispat icin sadece x in tersini vermek yeterlidir;

X=X =X XX T — X XX M, X 060X X XX X = X)X
seklindedir.

Bir cebirde herhangi ii¢ eleman i¢in tanimlanan asosyatoriin lineer olma sartlarini

sagladigini kullanarak asagidaki sonuca ulasilir:

Onerme 3.6. A, birim olmayan elemanlarin ideali olan

I ={xn, +%n, +X%n,| 1<i<3, x EO}

kiimesi ile birlikte (birimli) alterne lokal halkadir. Ayrica | indeksi 3 olan nilpotenttir

yani her x,y,zel igin xyz=0 dur.

Ispat: A nmn sadece sol alterne Ozelligi verilecektir. Bu nedenle tim
X=Xy + X1+ XN, +XNss Y=Y+ YN, + YN, + Ysns €A i¢in [X, X, ¥Y]=0 oldugunu
gosterilmelidir. © alterne oldugundan asagidaki esitlikler yazilabilir:

1) [X9: X5 Yo] =0

1) [%0, X0 Yo+ 0% %0, YoI = 0 =[X5 + X, X, + X5, Yo]

1) [, %, Yol +[Xz0 X, Yol = 0=[Xg + X5, X, + X5, ¥, ]

iV) [XO’Xl’ yo]+[X11X07yo]+[Xo’X2’ yo]"‘[xz’xo’ yo]+[X01X3’ y0]+[x3,x0, yo] =0
:[Xo +X1'X1+Xo1yo]+[xo X5, X5 + X y0]+[xo +X31X3+X01YO]
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), i), iii) ve vi) ile verilen esitliklerin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart [X, x,y] =0

olmasidir. Bu da ispat1 tamamlar.

A nin merkezi
Z (A) =7 ((O))+Z ((O))nl +Z ((O))T]2 +Z ((O))T]3
dir. Boylece A iizerinde herhangi bir x = x, +xn, +x,m, +Xn, € A i¢in
JIX—> X=X +Xn, +X,n, +Xn,

bi¢iminde bir anti-otomorfizm tanimlanabilir. A {izerinde X+X kurali ile tamiml iz
(lineer) formu T ve XX kurali ile tanimli norm (kuadratik) formu N ile gosterilecektir.
Agik olarak t ve n, T ve N nin O ya kisitlanmisidir. Bu durumda herhangi bir
X=X 4+ X1, + XM, + XN, € A 1¢In

T(X) =t(X) +t(x)n, +t(x)n, +1(x;)n; € Z(A)
ve

N(a) =n(a,) +[N(ay, &) |n, +[N(ag, a,) N, +[N(3y, a5) +N(a,) +n(a,) n; € Z(A)

dir. Ustelik M (A) bir MK diizlemdir. Bu kisimdan sonra © nun karakteristiginin 2

den farkli oldugu kabulii altinda M (A) MK-diizleminde g¢alisilacaktir.

M (A) MK-diizleminde 6-sekillerle ilgili teoremleri ifade etmek i¢in daha énce M (A)

MK-diizlemi i¢in yaptigimiz hazirhk M (A) MK-diizlemi igin tekrar edilecektir:
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Siradaki Onerme ile M (.A) MK-diizleminin kolinasyonlarin M (A) MK-diizlemi

lizerinde karsiliklar1 incelendiginde T, ,, Ty, ve G, kolinasyonlarmin bilesenleri i¢inde

bulunan (1+ az)f1 teriminin M (A) daki karsilig1 verilecektir.

Onerme 3.7. ac A ve z e olsun. Bu takdirde (1+az)_1 =1-az+(az)(az) dir.

Ispat: Ispat kolayca goriilebilir.

M (A) daki Teorem 2.45 nin benzeri asagidaki gibi ifade edilebilir.
Teorem 3.8. M (A) nin G kolinasyonlar grubu 3-genler iizerinde geciskendir.

T ve N nin tanimlari yardimiyla asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 39. xeA i¢in x2=-N(X)+T(x)x dir. Sayet T(x)=0 ise bu takdirde

x2=—N(x) dir.
Onerme 2.47 A ya asagidaki 6nerme yardimiyla genisletilebilir.

Onerme 3.10. de A, d¢Z(A) ve ceZ(A) olsun. Bu takdirde T (sd)=T (ds)=c
ve T (S) =0 olacak sekilde bir S€ A-1 vardir.

Ispat. Sayet dy,d,,d,,d, €O olmak iizere eger d =d;+dmn, +d,n,+dm, ¢ Z(A) ise
bu takdirde 0<k <3 i¢in 3d, ¢ Z(O) dir. Bdylece, S=Ss;+Sm, +S,M, + S, 0lmak

uzere

T(sd) =t(syd,) +t(sed; +5,do)n, +t(S,d, +5,d0 )N, +1(Sd; +5,d; +5,d, +5,d0)n;
=1(s,d,) +[t(s,d,) +1(s,dg)In, +[t(s,d,) +1t(s,dg)In, +[t(Sed;) +1(s,d;) +1(s,d,) +1t(s;d,) Ins

yazilabilir. Onerme 2.47 den
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t(sydo) =C, t(s,dy)=-1(s,d,), t(s,d)=—-t(S,d,).t(sydy)=—t(s,d;)—t(s,d,)—t(s,d,)

olacak sekilde 0<j<3 i¢in 0#5;€0 ozelliginde elemanlarm var oldugunu
bilinmektedir. Ustelik bu durumda, t(sj)=0 oldugundan T(s)=0 dir. Boylece,

T (Sd ) =T (dS) =c ve T (S) =0 Ozelliginde bir S€ A—Il nin var oldugu sonucuna

ulasilir.

Simdi, Celik v.d. (2007) tarafindan m=2 durumu i¢in verilen Teorem 3 iin benzeri

M (A) i¢in ifade edilebilir.

Teorem 3.11. M (A) nin G kolinasyonlar grubu 4-genler tizerinde gegiskendir.

Ispat. (P,Q,R,S), M (A) da bir dortgen olsun. G nin bir elemani yardimiyla
P,Q,R,S noktalarinin sirastyla U,V,E,O noktalarina doniistiigiinii gostermek
yeterlidir. Teorem 3.8 den P,Q,R noktalarin1 sirasiyla U, V, (0,1,1) noktalarma
doniistiiren bir ¢ kolinasyonunun var oldugunu biliyoruz. QR ve PS dogrularinin

arakesiti E olsun. Bu takdirde o(E) noktasi o(P), o(Q), o(R) noktalarina komsu
olamayacagindan bu nokta b—1¢ | olmak iizere (O, b,l) formundadir ve boylece a ¢ |

olmak tizere G(S) de (a,b,l) formunda olmak zorundadir. Bu yiizden, ¢ doniistimii

P,Q,R,S noktalarin sirasiyla
(1,0,0), (0,1,0), (0,11), (a,b,1)

noktalarina déniistiiriir. Boylece c=a(1-b)a olmak iizere énce Ty_,°T_,, doniisiimii

bu noktalari sirasiyla

(10,0), (0,1,0), (-a1-b1), (0,0,1)
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ve sonra L, doniistimii de sirastyla
(1,0,0), (0,1,0), (-N(a),c,1), (0,0,1)

noktalarina doniistiiriir. Burada, a¢l ve 1-b ¢l oldugundan cel dir. Bu taktirde,

SlﬁN @ dontligimii de

(1,0,0), (0,1,0), (-N(a),c,1), (0,0,1)
noktalarini sirasiyla,
(1,0,0), (0.1,0), (Lc.1), (0,0,1)

noktalarma doniistiiriir. Burada, ¢ =c, +c¢n, +c,n, +¢,n, i¢in iki durum vardir:
YaT(c)el yadaT(c)el dir.
1. Durum: Eger T(c) =t(c,)+t(c,)n, +1(c,)n, +t(c,)m, €1 ise bu takdirde t(c,)=0

dir ve burada iki1 alt durum vardir:

1.1. Eger t(c,)=t(c,)=t(c;)=0 ise bu taktirde T(c)=0 dir ve Onerme 3.9 den

c2=-N(c) dir. Bu takdirde F, doniisiimii

(1,0,0), (0.1,0), (Lc,1), (0,0)
noktalarini sirasiyla
(1,0,0), (0,1,0), (-N(c),—N(c),1), (0,0,1)

noktalarina doniistiiriir. Son olarak bu noktalara S donilistimii uygulanirsa,

-N(©) " -N()™

sirasiyla,
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(10,0), (0,10), (111), (0,0,2),

istenilen noktalar1 elde edilir ki bu durumda ispat tamamlanmais olur.

1.2. Eger t(c,), t(c,), t(c,) den en az biri sifirdan farkli ise bu takdirde Onerme 3.10

dan

t(S4C5) =0, t(5,C)=-1(SC), t(5,C5)=-t(S,C,), t(S5Cs) =—t(5sC;)—t(5,C,)—t(S,C,)

olacak sekilde 0<j<3 igin 0%#s; €0 ve t(s;)=0 (bu da T(s)=0demektir)
ozelliginde elemanlarin var oldugu bilinmektedir. Béylece s A—1 (burada s, =0
olduguna dikkat ediniz) i¢in T (sc)=T (cs)=0 elde edilir. Bu takdirde

S=s,+5SMn, +S,M, +S,n, alarak F, doniisiimii altinda

(1,0,0), (0.1,0), (Lc,1), (0,0.)
noktalari, sirasiyla

(10,0, (0,1,0), (s3sc,1), (0,0,)

noktalarina doniisiir ve Onerme 3.9 yardimiyla s2=—N(s) dir. Son olarak T(sc)=0

olmak iizere, S doniisiimii elde edilen noktalar: sirastyla

1,-N(c)™*

(10,0), (0,1,0), (Lsc,1), (0,0,1)

noktalarina doniistiiriir. Bu takdirde, Durum 1.1 den ispat tamamlanur.
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2. Durum: Eger T(c) =t(c,) +t(c,)n, +t(c,)n, +t(c,)n, ¢ 1 ise bu takdirde t(c,)=0
dur. Onerme 3.10 yardimryla d, #0, t(c,dy) =0, t(d,)=0, ve
t(d)=t(d,)=t(d;)=0 olacak sekilde bir d=d,+dm,+dm,+dm,eA-I
bulabiliriz. Bu takdirde Onerme 3.9 dan T(d)=0 oldugundan d?=-N(d) dir. Bu

durumda, F, doniisiimii
(1,0,0), (0,1,0), (l,c,l), (0,0,1)
noktalarini, sirasiyla

(1,0,0), (0,1,0), (-N(d),dc,1), (0,0,1)

noktalarina doniistiiriir. Son olarak T (dc) =T (Cd ) e |l olmak tizere S dontisiimii

1,-N(d)™?

altinda bu elde edilen noktalar, sirasiyla

(1 0,0), (0.1, O), (1 dc,1), (O, O,l)
noktalarina doniisiir. Boylece, 1. durumdan ispat tamamlanir.
Teorem 3.11 in direkt bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.12. M (A) nin  koordinatlanmasi koordinatlama bazinin se¢iminden

bagimsizdir.

Ispat. M (A) da koordinatlama 4-geni olarak (U,V,E,O) ve (U',V',E',Q") segilsin.
Bu takdirde Teorem 3.11 geregi (P,Q,R,S) yi (U,V,E,O) 4-genine ve (P,Q,R,S) vi

(U"V',E',O") 4-genine doniistiiren bir kolinasyon vardir. Bu kolinasyonlari, sirastyla
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f ve h ile gosterelim. Bu takdirde (U V, E,O) yu (U',V', E',O') 4-genine doniistiiren

bileske doniisiim ho f* dir. Bu ise ispati1 tamamlar.
Simdi, Teorem 3.2 nin benzeri olan teorem ifade edilebilir

Teorem 3.13. p=(ABC,ABC,), M(A) nn bir 6-sekili olsun. Bu takdirde dyle bir
meA—1 vardirki U =(l, 0, O), V =(0,l,0) ve O =(0,0,1) M (A) nin koordinatlama

bazinin elemanlari olmak tizere (UVO,(O,l,l) (1L0,2)(1, m,O)) 6-sekili 1L ye denktir.

Boylece, Teorem 3.3 iin benzeri olan teorem verilebilir. Asagidaki teoremin ispati,
Celik v.d. (2007) tarafindan verilen ispatindaki bazi farkliliklarindan dolay1
verilecektir.

Teorem 3.14. (ABC,ABC,),(BCA, BC,A ),(CAB,C,AB,) 6-sekilleri denktir.

Ispat: Teorem 3.13 geregi (ABC,ABC,) yerine U,=(011), V,=(101),
O = (1, m, 0) ve mg |l olmak tzere (UVO,UlVlOl) alinabilir. h:= S_, 01,08 .0l
kolinasyonunu  diisiinelim. h kolinasyonu ~ (UVO,UV,0,)  6-sekilini
(vou v, (13,0)(0, m—1,1)) 6-sekiline doniistiiriir. Simdi (vou v, (13,0)(0, m—1,1))
6-sekilini (VOU,V,0U,) 6-sekiline doniistiirecek bir kolinasyon bulunmalidir. Burada
m = my, +mmn, +m,n, +mn, i¢in iki durum vardir: T(m)e | yada T(m)e | dur.

1. Durum. Eger T(m)=t(m,)+t(m)n, +t(m,)n,+t(mIn,el ise bu taktirde
t(m,)=0 dir ve burada T (m) i¢in iki durum vardur:

1.1. Eger t(m)=t(m,)=t(m,) =0 ise bu takdirde T(m)=0 olur ki Onerme 3.9 dan

m? =—N(m) dir. Bu takdirde

S_N(m)-N(m) Pt

(vou,v,(110)(0.m™1)) - (Vou,(m?,0,1)(1,0)(0,m1))—>(UVO,UV,0,)
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elde ederiz. Bu durumda g = Fm,los_N(m)]_N(m) donisiimii tanimlanmis olsun.

1.2. t(m), t(m,), t(m,) den en az biri sifirdan farkli ise Onerme 3.10 dan

T(s):0:T(sm) olacak sekildle se A—1 vardir ve boylece Onerme 3.9 dan
s?=-N(s)eZ(A), (sm)’ =—N(sm)e Z(A) olur. Bu durumda

(Vou,v,(11,0)(0,m™ 1))

S—N(sm)‘—N(sm)

> (vou,(sm?,0,2)(2.1,0)(0,m* (sm)* 1))

Flomy

— (VOU,(1,0,1)(1,5m,0)(0,s,1))

S1,7N(s)

— (Vou,(s*,0,1)(Ls'm,0)(0,s.1))

—(Vou,V,,0,,U,)

elde ederiz ve burada g :=F_,0S,_0F .0S

(smy O N(sm)-(sm) doniisiimii tanimlanmis oldu.

2.Durum. Eger T(m)=t(m,)+t(m)n,+t(m,)n, +t(m)n,e 1 ise bu takdirde

t(m) =0 olur. Onerme 3.10 dan T(d)=0= T( d)l olacak sekilde bir d e A—1

vardir. Bu durumda ispat s yerine d alinarak Durum 1.2 den elde edilir. Bundan dolay1

dm),— N (dm) biciminde tanimlanir. Sonu¢ olarak f :=goh

g=F_0S (d)oF(dm),lost(
kolinasyonu (UVO,UV,0,) 6 sekilini (VOU,V,0U,) 6-sekiline doniistiiriir ve iistelik
(VOU,V,0U,) 6-sekilini de (OUV,0U.V,) 6-sekiline doniistiiriir. Bu da ispati

tamamlar

36



4. BAZI OCTONION DUZLEMLERDE UZAKLIK

Her MK-diizlemin bir PK-diizlem oldugu agiktir ve MK-diizlem i¢in verilen
koordinatlama PK-diizlemlerin koordinatlanmasi igin de kullanilabilir. Bdylece,
octonion diizlemlerdeki matrissel gosterimler PK-diizlemlerin nokta ve dogrularinin
temsilinde kullanilirsa PK-diizlemlerinde ve bu sayede kanonik goriintiisii olarak altinda
yatan projektif diizlemlerde bir uzaklik tanimi verilebilir. Bu uzaklik tanim1 yardimiyla,
Oklid diizlemlerinde uzaklikla baglantili olarak 6zellikleri iyi bilinen gember, elips ve
hiperbol kavramlarinin sonlu projektif diizlem ve sonlu projektif Klingenberg
diizlemleri tizerindeki karsiliklart incelenecektir. Bu inceleme, tek oldugu bilinen 2, 3,
4, 5,7, 8. mertebeden projektif diizlemler, 9. mertebeden dort farkli projektif diizlemden
biri ve buradan bir genellemeye gidilerek p bir asal say1 ve r pozitif bir tamsay1 olmak

lizere p" mertebeli cisim diizlemleri iizerine genisletilebilir. Ustelik bu inceleme bazi

sonlu Klingenberg diizlemleri {izerine de tasinarak sonuglarin daha zengin hale
getirilmesi miimkiindiir. Bu tiir sonlu Klingenberg diizlem ornekleri i¢in Akpinar,

(2010) ve Akpinar v.d. (2018) ¢alismalarina bakilabilir.

Onerecegimiz uzaklik tanimi, Wan (1996) tarafindan bazi 6zel matris uzaylar igin
verilen tanimlardan ortaya ¢ikacaktir. Octonion diizlemlerde her ne kadar Hermityen
matris uzaylarmin o6zel bir alt kiimesi ile calisiliyor olsa da burada Wan tarafindan
alterne matris uzaylar1 igin verilen aritmetik uzaklik ve esleniklik tanimini kullanmak
daha uygun olacaktir. Aksi halde, c¢alisilan uzayda higbir eslenik nokta ikilisi
bulunmayacaktir ve bu da uzaklik tanimi yapilmasima engel teskil edecektir. Her iki

matris uzayindaki uzaklik tanimlar arasindaki tek fark asagidaki aritmetik uzaklik
1 . i . o
taniminda yer alan > carpanidir. Diger yandan her iki matris uzayinda esleniklik tanimi

aynidir.

Tamm 4.1. Bir M PK diizleminin herhangi iki noktast X, ve X, olsun. X, ve X,

rank (X, — X,)

arasinda aritmetik uzaklik ad(X,, X, ) ile gosterilir ve ad(X;,X, )= 5
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olarak tanmimlanir. Sayet ad(X,,X, )=1 yani rank(X,—X,)=2 ise X, ve X, Yye

esleniktir denir.
Bu aritmetik uzaklik agagidaki 6zelliklere sahiptir.

Teorem 4.2. M bir PK-diizlem ve M nin herhangi ti¢ noktast X, X, ve X, olsun.
Bu takdirde,

ad(X, X, )=1< X, + X, Ve ad(X,,X, )=0< X, ~ X, dir. Yani ad(X,, X, )=0
dir.

2)ad(X,, X, )=ad(X,, X, ) dir.

3) ad(X,, X, )+ad(X,, X, ) >ad(X,, X, ) dir.

Ispat. Once, komsu olmayan nokta ikilileri icin inceleme yapilacaktir. PK-diizleminin
tic ayrik nokta sinifi oldugundan ve ayni sinifta komsu olmayan nokta ikilileri de
bulunabileceginden altt durum s6z konusudur:

1. Durum:

Loty vtz ) [rEn() uove(uy)
Xo=|y wen(y) v'wyz |4 own't 1wV =X,

2 yzy () st () vovn'n(y)

olsun. Bu durumda,

-y m(u)  mrY-u nrsz-ver,t(uv)
X, =Xo=| y=mr;u  vrn(Y)-1  vvyz-vr,'v

211y (W) wazy-v o vtn(2)-vern(v)

matrisinin ranki hesaplanacaktir. Bunun i¢in lineer bagimsiz satir ve kolon sayisi

belirlenmelidir. Calistigimiz cebir degismeli olmadigindan satirlar ilizerinde kat alma
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islemlerinde sol c¢arpim, kolonlar {iizerinde kat alma islemi ic¢in sag c¢arpim

kullanilacaktir (Derksen ve Makam, 2018). 1<i, j <3 olmak iizere matrisinin I.satir1 S,
ve j.kolonu K, ile gosterilsin. Bu matrise bazi satir ve kolon elemanter (ya da basit)

operasyonlar1 uygulanacak ve bdylece rank hesaplanmis olacaktir. ilk olarak

S, —>S,-VyS, veS,—S,—zS, elemanter operasyonlar1 uygulanirsa

Ly n(U)  mvy-u nirz-vrt(uv)
Ylygl[yn (U) - G] yu-1 Vsygl[y(U\_/) - \_/]
v lzn(u) -l zu-v oy [z(uv)-n(v)]

matrisi elde edilir. Son matriste K, — K, —K,(y;55'U) ve K, — K,—K,(y,7;'V)

elemanter operasyonlar1 uygulanirsa;

I-yu 7,y-U sz yv)
0 yu—1 vy, [y(uv)—(yu)v]
0 ZU-v vy, z(uv) - (zu)v]

matrisi bulunur. Bu matriste 1—96 el olmak lizere

Ko =K, KAV U= )] Ve KoKy =K -yu) r (W -2)]

elemanter operasyonlart uygulanirsa
1-yu 0 0

0 yu-1 vy, Ty(v)—(yu)v]
0 zu-v 7y, [z(uv)—(zuv]

matrisi ve yu—1g¢ | olmak iizere S, — S, —(v—zu)(yu—1)"'S, elemanter operasyonu

uygulanirsa
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1-yu 0 0
0 yu-1 v5 [y (uv) — (yu)v]
0 0 y.v, ([z(uv) - (zuv] - (v—zu)(yu —1) Ty (uv) — (yu)v])

matrisi elde edilir. Bu matrise, son olarak K, — K, —K,[(yu —1)‘1y3y;l[(yu)\_/— y(UW)]]

elemanter operasonu uygulanirsa

1-yu 0 0
0 yu—-1 0
0 0 yy1, ([2(uv) — (2u)V] - (v—zu)(yu =) “[y(uv) - (yuv])

bulunur. Bu matrisin (3,3) nolu bileseni | da degil ise matrisin rankinin 3 olma ihtimali
ortaya ¢ikar ki bunu ortadan kaldiracak tek yol ¢alistigimiz cebirin birlesmeli olmasidir.
Sayet cebir birlesmeli ise (3,3) nolu bilesen sifir olup matrisin ranki 2 olur. Derksen ve
Makam (2017) bir cebirin degismeli olup olmamasi durumuna gore rankin
degisebilecegine dair 6rnekler vermistir. Ustelik boyle bir durumda degismeli rank
(commutative rank:=crk) ve degismeli olmayan rank(non-commutative rank:=ncrk)
tanimlar1 kullanilmistir. Burada ise rank hesabi1 cebirin birlesmeli olup olmamasina gore
degistiginden birlesmeli rank (associative rank:=ark) ve birlesmeli olmayan rank (non-
associative rank:=nark) ayrimina da gitmek miimkiindiir. Calisti§imiz octonion boliimlii
halkas1 birlesmeli olmadigindan onun birlesmeli bir alt kiimesi olan kuaternion boliimlii
halkasinin elemanlari ile ¢aligmay1 tercih edebiliriz. Sayet, octonion boliimlii halkasinin
elemanlari ile galiymaya devam edeceksek | idealin elemanlarindan olugan herhangi bir
satir veya kolonun sifirlardan olusan bir satir veya kolon gibi degerlendirilmesi ile bir
matrisin ranki belirlenmelidir. Béyle bir durumda da yukaridaki matrisin ranki 2 olur.

Ciinkii z,u,ve |l oldugundan (3,3) nolu bilesen | nin bir eleman1 olup lineer bagimsiz

satir veya kolon sayisi 2 dir.
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2. Durum:

1 vy vtz )[BT v (uv) u
Xo=|y wn(y) vz |4 vn(vu) vtn(v) vi=X,
2oy W) | e gy 1

olsun. 1. durumdaki ispata benzer bir ispat verilebilir.

3. Durum:

TN (W) Wy, (WE) rn(u) 1. (U ‘_/) u
Xo=| wr'w 1 owy'z |2 wn(vu) wrn(v) vi=X,
v (z2w) 2 var'n(z) 128 AR P AR

olsun. 1. durumdaki ispata benzer bir ispat verilebilir.

4. Durum:

1 vy 1z A TR A Y
X, — -1 1, 4,5 -1 NS
=Y (YY) viveyz AU vrven(u) o yitvauv =X,
Z yivezy  yivan(z)) |V oy vrtysn(v)

olsun.

Ilk 3 durumdan farkli olarak bu durum igin ispat verilecektir. O halde y—ug 1 ve

Zz—V el olmak lizere
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0 12, (y—u) RACED
X=X, =| y=u v7,(n(y)-n(u))  vi'v;(yz—uv)
-V Y1_1(72Zy_vu) Yl_lyg(n(z)_n(v))

matrisin ranki hesaplanmalidir. Bu matrise S, —S,+(-y)S, ve S, —S,+(-2)S,

clemanter  operasyonlari  uygulandiktan sonra K, — K, + K (—y{*y,u)  ve

K, > K, + Kl(—yl‘lya\_/) operasyonlart uygulanirsa

0 1'r,(y—u) 1v,(z-V)
u 0 0
-V 0 0

matrisi elde edilir. z—vel oldugundan Zz—Vel olup bu matrisin son satir ve son

kolonu, sifir satir1 veya sifir kolonu olarak degerlendirilirse bu matrisin ranki 2 olur.
Ustelik son matriste S, — S, +(V—2)(y—u)S, ve K, — K, +K,y;y,(y—u)*(v-2)

elemanter operasyonlar1 uygulanirsa

0 yly,(y-u) O
X, =X,=ly-u 0 0
0 0 0

matrisi bulunur ki yine matrisin ranki 2 dir.

5. Durum:
1 1 — a1 4 _
rn(w) woyt(wz)] (yan(u) uovent(uv)
Y=l vw'wo 1 vtz |4 w1y (=Y
w2t (zw) 2 venm(2) | (vt () vovrn(v)
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olsun. 5. durumun ispat1 4. durumun ispatina benzerdir.

6. Durum:

c

yn(x) v (xy) x) [wn(u) vatv(uv)
Z=vn(yx) wan(y) v [# vm(vu) vtn(v) ov|=2

V371X Yo,y 1 Y5'7,U P AV

olsun. 6 durumun ispatt 4. durumun ispatina benzerdir.

Boylece, komsu olmayan tiim nokta ikilileri i¢in aritmetik uzakligin 1 oldugu sonucuna
varilir.

Simdi komsu olan nokta ikililerinde bu inceleme yapilacaktir. Sadece ayni tipten
noktalar komsu olabileceginden dolay1 burada 3 durum s6z konusudur:

i. Durum:

1 vy sz R TR A Y
X=ly 17v0(Y) vveyz [~lu yiv,n(u)  vilyuv |= X
Z yivezy  yivan(z)) (voovvovu yven(v)

olsun. O halde, sadece bu durumun ispat1 verilsin. Bunun i¢gin y—uel ve z—-vel

olmak tzere

0 'y, (y—u) 1Y, (Z-V)
X=X"=|y-u v'y,(n(y)-n(u))  y7vs(yz—uv)
z-v vy (zy-wu)  yiva(n(z)—-n(v))

matrisinin ranki hesaplanmalidir. Bu matrise 4. durumdaki gibi ilk dort elemanter

operasyon uygulanirsa
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0 vvn(y-u) w'(z-v)
y—u 0 0
-V 0 0

matrisi elde edilir ki bu matrisin tiim girdileri | nin bir eleman1 olur. Bu durumda bu

matrisin ranki sifir olarak degerlendirilebilir.

ii. Durum:

rn(w) woryt(wz)] (vpn(u) uoyent(uv)
Y= yp'w 1 vtz |~ wu

e (aw) 2 oven(2) | (vt () voovern(v)

[EN

Y3Y§lv =Y’

olsun. Bu durumun ispati i. durumun ispatina benzerdir.

iii. Durum:

v (x) B (xy) x| (vmn(u) vt (uv) u
Z=vn(yx) vvan(y) yv|~|wr(vu) () vi=2

Y3 Y1 X Y,y 1 SRAT Yay,v 1

olsun. Bu durumda ispati i. durumun ispatina benzerdir.

Boylece, komsu olan tiim nokta ikilileri i¢in aritmetik uzakligin sifir oldugu sonucuna

varilmis olur.
2) Aritmetik uzaklik tanimindan ispat agikardir.

3) ispat iki duruma ayrilarak verilecektir:
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1. Durum: X, ~ X, olsun. Bu durumda ad(X,, X,) =0 olup burada iki alt durum s6z
konusudur:

I) Eger X, ~ X, ise bu takdirde X, ~ X, olup ad(X,,X,)=0=ad(X,, X,) elde edilir.
Boylece, esitsizligin esitlik halinin gecerli oldugu ortaya ¢ikar.

i) Eger X,+X, ise bu takdirde X,# X, olmak zorundadir. Buradan

ad(X,, X,)=1=ad(X,, X,) bulunur ki esitsizlik yine gecerlidir.

2. Durum: X, # X, olsun. Bu durumda ad(X,, X,) =1 dir. Burada iki alt durum soz
konusudur.

1) Eger X, ~ X, ise bu takdirde X, + X, dir. Burada esitsizligin esitlik halinin gegeli
oldugu sonucuna varilir.

ii) Eger X, # X, ise bu takdirde ya X, ~ X, yada X, # X, durumlari s6z konusudur.

her iki durumda da esitsizlik i¢in aykir1 bir durum ortaya ¢ikmaz. Boyece ispat

tamamlanmis olur.
Sonug¢ 4.3. M PK-diizleminin komsu olmayan her noktas1 esleniktir.

Sonu¢ 4.4. M PK-diizleminin kanonik goriintiisii olan projektif diizlemde her bir nokta

ikilisi esleniktir.

Sonug 4.3 ve Sonug¢ 4.4 yardimiyla bir PK-diizlem ve onun kanonik goriintiisii olan
projektif diizlemde Wan (1996) tarafindan verilen uzaklik taniminda ufak degisiklik

yapilarak asagidaki uzaklik tanimi verilebilir.

Tamm 45. M bir PK-diizlem ve X, X’eM olsun. X + X' iken, X,=X ve
X, = X" olacak sekilde bu iki noktay1 birlestiren dogrunun iizerinde olup bu iki nokta
arasinda kalan ve birbirine komsu olmayan X, X, X,,...., X, sirali nokta dizisinin

eleman sayisinin bir eksigine X ve X' arasindaki uzaklik denir ve bu durum

d(X,X")=r ile gosterilir. Eger X ~ X"ise bu durumda d (X, X")=0 dur.
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Tanim 4.5 deki uzaklik taniminin bir metrik olmadig: asikardir.

Onerme 4.6. Bir M PK-diizleminin herhangi iki noktas1 X ve X' olsun. Bu takdirde

ad(X, X") <d(X, X")

olur.

Ispat. X ~ X' ise ad(X,X")=0 ve d(X,X")=0 dir. X # X' ise ad(X,X")=1 ve

d(X, X')>1 dir. Dolayisiyla, verilen esitsizlik dogrudur.

Tanim 4.5 baz1 sonlu projektif diizlemler iizerine tasiacak ve bunlar iizerinde Oklid
diizlemlerinden Ozellikleri iyi bilinen g¢ember, elips ve hiperboliin karsiliklar:

incelenecektir.

Bilindigi lizere su ana kadar bilinen projektif diizlemlerin mertebeleri p bir asal say1 ve r
bir pozitif tamsay1 olmak iizere p" bigimindedir. Bu mertebeden projektif diizlemlerde

2, 3, 4, 5 7 ve 8. mertebeli projektif diizlemler tek tiirlii olusturulabilirken 9.
mertebeden 4 farkli projektif diizlemin var oldugu bilinmektedir (Akpinar, 2005).

Ik olarak sonlu mertebeli projektif diizlemlerin ¢emberleri incelenecektir ve &rnek
olarak 3. ve 4. mertebeden projektif diizlemler segilecektir. Daha sonra diizlemlerin
¢cemberleri yardimiyla 3. mertebeden projektif diizlemlerin elips ve hiperbolleri

belirlenecektir.

Simdi latin kareler hakkinda Stevenson (1975), Laywine ve Mullen (1998) ve
Vanpoucke (2012) caligmalarindan bazi bilgiler paylasilacaktir.

Tamim 4.7. Girdileri n elemanl bir kiimeden alinarak olusturulan ve bu elemanlarin her

satir ve siitunda tam olarak bir kez ortaya ¢iktigi n mertebeli matrise n. mertebeden bir
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latin kare denir. Bir latin karenin ilk satir1 {1,2,...,n—1} kiimesinde verilen siraya gore

olusturulursa bu latin kareye indirgenmis latin kare denir.

Tamm 4.8. Girdileri {1,2,...,n—1} kiimesinden alinarak olusturulan n. mertebeden iki

latin kare {ist iiste ¢akistirildiginda ortaya ¢ikan n® tane siral ikili birbirinden farkli ise

bu iki latin kareye ortogonal denir.

Sayet n. mertebeden n—1 tane latin kareden olusan bir kiimede farkli her ikili ortogonal
ise bu kiimeye karsilikli ortogonal latin karelerin bir tam kiimesi adi verilir.

n. mertebeden boyle bir tam kiimenin maksimum eleman sayist N(n) ile gosterilir.

Teorem 4.9. p bir asal say1 ve r pozitif tamsay1 olmak iizere N(p") = p" —1 dir.

Ortogonal Latin karelerin bir tam kiimesi yardimi ile afin diizlemler elde edilebilmekte
ve bu afin diizlemlerin paralel dogru demetleri sonsuz da kesistirilerek projektif
diizlemler elde edilebilmektedir. Diger yandan Latin karelerin olusturulmasi tek tiirlii
degildir. Bu sebeple tanimlanacak uzaklik latin karelerin bir tam kiimesinin segimine ve

bu latin kareler yardimu ile elde edilecek projektif diizlemlerin kurulusuna baglidir.

Tanim 4.5 deki uzaklik taniminin degiskenlik gdstermemesi i¢in iizerinde ¢alisilacak
projektif diizlemin tek tiirlii elde edilebilmesi ¢ok dnemlidir. Bunun saglanabilmesi i¢in
projektif diizlemin altinda yatan afin diizlemin de tek tiirlii elde edilebilmesi gereklidir.

Bu sebeple latin kareler ile afin diizlem elde edilirken tekligi garanti etmek sarttir.

Simdi 3. ve 4. mertebeden projektif diizlemin kurulusu verilecektir:
3. mertebeden latin karelerin tam kiimesi 2 tane ortogonal latin kareden olusur yani

N(3)=2 dir ve bunlar

N B O
O N
N O B
O P DN
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seklindedir. Bunlara

o o o
e

N N DN

N P O

N B O
N B O

matrisleri eklensin ve bu matrislerin her biri diizlemin (Z,)* uzaymin 9 tane noktas

tizerine denk gelecek bigimde yerlestirilsin. Matrisin girdilerinin ayn1 oldugu yerlerdeki

noktalardan diizlemin bir dogrusunun gectigi kabul edilirse; 3. mertebeden afin

diizlemin dogrulari paralellik siniflarina gore Cizelge 4.1 deki gibidir.

Cizelge 4.1 de her bir dogru {izerinde alfabetik/sozliik siralamasi (lexicographical order)

aliarak dogrularin da tek tiirlii ifade edilmesi saglanmistir. 00 noktasin1 1x noktasina

birlestiren dogrunun egiminden hareketle bu dogruyu bulunduran paralel sinifi L

gosterilmistir. Geriye kalan son paralel sinif L dur.

Cizelge 4.1. 3. mertebeden afin diizlem

X

ile

L. Lo L, L,
00 01 02 00 10 20 00 11 22 00 12 21
10 11 12 01 11 21 01 12 20 01 10 22
20 21 22 02 12 22 02 10 21 02 11 20

4. mertebeden latin karelerin tam kiimesi 3 tane ortogonal latin kareden olusur yani

N(4)=3 tiir ve bunlar

seklindedir. Bunlara

w N O

N W O -

R O W N

O P N W

= w N O

O N W
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012 3]/[0000
01231111
012 3|'|22 22
012 3|33 33

matrisleri eklensin ve bu matrisleri her biri (Z,)* uzaymim 16 noktasi iizerine denk

gelecek sekilde yerlestirilsin. Matrisin girdilerinin ayni oldugu yerlerdeki noktalardan
diizlemin bir dogrusunun gectigi kabul edilirse 4. mertebeden afin diizlemin dogrulari

paralellik siniflarina gore Cizelge 4.2 deki gibi elde edilir.

Dogrularin noktalari iizerinde alfabetik siralamanin olduguna ve paralellik siniflarinin 3.

mertebeden afin diizlemdekine benzer isimlendirildigine dikkat ediniz.

Cizelge 4.2. 4. mertebeden afin diizlem

L, L, L,
00 01 02 03 00 10 20 30 00 11 22 33
10 11 12 13 01 11 21 31 01 10 23 32
20 21 22 23 02 12 22 32 02 13 20 31
30 31 32 33 03 13 23 33 03 12 21 30

00 12 23 31 00 13 21 32
01 13 22 30 01 12 20 33
02 10 21 33 02 11 23 30
03 11 20 32 03 10 22 31

5, 7, 8 ve 9. mertebeden afin diizlemlerin 3. ve 4. mertebeye benzer kuruluslari i¢in

EK-B ye bakilabilir.

Simdi 3. mertebeden afin diizlemi projektif diizleme tamamlamak i¢in; L, L, L,,L, un
dogrular sirasiyla (0), (1), (2), () sonsuz noktalarinda kesistirilsin ve bu noktalar afin
diizlemin noktalar kiimesine ve bu noktalardan olusan {(0),(1),(2),(0)} sonsuz

dogrusu da dogrular kiimesine eklensin. Benzer islemlerle 4, 5, 7, 8 ve 9. mertebeden

afin diizlemler projektif diizleme tamamlanabilir.
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Bu durumda 3. ve 4. mertebeden projektif diizlemin dogrular1 Cizelge 4.3 teki gibi tek

turli ifade edilebilir:

Cizelge 4.3. 3. mertebeden projektif diizlem

{(0),(1),(2),(=)}
L. Lo L, L,
00] 01 |02 [(w)| 002020 (0)] 0011 [22[(1)]00]12]21](2)
1011 | 12 [(w) | 01 | 11 |21 [(0)| 01 |12 | 20 | (1) | 01 | 10 | 22 | (2)
20| 21 | 22 [(w) | 02 |12 |22 [(0)| 02 |10 | 21 [(1) ] 02 | 11 | 20 | (2)

Bu durumda 3. ve 4. mertebeden projektif diizlemin dogrular1 Cizelge 4.4 teki gibi tek

turli ifade edilebilir:

Cizelge 4.4. 4. mertebeden projektif diizlem

{(0).(1).(2).(3),(=)}
L, L, L

00 |01 | 02 ] 03 [(e0) |00 | 10 [ 20 [ 30 [(0) | 00 | 11 | 22 | 33 | (1)
10 | 11 | 12 | 13 |(e0) | 01 | 11 | 21 | 31 |(0) | 01 | 10 | 23 | 32 | (1)
20 | 21 | 22 | 23 |(w0) | 02 | 12 | 22 | 32 | (0) | 02 | 13 | 20 | 31 | (1)
30 | 31 | 32 | 33 (o) | 03 | 13 | 23 [ 33 [(0) | 03 | 12 | 21 | 30 | (1)
L, L,
00 [12 [23[31[(2) |00 | 13 | 21 | 32 | (3)
01 | 13 |22 [30 |[(2) |01 | 12 | 20 | 33 | (3)
02 | 10 | 21 | 33 |(2) | 02 | 11 | 23 | 30 | (3)
03 |11 |20 |32 |[(2) |03 | 10 | 22 | 31 | (3)

Tanim 4.5 e gore eklenen yeni noktalarin afin diizlemdeki dogrularin hangi kismina
konulacagi da onemlidir. Alfabetik siralamay1 korumak igin sonsuzdaki noktanin afin
noktalardan daha biiyiik oldugu diistiniilerek bu noktalar dogru iizerinde en sagda

yazilmistir.

Sekil 4.1 de verilen 3. mertebeden projektif diizlemde (0,0) noktasina, sirasiyla, 1, 2 ve
3 birim uzaklikta olan noktalar1 Sekil 4.2 de,(0,1) noktasina sirasiyla 1, 2 ve 3 birim
uzakliktaki noktalar Sekil 4.3 te goriilmektedir.
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Sekil 4.2. (0,0) noktasina 1, 2 ve 3 birim uzakliktaki noktalar

(%)

Sekil 4.3. (0,1) noktasina 1, 2 ve 3 birim uzakliktaki noktalar

51



(1,0) noktasina sirasiyla 1, 2 ve 3 birim uzakliktaki noktalar Sekil 4.4 te gosterilmistir.

()

Sekil 4.4. (1,0) noktasina 1, 2 ve 3 birim uzakliktaki noktalar

Benzer sekilde (1,1) noktasina sirasiyla 1 ve 2 birim uzakliktaki noktalar Sekil 4.5 te

gosterilmistir.

01

Sekil 4.5. (1,1) noktasina 1 ve 2 birim uzakliktaki noktalar

Dikkat edilirse Sekil 4.2, Sekil 4.3, Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 yardimiyla elde edilen

noktalar 1, 2 ve 3 birim yarigcapli ¢ember Ornekleridir. Simdi bu ornekler 3. ve 4.
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mertebeden projektif diizlemin tiim noktalar1 {izerine tasmirsa sirasiyla asagidaki

Cizelge 4.5 ve Cizelge 4.6 elde edilir:

Cizelge 4.5. 3. mertebeden projektif diizlemin ¢emberleri

C r=1 r=2 r=3

00 {01,10,11,12} {02,20,21,22} {(0),(1),(2),( )}
01 {10,11,12,00,02} {22,21,20,(0)} {(0),(1),2)}
02 {01,12,11,10, (o)} {00,22,21,20} {(0),(1),2)}
10 {00,01,02,20,21,22,11} {12,(0),(1),(2)} {(0)}

11 {02,01,00,22,21,20,12,10} {(0),(1),(2),(0)} {

12 {02,01,00,22,21,20,11,(x0)} {10,(0),(1),(2)} {

20 {10,11,12,21,(0),(1),(2)} {00,01,02,22} {(0)}

21 {12,11,10,22,20,(0),(1),(2)} {02,01,00,(0)} {3

22 {12,11,10,21,(0),(1),(2),(=0)} {02,01,00,20} {

(0) {20,21,22,(1)} {10,11,12,(2)} {00,01,02,(0)}
(1) {20,21,22,(0),(2)} {10,11,12,(0)} {00,01,02}
) {20,21,22,(1),(0)} {10,11,12,(0)} {00,01,02}
(0) {02,12,22,(2)} {01,11,21,(1)} {00,10,20,(0)}

Cizelge 4.6. 4. mertebeden projektif diizlemin ¢emberleri

C r=1 r=2 r=3 r=4

00 £13,12,11,10,01} £23.22,21,20,02} £33,32,31,30,03} {(w),((03?5§1),(2),
01 | {1312,11,10,02,00} (2322212008} | {33323130.00)} | {(0),(1),(),(3)}
02 | {131211100301} | {2322212000(0)} | {33323130} | {(0).(1.2.3)}
03 | {13,12,11,1002,0)} | {2322212001} | {333231,30,00} | {(0),(1).2).(3)}
0 | {BO2OONF22 1 32313012} | {130,026} )}

11 | SOOI 22 | 3332313013} | {E.0().G) o

12 {03’02é%?'l%?i213;22’21’ 33323130,10,)} | {(0),(1),2.3)} o

g | BOMNS 2| eastany | {1000.0.6} o
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Cizelge 4.6. 4. mertebeden projektif diizlemin ¢emberleri (devam)

20 {13’12’1316,1201'?'32’31’ {03,(2%),53(;,)??3,5]?,(0), {23} {(0)}
I 7% > A B Y s S ) 0
o [T | OEesn | 0 | o
” {13,123,(1)’12,;2,02)3},32,31, {03,?3?(%)??3;)2}1'(0)' 20} ¢
20 {23,22’2(12')2’?3;?}1'(0)’(1)’ {13,12,11,10,32} £03,02,01,00,33} ()}
a1 {2322(:12)%(’2;’,'(?}30'(0)' £13,12,11,10,33} {03,02,01,00,(c0)} it
32 {2322(:12)%(’5;”'(%:;'}31'(0)' {13,12,11,10,30,()} |  {03,02,01,00} %
23 {23,225)1:(22(;:?;)?)’(0)’ {13,12,11,10,31} £03,02,01,00,30} o
©) £30,31,32,33,(1)} {202122.23,(2} | {10111213,3)} {00'?i'g2'03’
(1) | {30,31,32,:33,(0),2)} {20,21,22,23,(3)} {10,11,12,13,(0)} | {00,01,02,03}
@ | {30313233,(1)(3)} | {2021,2223,0).(»} | {10111213} | {00,01,02,03}
(3) | {30,31,32,33,(2),(0)} {20,21,22,23,(1)} {10,11,12,13,(0)} | {00,01,02,03}
() {03,13,23,33,(3)} {02,12,22,32,(2)} {01,11,21,31,(1)} {00’1(8’)§,°’3°’

Cizelge 4.5 ve 4.6 incelenirse; bir noktadan ¢izilen tiim ¢emberlerin diizlemin noktalar1

tizerinde bir pargalanig olacag: goriilmektedir.

Simdi 3. mertebeden projektif diizlemin elipsleri belirlenecektir.

3. mertebeden projektif diizlemde odaklar arasindaki uzakligin maksimum 3 birim
olacagi agikardir. Bu sebeple odaklar arasi uzaklik sirasiyla 1, 2 ve 3 birim alinarak
oncelikle tiim odak nokta ikilileri belirlenecektir. Daha sonra bu iki odaga uzakliklari

toplami sabit olan noktalar bulunarak elipsin noktalari tespit edilecektir.

3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 birim olan elipsleri i¢in Cizelge 4.7 ye

bakilabilir.
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Cizelge 4.7. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan elipsleri

Odak Odaklara olan uzakhklar: toplamu
uzakh

1 2 3 4 5 6
00,01 {10,11,12} {02} {20,21,22} {(0)} {(0),(1),(2)}
00,10 {01,11} {12,02,20,21,22} {} {(0),(1),(2)} {(0)}
00,11 {01,10,12} {02,20,21,22} {} {(0,(2),(2),(«)} {3
00,12 {01,11} {10,02,20,21,22} {(0)} {(0),(1),(2)} {}
01,10 {00,02,11} {12,22,21,20} {} {(),(0),(1),(2)} {}
01,11 {00,02,12,10} {22,21,20} {(0)} {(0),(1),(2)} {}
01,12 {00,02,11} {10,22,21,20,(0)} {} {(0,(2),(2)} {}
01,02 {10,11,12} {00, ()} {22,21,20} {} {(0),(1),(2)}
02,12 {01,11, ()} {10,00,22,21,20} {} {(0),(1),(2)} {}
02,11 {01,12,10} {(«0),00,22,21,20} {} {(0),(1),(2)} {}
02,10 {01,11} {12,00,22,21,20} {(0)} {(0),(1),(2)} {}
02,(«0) {12} {01,11,22} {1021,2)} | {00,20,(1)} {0}
020 | query | OGEREMZ g 0 {9}
10,21 {22,20,11} {00’%’)?(22')1}2'(0)’ { {(=)} {
022 | query | OEEEEME T e 0 0
1011 | PRI 12} {(0).(1).(2)} {(=)} 0
11,22 {12,10,21} {0%,1(;’1(,%(3 &ig’}(o)' { { {
11,21 {12,10,22,20} {02’01’((2)%(0)’(1)’ {()} {3 {
1120 | {1012,21} {02'(&){,’(02’)2}2’(0)' & {()} 0
N T Gl B L XC0) S R (OYEMC)) o 0
22 | {way | NI g 0 0
1221 | {11,22,20} {02(’8)1,’8()’1’(‘2(;’}(‘”)’ & 0 &
220 | quay | RSO g o o
12,(0) {02,22} {01,11,21,(2)} {00,20,(1)} {10,(0)} {}
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Cizelge 4.7. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan elipsleri (devam)

{11,12,10,(0),

2021 o 22} {02,01,00} (@)} 0
200 |  LO} | {10111222Q} | O {00,01,02} {)}
201 | 2100} | {1011,1222} o {00,01,02,(x0)} o
202 | {20} | 101112220} | {0} {00,01,02} o
2122 | H2L8O) Q00} | {0201,00} o o
210) | {2022} | {101112,)} o £00,01,02,(0)} o
20(1) | {20220} | {10,11,12} ()} {00,01,02} o
1@ | {2 | W0 o {00,01,02} o
20 |  @LO} | {101112202)} | {0} {00,01,02} o
21 | {210 |{10111220)} | {00,01,02} o
22 | L@} | {101112200)} | {00,01,02} o
200 | {12,023 (1121020} | {10010} | {0020} o
1) | {202122) (@} {10,11,12} {@} | {000102}
W@ | (202122 O} | {01112 o {00,0,02}
(2),() 2 Q1120 | {201102F | {0110,0)} {00}

3. mertebeden projektif diizlemin odak uzaklig1 2 birim olan elipsleri i¢in Cizelge 4.8’e

bakilabilir.

Cizelge 4.8. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 br olan elipsleri

Odak Odaklara olan uzakliklar: toplami
uzakh

512 2 3 4 5 6
00,02 {01,10,11,12} {} {22,21,20,(x0)} {} {(0),(1),(2)}
00,20 {10,11,12} {01,21} {02,22,(0),(1),(2)} {} {(0)}
00,21 {10,11,12} {01,22,20} {02,(0),(1),(2)} {(0)} {}
00,22 £10,11,12} £01,21} {02'20523));1)’(2)’ o o
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Cizelge 4.8. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 br olan elipsleri (devam)

01,22 {1011,12} 02,002,600} | £20,0).(1),2)} o o
01,21 {1011,12} {02,0022203 | {(=0)(0).(1(2)} o o
01,20 {10,11,12} 000221} | {220.0.Q3} | {3} o
01,(0) {0212} (11,22} 001021,2} | {2003 | {©O3
0222 | {10,11,12,(0)} 121} | {02002} | © o
02,21 {10,11,12} {01.2220)} | {00,00).(1).(2)} o o
02,20 {10,11,12} {01,213 {00’22’((;%(0)’“)’ o o
1012 | {0OLCE22LEL 0 {@O0.m@} | 0 0
10,(0) {20,21,22} {11,(1)} 000102122} | { ()}
10,(1) {20,21,22} {11,002} 00010212} | {@)} o
10,(2) £20,21,22} 4L} {00*01(’2%”12’(0)’ o o
11,(0) {20,21,22} {12,10,(1)} 000102} | {)} o
11,(1) {20,21,22} {12100} | {00.01,02,(=)} o o
11,2) {20,21,22} {12,10()} | {0001,02,(0)} o o
11, (o0) {02,12,22} {01.21,(2)} 0001021} | {©O3 o
12,(0) £20,21,22} a1} {00’01('%}10’(2)’ It o
12,(1) {20,21,22} {11(,(58)];(2), {00,01,02,10} o o
122) | {2021.22,)} (11,1} 000102100} | { o
2022 | HOHLAZZLOD, 0 ©ooL02(=} | O 0
21,(0) {12,22,(2)} {11,02,(1)} (1020010} | {00} o
0.2 | {2021.22,(1)} o {10,11,12,(0)} O | {00,01,02}
) 22,2} (2112} (2011020} | {1001} | {00}

3. mertebeden projektif diizlemin odak uzaklig1 3 birim olan elipsleri i¢in Cizelge 4.9’a

bakilabilir.
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Cizelge 4.9. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 3 br olan elipsleri

Odak Odaklara olan uzakhiklar1 toplam

uzakhign

3 2 3 4 5 6

00,(0) o {10,11,12,20,21,22} {01,(1)} 02,2} | {(=)}
00,(1) o {10,11,12, 20,21,22} {01,(0),(2)} {020} | &
00,(2) o {10,11,12,20,21,22} £01,(1),(0)} {0200} | ¢
00,(c0) {12} £01,11,02,22} £10,21,(2)} £20,(1)} | {0}
01,(0) o {10,11,12, 20,21,22} £00,02,(1)} {@,Q} |
01,(1) o {10,11,12,20,21,22} | £00,02,(0),(2).(0)} o o
01,(2) Iy £10,11,12,20,21,22,(=0)} £00,02,(1)} {0} o
02,(0) Iy {10,11,12, 20,21,22} £01,(1),(0)} 00,2} | ¢
02,(1) Iy £10,11,12,20,21,22,(=0)} {01,(0),(2)} {00} o
02,(2) {()} {10,11,12, 20,21,22} {01,(1)} {000} | &
10,(c0) £02,22} £01,11,21,12,2)} £00,20,(1)} {0} o
20,0) | {12,2)} {11,21,02,22,(1)} {10,01,(0)} {00} o
(0),(0) {223 £21,12,(1),2)3 {20,11,02} {10,01} | {00}

Cizelge 4.7, 4.8 ve 4.9 dikkatlice incelenirse; iki noktadan g¢izilen tiim elipslerin

diizlemin noktalar1 {izerinde bir parcalanis olusturdugu goriilmektedir.

Simdi 3. mertebeden projektif diizlemin hiperbolleri belirlenecektir. 3. mertebeden

projektif diizlemin elipsleri belirlenirken biitiin odak ikilileri belirlenmisti. Bu iki odaga

uzakliklar1 farki sabit olan noktalar bulunarak hiperboliin noktalar1 tespit edilecektir.

3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 birim olan hiperbolleri i¢in Cizelge

4.10’a bakilabilir.
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Cizelge 4.10. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan hiperbolleri

Odak Odaklara olan uzaklik farka 1 br, Odaklara olan uzaklik farki 2 br,
uzakhg 1 yani (162) ve (26:3) yani (1&3)
00,01 {02,(0)} ¢
00,10 {12,02,20,21,22,(0),(1),(2)} ¢
00,11 {02,20,21,22,(0),(1),(2).()} O
00,12 {10,02,20,21,22,(0),(1),(2)} {(0)}
01,10 {12,22,21,20,(0),(1),(2),(0)} 4
01,11 {22,21,20,(0),(1),(2)} {
01,12 {10,22,21,20,(0),(1),(2).(=)} O
01,02 {00,(0)} {
02,12 {10,00,22,21,20,(0),(1),(2)} O
02,11 {00,22,21,20,(0),(1),(2).()} O
02,10 {12,00,22,21,20,(0),(1),(2)} {(0)}
02,(c0) {01,11,22,00,20,(1)} {10,2)}
10,20 {00,01,02,22,12,(0),(1),(2)} {
10,21 {00,01,02,12,(0),(1),(2),(=)} O
10,22 {00,01,02,20,12,(0),(1),(2)} {(0)}
10,11 {12,(0)} {0),(1).(2)}
11,22 {02,01,00,20,(0),(1),(2),(0)} O
11,21 {02,01,00,(0),(1),(2)} {()}
11,20 {02,01,00,22,(0),(1),(2).(0)} O
11,12 {10, ()} {
12,22 {02,01,00,10,(0),(1),(2)} {
12,21 {02,01,00,10,(0),(0),(1),(2)} O
12,20 {02,01,00,22,10,(0),(1),(2)} {(0)}
12,(0) {01,11,21,(2),10,(0)} {00,20}
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Cizelge 4.10. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan hiperbolleri
(devam)

20,21 {22,(0)} ¢
20,(0) {10,11,12,22,(2),00,01,02} iy
20,(1) {10,11,12,22,00,01,02,(=0)} iy
20,(2) {10,11,12,22,(0),00,01,02} {(0)}
21,22 {20,(0)} ¢
21,(0) {10,11,12,2,00,01,02,(«0)} iy
21,(1) {10,11,12,00,01,02} O
21,(2) {10,11,12,(0),(),00,01,02} O
22,(0) {10,11,12,20,(2),00,01,02} {(=)}
22,(1) {10,11,12,20,(=0),00,01,02} O
22,(2) {10,11,12,20,0,00,01,02} O
22,(o0) {11,21,02,(1),00,20} {10,(0)}
(0).(1) {2@).(=)} {
1).(2) {(0),()} {
(2).(=0) {21,12,(1),01,10,(0)} {20,02}

3. mertebeden projektif diizlemin odak uzaklig1 2 birim olan hiperbolleri i¢in Cizelge

4.11°e bakilabilir.

Cizelge 4.11. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 br olan hiperbolleri

Odak Odaklara olan uzakhk farki 1 br, Odaklara olan uzakhk farki 2 br,
uzakhg 2 yani (1e2) ve (263) yani (13)

00,02 O {(0)}

00,20 {01,21} {(0),(2),(2)}

00,21 {01,22,20,(x0)} {(0),(1),(2)}

00,22 {01,21} {(0),(1),(2),(0)}
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Cizelge 4.11. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 br olan hiperbolleri

(devam)

01,22 {02,00,21,(0)} {0),(1).)}
01,21 {02,00,22,20} {0),).)}
01,20 {00,02,21,(0)} {0),).)}
01,(c0) {11,22,20,(1)} {00,10,(2)}
02,22 {01,21} {0),(1).)}
02,21 {01,22,20,(0)} {0),).)}
02,20 {0121} {(),(0),(1),(2)}
10,12 { {()}
10,(0) {11,(1)} {00,01,02}
10,(1) {11,(0),(2),(=0)} {00,01,02}
10,(2) {11,(1)} {00,01,02,(0)}
11,(0) {12,10,(1),(0)} {00,01,02}
11,(1) {12,10,(0),(2)} {00,01,02}
11,(2) {12,10,(1),()} {00,01,02}
11,(e0) {01,21,(2),(0)} {00,01,02}
12,(0) {11,(1)} {00,01,02,(0)}
12,(1) {11,(0),(2),(=0)} {00,01,02}
12,(2) {11,(1)} {00,01,02}
20,22 & {(=)}
21,(0) {11,02,(1)} {10,20,(0)}
0).(2 { {(=)}
(1),(x0) {21,12,10,01} {20,02,(0)}




3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 3 birim olan hiperbolleri i¢in Cizelge
4.12 ye bakilabilir.

Cizelge 4.12. 3. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 3 br olan hiperbolleri

Odak Odalara olan uzakhk farki 1 br, Odaklara olan uzaklk farki 2 br, yani
uzakhg 3 yani (152) ve (23) (1-3)
00,(0) {10,11,12,20,21,22,02,(2)} {o1,(1)}
00,(1) {10,11,12, 20,21,22,02,(c0)} {01,(0),(2)}
00,(2) {10,11,12,20,21,22,02,(0)} {01,(1),(0)}
00,(c0) {01,11,02,22,20,(1)} {10,21,2)}
01,(0) {10,11,12,20,21,22,(0),(2)} £00,02,(1)}
01,(1) {10,11,12, 20,21,22} {00,02,(0),(2),(0)}
01,(2) {10,11,12, 20,21,22,(0),(0)} {00,02,(1)}
02,(0) {10,11,12, 20,21,22,00,(2)} {01,(1),(0)}
02,(1) {10,11,12, 20,21,22,(0),00} {01,(0),(2)}
02,(2) {10,11,12, 20,21,22,00,(0)} {o1,1)}
10,(c0) {01,11,21,12,(2),(0)} {00,20,(1)}
20,(0) {11,21,02,22,(1),00} {10,01,(0)}
(0),(0) {21,12,(1),(2),10,01} {20,11,02}

Cizelge 4.10, 4.11, 4.12 de dikkatlice incelenirse iki noktadan ¢izilen tiim hiperbollerin
diizlemin tiim noktalar1 iizerinde daima bir parcalanis olusturmadig: gozlemlenmektedir.
Bu tiir pargalaniglar sadece Cizelge 4.12 de bulunmaktadir ve sayilar1 7 tanedir.

Son olarak, Cizelge 4.6 yardimiyla 4. mertebeden projektif diizlemin tiim elipsleri
verilecektir, bunun igin ilk olarak 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1
birim olan elipsleri i¢in Cizelge 4.13’e bakilabilir. 4. mertebeden projektif diizlemin

tiim hiperbolleri belirlemek ise okuyucuya bir alistirma olarak birakilmistir
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Cizelge 4.13. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan elipsleri

Odak Odaklara olan uzakliklar: toplam
(33,3231, 0@,
00,01 |{1011,12,13}| {02}  |{20,21.2223}| {03} o) = Q%
00,10 | {11,013 {1%\?’6222}'21 (1303} |{33323130}| { {(0’)(,3%’,(2) o)
o1 | qrzaoon B gy eaaa) o |MQOY) o
o012 | quaatony [UOBE gy Eeastan| {e@n |OF@) o
00,13 | {12,01} {1%%222}:21 £10,03} {(w)ggf&?)l, {(0,)(%)},(2) o
0110 | qooo211y \YZEEA aay mssasy| ¢ |G| Y
01,11 |{10,12,02,00} {1?’2%?6%2}'21 o 33,32,31,30} | {(=0)} {(0,)(’%)}'(2) Y
01,12 |{13,11,02,00} {1(,)’2%?6%2}'21 o {33’?020';1’30’ o {(0’)(!%)}'(2) o
o113 | q1zo200p [ULBEA G0y |ea2atay| g |1OFH@] ©
01,02 | {13,12,11,10} | {02,00,21} {3363325?30’ 23} {0123} | (o) Y
{11,2322,21 4 [{0.0.@ O
0213 | {1203} |50 00, (o0} {10y  |{33,32,31,30} )
0212 | 13arosoy [UOBE2 ey |azzatay| O [OLEN U
02,11 |{12,10,03,01} {1%?6202}"21 o {33«?30,)3;11301 & {(0?(,g§)},(2) 'y
02,10 | {11,03,01} {1%?6%2}'21 (13} |{33.323130}| {(0)} {(0,)(7%)},(2) 0
_ (33,3231, 0@,
02,03 |{13.12,11,10}| {OL()} |{23222120}| {00} - g |8
0313 | (120200) [HEBEH ooy |gsszazy) B |TOME@ O
110,00,23,22, 4 |({0.1).@ {3
03,12 | {13,11,02} 21,2001} {00} {33,32,31,30} 1
0311 | {1002} {1?’2%%212}'21 00(0)) |{333231303 U {(O’)(’%)}'(Z) 0
(12232221 @3323130. | O [HOMWO| ©
0310 | quozp VIR (1300} - )
03.()| {18} | {021223} | {13322} {10'(3)1"})1’32' {20,(2) 31} {(22):;0 {3
{03,02,01,00
1020 | {1121} [22,333231| {2313} {(0)(,%%,(2), o o | e
30,12}
{03,02,01,00
1021 | {222011} |23333231, {12} {(0)(’\%%'(2)' o ) | 0
30,12}
{03,02,01,00
1022 | {11,321} |,33,3231,30, {13} {(0)(’:(%%(2)' ()} o o
12,20}
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Cizelge 4.13. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan elipsleri

(devam)
£03,02,01,00

1023 | {2211} |,21,33.3231,| {20.13} {((’(02))’(?3)#)’ o o o
30,12} :

10,11 2232%220112%% 2y 33323130} {13} {(0’)(’&%(2) ()}
£03,02,01,00

11,23 | {22.1012} [,21,3332.31,|  {20,(0)} {(0)(,%;,(2), o o It
30,13}
£03,02,01,00

11,22 | £23,21,12,10} |,20,33.32,31, o {(0)'((1;’)(}2)’(3) o o 0
30,13} :
£03,02,01,00

11,21 | {22,20,12,10} |,23,33,32,31, o {(0)(,:()3)},(2), (o)} o
30,13}
£03,02,01,00

11,20 | {21,12,10} |,22,333231,| {23} {(0)(':%)}'(2)' (o)} o
30,13}

R rvrol IR EUEE SRR | TGOV R SR o
£03,02,01,00

1223 | {22311} |21,33.3231,| {20} {(0)(':%)}'(2)' o o o
30,10,()}
£33,32,31,30

12,22 | {13,11,23.21}|,10,03,02,01,|  {(=0)} {(O)('%)}'(Z)' o o o
00,20}
£03,02,01,00

12,21 |{22,20,13,11} |,23,33,32,31, & {(0)’((1;’)(}2)’(3) { { b
30,10} :
£03,02,01,00

1220 | {2111,13} |,2233.3231,| {23} {(0)(’%)}'(2)’ (o)} o o
30,10}

12,13 {2%%%%%% (1,0 |{333231,30}| {10} {(o’)(,g%(z) o o
£03,02,01,00

1323 | (22,12,(0)} |,21,33.32.31,| {21,10} {(0)(,:()3)},(2), o o o
30,11}
£03,02,01,00
,20,(0), {(0),(2).(2),

1322 | {232112} |35, 3139 {10} 3} O { {
11}
£03,02,01,00

1321 | {22.2012} |2333.323L| {().10} {(0)(,%)},(2), o o o
30,11}
£03,02,01,00

1320 | {2112} |,22333231,| {2310} {(“02)’(03)’(1)’ o o o
30,11} (2).(3)}

13,00)| {0323} {ozégi,zz, {01,21,(3),.32 {00’2&%1'(2)' ©o} | {1003 | o

{13.12,11,10.3 £03,02,01,00,
20,21 3,32,31,30} {22} 0),(1),2).3)} {23} {3 {(0)} {
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Cizelge 4.13. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzaklig 1

br olan elipsleri

(devam)
{13,12,11,10
20,33 | {32,21} |,31,22,(0),(1)| {30,23} {(oo),(())g,}()Z,Ol, { { {
(2),(3)}
{13,12,11,10
20,32 | {33,31,21} |,30,22,(0),(1) {23} {03,02,01,00} |  {(o0)} {3 O
(2),(3)}
{13,12,11,10
20,31 | {32,30,21} |,33,22,(0),(1) {23} {03,02,01,00} {3 {(0)} {3
(2),(3)}
{13,12,11,10
20,30 | {31,21} [,32,22,(0),(1)| {33,23} [{03,02,01,00} {3 Iy {(0)}
. (2),(3)} -
13,12,11,10, 03,02,01,00,
{13,12,11,10
21,33 | {32,22,20} |,31,23,(0),(1)| {30,()} |{03,02,01,00} { { Iy
{,(2),(3)}
13,12,11,10
21,32 | {33,31,22,20} |,30,23,(0),(1) { {03’(()01')%1’00’ { { {
(2),(3)}
{13,12,11,10
21,31 | {32,30,22,20} | ,33,(0),(1),(2 {3 {03,02,01,00} | {(0)} {3 O
),(3),23}
{13,12,11,10
21,30 | {31,22,20} |,32,23,(0),(1) {33} {03,02,01,00} {3 {(0)} Iy
(2),(3)}
{13,12,11,10, {03,02,01,00,
2223 | 333231301 | 2NV o203 % U U U
{13,12,11,10
22,33 | {23,21,32} |,31,20,(0),(1) {30} {03,02,01,00} { { {
+(2),(3),()}
{13,12,11,10
22,32 | {23,21,33,31} |,30,20,(0),(1) {(0)} {03,02,01,00} 0 { 4
{,(2),(3)}
13,12,11,10
22,31 | {23,21,32,30} |,33,20,(0),(1) O {03,02,01,00, { { {
()}
(2,(3)}
{13,12,11,10
22,30 | {23,21,31} |,32,20,(0),(1) {33} {03,02,01,00} |  {(0)} {3 {
{'(5)5(23)0}3 {10,30,01.2
12,2203, 10,30,01,21,
23,(0)| {13,33} (3).32) {11,31,02,(2)} st {00,(0)} | {20} {
{13,12,11,10
23,33 | {22,32, (o)} [,31,21,(0),(1)| {30,20}  [{03,02,01,00} { { Iy
(2),(3)}
{13,12,11,10
23,32 | {33,31,22} (30,21,(c0),(0) {20} {03,02,01,00} { { {
(1),(2),(3)}
{13,12,11,10
2331 | {32,30,22} | ,33,00),(1), | {20,()} |{03,02,01,00} { { 8
(2),(3),21}
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Cizelge 4.13. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 1 br olan elipsleri

(devam)

2330 | {31,22} {(132%1((:',))1511)10 3320} {(Oo),gg,}oz,m, o o o
30,31 (%2)3(12)2(5)1(%()’} @2y {21110y 33 {036%?01' ) | O
00| oy [H5R0 e |weuwy] g [BSE% )
o0 | Groey |Poas® e jwouay g (O o
00| GuoEy [BZ50 ey (@] o |BR% g
30,3) | {31} 23'(25:;;'}20' {(0)33} {(“’)’(133’}12’“, 5 {036%%01' a
31,32 (%2)3(12)2(5)1(%()’} {3033} |{131211,10}|  {(@)} {036%2}’01' 5 O
210 | o2y |V ey waag o (UM o
a1 (e B2RP o lweuig| ey B2 g
31,3) | {32:30,2)} 20(21%5}23 (040} |{131211,10}| {3 {036%%01' o
23| 0 | Pl |sazaey) oy | TR 0
20| @ty [BRrn® ey [msenan| ey |O0R%) o
32,(1) [{33,31,(0),(2)} {2,3(,5)2,5201},20 o {13,%30,)1}1,10, o {036%2},01, 0
2.0 [am@EEe  ten  |ueug| g |2 g
2@ | @aEy [F0 oy [ma g |ORM g
33,00)|  {23,3)} {32’2(22;'13' {21,(1).03,12} {Zoégl)éﬁ&' ooy | o3 | @
20| gaay [CR2M q@an |0 g |00 g
20| 0@} B ? @ jweawg| g |[P0%) g
1| oEy 200y |waew] g |[BR% g
20| o0y |[B2E0) om0 |waay o |[GE o
o.w|msa2aay| @y |[BEEO ey [T ey | TG
.| @330 | ) @222y ey [t o | S
(2).(3) [{33.32,31,30} | {(1),(=)} [{23.222120}|  {(0)} {131’(1)?11: o 3(130%';
Gneo)| {33} | {32223} | {311322} {30"3’)%21211 (20,0211} {1gi(}0), (00}
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4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 birim olan elipsleri i¢in Cizelge

4.14°e bakilabilir.

Cizelge 4.14. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzaklig1 2 br olan elipsleri

OdaIE QOdaklara olan uzakhiklar: toplam
uzalzdlgl 2 3 4 5 6 7 8
00,02 |{13,12,11,10}| {02}  |{23.22,21,20}| {03} {if)?iil 0 {(g;)(gi
0020 [{13.12,11,10}| {0121} |{33,323130,| {23.03} {(0)("%%(2) o (o)}
22,02} ’
{33,32,31,30, {(0),(1).(2)
00,21 |{13,12,11,10} | {01,22,20} 02,93 {03} 3! {(0)} Iy
00,22 |{13,12,11,10} | {01,21,23} {33;())?6?51}'30' {03} (1{)(0(02))((03))} { {3
00.23 [{13,12,11,10}| {0122} {3351%‘;1}'30' {(20),20,03} {(0’)('%)}’(2) I o
{33,32,31,30, {(0),(1),(2)
01,23 |{13,12,11,10} | {02,00,22} (21,031 {20} @) O 4
01,22 [{13.12,11,10} {ozéosg,zl, {336?2%1}'30' ()} {(ol)(,g)},(z) o o
{22,20,02, | {33,32,31,30, {(0),(0),
01,21 |{13,12,11,10} 00} 23,03} (1D).(2).3)} {3 {
01,20 |{13,12,11,10} | £02,00,21} {33;;6331}'30' 23} {(0’)(%)},(2) ) | O
{13,12,11,10, {00,:0,23,22, {33,32,31, {(0),(2),
- = {03 2}1 22 {332§é23?1} 30 . {(0)3(01}) 2 - e
02,23 |{13,12,11,10} (;O)}' ’ é1,60}' ‘ {20} ,('3)}’ { {
02,22 |{13,12,11,10} | {03,01,21} {33.;3,2(;3)1}?0' O {(ol)(,g)},(Z) { {3
02,21 [{13,12,11,10} {03%\'22’ {336?())?'2331}'30' (o)) {(ol)(,g)},(Z) o o
02,20 |{13,12,11,10} | {03,01,21} {33;;6361}'30' {23} (1{)(2)((03))} {3 {3
02.(0) | {0313} | {1223} |{01,11,33.22}|{10,321,32} {00521%(2)' £0.0} | {03
{13,12,11,10,( {33,32,31,30, {(0),(1),(2)
03,23 ) {02,22} {33031531}30 {20,00} {(0’)(?))}(2) O 4
{02,(0),21, 132,31,30, (),
03,22 |{13,12,11,10} 21 : 50013 {00} ; ,)(?))}() O O
33,32,31,30, 0),(1),(2
03,21 |{13,12,11,10} | {02,22,20} 23,010y} {00} @) O O
0320 |{13.12,11,10} | {02.21} {33;5?6?11}'30' ((29).23.00} {(o’)(,g)},(z) o I
{03,02,01,00,
{33,32,31,30, {(0),(0),
10,12 23,2%12}1,20, it 13} ¢ looey © U
{03,02,01,00,
10,33 [{23,22,21,20} | {11,32} |(0),(1),(2).(3), | {(=),30,13} Iy { O
31,12}
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Cizelge 4.14. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 br olan elipsleri

(devam)
{03,02,01,00,
10,32 [{23,22,21,20} | {11,33,31} | (0),(1),(2),(3), {13} {(0)} {} {}
12,30}
{03,02,01,00,
10,31 |{23,22,21,20} | {11,32,30} | (0),(1),(2),(3), {13} {3 {(0)} {3
33,12}
{03,02,01,00,
10,30 [{23,22,21,20} | {11,31} |(0),(1),(2),(3),| 433,13} {3 { {(0)}
32,12}
{03,02,01,00,
11,33 [{23,22,21,20} | {12,10,32} |(%0),(0),(1),(2), {30} {3 { {
(3),13,31}
{03,02,01,00,
132 |@s22220y) WES 006, ) | ¢ g | 0
13,30}
{03,02,01,00,
na @222y W low@e.| o | e | 8 | ¢
33,13}
{03,02,01,00,
11, 30 [{23,22,21,20} | {10,12,31} | (0),(1),(2).(3), {33} {} {(0)} {}
32,13}
11,12 {2%32%220112%% {1013} |{33,32.31,30}|  {(=0)} {(0’)(%)},(2) o o
{03,02,01,00,
12,30 |{23,22,21,20} | {13,11,31} | 10,32,(0),(1), {33} {(0)} {3 {
{os(zo)é(g)}oo
,02,01,00,
1231 |{23,22.21,203 | {13132 13390 oy (| (oo o o o
0 2.3)}
{03,02,01,00,
12,32 |{23,22,21,20} {13:'3]]'_1'33’ 10,30,00,(0),(1) {3 { {3 {3
’ o)
03,02,01,00,
1233 (222120t %2 | 0.0@.3)| {30} o o | o
10,31,
12,(0) | {03.13.23} | {02.22,33} {01’13152}1’(3)’ {00(22)0}31’ ©010,0} {O} | O
{03,02,01,00,
1333 | B0 23y |0.0@0)| B0t} | 0 g |0
11,31}
{03,02,01,00,
1332 | (232221204 Y2393 0)1)9)3),| {10} 0 o | o
()3 30,11}
{03,02,01,00,
13,31 |{23,22,21,20} | {12,32,30} |(0),(0),(1),(2), {10} {3 { {
(3),11,33}
03,02,01,00,11
13,30 |{23,22,21,20} | {12,31} |,32,(0),(1),(2),| {(«),33,10} {3 { {3
G}
{13,12,11,10, {23,03,02,01,
2022 | 832310, | O |00OOE.| & | = | ¢ | O
21} (3}
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Cizelge 4.14. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 2 br olan elipsleri

(devam)
2000 | {32330 | ey | Y0 e (SR o | e
201 |23 ro@y Y40 e S ey | o
202 {3230 roey | Vst | e[RRI o 0
203 [{333231,30}| {2L.(2)} {102';1('11)2}'13' {(20),(0),23} {036%2}'01' 0 Iy
{13.12.11,10, {03,02,01,00,

21,23 33,325}1,30, ¢ (0),2%?&%)}(3): ¢ ¢ 4 4
21,(3) |{33,32,31,30} | {22,20,(2)} {;2(112)1(30)1;) {0} {036%2}‘01' 4 4
21,@) |{33323130y| PEW HOREE ey OO 0 | o
21,0) |{33323190y| PEROHOLSB g [ © o
21,(0) |£33,32,31,30}| {22.20,(1) {102%,1('21)2}'13' {33 {006%1}'02' ©n | 0
2 | {12agsy | UARR0% ELASL02 OB b0y 0 | @
22.(0) |{33,32,31,30} | {23.21,(1)} {132'%),2('21)1}'10' {33 {?)2?;%2 o o
22,1) | 3332310} | PR IR0 ey JOOR2 0 | 0
22,2) |{3323190p| PO ABAND g [0 o 0
22.(3) | {33:32,31,30 {21(@:)3;(2), {132,32(,11)1},10, {0} {00(3%:02’ 0 I3
22,0 [@s323130y| 2@y | W50M0 iz |5 o | 0
23,(1) |{33,32,31,30} | {22,(0),(2)} {;?(132)%:0)1? 120} {Oodg;oz, o o
23, |aa2aLa0y| P2EMD | USRI oy [HOR02 T g 0
23,9 |20 oy | WAL ooy [ 0 | 0
30,32 gﬁ%ﬁééﬁ o WM oo RN o | oo
wm | 2Obo o |OREL o ORE o | o
32, (0) | {2333,3)} | {22.(2).13} {21’311é(}1)'03’ {20'1(3;’02’ £10.30,01}| {00} o
20 | {333} | {32.2322} | {3L,(1).13} {30@3;21, {20'1(%'02' £10,01} | {00}
ol R G P S
1).3) {30,35,)3;2,33, 0 {(0),2(;;,3%;),21, o {101';,;1}:12’ o %300%
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4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 3 birim olan elipsleri i¢in Cizelge

4.15’¢e bakilabilir.

Cizelge 4.15. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 3 br olan elipsleri

Odak Odaklara olan uzakliklari toplanm
neakhe 2 3 4 5 6 7 8
{13.12,11,10
00,30 o 232221, | {0131} {(O)ég)é(zz)’(?’) (3303 | 0 | (oo
20} 02,32}
13121110
00,31 o 232221, | {01,32,30} {(@g)(,)(;),(s) {03} (o | O
20} 33,02}
13121110
00,32 o 232221, | £01,33.31} {(0)&),3(02),(3) (.03 | O o
20} 02,30}
{13.12.11,10
{(0),(1),(2),(3)
00,33 o ,23,2202},21, przzy MO 030 | @ o
- 333231, HOXO)
00,03 | {13,12,11,10} { 01,02} [{232221.20}  {(e0)} o o
131211,10
01,30 o 232221, | {02,00,31} {(0)&),3(22),(3) G | e | O
20} 03,32}
{13.12.11,10
01,31 o 232221, |{02,00,32,20} {(0)&),3(32),(3) (o0} o o
20} 03,33}
13121110
{(0),(1),(2).(3)
01,32 o ,23:2202},21, 02,003,313 | L o o o
13121110
01,33 o 23,2221, |{02,00,32,(e0)} {(O)éé)é(lz)’(?’) {30} o o
20} 03,31}
Olw | {13} {12622?;03' £11,33,22} {00’1%(}3)*32’ {3120 ©o.3 | {3
{13.12.11,10
0230 2221, | {30131y [{OLOC) 455y | g o
20} 00,32,
{13.12.11,10
{(0),(1),(2).(3)
02,31 o ,23,2202},21, 03,030,323 | {0 1A o o o
{13.12.11,10
£03,01,33,31, |{(0),(1),(2).(3)
02,32 gt ,23,2202},21, (@)! 00,30} {3 { {
{13.12.11,10
02,33 o 22221, | {30132 [{OLDDC) g0 o o
20,(0)} 0031}
{13,12,11,10
0333|  {(0)) 222, | {2323 [(OD@O 100301 | g o
20} 01,31}
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Cizelge 4.15. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 3 br olan elipsleri

(devam)

03,32 {3 F213?j’2(1£’)2111,'210? {02,33,31} {(0),&?,3(02}),(3) {00} { {3
03,31 o {1233122202}121110 {02,(0),30,32} {(0),&?’3(32}?’(3) {00} o o
03,30 o {1233122202}121110 £02,31} {(%)1(31%((2)53) (3300} | O s}
wo| o {Zggz%jglfo pry |OP80 | gsen | o | e
00| 0 || oy BP0 s | e | o
00| ¢ {23332%2}23%120 {11,(1).3)} {031’(2),2('8)1},00’ .13 | ¢ 0
0@ 0 {23332%?120 @y |20 a0y | o | 0
10,13 {2%32%220112%‘; {1112} [{333231,30}  {(0)} {(0?(’g§)}'(2) o o
10| o {3233?;22521130 gaio@y [0 qer | ey | 0
1l o {3233?;2202;;21130 12100,@3 52| 1y 0 0
1| 0 {3233322202}321130 wooe Loy | 0 L
wo| o | man| oo [emesl o | o | o
| sz | U2 oranean | OGRS qay | qor | o
20| {32333;2202;21130 sy [0 i@on | 0 0
) B It L EEEEROYC) |y B o | o
2@ ¢ {3,23:’-32%;21'1?0 e R e B o o | 0
2@ 0 ,{2333:'2(35’)2?11,'2300, ey [0 o | 0 | 0
BO| 0 {323332%j§130 wor | Nie) | e o | o
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Cizelge 4.15. 4. mertebeden projektif diizlemin odak

uzakligi 3 br olan elipsleri

(devam)
£33.32,31,30 -
13,(1) O ,23,2202}'211 {12’((2)%(0)’ {001'2,1(’2)%;03’ {10} ] it
£33,32.31,30
13,2) o 23222120, {12,1),@3)3 | 00010203, 1 r1py o o
()} H O3
£33,32,31,30
13,(3) {(o0)} ,23,2202},21, {12,(2)} {001’2,1(’%2};03’ {10,(0)} { {
{13.12.11.10, £03,02,01,00,
210)| {1333} {1,22*22(’5’)2}'03 {11,31,02,2)} {10’2(%3;0’01’ 0.0} | O 0
30,33 (%3?212)2(5)1(%?} (3132} |{1312,11,10}|  {(o)} {036%%01’ o o
31| (2201 | Vi |L@osazy| PO oni0y | ooy | o
(101112, £00.01,
(0),(3){30,31,32,33} | {(1),(2)} |{20,21,22,23} {(c0)} 13} { 02,03}
M) {33} {32('2%;(2)' £31,13,22} {30’(23')1}2’21’ £20,0211}| £10013 | {00}

4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 4 birim olan elipsleri icin Cizelge

4.16’ya bakilabilir.

Cizelge 4.16. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 4 br olan elipsleri

Odak
uzakhgi
4

Odaklara olan uzakhiklari toplam

3

4

5

6

7

00,(0)

¢

¢

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{(1),01}

{(2).02}

{(3).03}

()}

00,(1)

i

i

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{01,(0).(2)}

{02,(3)}

{03,(0) }

{

00,(2)

i

i

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{01,(1).(3)}

{02,(0),
() }

{03}

{

00,(3)

{

{

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{01,(2),(0)}

{02,(1)}

{03,(0)}

¢

00,(o0)

{13}

{12,23}

{01,11,33,03,
22,02}

{10,(3),21,32}

{20,(2),31}

{30,(1)}

1O}

01,(0)

i

i

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{00,02,(1)}

103,(2)}

{(0),(3)}

O
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Cizelge 4.16. 4. mertebeden projektif diizlemin odak uzakligi 4 br olan elipsleri

(devam)

01,(1)

{

{

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{(0),(2),00,02}

{03.(3).
()}

¢

{

01,(2)

b

b

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{02,00,(1),(3),
()

{03,(0)}

O

O

01,(3)

b

b

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20,(c0)}

{02,00,(2)}

{03,(1)}

{(0)}

O

02,(0)

b

b

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{03,01,(1)}

{00,(2),
()}

13}

O

02,(1)

¢

¢

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{03,01,(0),(2),
(0);

{00,(3)}

{

{4

02,(2)

¢

¢

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
,22,21,20,(0) }

{03,01,(1).(3)}

{00,(0)}

{4

{

02,(3)

i

()}

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{01,03,(2)}

{00,(1)}

{(0)}

{}

03,(0)

¢

¢

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{02,(c0),(1)}

{01.(2)}

{00,(3)}

{

03,(1)

i

i

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
,22,21,20,(0)}

{02,(0),(2)}

{01,(3)}

{00}

{}

03,(2)

i

{(0);}

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{02,(1),(3)}

{01,(0)}

{00}

{

03,(3)

{(0)}

¢

{13,12,11,10,
33,32,31,30,23
22,21,20}

{02,(2)}

{01,(1)}

{00,(0)}

{

10,(w0)

{03,23}

{02,22,33}

{01,11,21,13,
(3),12,32}

{00,20,31,(2)}

{30,(1)}

{(0)}

{

20,(w0)

{13,33}

{12,32,03,
(©))s

{11,21,31,23,
02,22,(2)}

{10,30,01,(1)}

{00,(0)}

{

{

30,(0)

{23.3)}

{22,(2),13}

{21,31,(1),03,
33,32,12}

{20,(0),11,02}

{10,01}

{00}

{

0,(0)

{33}

{32,23}

{31.(1).13,3),
(2),22}

{30,03,21,12}

{20,02,11}

{10,01}

{00}

Bu béliimdeki tiim sonuglar ve bundan daha fazlasi i¢cin Dogan ve Akpinar’in (2021b)

calismasi incelenebilir.
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5. SONUC

O bir Cayley boliimlii cebiri olmak iizere m=2 durumu i¢in girdileri O+ Q¢
cebirinden (lokal halkasindan) alinarak olusturulan octonion diizlemlerde 6-sekillerle
ilgili elde edilen sonuglarin, genellemeye gidilerek, M>2 durumu igin girdileri
A=0+Qg+Qg® +---+Qe™* cebirinden alinarak elde edilen octonion diizlem smiflari
iizerinde de karsiliklari incelenmistir. Ustelik © yine bir Cayley béliimlii cebiri olmak
lizere yeni bir A=0+On, +0n,+On, cebir yapis1 tanimlanmis ve girdileri bu
cebirden alinarak olusturulan octonion diizlem smiflar1 {izerinde ¢alisilmistir. Her iki
octonion diizlem sinifinda matrislerin kisa gosterimleri kullanilarak bu iki diizlem
simifina birer Moufang Klingenberg (MK) diizlem sinifi olarak bakilabilecegi elde
edilmistir ve bu MK-diizlem simiflar1 sirasiyla M (A) ve M (A) ile gosterilmistir. Hem
M (A) hem de M (A) lizerinde gifte oran tanimlanamadigindan dolay1 6 sekillerin orani
ile ilgili sonuglar hari¢ hedeflenen tiim sonuglara ulasilmistir. Projektif Klingenberg
diizlemler iizerinde metrik olmayan bir uzaklik tanimi yardimiyla sonlu projektif
diizlemler ve dolayisiyla sonlu afin diizlemler iizerinde Oklid uzayindan iyi bilinen
cember, elips ve hiperbol kavramlarinin karsiliklar incelenmistir. Ornek olarak, 3 ve 4.
mertebeden projektif diizlemin tiim ¢gemberleri bulunmustur ve 3. mertebeden projektif
diizlemin tim elips ve hiperbolleri, 4.mertebeden proektif diizlemin ise elipsleri

belirlenmistir.
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EKLER

EKA 4x4 Boyutlu Matris Cebirleri
EKB 5,7, 8 ve 9. Mertebeden Afin Diizlemler.
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EK-A 4x4 Boyutlu Matris Cebirleri

Matris cebirinin bazi:

Matris Cebiri:
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EK-B 5,7, 8 ve 9. Mertebeden Afin Diizlemler

Cizelge 1. 5. mertebeden afin diizlem

L L, L
00 | 11 | 22 | 33 | 44 | 00 | 12 | 24 | 31 | 43 | 00 | 13 | 21 | 34 | 42
01 | 12 | 23 | 34 | 40 | 01 | 13 | 20 | 32 | 44 | 01 | 14 | 22 | 30 | 43
02 | 13 | 24 | 30 | 41 | 02 | 14 | 21 | 33 | 40 | 02 | 10 | 23 | 31 | 44
03 | 14 | 20 | 31 | 42 | 03 | 10 | 22 | 34 | 41 | 03 | 11 | 24 | 32 | 40
04 | 10 | 21 | 32 | 43 | 04 | 11 | 23 | 30 | 42 | 04 | 12 | 20 | 33 | 41
L, L, L,
00 | 14 | 23 | 32 | 41 | 00 | 10 | 20 | 30 | 40 | OO | 01 | 02 | O3 | 04
01 | 10 | 24 | 33 | 42 | 01 | 11 | 212 | 31 | 41 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14
02 | 11 | 20 | 34 | 43 | 02 | 12 | 22 | 32 | 42 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
03 | 12 | 21 | 30 | 44 | 03 | 13 | 23 | 33 | 43 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34
04 | 13 | 22 | 31 | 40 | 04 | 14 | 24 | 34 | 44 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44
Cizelge 2. 7. mertebeden afin diizlem

L L,
00 | 11 | 22 | 33 | 44 | 55 | 66 | 00 | 12 | 24 | 36 | 41 | 53 | 65
01 | 12 | 23 | 34 | 45 | 5 | 60 | 01 | 13 | 25 | 30 | 42 | 54 | 66
02 | 13 | 24 | 35 | 46 | 50 | 61 | 02 | 14 | 26 | 31 | 43 | 55 | 60
03 14 | 25 | 36 | 40 | 51 | 62 | 03 | 15 | 20 | 32 | 44 | 5 | 61
04 | 15 | 26 | 30 | 41 | 52 | 63 | 04 | 16 | 21 | 33 | 45 | 50 | 62
05 16 | 20 | 31 | 42 | 53 | 64 | 05 | 10 | 22 | 34 | 46 | 51 | 63
06 | 10 | 21 | 32 | 43 | 54 | 65 | 06 | 11 | 23 | 35 | 40 | 52 | 64

L, L,
00 | 13 | 26 | 32 | 45 | 51 | 64 | 00 | 14 | 21 | 35 | 42 | 56 | 63
01 14 | 20 | 33 | 46 | 52 | 65 | 01 15 | 22 | 36 | 43 | 50 | 64
02 | 15 | 21 | 34 | 40 | 53 | 66 | 02 | 16 | 23 | 30 | 44 | 51 | 65
03 | 16 | 22 | 35 | 41 | 54 | 60 | 03 | 10 | 24 | 31 | 45 | 52 | 66
04 | 10 | 23 | 36 | 42 | 55 | 61 | 04 | 11 | 25 | 32 | 46 | 53 | 60
05 11 | 24 | 30 | 43 | 56 | 62 | 05 | 12 | 26 | 33 | 40 | 54 | 61
06 12 | 25 | 31 | 44 | 50 | 63 | 06 | 13 | 20 | 34 | 41 | 55 | 62

L L,
00 | 15 | 23 | 31 | 46 | 54 | 62 | 00 | 16 | 25 | 34 | 43 | 52 | 61
01 16 | 24 | 32 | 40 | 55 | 63 | 01 10 | 26 | 35 | 44 | 53 | 62
02 10 | 25 | 33 | 41 | 56 | 64 | 02 11 | 20 | 36 | 45 | 54 | 63
03 | 11 | 26 | 34 | 42 | 50 | 65 | 03 | 12 | 21 | 30 | 46 | 55 | 64
04 | 12 | 20 | 35 | 43 | 51 | 66 | 04 | 13 | 22 | 31 | 40 | 56 | 65
05 13 | 21 | 36 | 44 | 52 | 60 | 05 | 14 | 23 | 32 | 41 | 50 | 66
06 14 | 22 | 30 | 45 | 53 | 61 | 06 | 15 | 24 | 33 | 42 | 51 | 60
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Cizelge 2. 7. mertebeden afin diizlem (devam)

L, L,
00 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | OO | O1 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06
01 11 | 21 | 31 | 41 | 51 | 61 10 | 11 12 13 14 15 16
02 | 12 | 22 | 32 | 42 | 52 | 62 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
03 | 13 | 23 | 33 | 43 | 53 | 63 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
04 | 14 | 24 | 34 | 44 | 54 | 64 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
05 15 | 25 | 35 | 45 | 55 | 65 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
06 | 16 | 26 | 36 | 46 | 56 | 66 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

Cizelge 3. 8. mertebeden afin diizlem

L L,
00 | 11 | 22 | 33 | 44 |55 |66 | 77 |00 | 12 | 24 | 36 | 43 | 51 | 67 | 75
01 |10 | 23 | 32 | 45 |54 |67 76 | 01|13 |25 |37 |42 |50 |66 | 74
02 113 |20 |31 |46 |57 |64 | 75|02 |10 | 26| 34|41 | 53| 65 | 77
03112 | 21 | 30 | 47 |5 | 65| 74|03 |11 |27 | 35|40 | 52 | 64 | 76
04 |15 |26 |37 |40 |51 |62 | 73|04 |16 |20 | 32|47 | 55|63 |71
05|14 | 27 | 36 | 41 |50 | 63 | 72 | 05| 17 | 21 | 33 | 46 | 54 | 62 | 70
06 | 17 | 24 | 35| 42 |53 |60 | 71 |06 | 14 |22 |30 )45 |57 |61 73
07 )16 | 25 | 34 | 43 |52 |61 | 70|07 |15|23 |31 |44 |5 | 60 | 72

L, L,
00 | 13 | 26 | 35 | 47 |54 | 61 | 72 | 00 | 14 | 23 | 37 | 46 | 52 | 65 | 71
01 |12 | 27 | 34 | 46 | 55 | 60 | 73 | 01 | 15 |22 | 36 | 47 | 53 |64 | 70
02 |11 | 24 | 37 | 45 |5 | 63 | 70|02 |16 |21 | 35| 44 | 50 | 67 | 73
03110 | 25 | 36 |44 |57 | 62| 71|03 |17 | 20| 34|45 | 51 | 66 | 72
04 |17 | 22 | 31 | 43 |50 | 65| 76 | 04 | 10 | 27 | 33 | 42 | 56 | 61 | 75
05|16 | 23 | 30 | 42 |51 |64 | 77 | 05|11 | 26 | 32|43 | 57 | 60 | 74
06 |15 | 20 | 33 | 41 |52 |67 | 74|06 |12 | 25|31 |40 |54 |63 |77
07114 |21 | 32|40 | 53 |66 | 75|07 |13 |24 | 30| 41 | 55| 62 | 76

L5 L6
00 | 15 | 21 | 34 | 42 |57 | 63 | 76 | 00 | 16 | 27 | 31 | 45 | 53 | 62 | 74
01 |14 | 20 | 35 | 43 |5 | 62| 77| 01|17 |26 |30 |44 |52 |63 |75
02 |17 | 23 | 36 | 40 | 55 |61 | 74| 02 |14 | 25| 33 | 47 | 51 | 60 | 76
03 |16 |22 | 37 |41 |54 |60 | 75|03 |15 |24 |32 |46 | 50 | 61 | 77
04 |11 | 25 | 30 | 46 | 53 |67 | 72 |04 |12 |23 | 35| 41 | 57 | 66 | 70
05|10 | 24 | 31 | 47 |52 |66 | 73| 05|13 |22 |34 |40 |56 |67 71
06 | 13 | 27 | 32 | 44 |51 | 65|70 | 06 | 10 |21 |37 |43 |55 |64 72
07112 | 26 | 33 | 45 |50 |64 | 71 | 07 |11 | 20 | 36 | 42 | 54 | 65 | 73
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