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Bu calismanin amaci, graf teorinin en 6nemli uygulama alanlarindan birisi olan graf
enerjisi konusunda yeni sonuclar elde etmektir. Graf enerjisi, son 40 yilda ortaya ¢ikan
ve hizla gelisen bir alandir ve lineer cebir metodlarini kullanarak graflar hakkinda
matematiksel sonuglar elde etmeye ve bu sonuglar yardimiyla kimyasal molekiillerin
enerjileri hakkinda yeni sonuglar elde etmeye yarar.

Bu tez sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olarak diizenlenmistir.
Temel tanim ve sonraki boliimlerde kullanilacak bazi onemli kavram ve sonuglar bu
boliimde hatirlatilmustir. ikinci boliimde graflarve graflarin enerjileri hakkinda kuramsal
temellerinden bahsedilmistir. Ugiincii béliimde tez boyunca kullanilacak olan materyal
ve yontemler hakkinda bilgi verilmistir. Dordiincii boliimde bazi 6zel graf tiirleri i¢in
spektral polinomlar olusturulmus, olusturulan bu polinomlar i¢in indirgeme bagintilar
gelistirilip bu graflarin enerjilerini veren formiiller elde edilmistir. Besinci boliimde ise,
dordiincii boliimde olusturulan enerji formiilleri i¢in indirgeme bagmtilart olusturulmus
bunun yaninda hesaplamalar1 kolaylastiracak bazi alternatif enerji indirgeme bagintilari
da verilmistir. Altinc1 boliimde graflar iizerinde yeni birlesim operasyonlari, yedinci
boliimde ise bir graf i¢in alt boliim operasyonlar1 tanimlanmis olup bu boliimlerde, elde
edilen yeni graflar i¢in graflarin polinomlarini, polinomlar i¢in indirgeme bagintilarini ve
graflarin enerjilerini veren yeni yontemler gelistirilmistir. Son boliim olan sekizinci
boliimde ise elde edilen bulgu ve sonuclara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: alt boliim grafi, enerji, graf, kdse birlesim grafi, spektral polinom,
spektrum
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ABSTRACT

PhD Thesis
GRAPH ENERGY
Feriha CELIK
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Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL (Bursa Uludag University)

The aim of this work is to obtain new and original results on graph energy which is one
of the most important application areas of graph theory. Graph energy appeared and fastly
developed in the last 40 years. By means of linear algebraic methods, we can obtain
mathematical values on the graphs and these values help us to comment on the molecular
energies of the molecules under study.

This PhD thesis consists of 6 chapters. The first section is organized as the Introduction.
Fundamental notions and results which will be needed later on in the thesis are recalled
here. In the second chapter, the material and methods used in the thesis are mentioned.
In the third chapter, spectral polynomials of some specific graph classes are constructed
and recurrence relations for these polynomials are obtained to find some formulae for the
energy of these graph classes. In the fourth chapter, recurrence relations for the energy
formulae obtained in the third chapter are established and some alternative energy
recurrence relations to ease the calculations are given. In the fifth chapter, some new
union operations on graphs, in the sixth chapter, subdivision operations for a graph are
introduced and in these chapters, new techniques giving the spectral polynomials, their
recurrence formulae and graph energy are established.

Key Words: energy, graph, spectral polynomial, spectrum, subdivision graph, vertex
union graph

2021, vi + 79 pages.
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1. GIRIS

Graf Teori, 1736 yilinda tinlii matematik¢i Leonhard Euler’in (1707-1783) yazdigi
"Konigsberg Koprii Problemi" adli makale ile ortaya atildigi diisiiniilse de literatiirdeki
baz1 kaynaklar Graf Teorinin ilk bilinen 6rneklerinin Pisagor okuluna kadar uzandigini

gostermektedir (M.O. 300).

Konigsberg kasabasinin i¢inden akan Pregel nehrinin ortasinda Sekil 1.1.'deki gibi bir ada
ve bir yarimada bulunmaktadir. Bu aday1 ve yarimaday1 birbirine ve kiyilara baglayan
kopriileri birer kez kullanma kosulu ile, baglanilan yere geri donebilmeyi amaclayan bir
problem ortaya atilmis ve ¢oziimii yillarca tartisilmistir. Leonhard Euler (1707-1783)
tarafindan yayinlanan bir makalede, yillarca tartisilan bu Konigsberg Koprii Probleminin

bir ¢6zlimiiniin olmadigin1 gdsteren bir teori yer almaktadir.

Sekil 1.1. Pregel nehri

c =
A
\
B

A< oD
C

®
Sekil 1.2. Konigsberg grafi

Graflar giinliik hayatta karsilagilan pek cok problemin birer matematiksel modellemesi
olup matematigin ¢esitli alanlarinda var olan teorileri kullanarak iizerinde c¢aligilan

problemlerin ¢oziimlerinde daha kolay fikir yiiriitebilmeye olanak tanir. Giinlimiizde



graflara birgok bilim dalinda siklikla bagvurulmakta ve bir¢cok problemin ¢oziimiinde
graflar kullanilmaktadir. Bunlar arasinda graflara basvurulan bazi problemler, kimyasal
atom ve molekiiller, dort renk problemi, pazarlamaci problemi, tesisat problemi, bir¢ok ,

optimizasyon problemleri, kisi-toplum aras1 iliskileri inceleyen problemlerdir.

Asagida bu tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanimlanacaktir. Bu kavramlarla
ilgili daha genis bilgi i¢in Chen (1976), Biggs ve ark. (1986), Foulds (1992), Harary
(1994), West (1996), Bollobas (1998), Berge (2001), Golumbic ve Hartman (2005),
Bondy ve Murty (2008), Harris ve ark. (2008), Balakrishnan ve Ranganathan (2012),
Cevik ( 2010) kaynaklarina bagvurulabilir.

1.1. Tammm. Kdse (vertex) denilen elemanlardan olusan bir kiime ile adina kenar (edge)
denilen, her biri iki koOseyi birlestiren, elemanlardan olusan ikinci bir kiimenin
elemanlarmin olusturdugu sirali ikililer kiimesine bir graf (graph) denir.

Bir G grafin1 gizebilmek igin grafin kdselerinden olusan V(G) kiimesi ile bu koselerin

birlestirilmesiyle olugsan E(G) kenarlarin kiimesini bilmek gerekir. Bilinen bu kiimeler ile

G grafi

G=(V(G).E(G))

seklinde gosterilir. Biz bu grafi G(V, E) ile gosterecegiz.

Sekil 1.3. 7 koseli ve 10 kenarli bir graf 6rnegi



Sekil 1.3.’de verilen graf 6rneginin kose kiimesi V(G) = {a,b,c,d,e, f, g} ve kenar

kiimesi E(G) = { ey, e, €3, €4, €5, €6, €7, €5, €9, €10} dir.

1.2. Tanmim. V(G) kiimesinin eleman sayisina mertebe (order), E(G) kiimesinin eleman

sayisina ise boyut (size) denir.

1.3. Tamim. Bir G grafinda bir u kosesini u¢ kabul eden tiim kenarlarin sayisina bu u
kosesinin derecesi (degree) denir ve deg(u)ile gosterilir. Ormegin Sekil 1.3.°de
deg(a) = 2 vedeg(b) = 4 tiir.

1.4. Tanim. Baglangic ve bitis koseleri ayni olan bir kenara déngii (loop) ad1 verilir.

1.5. Tamim. Herhangi iki kosesi arasinda birden fazla kenara sahip olmayan ve dongii

icermeyen graflara basit (simple) graf denir.

Sekil 1.4. Basit bir graf

Sekil 1.5. Basit olmayan bir graf
A

B
Sekil 1.6. Basit olmayan bir graf



Yukarida verilen Sekil 1.4.°deki graf basit graf iken, Sekil 1.5.°teki graf, icerdigi
dongiiden dolayi basit graf degildir. Sekil 1.6.’daki grafta da A ile B koseleri arasinda iki

kenar bulundugu i¢in basit graf degildir.

1.6. Tammm. Bir G grafinda Vu,v € V(G) icin uv ¢ E(G) olacak sekildeki uv

kenarlarinin olusturdugu grafa tiimleyen (complement) graf denir ve G ile gosterilir.

Sekil 1.7. G ve G graflar

1.7. Tamim. Bir G grafinda V u € V(G) igin tim deg(v) degerleri esit ise bu grafa

diizenli (regular) graf denir. Eger deg(v) = nise grafa n-diizenli (n-regular) de

JAN

Sekil 1.8. 2-diizenli graf

denilir.

1.8. Tanmmm. Bir e € E(G) alindiginda, bu e kenari, u € V(G) kosesi ile birlesiyorsa

e kenari u kosesi ile bitisiktir (incident) denir.

1.9. Tanim. Aralarinda en az bir kenar bulunan koselere komsu (adjacent) kégeler, ortak
bir ucu bulunan kenarlara ise komsu kenarlar denir. Ornegin u,v € V(G) icin uv €
E(G) ise u ile v koseleri komsu koselerdir. Eger uv ¢ E(G) ise u ile v'ye komsu

olmayan (non-adjacent) koseler denir.



1.10. Tamim. Késeleri vy, v,, v, ..., U, Olan n koseli bir G grafinda

1, v; ve v komsu (adjacent) kbseler ise
o, diger durumlarda

olacak sekilde nxn tipinde yazilan [A];; kare matrisine G grafimin komsuluk

(adjacency) matrisi denir ve A ile gosterilir.

Uy
. M [01110]
3 U2 |10 0 0 1|
=1t 00 1 1|
l101 01J
01110
Uy VU3

Sekil 1.9. Bir G grafi ve bu grafa ait A komsuluk matrisi

1.11. Tamim. A matrisi bir G grafina ait komsuluk matrisi olmak tizere |[A — Al,| =0
ifadesinin kokleri olan A4, 4,, -+, 4,, sayilarina A matrisinin 6zdegerleri denilir. Esitligin

sol tarafi ile elde edilen polinoma G grafinin karakteristik polinomu denir.

1.12. Tammm. Bir G grafina ait komsuluk matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesine G
grafinin spektrumu denir.
Bir G grafinin karakteristik polinomuna spektral polinom da denir.

1.13. Tamim. Bir G grafinin komsuluk matrisinin 6zdegerleri A,, 15, ..., 4,, olmak tizere
bu 6zdegerlerin mutlak degerlerinin toplamina G grafinin enerjisi denir ve E(G) ile

gosterilir.

seklindedir.



Simdi tez boyunca sik¢a kullanilacak olan bazi 6zel graf tiirlerini hatirlayalim:

1.14. Tamm. Bir G grafinin bazi késeleri vy, v, ..., v eV olsun.i = 1,2, ..., t igin v;v;44
€ E dizisine G grafinin bir yolu (walk) denir. Ttiim koseleri farkli olan yola patika (path)

denir. n koseli bir patika Py ile gosterilir.

—o ¢ ¢ J
Sekil 1.10. Pg patika grafi

Tez boyunca patika i¢in n kose sayis1 olmak iizere n > 2 alinacaktir.

1.15. Tamim. Baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayn1 kdseye denk gelen n kdseye sahip bir G

grafi kapali bir patika ise bu grafa devir (cycle) graf denir ve Cyile gosterilir.

Cs C4 C5

Sekil 1.11. C3, C4, C5 devir graflan

Tez boyunca devir graf i¢in n kdse sayisi olmak iizere n > 3 alinacaktir. Clinkiin = 1

ven = 2 i¢in C,, = B, dir.

1.16. Tamim. Tiim koselerin merkezdeki tek bir koseye baglandigi grafa yildiz (star) graf

denir ve Sy ile gosterilir.

S, grafinda merkezdeki kdsenin derecesi n — 1, diger kdselerin dereceleri ise 1 olur.



Sekil 1.12. S¢ yildiz grafi

Tez boyunca yildiz graf i¢in n kose sayis1 olmak lizere n = 4 alinacaktir. Ciinkii n =

1,2,3 i¢in S,, = B, ’dir.

1.17. Tammm. Bir G grafinda her kdse ¢ifti arasinda bir kenar bulunuyorsa bu grafa tam

(complete) graf denir ve Ky ile gosterilir.

K3 K4 Ks

Sekil 1.13. K3, K4, K5 tam graflan

Tez boyunca tam graf i¢in n kdse sayist olmak iizere n > 4 alinacaktir. Ciinkiin = 1 ve

n=2i¢cin K, = B, ven = 3 i¢in K, = C,’dir.

1.18. Tamm. Bir G(V,E) grafinda, V kiimesi A ve B gibi iki ayrik alt kiimeye
ayrildiginda E kenar kiimesinden alinan her bir kenarin bir kosesi A kiimesinde digeri de
B kiimesinde oluyorsa bu graflara iki pargalt (bipartite) graf denir. Eger A kiimesindeki
her bir kose B kiimesindeki her bir koseyle birlesiyorsa bu grafa iki par¢ali tam (complete
bipartite) graf denir ve A kiimesinin eleman sayis1 r ve B kiimesinin eleman sayisi s

olmak tizere tam iki parcali graf Krs ile gosterilir.



K; 3 Kj 3

Sekil 1.14. K 5 ve K3 3 iki pargali tam grafi

1.19. Tanim. u ve v, G grafinin iki kdsesi olsun. Eger u'dan v'ye giden bir patika

bulunabilirse u ve v koselerine G grafinda baglantili koseler denir.

Bir G grafinda her kose ¢ifti baglantili bir kose ¢ifti ise G grafina baglantili graf denir.

Baglantili olmayan grafa ise baglantisiz graf denir.

X 1A

Sekil 1.15. Baglantili graf 6rnekleri

X O

Gy Gy

Sekil 1.16. Baglantisiz graf 6rnekleri



2. KURAMSAL TEMELLER

Graflar, matematigin ve belki de bir¢ok bilim dalinin en hizli biiyiiyen ve genisleyen
dallarindan birisidir. Bunun en baslica nedeni graflari neredeyse tiim bilimlere
uygulayabilmemiz ve ¢ok degerli bilgilere kolayca ulagabilmemizdir. Sosyal bilimlerden
pozitif bilimlere, miihendislikten ulastirmaya, enerjiden kimyaya, fizikten biyolojiye tiim
dallarda graflardan faydalanarak sonuglar elde etmek miimkiindiir. Basit¢e bunu
aciklayacak olursak bir graf kose ve kenarlardan olusan bir sekildir. Bu koseleri {izerinde
calistigimiz nesneleri modellemede kullanabiliriz. Ornegin bir molekiildeki atomlar1 birer
kose ile modellemek oldukga yaygin bir uygulamadir. Bir ulastirma probleminde sehirler
koselerle modellenebilir. Tiim alanlarda benzer modellemeler yapilabilir. Koseler
arasindaki kenarlar ise bu koselere karsilik gelen nesneler arasindaki iliskileri yansitir.
Ornegin bir molekiildeki atomlardan birbirine bir kimyasal bagla bagli olanlar1, model
graftaki koseler arasina bir kenar ¢izerek temsil edebiliriz. Ya da ulastirma probleminde
aralarinda bir yol mevcut olan sehirlere karsilik gelen koseler arasina bir kenar ¢izeriz.
Hayattaki bir¢ok kavramda bu tiir iliskiler mevcut oldugundan graflarin uygulama
alanlar1 da hizla artmaktadir.

Modelledigimiz bir graf, matematikg¢iler i¢in kolayca c¢alisilabilecek bir nesnedir. Bu grafi
birgok matematiksel yontem yardimiyla galigabiliriz. Ornegin bir grafi 0 ve 1’lerden
olusan bir matrisle birebir bir sekilde ifade edebiliriz. Bu sayede bilgisayar dillerinden
uygun olanlar1 kullanabilir ve bu tiir bir program yardimiyla grafin bir¢ok parametresini
hesaplayabiliriz. Kiigiik boyutlu graflarda el ile yapilabilecek bu islemler, biiyiik boyutlu
graflarda, ornegin networklerde ve sosyal medya aglarinda, bu tiir programlarin ve
yiiksek hizli islemcilerin kullanimini gerektirmektedir.

Bir grafin matrislerle ¢alisilmasi fikri yaklasik 40 yi1l 6nce graf enerjisini tanimlayan Ivan
Gutman tarafindan Gutman (1978) makalesinde tanimlanmistir. Gutman, binlerce atif
alan bu makalesinde bir grafin komsuluk matrisini tanimlamis ve bu matrisin
0zdegerlerini lineer cebir yontemleriyle hesaplayarak bu 6zdegerlerin mutlak degerlerinin
toplami ile molekiiliin kimyasal enerjisi arasinda bir iliski bulundugunu gostermistir. Bu
klasiklesmis tanim, zaman iginde farkli graf matrislerinin kullanilmasiyla yiiziin tizerinde
farkli graf enerjisi kavraminin tanimlanmasina ve c¢alisilmasina neden olmustur.

Bu tezde Gutman’in tanimladig1 klasik enerji tanimi ¢alisilmis ve birgok yeni 6zellikleri
elde edilmistir. Cesitli sik kullanilan graf siniflar i¢in graf enerjisinin hesaplanmasi, bu
enerji degerleri arasinda iliskilerin kurulmasi esas hedef olarak belirlenmistir. Biiyiik
boyutlu bazi 6zel graf cesitlerinin enerjilerini daha kii¢liik boyutlu benzer graflarin
enerjileri yardimiyla hesaplamay1 miimkiin kilan indirgeme bagintilar1 bu tezin en 6nemli
sonuglar1 arasindadir. Ayrica graflarda birlesim isleminin graf enerjisine etkisi,
karakteristik polinom yardimiyla elde edilmistir. Kimyada 6nemli uygulamalar1 olan alt
boliim graflarimin karakteristik polinomlar: olusturulmus ve bunlar genel formiillerle
ifade edilmistir. Bu polinomlar yardimiyla alt bolim graflarinin enerjileri, grafin
enerjisiyle iligkilendirilmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Matematigin en onemli alt dallarindan biri olan lineer cebir oldukga genis bir ¢alisma
alanina sahiptir. Matematigin uygulama alani1 buldugu birc¢ok bilim dalinda da lineer cebir

yontemlerine siklikla basvurulmaktadir.

Belirli kurallar ¢er¢evesinde olusturulan bir matrisin, determinant1 yardimiyla elde edilen
Ozdegerleri, iizerinde ¢alisilan bir sistemin 0zel degerlerde nasil davrandiklarini
belirlemede énemli bir yer tutmaktadir. Ornegin bu degerler sisteme ait 6zel bir frekans
degeri, dalgalarin girisimi veya kuvvet dengesinin saglandig1 bir durum olabilecegi gibi
sisteme ait 0zel bir enerji tiirii de olabilir. Eger verilen matris bir graf matrisi ise bu
matrisin 6zdegerlerinin mutlak degerleri toplami, graf enerjisi ad1 verilen ve bircok
uygulama alani olan bir kavrami ortaya c¢ikarmaktadir. Bununla birlikte farkli graf

matrislerine bagli olarak farkli graf enerjileri de tanimlanmaktadir.

Bu tezde literatiirde bilinen bazi1 6zel graf tiirleri i¢in ve tezde yeni tanimlanan graflar
tizerindeki bazi operasyonlar ic¢in Oncelikle graflarin  komsuluk matrisleri
olusturulmustur. Ardindan ise lineer cebirde yer alan determinantin 6zellikleri, satir-siitun
operasyonlar1 gibi iglemlerle olusturulan yeni graf tiirlerinin karakteristik polinomlari, bu
polinomlarin kokleri yani o©zdegerleri hesaplanmis, 06zel indirgeme bagimntilari
olusturulmus bodylece enerjisi hesaplanmak istenen graf sistemleri igin bircok

kolaylastirict sonug elde edilmistir.
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4. GRAFLARIN SPEKTRAL POLINOMLARI, INDIRGEME BAGINTILARI ve
ENERJILERI

Graflarin uygulamada kullanilan 6nemli 6zelliklerinden biri, lizerinde ¢alisilan sistemin
enerjisi hakkinda bilgi veriyor olusudur. Graf enerjisi olarak adlandirilan bu terim, ilk
olarak 1930'larda, bir organik molekiil sinifi i¢in, icinde sistemin enerjisini de bulunduran
Schrodinger denkleminin yaklagik ¢oziimlerini bulma arayisi i¢inde olan Alman
Matematik¢i Erich Hiickel tarafindan ortaya atilmistir. 1978'li yillarda ise Ivan Gutman

sadece molekiiler graflar i¢in tanimli olan enerji kavramini tiim graflara genellestirmistir.

Bu boliimde tez boyunca siklikla kullanilacak olan G = P,, S, K;,, C,, ve K, ,, graf tiirleri
icin bu graflarin spektral polinomlar1 verilmis, bu polinomlar kullanilarak spektrumlarina
gecilmis ve spektrumlari kullanarak da graflarin enerji bagintilart olusturulmustur.

Bununla birlikte bu polinomlarin sagladiklar1 indirgeme bagintilarina da yer verilmistir.

4.1. Graflarin Karakteristik Polinomlari

G (V, E) grafi, dongii ve ¢oklu kenar igermeyen n boyutlu basit ve baglantili bir graf olsun.

V1, Vg, Vs, ..., Uy € V(G) igin G grafinin n X n tipindeki komsuluk matrisi

1, v; ve v; komsu (adjacent) koseler ise
0, diger durumlarda

olacak sekilde olusturulur. Bu olusturulan A matrisi i¢in |A — AL,| = 0 denkleminin
kokleri G grafinin 6zdegerlerini verirken esitligin solundaki determinantin agik hali ise
A’ya bagli, derecesi n olan bir polinom vermektedir. Bu polinoma spektral polinom,
polinomun koklerinin olusturdugu kiimeye ise grafin spektrumu denir. Spektral polinom

Pol(G) ile spektrum ise S(G) ile gosterilir.

Literatlirde bir¢cok ozelligi iyi bilinen G = K,, S, ve K, graflaninin karakteristik

polinomlarini veren teorem asagida verilmistir (Brouwer ve Haemers 2012).
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Lemma 4.1.1. [Celik 2016] G = K,,, S,, veé K, , graflarinin karakteristik polinomlar1

((—1)”(/1 + D" (A-n+1), G=K,
Pol(G) =< (=)™ 222 —n+1), G =S5,
(_1)m+nlm+n—2().2 _ mn)’ G = Km,n

seklindedir.
Ispat. A komsuluk matrisi olusturulan G = K,, S, ve K, graflart i¢in |A — AL,|
determinantina lineer cebirin uygun satir-siitun islemleri uygulanilarak istenilen sonuca

kolayca ulasilmaktadir.

Sonu¢ 4.1.2. G = K,,, S, ve K, graflarinin spektrumlari

(D n -1} G =Ky
S(G) =3{0"%,F/n—-1}, G =Sy,
k{0m+n—2 T /mn}’ G = Km,n

seklindedir.
Ispat. Bir G grafinin karakteristik polinomunun kéklerinin olusturdugu kiimeye o grafin
spektrumu denildigi daha once belirtilmistir. Dolayisiyla Lemma 4.1.1.'"de verilen

polinomlarin koéklerinin olusturdugu kiimenin, istenilen sonucu verdigi aciktir.

Spektrumlarinin elemanlari, yalnizca trigonometrik ifadeler cinsinden yazilabilen P, ve

C, graflar1 i¢in bu graflarin karakteristik polinomlar1 agsagida verilmistir.

Lemma 4.1.3. [Celik 2016, Celik ve Cangiil 2017] B, yol grafinin karakteristik polinomu
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:
Z(—l)k (n ; k) A2k ncift say,
Pol(P,) = { £=9
2
—k
(—1)k+1 (n k >/1n_2k, n tek sayt
\e=0

seklindedir.

Ispat. P, n késeli bir yol grafi olmak iizere bu graf i¢in A komsuluk matrisi olusturulup
|A — AlL,| determinanti igin gerekli satir-siitun islemleri yapildiginda istenilen sonuca

ulasilmaktadir.

Lemma 4.1.3.'de bulunan Pol(B,) polinomunun koklerinin

Ai=2605( ) i=1,2,3..,n

U

n+1
seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur (Brouwer ve Haemers 2012, Li ve ark. 2012).
Dolayisiyla P, polinomunun spektrumu

S ={%: hi=2cos(==), =123, n}

seklindedir.

Lemma 4.1.4. [Celik 2016] n > 3 igin C,, devir grafin karakteristik polinomu
(/o1

2
n
Z(—l)kT(n, k)An=2k —2 |+ 2(=1)2, ncift sayi,
k=0

Pol(C,) =<

n-1 \

;
Z (=D T (n, k)A™ 2% | + 2, n tek sayi
k=0

seklindedir. Burada T(n,k) sayisi, Lucas (Cardan) polinomunun katsayilari

(OEIS A034807) olmak iizere
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T(n,0) =1
ve

n—k) (n—k—l)_n(n—k—l)!

T("’k)z( k k=1 )" =200k’

==
INA
NS

olarak tanimlanmaktadir.

Ispat. C,, grafinin karakteristik polinomunu bulmak igin tiimevarim uygulanarak istenilen
sonuca ulasilmaktadir. Bulunan polinom incelendiginde katsayilar1 OEIS A034807'de
verilen Lucas (Cardan) polinomunun katsayilari ile ayni oldugu goriilmektedir. Gerekli

diizenlemeler ile istenilen sonuca kolayca ulasilmaktadir.

Lemma 4.1.4."de bulunan Pol(C,) polinomunun koklerinin
A=2c0s(2)  i=0123..,n—1

seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur (Brouwer ve Haemers 2012, Li ve ark. 2013).

Dolayisiyla C,, polinomunun spektrumu
SC) ={t: Ai=2cos(%) i=123..,n-1]}
seklindedir.

Ornek 4.1.5. K5 tam grafi i¢in bu grafin polinomunu ve spektrumunu belirleyelim.

n = 5 i¢in K,, tam grafinin karakteristik polinomu ve spektrumu Lemma 4.1.1. ve Sonug

4.1.2. geregi
Pol(Ks) = —(A+ D)*(A — 4) ve S(Ks) = { —1%, 4}
seklindedir.
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Ornek 4.1.6. S, yildiz grafi igin bu grafin polinomunu ve spektrumunu belirleyelim.

n = 7 i¢in S,, yildiz grafinin karakteristik polinomu ve spektrumu Lemma 4.1.1. ve Sonug

4.1.2. geregi
Pol (S;) = (—2)° (22 — 6) ve S(S,) = { 0%, FV/6)}
olarak bulunur.
Ornek 4.1.7. K. 3,2 tam iki par¢ali graf i¢in bu grafin polinomunu ve spektrumunu bulalim.

m = 3,n=2 i¢in K, , tam iki pargali grafin karakteristik polinomu ve spektrumu

Lemma 4.1.1. ve Sonug 4.1.2. geregi
Pol (K3,) = (=1)%-23- (22 — 6) ve S(K3,) = { 0%, FV6}
olarak belirlenir.
Ornek 4.1.8. P, yol grafi icin bu grafin polinomunu bulalim.
n = 6 i¢in P, yol grafinin karakteristik polinomu Lemma 4.1.3. geregi
° 6k
Pol (Ps) = Z(—l)k ( " )/16-2k
k=0
=2°—-51*+64%2—-1
olarak bulunur.
Ornek 4.1.9. C devir grafi icin bu grafin polinomunu belirleyelim.

n = 5 i¢in G, devir grafinin karakteristik polinomu Lemma 4.1.4. geregi
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2
Pol (Cs5) = ( (—1D)F*IT(5, k)/15‘2") +2

= —A°+523 -51+2

olarak belirlenir.

4.2. Karakteristik Polinomlarin indirgeme Bagintilari

Bir grafin enerjisini hesaplayabilmek i¢in o grafin komsuluk matrisinden gelen
0zdegerlerinin mutlak degerleri alinarak bu verilerin toplanmasi gerektigi Tanim 1.13.'de
verilmistir. Ozdegerlerinin hesaplanmasinda olduk¢a kullanisli bir yontem olarak
gelistirilen, kokleri bu 6zdegerleri veren karakteristik polinomlar graf teoride dnemli bir
yer tutar. Bu boliimde karakteristik polinomlar1 bilinen graflar ile kdse sayis1 daha fazla

olan ayni tiir graflar arasinda iligkiler verilecektir (Celik 2016).

Ik olarak K, tam grafi icin PoI(K,) polinomunun sagladigi indirgeme bagintisi

verilecektir.

Teorem 4.2.1. K, tam grafi i¢gin Pol(K},) polinomunun sagladigi indirgeme bagntist,
Pol(K,)=—APol(K,_;) —(n—1D(-A-=1"2% n=>3

seklindedir. Bu polinoma gerekli diizenlemeler yapildiginda
Pol(K,) = —(A+n—1)Pol (K,_1)-(n—1)(A+ 1)Pol (K,_;)
esitligi elde edilir.

Ispat. n koseli bir K,, tam grafinin komsuluk matrisi,
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nxn

olup kosegeninin elemanlar1 0, diger tiim elemanlarinin 1 oldugu n X n tipinde bir kare

matristir. Dolayistyla

Pol(K,) = |A—AL| = | 1

-A
1

1
-1
1

-1

seklindedir. Bu determinant birinci siituna gore agilirsa

- ..

-2 1 1
1 -1 1
__’111
1 1 1

= —APol(Kp_1) — (n — 1) 1

(n-1)x(n-1)

11 1
-1 1

1 1 -2

11 1

1
~(m-1)|

(n-1)x(n-1)

nxn

(n-1)x(n-1)

(4.1)

elde edilir. Son determinanttaki birinci satir —1 ile carpilip diger satirlara

eklenirse
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(-1-2) 0 0 0
0 (1-4) 0 0
0 0 (-1-4) 0
0 0 0o . (-1- 1)

(n=2)x(n-2)

determinant: elde edilir ve bu determinantin degeri olan (—1 — 2)™~2 degeri (4.1)’de

yerine yazildiginda

Pol(K,) = =4 Pol(Kn—1) — (n = D)(=A — 1)"7?

ifadesinin elde edildigi kolayca goriiliir.

Benzer sekilde yukaridaki indirgeme bagintisina gerekli diizenlemeler yapildiginda

asagidaki bagint1 da elde edilebilir:

Sonug 4.2.2. K,, grafinin 6zdegerlerini kok kabul eden Pol(K,,) polinomunun indirgeme

bagintisi

Pol(K,) = —(A+n—1)Pol (K,_1)-(n—1)(A + 1)Pol (K,,_3)

seklindedir.

Bir sonraki teoremde ise S,, yildiz grafi i¢in indirgeme bagntisi olusturulacaktir.

Teorem 4.2.3. S,, yildiz grafi i¢in Pol(S,) polinomunun sagladig1 indirgeme bagintisi

Pol(S,) = —A Pol(S,_;) — (=A)"2, n=4

seklindedir.

Ispat. n koseli bir S,, tam grafinin komsuluk matrisi
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0 0 0 ]
000
A=1]0 00
111 0

nxn

olup, n X n tipinde bir matristir. Bu matriste a,,,, = 0 olup n. satir ve n. stitundaki diger

tiim elemanlar 1 sayisina esit iken diger tiim elemanlar da 0’a esittir. Dolayisiyla

4 0 0 .. 1
0 -4 0 .. 1
Pol(S,) = |A—AL,|=|0 0 -4

nxn

seklindedir. Bu determinant birinci siituna gore agilirsa

-4 0 0 ... 1 0 0 1
0 -2 0 .. 1 -1 0 1]
— _1\n+1
==Ao 0 2 .1 HEDT
1 1 1 - 0 0 0 .. 1
(n-1)x(n-1) (n—-1)x(n-1)

Ikinci kisimda elde edilen determinant her seferinde 1. siituna gore agilip bu islem 3 x 3

tipindeki determinant elde edilene kadar tekrarlanirsa
= —APol(Syp—1) + (D" (=D=M H(=D?]
bagintisi elde edilir. Uygun diizenlemeler yapilarak

Pol(S,) = —APol(S,_;) — 1(—=)"2, n=4

oldugu kolayca goriiliir.
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Ucgiincii olarak K n tam iki pargali grafigin Pol (Km’n) polinomunun sagladigi indirgeme

bagintis1 agagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 4.2.4. K, ,, tam iki parcal1 grafi¢in Pol(Km‘n) polinomunun sagladigi indirgeme

bagintisi

Pol(Kpmn) = —APol(Kpm—1.,) — n(—=2)m*n=2 m>1

ve
Pol(Kyn) = —APol(Kyp—1) — ()" 1 m=1
olacak sekilde yazilabilir.

Ispat. m = 1icin K, grafi S, yildiz grafiile K, ,,_; grafida S, y1ldiz grafi aym yapiya
sahiplerdir. Dolayisiyla Teorem 4.2.3.'de gerekli diizenlemeler yapilarak istenilen sonuca

ulagilir.

m > 1 i¢in Lemma 4.1.1.'de verilen K,,, grafinin polinomunda uygun diizenlemeler

yapilarak

Pol(Km,n) = (=)™t AMN=2(32 —mn)
= (=)™"2(A* —mn)
= (=D)(EA™ 32 —mn+n—n)
= —A[(=A)™*"3(A%2 — mn + n)] — n(—=)Mt" 2
= —APol(Kp_1n) — n(=2)m*n2

Teorem 4.2.4."lin ispat1 tamamlanur.

Bundan sonraki iki teoremde ise P, yol graflarinin ve C,, devir graflarinin karakteristik

polinomlarmin sagladiklari indirgeme bagintilar1 olusturulacaktir.
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Teorem 4.2.5. P, yol grafi igin Pol(B,) polinomunun sagladig indirgeme bagintisi

Pol(P,) = —APol(P,_1) — Pol(P,,_;),

seklindedir.

Ispat. n koseli bir P, yol grafinin komsuluk matrisi

1
1 01

1
0 0O

olup karakteristik polinom tanimindan

Pol(P) =|A—Al| = |0

0

0

0

0
“nxn
1 0
-4 1
1 -2
0 O

elde edilir. Bu determinant birinci satira gore acilirsa

-4 ..

-2 1 0
1 -2 1
0 1
0 0 O

(n—-1)x(n-1)

11
0 -4
0 1

n=3
0
0
0
-1

0

1 ..

A ..

0

nxn

(n-1)x(n-1)

ifadesine ulasilir. Burada soldaki determinantin degeri Pol(P,_;)’e esit olurken sagdaki

determinant birinci siituna gore tekrar agilirsa
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-4 1 0 .. 0
1 -2 1 .. 0

= —APol(P,,_,) — 0 1 -4 .. 0

(n—-2)x(n-2)

ifadesi elde edilir. Son elde edilen determinantin Pol(P,,_,)’yi veren determinant oldugu

aciktir. Buradan hareketle

Pol(B,) = —APol(P,_;) — Pol(P,,_5)

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.2.6. C,, devir grafi i¢in Pol(C,) polinomunun sagladigi indirgeme bagintisi

Pol(C,)) = —APol(C,,_;) — Pol(C,,_,) + (—1)"Pol(C;), n=3

seklindedir.

Ispat. Pol(P,) ifadesinin indirgeme bagmtisi i¢in uygulanan islem basamaklarinin

benzerleri Pol(C,,) igin de uygulanarak istenilen indirgeme bagintis1 kolayca elde edilir.

4.3. Graflarin Enerji Bagintilar

Ik olarak Erick Hiickel tarafindan ortaya atilan graflarin enerjisi kavrami, molekiiler
graflarin bazi oOzelliklerini ¢aliymada oldukca fayda sagladigindan, Kimyasal Graf
Teori'de 6nemli bir yere sahiptir. Ozellikle literatiirde sik kullanilan ve birgok dzelligi iyi
bilinen bazi 6zel graf tiirleri i¢in bu graflarin enerjileri bu boliimde hatirlatilacaktir. Tanim
1.13.'de de belirtildigi gibi bir grafin enerjisi, o grafa ait spektrumun tiim elemanlarinin
mutlak degerce toplamina esittir. Bu tanim geregi n kdseli bir G grafinin spektrumu

{A;,i = 1,2,--+,n} olmak {izere grafin enerjisi
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n

HOESYLN

i=1

bagntisi ile hesaplanir. Buradan hareketle bu boliimde G = K,,, Sy, Ky, 1, B, Ve G, graflarn

icin enerji bagmtilart verilecektir.

Enerji kavramui ile ilgili ek bilgi olarak Gutman (1978), Walikar ve ark. (1999), Adiga ve
ark. (2007), Nikiforov (2007) ¢alismalarina bakilabilir.

Lemma 4.3.1. [Celik 2016] G = K,,, S, ve K, , graflarinin enerji bagintilari

I{Z(n—l), G =K,
E(G):42|\/n—1|, G=S5,
L2|\/mn|, G =Kmn

seklindedir.

ispat. G = K, S,, ve K graflarinin her biri i¢in Sonug 4.1.2.'de verilen spektrumlarin
elemanlarinin mutlak degerleri alinarak toplandiginda istenilen sonuca kolayca ulasildig:

gorilmektedir.

Burada P, ve C, graflarinin 6zdegerleri trigonometrik degerler icerdiginden enerji
bagintilar1 da diger graflara gore farklilik gostermektedir. Bu graflar i¢in enerji
bagintilarina ulasirken faydalandigimiz Celik ve Cangul (2016)'da verilen asagidaki

sonuglar1 hatirlayalim.

Lemma 4.3.2. B,’in spektrumunda her k = 1,2, ...,n i¢in
A = =Anp1-k

olur.
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Ispat. S(P,) = {/1 A =2 cos( ) i=1,2,3,. }olmak lizere

n(n+1—k))
n+1

Aps1-x =2 cos(

_ n(n+1) . n_k
B 2 cos ( n+1 n+1)
=2cos (n - 7T—k)
n+1
=—2cos (ﬂ)
n+1

= _Ak'

Lemma 4.3.3. C,;’in spektrumunda her k = 0,1, 2, ...,n — 1 i¢in

olur.

Ispat. Ao (Zn(n k)> cos (ZnTn - ﬂ)

I |
o;

I |
o;
A A VS
3
N
;\
?r
~—

-1

(5
n ZZIAL-I n tek iken,

mi i=1

E(Pn)=ZZ Cos(n+1> = n

=1

ZZI/L-I ngift iken

\ =1

seklindedir.
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Ispat. {1; | i = 1,2,3,...,n} kiimesi P,’in spektrumu olmak iizere enerji tanimindan

n

=3 2o ()

=1

elde edilir. Bununla birlikte ilk olarak Lemma 4.3.2. geregi n tek say1 iken

Al = _ATL’ 12 =ATL—13 ceey /1n_—1=/1n_+3 ve /1n_+1 =0

2

olur. Dolayistyla

n-1
2

E(R) =2 ) |2l
i=1

oldugu kolayca goriiliir. ikinci olarak n ¢ift say1 iken Lemma 4.3.2. geregi

A=Ay, A =Ayq, oy An=Ansz
2

2

olur. Buradan da enerjinin tanimi1 kullanilarak P, grafinin enerjisinin

n

2
E(R) =2 1A

i=1

oldugu kolaylikla yazilabilir.
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Teorem 4.3.5. n = 3 i¢in C,, bir devir grafi olmak iizere bu grafin enerjisi

( n-1
L 242 ZW n tek iken,

E(C,) = Z 2 |cos (%ﬂ = <

=0

2
i

l\)|
N

442 ) |4 ngiftiken
. =

Juy

seklindedir.

Ispat.{1;| i = 0,1,...,n — 1} kiimesi C,’in spektrumu olmak iizere enerji tanimindan

n-1

E(C,) = z 2 ‘cos (%)

=0

elde edilir. Burada ilk olarak n tek oldugu durumda Lemma 4.3.3. geregi

AO = 2, Al = An—li /12 = An_z, ceey /171_—1 = /1n_+1
2

2

elde edilir. Enerji tanimindan

n-1
n-1 2

E(C) =) Il =2+2 ) |Al
i=0 i=1

oldugu kolayca goriiliir.
Ikinci olarak n ¢ift oldugu durumda Lemma 4.3.3. geregi

AO = 2,}.1 = An—l: AZ = A‘l’l—Z' ...,An—z = An+2

2 2

elde edilir. Enerji tanimi1 kullanilarak
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n-2
n-1

2
E(C) =) Il =4+2 ) |Al
i=1

i=0
oldugu kolaylikla goriiliir.

Yukarida verilen E (C,) bagintisina alternatif olarak Li ve ark. (2012)’da

/[
(4cotg n = 0(mod4)

I
E(Cy) = 4 4CSCE n = 2(mod4)

LZ csc% n = 1(mod?2)

bagintisi da verilmistir.

Ornek 4.3.6. Kose sayis1 8 olan tam grafin enerjisi Lemma 4.3.1. geregi
E(Kg) =2.(8—1) =14

seklindedir.

Ornek 4.3.7. Kése sayis1 5 olan yildiz grafin enerjisi Lemma 4.3.1. geregi
E(Ss) =2]V5-1| =4

seklindedir.

Ornek 4.3.8. Kése sayis1 13 olan iki parcali tam grafin enerjisi Lemma 4.3.1. geregi

E(Kyo) = 2|V4.9| = 12

seklindedir.
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Ornek 4.3.9. Kose sayis1 16 olan yol grafin enerjisi Teorem 4.3.4. geregi

16 8 _

i

E(Pjg) = ZI/’IL-I = ZZ |2cosﬁ|
=1 =1

seklindedir.

Ornek 4.3.10. Kose sayist 7 olan yol grafin enerjisi Teorem 4.3.4. geregi

7 3 i
E(P,) = Zm _ zz |2cos§|
i=1 i=1
seklindedir.

Ornek 4.3.11. Kose sayis1 7 olan devir grafin enerjisi Teorem 4.3.5. geregi

d 2 2mi
E(C,) = Zm —2+ ZZ |2cosT
i=0 i=1

seklindedir.

Ornek 4.3.12. Kdse sayis1 16 olan devir grafin enerjisi Teorem 4.3.5. geregi

15 7 ]
2mi
E(Cye) = Zm — 442 Z |2cosE

seklindedir.
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5.GRAFLARDA ENERJi INDIRGEME BAGINTILARI

Graflarin uygulama alanlarindan enerji kavrami, graf teoride oldukg¢a onemli bir yer
tutmaktadir. Bu dogrultuda birgok graf tiiriinlin enerjisini hesaplamada kolaylik saglayan
bagintilar gelistirilmistir. Bu boliimde literatiirden de iyi bilinen bazi graf tiirleri i¢in, ayn1
tiire ait graflarda, kose sayisi daha kiiclik olan graflar ile kose sayis1 daha biiyiik olan
graflar arasindaki enerji iliskileri incelenecek, incelemelerin sonunda yeni enerji
indirgeme bagintilart olusturulacaktir. Bununla birlikte o6zellikle kose sayist 2'nin
kuvvetleri seklinde olan devir graflar1 icin enerji hesaplamada yeni yontemler

gelistirilecektir.
5.1. C, Devir Grafinda Enerji Indirgeme Bagintist

C,, bir devir graf olmak {izere, literatiirden de bilindigi gibi bu graf tiirliniin spektrumunun

elemanlar1 A; = 2 cos (%), i =0,1,2,..,n— 1 seklindedir. Burada daha 6nce C,, i¢in

bulunan spektrumlar arasi gegis bagintilar1 kullanilarak 2" koseye sahip devir grafinin

enerjisini hesaplamaya yarayan yeni ve kullanigl bir bagint1 gelistirilecektir (Celik 2016).

C, grafinin enerji indirgeme bagintisina gegmeden Once, enerji igin gerekli olan
spektrumun elemanlarinda gerekli diizenlemeler yapilmalidir. Bu grafin spektrumunun

elemanlarini ayr1 ayr1 hesaplamak yerine Lemma 4.3.3. kullanilarak 4, 44, 45, ..., AH
2

degerlerini hesaplamak daha kullanish olacaktir. Bununla birlikte n = 3 i¢in C,, grafinin
spektrumu S(C,,) = {Ag, A1, A2, -y An_2, Ap_1} seklinde ve C,, grafinin spektrumu
S(Can) = {Mos M1yeer Map—2, Han—1]} seklinde gosterildiginde her j =1,2,3...,2n—1

i¢in 4; ve u; arasinda

2m2j 2mj
My =2cos( o )=2cos(T) =4

bagintis1 vardir. Trigonometrik yarim ag1 formiilleri kullanilarak her k =1,2,... ,n—1

i¢in
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Mg = Hap—g = F+/Ax + 2
bagintisi elde edilir (Celik 2016).
[lk olarak C,n grafinin enerjisini hesaplamak igin gelistirilen bagint: verilecektir.

Teorem 5.1.1. n > 3 i¢in E(C,n) ifadesi 2™ kdseye sahip devir grafinin enerjisi olmak

uzere

E(Czn)4(1+\/§+2 /\/E+2+22 / /\/§+2+2+...

+2n3 L f /x/5+2+2+~--+2)

seklindedir. Burada son terimde n — 2 tane karekok i¢ icedir.

Ispat. Esitligin dogrulugu tiimevarim yéntemi kullanilarak gosterilecektir.

Tlimevarimin ilk adimi olarak n = 3 degeri i¢in teoremin dogrulugu incelensin.

S(C4) = S(Cy2) = {Ag, A1, A2, A3} Ve S(Cg) = S(C33) = {Ko, 1, ) M7}

seklinde olsun. Burada

S(C4) == {AO == 2,11 = 0,/12 = _2,A3 = 0}

olup yukarida verilen bagintilar kullanilarak
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Mo=2A0=2, =4 =0, py =24, =-2, pg=243=0

ve
W =W =y A +2, i3 =5 =43 +2

elde edilir. Bu degerler teoremde yerine yazilirsa

7
E(Cy) = Zlﬂil = lpol + lpal + [zl + lusl + lual + lus| + lusl + |17 ]
i=0

=l Aol + 141 1+122] + [25] + 2(Jpa | + |13 )
=E(C)) +2(JA +2+/2; +2)
= 4(1++2)

olur. Boylece n = 3 i¢in teoremin dogrulugu aciktir.

Simdi C,n-1'nin spektrumunun {8y, B1, B2, ..., fon-1_4} oldugu ve teoremin C,n-1 igin

de dogru oldugu kabul edilsin. Spektrumun (2k + 1). terimi

ﬁ2k+1= \/ \/5+2+2+..._|_2

seklinde n — 3 kez karekok ifadesinin kullanilmasiyla hesaplanir. Tiim bunlar goz

oniinde bulundurularak C,n-1'in enerjisi
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E(Czn1)4(1+«/§+2 /«/§+2+22 / /x/i+2+2+---

+ 2 L /\/E+2+---+2\i
J

seklinde ifade edilebilir.

Tiimevarimin son adiminda ise kose sayisi 2™ olan her devirli graf igin enerji

2"-1
E(Co) = )l
k=0
2n1q 2"l
= Z letar| + Z letok+4l
k=0 k=0
2n1g 2n1g
= Z Brc| + Z |V Batesr + 2|
k=0 k=0
=4(1+V2+2/VZ+2+ -

+2m73 | L., / /\/§+2+2+---+2

olup verilen teoremin her n > 3,n € N i¢in dogrulugu kanitlanmis olur.

Teorem 5.1.2. n > 3 olmak iizere C,n devirli grafinin enerjisi i¢in indirgeme bagintisi
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E(Cyn) = E(Cyn-1) + 2771 | |... / /\/E+2+2+...+2

seklindedir. Burada esitligin saginda n — 3 kez karekok i¢ igedir.
Ornek 5.1.3. E(C3;) degerini hesaplayalim.

E(C3;) = E(C,s) oldugundan Teorem 5.1.1. kullanilarak

E(Czs)=4<1+\/§+2\/\/§+2+22 \/\/§+2+2>
~ 55,808
oldugu hesaplanir.

Ornek 5.1.4. E(Cg,) degerini hesaplayalim.

E(Cg4) = E(Cy6) oldugundan Teorem 5.1.1. kullanildiginda

E(C,e) =4[ 14+V2+2 /\/§+2+22 / /\/E+2+2

+23\/ V2+2+2+2

~ 119,496

degerine ulasilir.
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Ornek 5.1.5. E(C3,) ~ 55,808 olarak veriliyor. Buna gore E(Cg,) ~ 119,496

oldugunu Teorem 5.1.2."yi kullanarak gdsterelim.

E(Cy) = E(C,5) + 25 / /\/E+2+2+2

~ 55,808 + 32.1,990
~ 119,496.

Devir grafinda spektrumun elemanlarinin trigonometrik ifadeler olmasi, diger bazi 6zel
graf tiirlerine gore, literatiirdeki bilgilere alternatif olacak farkli sonuclar ortaya
cikarmaktadir. Bir sonraki teoremde n = 3 i¢in spektrumu ve enerjisi bilinen C,
grafininin verilerini kullanarak 2n koseye sahip C,, grafinin enerjisini hesaplamada

kolaylik saglayan indirgeme bagintis1 verilecektir.

Teorem 5.1.6. n > 3 i¢in, S(C,) = {Ag, 41, A2, -y An_z, An_q} OlSun. E(C,) ile E(Cyy,)

arasindaki iliski

3
z Ayjo1 + 2, ngiftiken
E(CZn) _E(Cn) _ <j=1

n-1
2 =

Ayjo1 +2, ntekiken

k j: 1
seklindedir.
Ispat. Enerjinin tanimindan
n-1
EC) =) [
j=0
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oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte Celik ve Cangiil (2017)'de verilen S(C,) ve
S(C,,) arasindaki bagintidan

E(Con) = E(C) + 208, Ty ¥ 2

elde edilir. Buradan da

(2
Z Azj-1+2, mygiftiken
EC)—EC) | &N
2 ) nt
/Azj_l + 2, mtekiken
kj:l

sonucuna ulasilir.
5.2. P,, Yol Grafinda Enerji Indirgeme Bagintis1

P, bir yol grafi olmak iizere bu graf tiirlinlin spektrumunun elemanlarinin trigonometrik
bagintilarla hesaplanmasi spektrumlar arasi gegislerde farkliliklar gosterdigi gibi enerjiler
aras1 gegislerde de farkliliklar gostermektedir. Bir sonraki teoremde E(PB,) ile E(P,,)

arasindaki iligki verilecektir.

Teorem 5.2.1. n = 1i¢in, S(B,) = {41, 13, ..., Ay_1, Az} Olsun. E(B,) ile E(Py,)

arasinda
.
/12]-_1 + 2, ngiftiken

Ayj_1+2, mntekiken

E(PZn) _E(Pn) _
> =

A
~

MN‘? i Mm:
A

\j=1

bagintis1 vardir.
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Ispat. Enerjinin tammindan

E(R) = ) 13
j=1

oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte Celik ve Cangiil(2017)'de verilen S(B,) ve
S(P,,,) arasindaki bagintidan

E(Py) = E(P) + 32 T 1 %2

elde edilir ve buradan da

Azj-1+2, ngiftiken
E(Py) —E(R) _ J
> _

/ 2j—1 1t 2, ntekiken

[N

IIM ‘A

sonucu elde edilir.

5.3. K, Tam Grafinda Enerji indirgeme Bagintisi

K, tam grafinin spektrumun elemanlarmin —1=% ve n — 1 oldugu Sonug 4.1.2.'de
verilmistir. Enerji tanimi geregi bu degerlerin mutlak degerlerinin toplami olan 2(n — 1)
degeri E(K,) degerine esittir. E(K,) ile E(K,,_,) arasindaki indirgeme bagmntisi
asagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 5.3.1. n > 3 igin E (K,,,_1) tam grafinin enerji indirgeme bagintisi

E(KZn—l) = ZE(Kn)



seklindedir.

Ispat. Ozel bazi graf tiirlerinin enerjileri i¢in Celik (2016), Celik ve Cangiil (2017),
Brouwer ve Haemers (2012), Li ve ark. (2012) ¢alismalarina bakildiginda K,, tam grafinin
spektrumun elemanlarmin —1®™~Y ve n — 1 oldugu ve enerji tanimindan da enerjisinin

2(n — 1) degerine esit oldugu bilinen bir sonugtur. Buradan hareketle Lemma 4.3.1.

kullanilarak
E(Kyn-1) =2(2n—-1-1)
=2(2n-2)
=22n—-1)
= 2E(K,)
elde edilir.

54.Kpyn iki Parcali Tam Grafta Enerji Indirgeme Bagintisi

K n 1ki parcali tam grafinin spektrumunun elemanlarinin 00mn=2) ve Fy/mn seklinde,
enerjisinin ise 2v/mn seklinde oldugu Sonug 4.1.2.'de ve Lemma 4.3.1.'de verilmistir. Bir

sonraki teoremde ise E (K, ) ile E (Ko ) arasindaki indirgeme bagintist verilecektir.

Teorem 5.4.1. 2m +n koseli iki pargali tam bir grafin enerjisini veren E(KZm,n) ile
veyam + 2n koseli iki pargali tam bir grafin enerjisini veren E (Km'Zn) ile m + n koseli

iki parcali tam grafin enerjisini veren E (Km,n) arasinda

E(KZm,n) = E(Km,Zn) = \/EE(Km,n)
olacak seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir.

Ispat. Lemma 4.3.1.'den
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E(Kzmn) = E(Km,an)
= 2v2mn
= 2V2v/mn
= V2E(Kmnn)

sonucuna ulagilir. Bununla birlikte kdse sayisi rm + sn olan iki pargali tam grafi i¢in

enerji indirgeme bagintis1 asagida sonugta verilmistir.
Sonu¢ 5.4.2. K, s, grafl igin enerji indirgeme bagintisi

E(Kymsn) =Vrs* E(Kpn)
seklindedir.

Ispat. Lemma 4.3.1.'den

E(Krm’sn) = 2Vrm-sn
= 2+rs-\Vmn
=Vrs-E(Kmn)

olup istenilen bagint1 elde edilir.

5.5. S, Yildiz Grafinda Enerji indirgeme Bagintisi

S, yildiz grafinin 6zdegerlerinin 0*=2 ve F+/n — 1, enerjisinin ise 2vn — 1 oldugu
Sonug 4.1.2.'de ve Lemma 4.3.1.'de verilmistir. Burada ise bu veriler kullanilarak E(S,,)

ile E(S,,_1) arasinda enerji indirgeme bagintisi verilecektir.

Teorem 5.5.1. n koseli yildiz grafin enerjisi ile 2n — 1 koseli yildiz grafin enerjisi

arasinda
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E(SZn—l) = ‘/EE(Sn)

seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir.

Ispat. Lemma4.3.1. kullanildiginda

E(Syp_y) =2V2n—-1-1
=2V2n-2
=2V2vn—-1
= V2E(S,)

olacak sekilde indirgeme bagintisi elde edilir.
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6. GRAFLARDA BIRLESIM ve BIRLESIMIN KARAKTERISTiK POLINOM
UZERINDEKI ETKISI

Giinliik hayatta sik sik karsilastigimiz ve kullanim alani olduk¢a yaygin olan graflarin
incelenmesi ve bu graflar iizerinde yapilan caligmalar akillara farkli sorular getirmekte,
bunun da bir sonucu olarak graflar {izerinde pek ¢ok operasyonlar tanimlanmaktadir. iki
grafin kartezyen carpimi, belirlenen bir kdseden iki grafin birlesimi, bir kenar ile kprii
kurularak birlesim, bir graftan kenar ekleme ya da kenar silme, kdse ekleme ya da graftan
kose silme gibi pek ¢ok operasyon tanimlanabilmektedir. Ornegin G, = (V1,E;) ve
G, = (V,, E,) olarak verilen iki grafin birlesimi denildiginde klasik birlesim islemi
disiiniilerek G; U G, = (V; U V,, E; U E,) grafi olusturulur. Bu boliimde klasik birlesim
yonteminden farkli olarak K,, S,, ve B, graflar1 icin iki yeni birlesim metodu
tamimlanacak, birlesim sonucunda olusan yeni graflarin karakteristik polinomlari
belirlenecek ve bu polinomlar ile bilesenlerin karakteristik polinomlar1 arasindaki iligki

arastirilacaktir.

6.1. Iki Grafin Bir Koésede Birlesimi

Bu boliimde tizerinde ¢alisilacak olan yeni bir birlesim metodu tanimlanacaktir:

Tanmim 6.1. G, ve G, iki graf olsun. V(G;) ve V(G,) kiimelerinden belirlenen birer kose
v olarak isimlendirilsin. Bu v koselerini 6zdesleyecek sekilde iki graf v kosesinde
birlestirilsin. Elde edilen grafa, verilen graflarin v kosesinde birlesimi denir ve G, V,, G,
ile gosterilir. Burada G, V,, G, grafinin kose kiimesi V(G V,, G,) = V(G;) UV (G,) ve
kenar kiimesi E(G, V,, G,) = E(G,) U E(G,) dir.

Ayrica |V(G,)| =n,; ve |V(G,)| =n, olmak ftizere |V(G,V,G,)| =n, +n, —1;
|E(Gl)| =my ve |E(Gz)| =m, olmak tuzere |E(Gl V‘U Gz)l =my + m, d|r
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Vv

\Y

G, G, GV, Gy

Sekil 6.1. G4, G, ve GV, G, kose birlesim grafi

Birgok kullanim alani olan graflar, 6zellikle kimyasal molekiiller i¢in olduk¢a 6nemli bir
yere sahiptir. Hakkinda literatiirde pek ¢ok veri bulunan molekiil yapilari, ¢esitli kurallar
cergevesinde, bir araya gelerek daha biiylik molekiillere doniisebilmektedir. Yapisal
degisiklik gdsteren yeni molekiil yapilarinin incelenmesi sirasinda kullanilan graf teorinin
uygulama basamaklari i¢in hem zamandan hem de islem kalabaligindan tasarruf

saglayacak bazi bagntilar bu boliimde verilecektir.

Simetri ve diizenlilik, graflar1 konu alan bir¢ok alanda en ¢ok aranan o&zellikler
arasindadir. Molekiiler graflarin geneli belirli bir noktaya gore simetrik olan iki alt grafin
birlesimi seklindedir. Bu yiizden de bu boliimde iki ayni grafin belirlenen bir kdsede
simetrik olacak sekilde birlestirilmesi ile olusan birlesim graflar1 ve bu graflarin
karakteristik polinomlar1 olusturulacaktir. Bdylece olusturulan polinomlar sayesinde,
biiylik bir grafin karakteristik polinomunu bastan yazmak yerine bilesenler cinsinden
polinomu olusturma kolaylig1 elde edilmis olacaktir. Literatiirden de iyi bilinen P,, K,, ve
S, graflarimin karakteristik polinomlarmi kullanarak B, V,P,, K, V, K, ve S,V, S,

graflarinin karakteristik polinomlar1 formiilize edilecektir.

Ik olarak K, tam grafi icin K, V, K, kose birlesim grafi ve bu grafin karakteristik

polinomu verilecektir.

Teorem 6.1.1. K,, tam grafi i¢in bir v kosesinde kose birlesim grafi olan K,, V,, K, i¢in

karakteristik polinom
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Pol(Ky Vy Kp) = (1 4+ D" 2 [(=D)™((n — 2)Pol (K1)
+(A —n+ 2)Pol(Ky)) — Pol(Ky-1)]

seklindedir.
Ispat. K, tam grafi i¢in bir v kosesinde kose birlesim grafi olan K, V, K,, grafininin

karakteristik polinomunun hesaplanmasina ge¢ilmeden once KsV,Ks grafi agiklik

saglamak amaciyla agsagidaki Sekil 6.2.'de verilmistir.

Ks KsVy Ks

Sekil 6.2. K5 ve K5V, K5 kdse birlesim grafi

2n — 1 koseye sahip K, V,, K;, grafinin komsuluk matrisi,

01 1 1 1 1 1 1
1 0 1 11 0 0 0
1 1 0 1 1 0 O 0
1 1 1 01 00 0
A=l1 1 1 1 0 0 O 0
1 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 01 0 1
1 0 0 0 01 1 1
1 0 0 0 01 1 0

“(2n-1)x(2n-1)

seklinde olusturulur. Bu komsuluk matrisinin bazi satir ve siitunlar1 incelendiginde sol
ist kisminin K, tam grafinin komsuluk matrisine, sag alt kisminin ise K;,_4 tam grafininn
komsuluk matrisine ait oldugu kolayca goriilmektedir. Literatiirden K, V, K,, grafinin

karakteristik polinomu Pol(K,, V, K,,) = |A — Al,,_4| olup

42



2 1 1 - 1 1 1 - 1
-4 1 1
1 -1 - 0 0
Pol(K,V,K,)=f1 1 1 -~ -2 1 0 - O
1 -2 0
0 0 -4 1
1 0 O 0 0 1 -A

(2n-1)x(2n-1)

seklindedir. Bu determinanta once elementer islemlerden —Cyp,_1 + Cpy1 = Crsqs
—Con-1+ Cnyz = Cpiay —Cono1 + Coys = Cpaz, -+, —Copq + Cop—z = Cop Olacak
sekilde once siitun islemleri uygulanip ardindan da %RZn_l + Rpi1 = Ruyqs %RZn—l +

1 1 : .
Rp+z2 = Rni2, 7Ran—1 + Rnys = Rniz, o 2 Rono1 + Ropp = Ry satir islemleri

uygulandiktan sonra (n + 1). satirdan (2n — 2). satira kadar her bir satir a+d)

parantezine alinirsa yukaridaki determinantin esiti

21 1 1 0 0 - 0 1
1 -1 1 1 0 0 0
1 1 -4 . 1 0 0 0 0
R E RN 2 0 0 0 0
=(T) 1 0 0 0 1-4 1 1 0
1 0 0 0 1-2 1 0
1 0 0 0 1 10
0 0 0 1 1 - 1-4 0
0 0 - 0 144 144 - 144 -4

(2n-1)x(2n-1)

sekline doniistir. Bu adimda (n + 1). satir (—1) ile ¢arpilip altinda kalan tiim satirlara

eklenir ve ardindan son n — 2 satirin her biri A parantezine alinirsa
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=1+ )2

o Ok . .-

o o -

o O O K- -

o o -

1 1
1 0
1 0
-4 0
0 1-1
0 1
0 1
1
1

o O -

O O O O -

o O -

(2n-1)x(2n-1)

determinant: elde edilir. Burada ise (n + 2). satirdan (2n — 2). satira kadar olan tiim

satirlar (n + 1). satira eklenip elde edilen determinant son satira gore agilirsa

=@+n"2

-4 1
1 -2
1 1
1 1
1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
_|_ (_1)371.

o O

o O o
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1
0
0

1
0

o O O o

o O O o

1
0

o O o o

o O O o

(2n-2)x(2n-2)

o O o o

(2n-2)x(2n-2)



ifadesi elde edilir. Birinci determinantta elementer siitun islemlerinden C,,,_, + C5p_3 +

Cop—y + -+ Cpyq1 = Cpyq islemi uygulanip ikinci determinantta son satirina gore

acilirsa
-2 1 1 (-2 1 1 11
1 -2 1 0 0 0 0 0
11 1 0 0 0 0 0
11 =) 0 0 0 0 0
=@+MD"2%{|1 o 0 (n-2-4) 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 -

(2n-2)x(2n-2)

-4 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 0 O 0 0 O
1 1 1 0 O 0 0 O
1 1 -4 0 O 0 0 O
+(=1)3"[1 0 0 0 0 0 0 O
0 O 0 -1 0 0 0 O
0 O 0 0 -1 0 0 O
0 O 0 0 © -1 0 O
0 O 0 0 O 0 -1

(2n-3)x(2n-3)

seklinde yeni determinantlar elde edilir. Elde edilen bu deterninantlardan basta elde edilen
(2n — 2) x (2n — 2) tipindeki determinant1 6nce son satirina gore agip ardindan ise her
iki determinanti da (n + 2). satira gelinceye kadar son satirlarina gore agma islemi devam

ettirildiginde
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= (L+)m2| (D

-4 1 1
1 -1 1
1 1 -4
1 1 1
1 1 1
1 0 0
-1
1
1
+ (_ 1) 3n
1
1
1

(n+1)x(n+1)

o

(n+1)x(n+1)

toplami elde edilir. Bu iki determinant 6nce son satirlarina gore acilip ardindan da yeni

determinantlar son siitunlarina gore agilirsa

(

=1+

+(-D"(n—-2-2)

(D™ (n-2)

-1
1
1

1 1
-1 1

1
-1
1

N e

1
1
-

nxn

(n-1)x(n—-1)
1 1 1
-4 1 1
1 -4 1
1
-A

(n-1)x(n-1)

ifadesi elde edilir. En son elde edilen determinantlar K,, ve K,_; tam graflarinin

karakteristik polinomlarini veren determinantlar olup yerine yazildiginda istenen sonuca

ulasilmis olur.
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Teorem 6.1.1.'in bir sonucu olarak Pol(K, V,K,)'in formiili A cinsinden asagidaki

sekilde de formiilize edilebilir.

Sonu¢ 6.1.2. A, K, V, K,, grafinin karakteristik polinomunun kokleri olmak iizere

Pol(K,V,K,) =—-(A—n+2)A2—(n—-2)A-2n+2)(1 + 1) 4

seklinde yazilabilir.

Ispat. Lemma 4.1.1. geregi Pol(K,) ve Pol(K,_,) formiilleri Teorem 6.1.1.'de yerine

yazilirsa istenen sonug kolaylikla elde edilir.

Ornek 6.1.3. K,V K, grafi igin bu grafin karakteristik polinomunu ve spektrumunu

hesaplayalim.

n = 6 icin

Pol(KgVyKg) =—(A—6+2) (A2 = (6—2)A—2-6+2)(A+1)¥6*

=-(A-4)(A*-42-10)(A + 1)®

seklindedir ve bu polinomun kokleri spektrumu verir. Bu durumda S(Kg V,, Kg) spektrum

olmak tizere

S(Ks VyKe) = {—1©®,4,2 + V14}

seklindedir.

Yukaridaki ornekte goriildigi gibi K, V, K, grafi i¢in bulunan sonuclar, bu grafin

karakteristik polinomunu ve spektrumunu bulmada olduk¢a kolaylik saglamaktadir.
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Ikinci olarak S, yildiz grafi i¢in S,, V,, S, kose birlesim grafi ve bu grafin karakteristik

polinomu incelenecektir.

Teorem 6.1.4. S,, yildiz grafi i¢in bir v kosesinde kdse birlesim grafi olan S,, V, S,

grafinin karakteristik polinomu

Pol(S5,-1), v kosesi merkez kose ise
Pol(S,,V,S,) =
(=D 3% —n + 2)(Pol(S,) — (1)™2), diger tiim durumlar

seklindedir.
Ispat. Ilk olarak alinan iki tane n koseli S, yildiz grafin merkez koseleri v olarak

isimlendirilsin. Bu v koseleri 6zdeslenecek sekilde iki graf birlestirildiginde olusan

Sn Vo, Sy, grafi, merkezi v olan 2n — 1 koseli S,,_; yildiz grafidir.

' '
\ / \
v /l l\ v /l
® °
Sy SnVySn

Sekil 6.3. S,, ve S, graflarinda merkez kose birlesim grafi

Lemma 4.1.1.'e gore

Pol($,Vy Sy) = Pol(Son-1) = (=D)" 2 -n+1)

seklindedir.
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Ikinci adimda v kdsesi, alman S,, graflari i¢in merkez disinda herhangi bir kose olacak
sekilde etiketlensin ve bu v kdselerini 6zdesleyecek sekilde graflara kose birlesim islemi

uygulansin. Elde edilen S,, V/,, S,, grafinin daha anlasilir olmasi igin Sekil 6.4. verilmistir.

. ’ .
\ / v \
I | ° I
J \ J
v ° o
S
" Sn Vo Sn

Sekil 6.4. S, ve S, graflar1 i¢in merkez disinda kdse birlesim grafi

2n — 1 koseye sahip S, V,, S, grafinin komsuluk matrisi

0 1 0 0 1 0 O 0
1 0 1 1 0 0 O 0
0 1 0 0 0 0O 0
0 1 0 0 0 0O 0
A=11 0 0 0 0 1 1 1
0 0 O 0 1 0 O 0
0 0 O 0 1 0 O 0
0 0 O 0 1 0 O 0
O 0 0 O 1 O O 0- (2n—1)><(2n—1)

seklindedir. Literatiirden S,, V,, S, grafinin karakteristik polinomu

Pol(S,,V,S,) = |A— AL, _4|
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-4 1 0 0
1 4 1
o 1 -4 0
0 1 0 -A 0 0 O 0
=1 0 O o -4 1 1 1
0 0 O o 1 -4 0 0
0 0 O 0o 1 0 -2 0
0O 0 O 1 0
1 -

(2n-1)x(2n-1)

ile bulunur. Yukaridaki determinant incelendiginde sol iistteki n X n'lik kisim S,, yildiz
grafinin karakteristik polinomunu hesaplamaya yarayan determinanta, sag altta kalan
n—1) xn-1)1lk kissm ise S,_; yildiz grafina ait karakteristik polinomu

hesaplamaya yarayan determinanta ait oldugu kolayca goriiliir. Bu determinanta dnce

.. . . 1 1
elementer silitun islemlerinden ECZn—l + Cri1 = Cryq, ;CZn—l + Cryz = Cprya,

%CZn—l + Chyz = Chasz,y o, %CZn_l + Cyp_y = Cyp_y islemleri uygulanip ardindan da
1 1 1 1
jlcn+2 + Cry1 = Cryas ZCn+3 + Cry1 = Gy ch+4 + Chy1 2 Cpyry ECZn—Z +
Cn+1 = Cpyq 1slemleri uygulandiginda
-2 1 0 0
1 -4 1 1
0 1 -2 0
0 1 0 ) 0 0 o 0
2
=11 0 o o N=2=4 , 1
A
0 -4 0 0
0 0o -2 0
0
-1

(2n-1)x(2n—-1)
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determinanti elde edilir. Bu determinanttaheri =n + 2,---,2n —1veherj=1,--- ,n+
1 i¢in a;; =0 oldugu gorilmektedir. Sifira esgit olan terimler, determinantin
hesaplanmasinda kolaylik saglayan bir metodu kullanma olanagi saglar. Bu metodun bir
sonucu olarak yukaridaki determinant, determinantin sol tist kismindaki (n+ 1) X
(n + 1)'lik terimlerin determinanti ile sag alt kistmdaki (n — 2) X (n — 2)'lik terimlerin

determinant1 carpimina esittir. Bu ¢carpim

-2 1 0 0 1
1 -2 1 1 0 4 0 0 0
0 1 -2 0 0 0 -4 0 0
= 0 0 -2 0
o 1 0 —A
1 0 0 - 0 A +(-3)2+1 0 00 (n=2)x(n-2)
A

(n+1)x(n+1)

seklinde gosterilir. Elde edilen ikinci determinant (n — 2) X (n — 2) tipindeki diyagonal
matrisin determinantt olup degeri diyagonal elemanlarin carpimina esittir. Bastaki
(n+1) X (n+1) tipindeki kare matrisin determinant1 ise son satira goére agilirsa

yukaridaki determinantlar ¢arpimi

1 0 0 0 1
21 1 1 0
2+ m-3)+1 1 -4 0 0 0
= (-2 PoI(S,) + (—1)"+2
() - o+ 0T
1 0 0 20
nxn

sekline doniisiir. Son determinanta, uygun elementer satir ve siitun islemleri uygulanmaya

devam edildiginde

A2+ m-3)1+1
A

= (=)"? ( - Pol(S,)
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0 0 O 0 1
1 0 O 0 O
-22+n-2\]1 -4 0 0 O

+_1 n+2(_-~~- - - -
=1 < A )1 0 -4 0 0
1 0 O -4 0

nxn

toplamui elde edilir. Bu toplam yer alan n X n tipindeki determinanta her i = 3, -+, n i¢in
—R, + R; = R; seklinde elementer satir islemi uygulanip ardindan da son satira gore

acilirsa istenilen sonuca ulasilir.

Teorem 6.1.4'Gin bir sonucu olarak Pol(S, V,S,)'in formiilii A cinsinden asagidaki

sekilde de formiilize edilebilir.

Sonu¢ 6.1.5. 4, S, V, S, grafinin karakteristik polinomunun kokleri olmak iizere

Pol(S, V,Sp) = —22"5(A2 = n + 2)(4%2 — n)

seklinde yazilabilir.

Ispat. Lemma 4.1.1. kullanilarak Pol(S,) bagmtis1 Teorem 6.1.4.'te yerine yazilirsa

istenen sonug kolaylikla elde edilir.

Ornek 6.1.6. v kosesi merkez kose olmasin. Bu durumda S, V/,, S, grafinin karakteristik
polinomunu ve spektrumunu hesaplayalim.
n =7 icin
Pol(S;V,S;) = =222 -7+ 2)(A2-7)
=-1PA%2-5)A*-7)

seklindedir ve bu polinomun koékleri spektrumu verir. Bu durumda S(S; V,, S7) spektrum

olmak tzere
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S(S;V,S,) = {09, FV5, FV7}

seklindedir.

Bu boliimde son olarak P, yol grafi i¢in kdse birlesim grafi incelenecektir.

Teorem 6.1.7. P, yol grafinda, ug kose olan bir v kosesi i¢in kdse birlesim grafi B, V,, B,'Iin

karakteristik polinomu
Pol(P,V,B,) = Pol(P,_,)[Pol(B,) — Pol(P,_;)]
seklindedir. Ayrica bu esitlik
Pol(P,V,PB,) = —Pol(P,_1)[APol(P,_1) + 2Pol(P,_,)]
olarak da ifade edilebilir.
Ispat. iki tane P, grafi alinarak her ikisinin de uc¢ noktalarindan biri v olarak

isimlendirilsin. Ardindan ise bu iki aymi isme sahip koseler 6zdeslesecek sekilde

birlestirilip elde edilen graf P, \V/,, B,olsun.

% v
@@ ———@ creerionionns o—e o —@ * —eo—@ o—e
Pn anvpn

Sekil 6.5. B, ve P, V, B, kose birlesim grafi

Yukaridaki Sekil 6.5.'te de goriildiigii gibi elde edilen B, V,, B, grafi 2n — 1 kdseye sahip

Py, 1 yol grafidir. Lemma 4.1.3. ve Teorem 4.2.5. geregi sonug asikardir.

Sonu¢ 6.1.8. A, P, V, B, grafinin karakteristik polinomunun kokleri olmak iizere bu

polinom
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n—-1
Z(_l)k+1 (Zn — k- 1) J2n—k-1
k=0 k

olarak da ifade edilebilir.

Ispat. Lemma 4.1.3.'te verilen esitlikte P,, P,,_; Ve P,_, graflarima ait polinomlar Teorem

6.1.7'de yerine yazildiginda istenilen sonug elde edilir.
6.2. Iki Grafin Birer Koselerinden Yeni Bir Kenar ile Birlesimi

Bu boliimde ise koprii gorevi goren ilave bir kenar ile olusturulacak farkli bir birlesim

metodu tanimlanacaktir:

Tamim 6.2. G, Ve G, iki graf olsun. V(G,) ve V(G,) kiimelerinden belirlenecek birer kose
v olarak isimlendirilsin. Isimlendirilen v kdselerinin arasina bir e kenar ¢izilerek G, ve
G, graflarini birlestirilsin. Elde edilen bu grafa, verilen graflarin v kosesinde yeni bir
kenar ile birlesimi veya kisaca v kosesinde kenar birlesimi denir ve G4 V¢ G, ile

gosterilir.

Burada G; V¢ G, grafinin kose kiimesi V(G VS G, ) = V(G,) U V(G,) ve kenar kiimesi
E(G1V$G,) = E(Gy) UE(G,) U {e}dir. Ayrica |V (G,)| = ny ve |V(G,)| = n, olmak
tizere |V (G, VS G,)| = ny + ny ve ayrica |E(G,)| = my ve |E(G,)| = m, olmak lizere
|E(G, VEG,)| = my +m, + 1dir.

Vv
e/ V
v Y
G G,

G1 V5 G,

Sekil 6.6. G, G, ve G, V4 G, graflan

54



Bu boliimde iki ayn1 grafin belirlenen bir kosede simetrik olacak sekilde koprii gorevi
goren bir kenar eklenerek birlestirilmesi ile olusan graflar ve bu graflarin karakteristik
polinomlar1 hesaplanacaktir. Bu hesaplamalar biiyiik bir grafin karakteristik polinomunu
bastan hesaplamak yerine bilesenler cinsinden polinomu olusturma kolaylig1 saglayacak
ve bu polinomun kokleri sayesinde de graflarin enerjileri kolayca ifade edilebilecektir.
Literatiirden de iyi bilinen B,, K,, ve S,, graflarinin karakteristik polinomlar1 kullanilarak
K, V¢K,, S, VS, ve B, V¢ B, graflarinin karakteristik polinomlar1 formiilize edilecektir.
[k olarak K,, tam graflar1 icin bir v kdsesinde kenar birlesim grafi olusturulup bu grafin

polinomunu veren bagint1 yazilacaktir.
Teorem 6.2.1. K,, bir tam graf olmak iizere, K,, V5 K,, grafinin karakteristik polinomu

(22-(n-3)2-(2n-3))(A2-(n-1)2-1) A+ 1)"3
A-n+1

Pol(K, Vi Ky) =

- Pol(K,)

dir.

Ispat. K,, V¢ K,, grafin = 5 degeri igin Sekil 6.7.'de ¢zilmistir.

Ks Ks V5 Ks
Sekil 6.7. K ve Ks V§ K5 grafi

Benzer sekilde K, tam grafi i¢in v kosesinde kenar birlesim grafi olan 2n koseli K, V§ K,

grafi olusturuldugunda
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0 1 1110 0
1 0 110 0 0
1 1 110 0 0
1 1 010 0 0
A=]1 1 100 0 0
1 0 00 0 1 1
0 0 0010 1
0 0 001 1 1
00 00 1 1 02nxzn

komsuluk matrisi elde edilir. Yukaridaki matris incelendiginde sol {istte ve sag altta kalan
n X n'lik kisimlarin K,, tam grafina ait komsuluk matrisi oldugu kolayca goriiliir. A

matrisi kullanilarak elde edilen K, V¢ K,, grafina ait karakteristik polinom

POl(Kn VsKn) = |A _/Uan

-4 1 -1 1 1 0 - 0 0
1 2 -1 1 0 O 0 O
1 1 -4 1 0 0 0 O
] 1 1 -2 0 0 0
1 0 0 -4 1 1 1
0 O O 0 1 -4 1 1
0 O 0 O -1 1
0 0 0 O 1 -4
2nxX2n

seklinde olusturulur. Bu determinantta ilk olarak elementer satir islemlerinden her i =
n+3,n+4,-,2n icin —R,,, + R; = R; operasyonu ardindan ise elementer siitun

islemlerinden C, 15 + Cpy3 + Cpyy + -+ + Copy, = Cpyp Operasyonu uygulanirsa
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BN = T = T =N S

o

O O O -

o

1 0
-4 0
-1
1

(n-1)
(n-2-24)
0

0
1
1

_(1+ﬂ)

0

- O

e =)

B
0

N I =)

0
—-(1+2)

2nx2n

elde edilir. Burada her i =n+3,n+4,--,2nve j=1,2,-,n+ 2 igin a;; = 0 olup

determinantin degeri determinantin sol dstiinde yer alan (n + 2) X (n + 2)'lik kismin

determinant1 ile sag altta yer alan (n—3) X (n— 3)'lik kismin determinantlar

carpimina esittir. Bu esitlik

seklindedir. Elde edilen ikinci determinant (n — 3) x (n — 3) tipindeki

11 1 0
-1 1 0 0

1 - 0 0

0 0 -2 (n-1)

0 0 1 (n-2-4)

(n+2)x(n+2)

-(1+4) 0 0
0 -(1+2) - 0
0 0 -(1+2) ()
diyagonal

matrisin determinantt olup degeri diyagonal elemanlarin carpimina esittir. Bastaki

(n+2) X (n+ 2) tipindeki kare matrisin determinanti ise son satira gore agilirsa

yukaridaki determinantlar ¢arpimi

— (_1 _ A)n—3 . ((_1)2n+1

-1
1
1

1
-A
1
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-2 1 1 1 1

1 -4 1 1

1 1 -2 1 0
+t(n-2-21)|, : .

1 1 -4 0

1 0 O 0 -

(n+1)x(n+1)

elde edilir. Her iki determinant son siitunlarina gore acilip gerekli diizenlemeler

yapildiginda K, ve K,_; tam graflarmin karakteristik polinomlarin1 veren yeni

determinantlar elde edilir. Bu polinomlar yerine yazildiginda istenen sonuca ulastlir.

Sonu¢ 6.2.2. 4, K, V§ K,, grafinin karakteristik polinomunun kokleri olmak tizere
Pol(K,V¢K,) = A+ 1) *QA2 —(n—1DA—-1)(#* — (n—3)1— (2n—3))

dir.

Ispat. Lemma 4.1.1. kullanilarak Pol(K,,)'in formiilii Teorem 6.2.1 de yerine yazilirsa

istenen sonug kolaylikla elde edilir.
Ornek 6.2.3. K, V¢ K, grafinin karakteristik polinomunu ve spektrumunu hesaplayalim.
n =7 icin

Pol(K;VEK; )= (A+ D" * > —(7-DA—-1D)A* = (7-3)1—-(2-7-13))
=+ DA -61-1)(A2—41-11)

seklindedir ve bu polinomun kokleri spektrumu verir. Bu durumda S(K; V¢ K- ) spektrum

olmak tzere

S(K; VeK,) = {(—109,2 + 15,3 + V10}
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olur.

K, Vi K,, grafinin karakteristik polinomunu ve spektrumunu bulmada olduk¢a kolaylik
saglayan yukaridaki sonuglarin benzerleri ikinci olarak da S, yildiz grafi olmak tizere

S, V& S, igin olusturulacaktir.

Teorem 6.2.4. S, yildiz grafi i¢in v kosesinde kenar birlesim grafi olan S, V¢S, 'in

karakteristik polinomu

(—/12”_2 + (=)™ 2(2%2 —n + 1)Pol(S,), v kdsesi merkez kose ise
Pol(S, V3 Sn) = i

A2—n+2

(=) 2 ((/12 —n+ 1)Pol(S,) + ( > )Pol(Sn_l)) diger durumlar

seklindedir.

Ispat. S,, y1ldiz grafinda, v kdsesi merkez kose olmak iizere v kosesinde kenar birlesim
grafi olan S, V5 S, Sekil 6.8.'de, v kosesi ug kdse olmak iizere v kdsesinde kenar birlesim

grafi olan S,, V¢ S, Sekil 6.9.'da verilmistir.

D
\
v | e
J
v
[
Sn Sn VieJ Sn

Sekil 6.8. S, ile v merkez kosede kenar birlesim grafi S,, V5 S,
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[ ] v 0
\ /
| | ®
J \ 4
¢ ]
Sn S V5 Sn

Sekil 6.9. S,, ve v u¢ kosede kenar birlesim grafi S, V5 S,

Sn V$ S, grafinin karakteristik polinomunu bulmak i¢in 6ncelikle olusturulan graflarin A
komsuluk matrisleri olusturulur. Ardindan ise |A — Al,,| determinanti yazilip
Pol(K, V¢ K,,) i¢in yapilan elementer islemlere benzer islemler uygulandiginda istenilen

sonuclara kolayca ulasilir.

Sonug 6.2.5. 4, S, V¢S, grafinin karakteristik polinomunun koékleri olmak tizere

A ((A2 —n+ 1)% — 22), v kosesi merkez kose ise
Pol(S, VS, =
2B —(n—DAV)?2— (A2 —n+2)?) diger durumlar

ile ifade edilebilir.

Ispat. Lemma 4.1.1.de verilen Pol(S,) bagmtisi, Teorem 6.2.4.'de yerine yazilirsa

istenilen sonuca kolayca ulasilir.

Ornek 6.2.6. v kosesi Sy grafinin merkez kosesi olmak iizere Sq V%S, grafinin

karakteristik polinomunu ve spektrumunu hesaplayalim.
n = 6 i¢in
Pol(SgVeSs) = 22674((A2 — 6+ 1)2 — 1?)

=28((2 = 5)2 - 1)
=28(12+1-5(A%*—-21-5)

60



seklindedir ve bu polinomun kokleri spektrumu verir. Bu durumda S(Sg V& S, ) spektrum

olmak lizere

(8) 11V21 —li\/ﬁ}
o2 72

S(S6 V5 Se) = {0
olur.

Ornek 6.2.7. v kosesi Sg grafinin bir u¢ kosesi olmak iizere SsV¢Ss grafinin

karakteristik polinomunu hesaplayalim.

n = 5i¢in
Pol(S5VeS:) = A2575((A3 = (5 — DA% — (12 — 5+ 2)?)
=2*((23 — 41)%? — (12 - 3)?)
=203 —42+22-3)(A3 —41-2%2+3)
seklindedir.

Bu bdliimde son olarak P, yol grafi olmak tizere B, V5, P, kose birlesim grafinin polinomu

incelenecektir.

Teorem 6.2.8. B, yol grafinin v u¢ kosesinde kenar birlesim grafi olan B, Vg B,'in

karakteristik polinomu

Pol(P,V¢P,) = —APol(B,)Pol(P,_,) — Pol?*(P,_,) — Pol(P,)Pol(P,_,)

seklindedir.

Ispat. P, yol grafinda v ug kosesinde kenar birlesim grafi olan P, V¢ P, Sekil 6.10.'da

verilmis olup bu grafin P,,, grafina ait oldugu asikardir.
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Sekil 6.10. P, ve P, V¢ P, grafi

Pol(K,V¢K,) ve Pol(S,V:S,) icin yapilan hesaplamalarin benzer adimlari

uygulandiginda istenilen sonuca ulagilir.
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7. ALT BOLUM GRAFLARININ KARAKTERISTIK POLINOMLARI,
INDIRGEME BAGINTILARI VE ENERJILERIi

Yaygin bir kullanim alanina sahip olan graflar1 her an farkli bir sekilde gérmek
mimkiindiir. Bu bolimde alt bolim graflarinin tanimint verilip literatiirde sikca
karsilasilan 6zel graf tiirleri i¢in Once alt bolim graflari olusturulacak ardindan ise bu alt
boliim graflarin karakteristik polinomlar1 belirlenecektir. Bununla birlikte belirlenen bu
polinomlarin literatiirde bilinen polinomlar cinsinden indirgeme bagintilar1 ve son olarak

da enerji bagintilar verilecektir.

Tamm 7.1. G(V, E) baglantili, dongii icermeyen ve yonlendirilmemis bir graf olsun. G
grafinin her bir kenaria derecesi 2 olacak sekilde yeni kdseler eklenmesi ile olusturulan

yeni grafa alt boliim grafi denir ve S(G) ile gosterilir.

G S(G)
Sekil 7.1. Bir G grafi ve bu grafin S(G) alt boliim grafi

7.1. Alt Boliim Graflarin Karakteristik Polinomlari

Bu boliimde literatiirden iyi bilinen B,, Cy,, Sy, K, Ve Ky, ,, graflarina ait alt boliim graflar

olusturulup ardindan elde edilen bu graflarin karakteristik polinomlar1 belirlenecektir.

Ik olarak P, grafina Tamm 7.1'de verilen bilgi dogrultusunda alt boliim islemi

uygulanacak ve elde edilen boliim grafi incelenecektir.

Teorem 7.1.1. B,'in alt boliim grafi olan S(B,) grafinin karakteristik polinomu
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Pol(S(R)) = nz_:l(_l)kﬂ <2n _kk - 1) J2n—2k-1
k=0

seklindedir.
Ispat. P, yol grafinda her kenara derecesi 2 olacak sekilde yeni koseler eklenmesi ile

olusan S(B,) grafi Sekil 7.2.'de verilmis olup bu grafin P,,_; grafina ait kolayca

goriilebilmektedir.

Sekil 7.2. P, ve S(P,) grafi

Bu durumda Sonug 6.1.8 'den dolay1

_n_l k41 2n—k—1 I
Pol(S(Pn)) = kZO( 1)k ( . >/12 2k-1

seklindedir.
Ikinci olarak C,, grafi icin alt boliim isleminde elde edilen S(C,,) grafi incelenecektir.

Teorem 7.1.2. C,,'in alt boliim grafi olan S(C,,) grafinin karakteristik polinomu
n-1
Pol(S(C,)) = [Z(—nk T(2n, k)AZ=2k — 2| 4 2(—1)"
k=0

seklindedir. Burada T (2n, k) = (*"7%) + (*"~*7") olup k < nve T(2n,0) = 1 dir.

Ispat. C,, devir grafinda her kenara derecesi 2 olacak sekilde yeni koseler eklenmesi ile

olusan S(C,) grafinin C,,, grafi ile ayni graflar oldugu oldukga agiktir. O halde
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Pol(S(C,) ) = Pol(Cyyp)

seklindedir. Bu durumda Lemma 4.1.4. kullanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

n—-1

Pol(S(Cy)) = Pol(Cyy) = [Z(_l)k T(2n, k)A?"=2k — 21 + 2(—=1)"
k=0

olacak sekilde istenilen sonuca ulasilir.

Bir sonraki adimda S,, grafi i¢in alt boliim islemiyle elde edilen S(S,,) grafi incelenecektir.

Teorem 7.1.3. S,,'in alt boliim grafi olan S(S,,) grafinin karakteristik polinomu
Pol(S(Sy)) = —A(A2 = 1) 2(A%2 —n)

seklindedir.

Ispat. S,, devir grafinda her kenara derecesi 2 olacak sekilde yeni koseler eklenmesi ile

olusan S(S,,) grafi, daha anlasilir olmasi agisindan Sekil 7.3.'de verilmistir.

[ ]
\
| )
/ J
[ ]
Sn S(Sn)

Sekil 7.3. S,, ve S,,'in alt bolim grafi S(S,,)

Yukarida verilen sekil dikkate alinarak olusturulan S(S,,) grafinin A komsuluk matrisi
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0 0 01 0 O 0 0
0 0 0 01 O 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 O 1 0
A=11 0 0 0O 0 1
o 1 - 0 0 O 0 1
0 0 1 0 0O 0 1
oo o0 - 100 - 01
0 0 0 - 0 1 1 - 1 Odzn-1x@2n-1

seklindedir. Bu matris dikkatli bir sekilde incelendiginde satir ve siitunlarinin bazi 6zel
durumlar olusturdugu goriilmektedir. Matrisin i¢i bu 0zel durumlar goz Oniinde
bulundurularak parcalandiginda Og—1)xm-1)» O1x(n-1)» Om-1x1, O1x1: LIm-1)x1s
1ix(n-1) Ve I,_; matrisleri elde edilir. Bu tezde I,,_, ifadesi n — 1 boyutlu birim matris
i¢in, 0(p—1)x(n—1) ifadesi n — 1 boyutlu sifir matrisi i¢in, 01 (,—1) ifadesi tiim elemanlar
0 dan olusan 1 X (n — 1) boyutlu matris igin, 0¢,_1)x; ifadesi tiim elemanlar1 0 dan
olusan (n — 1) X 1 boyutlu matris igin, 0;y; ifadesi elemani yalnizca 0 olan 1 x 1
boyutlu kare matris i¢in kullanilirken elemanlar1 1'den olusan matrisler i¢cin de benzer

gosterimlerden faydalanilacaktir. Bu gosterimleri kullanarak yukaridaki komsuluk

matrisi tekrar diizenlendiginde

0(n—1)x(n—1) In—l 0(n—1)x1
A= Ih_q Om-xm-1  lm-1x1
Om-1)x1 1ixm-1) 01x1

2n-1)x(2n-1)

elde edilir. S(S,,) grafinin karakteristik polinomu Pol(S(S,)) = |Al5,,_; — A| olup

)-In—l _In—l O(n—l)xl
Pol(S(Sp)) = | —In-1 Al 1 —1n-1)x1
O1xn-1) —Llixm-1) A

(2n-1)x(2n-1)

seklindedir. Bu son determinantta ilk n — 1 stitun (—1) ile garpilip son siituna eklenirse
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/Un—l _In—l _A(n—l)xl
Pol(S(Sy)) = | —In-1 Al Otn-1)x1

O1><(n—1) _11X(n—1) A (2n-1)x(2n-1)

elde edilir. Ardindan son satir, ilk n — 1 satira eklenirse

AMyp—y —Lioi + CDg-dxm-1) Om-1)x1
POl(S(Sn)) =1 —Ipn—1 ALy 0(n—1)><1
01xn-1) —1ixm-1) A

(2n-1)x(2n-1)
seklindeki determinant elde edilir. Bundan sonraki adimda uygun elementer satir-siitun
islemleri uygulanir ve gerekli diizenlemelerin ardindan birinci siituna gore determinant

acilirsa

ALy =Ly + (CD - nx(n-1)

Pol(S(Sy)) = -2 |_ L T

(2n-2)x(2n-2)
elde edilir. Elementer satir islemlerinden %Rl + R, = R, %RZ + Ry = Rygq,

%Rn—l + Ryp_2 = Ry, 1slemleri uygulanirsa

Aln—l Iyt (_1)(n—1)x(n—1)

Pol(S(S,)) = -1 22 -1 1
(SCsw) On-1)x(n-1) ( 7 I+ (— 1)

(n=-Dxm=-Dl 5 _2)x(2n-2)

— |l |‘<'12_1>1 +( 1)
a nt A ot A (—D)x(n-1)

(AZ - 1> Ly ( 1)
A not A (n—-1)x(n-1)

elde edilir. son determinantta elementer siitun islemlerinden C, + C3 + C4 + -+ C,,_1 —

(n-1)x(n-1)

L

(n-1)x(n-1)

C; uygulanirsa
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n 11 1 1
2 2
o2 11 1
2 PR 2 2
Pol(S(Sp)) =—A"-| n 1 o2 1 21
PR 1A p)
_po .z 1
1 A 2 2
n 11 1 2
A M =1)x(n-1)
, 1 1 1 1
A A A
4.2 11 1
A A A A
1 2 1 1
=-1(2=-%).-qh -L* -2 _*X ... _2
( /’L) ) y y
, 11, 2 1
A A A A
, 1 1 1 4 2
A A A A

(n-1)x(n-1)

elde edilir. Burada ise ilk satir —1 ile garpilip ikinci satirdan (n — 1). satira kadar eklenirse

L 1t 1
P ) A
1
0 Ai-= 0 0 0
A
0 0 ﬂ—l 0 0
Pol(S(S,)) = —1" (1-2). p)
1
0 0 0 A-= 0
A
1
0 0 0 0 A——
A

(n-1)x(n-1)

determinantina ulasilir. Bu determinant1 birinci siituna gore agilirsa
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Pol(S(Sn))=—/1”(/1—%) 0 —% .0

N

(n—-2)x(n-2)
elde edilir. Elde edilen (n — 2) x (n — 2) tipindeki determinant ise {ist liggen matrisin
determinanti olup degeri kdsegen iizerinde bulunan elemanlarin ¢carpimina esittir. Boylece
istenilen

Pol(S8(S,)) = —A(A%2 — 1)""2(A%2 — n)
esitligi elde edilir.
Teorem 7.1.3."iin bir sonucu olarak S(S,,) grafinin spektrumu

S(8(Sy) = {0, FV/n, ¥1=2}

seklindedir.

Benzer hesaplamalar K, ve K, ,, graflarinin alt boliim graflari i¢in de yapilirsa asagidaki

sonuglara ulasilir:

Teorem 7.1.4. K,,'in alt boliim grafi olan S(K},) grafinin karakteristik polinomu n > 1

i¢in

n(n-3)
2

Pol(S(Ky)) = (=1)"4 2= (n-2)""(A*-2(n-1))

seklindedir.
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Teorem 7.1.4.in bir sonucu olarak Pol(S(K,))'in kokleri spektrumu vereceginden

S(K,,) grafina ait spektrumunun

n(n-3)

S(S(Ky)) = {0( 2 ), =z Y F 20 - 1)}

oldugu kolayca goriilmektedir.

Teorem 7.1.5. K,,, ,'nin alt boliim grafi olan S(K,, ,,) grafinin karakteristik polinomu
Pol(S(Kpp)) = (~1)mMAm+Hm=D(=2 (32 — (m + n))(A2 — m)" 1 (A2 — n)™ 1

seklindedir.

Teorem 7.1.5."in bir sonucu olarak S(K,,) grafinin spektrumu

S (S(Kin) ) = {00 m=00=2), Fym ™™ 2™ Fymtn)
seklindedir.
7.2. Alt Béliim Graflar icin Indirgeme Bagintilari
Bir onceki boliimde P,, Gy, S,, K, Ve K, , graflar i¢in alt boliim graflarini olusturup
karakteristik polinomlarimi belirlemistik. Bu boliimde kdse sayisi artan bolim graflarin

polinomlarini hesaplamada kolaylik saglayacak bagintilar gelistirilecektir.

Teorem 7.2.1. $(S,,), n koseli bir yildiz grafin alt bolim grafi olmak tizere Pol(S (Sn))
ile Pol(S(Sn+1)) arasinda

(A2 = n)Pol(8(Sp41)) = (A2 — 1)(A2 —n— DPol(S(S,)) n>4

seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir.
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Ispat. Teorem 7.1.3."den Pol(S(S,41)) = —A(2% — 1) 1(A? — n — 1) seklinde oldugu

bilinmektedir. Buradan hareketle

Pol(S(Sp+1)) = —A(A? = D" (A —n—1)
= A2 - D" 2R - DA —n—1)

= 207 = )22 - D@ —n— 1)
" 1> -n-1)

elde edilir. Gerekli diizenleme yapilarak
(22 =n)Pol(5(Sp41)) = A2 = 1)(A2 —n—1)Pol(5(S,)) n=4
sonucuna ulagilir.

Teorem 7.2.2. S(K,,), n koseli bir tam grafin alt boliim grafi olmak tizere Pol(S (Kn))
ile Pol(S(Kn+1)) arasinda

(A2-2n)(22-n+1)"
(A2—n+2)""1(12-2n+2)

Pol(S(Kp41)) = —A"1 Pol(S(K,)) n>1

seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir.

Ispat. Teorem 7.1.5.ten Pol(S(K,,)) ve Pol(S(Ky41)) polinomlarmin

n+1)(n-2)

Pol(S(K,41)) = (- DR 02 _ o 12 — 2n)

ve

Pol(S(K,)) = (— 1)"1 (/12 —n+2)"1 (A2 -2n+2)
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seklinde olduklar1 bilinmektedir. Teorem 7.2.1.'\n ispatt i¢in uygulanan islem
basamaklarinin benzerleri burada da uygulanarak istenilen sonuca kolaylikla

ulasilmaktadir.

Alt boliim graflarinda polinom indirgeme bagintisi, son olarak iki parcali tam grafin alt

boliim grafi olan S(K;;, ,) i¢in olusturulacaktir.

Teorem 7.2.3. S (Km_n), m + n koseli iki parcali tam bir grafin alt bolim grafi olmak

tizere Pol (S(Km_n)) ile Pol (S(Km+1_n)) arasinda

N=1(92 2 \"lo5
POl ($(Ks.)) = T Emep o t] (Eon) gy (5(k,,,))

seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir.
Buraya kadar alt boliim operasyonu ile elde edilen yeni graflarin polinomlar1 ve bu
polinomlar i¢in indirgeme bagintilar1 verilmistir. Burada ise yeni bir alt bdliim

operasyonu olan r-altb6liim islemi tanimlanacaktir.

Tamm 7.2. G(V, E) bir graf olsun. E kiimesinden bir kosesi u diger kosesi v olan bir uv
kenar1 alinsin. Alinan bu uv kenari iizerine, her birinin derecesi 2 olacak sekilde, r- tane
yeni kose eklenerek uv kenari P, sekline dondstiiriilsiin. Bu islem E kiimesinin tiim
elemanlarina uygulanarak olusturulan yeni grafa r-alt boliim graf denir ve S7(G) ile

gosterilir.

Teorem 7.2.4. S"(P,), n koseli yol grafin r-alt boliim grafi olsun. Bu grafin karakteristik

polinomu
Pol(S’”(Pn)) = Pol(Pn(rH)_r) ve [V ST(C )| =n(r+1)—r

seklindedir.
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Teorem 7.2.5. S(C,), n koseli devir grafin r-alt boliim grafi olsun. Bu grafin

karakteristik polinomu
Pol(57(C) = Pol(Crryny) Ve IV(EST(C)| =n(r+1)

seklindedir.

7.3. Alt Boliim Graflar icin Enerji Bagintilar:

E. Hiickel tarafindan, bir G grafinin 6zdegerlerinin mutlak degerlerce toplami olarak
tanimlanan graf enerjisi kavrami, graf teorinin alt alanlarindan biri olan spektral graf teori
icin de olduk¢a onemlidir (Hiickel 1933). Ayrica molekiiler hesaplamalarda da oldukca
sik bagvurulan graflarin enerjisi kavrami, bu bolimde yapisal olarak K, S, ve K, ,

graflarina ait alt boliim graflar igin incelenecektir (Cvetkovic ve ark. 1995, Adiga ve ark.

2007).

Ik olarak S(K,,) grafinin enerji bagintis1 hesaplanacaktir.

Teorem 7.3.1. E(S(K,)), S(K,,) grafinin enerjisi olmak iizere bu grafin enerjisi

E(S(K,)) =2 ((n —DVn—-2+2n- 1))
bagintisi ile hesaplanir.

Ispat. Teorem 7.1.4."in bir sonucu olarak S(K,,) grafinin spektrumu

n(n-3)

S(S(Kyp)) = {0< 2 ) V2", 72— 1)}

seklinde verilmistir. Spektrumun elemanlarinin mutlak degerlerinin toplam1 alindiginda

istenilen sonuca kolaylikla ulagilir.
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Ikinci olarak S(S,,) grafinin enerji bagintis1 hesaplanacaktir.

Teorem 7.3.2. E(S(Sn)), S(S,,) grafinin enerjisi olmak tizere bu grafin enerjisi
E(S(Sp) = 2(n—2++n)

bagintisi ile hesaplanir.

Ispat. Teorem 7.1.3."in bir sonucu olarak S(S,,) grafinin spektrumu
S(S(S) = {0, F1"2, FV/n}

seklinde verilmistir. Spektrumun elemanlarinin mutlak degerlerinin toplam1 alindiginda

istenilen sonuca kolaylikla ulagilir.

Bu boéliimde son olarak ise S(Km,n) grafi i¢in enerji bagintis1 verilecektir.
Teorem 7.3.3. E (S (Km’n)), S(Km_n) grafinin enerjisi olmak tlizere bu grafin enerjisi
E (S(Kmn)) = 2(Vm+ 7+ (n = Dvm + (m — 1)vn)

bagintisi ile hesaplanir.

Ispat. Teorem 7.1.5.'in bir sonucu olarak S(K,,,) grafinin spektrumu

S (S(Km’n)) = {O(m+(m—1)(n—2))’ i\/ﬁ(n—l)’ 1\/ﬁ(m—l)’ ix/mi-l—n}

seklinde verilmistir. Spektrumun elemanlarinin mutlak degerlerinin toplami alindiginda

istenilen sonuca kolaylikla ulasilir.
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8. BULGULAR, TARTISMA VE SONUC

8.1. Bulgular

Bu tezde klasik graf enerjisi ile ilgili dort ana konu incelenmistir. Bu dort konudan
birisinde var olan sonuclara yenileri eklenmis, ligiinde ise tamamen ilk defa galigilan yeni

sonuclar elde edilmistir.

Ele alinan ilk problem graflarin spektral (karakteristik) polinomlart ile ilgilidir. Bu
problem daha Once ¢esitli bilim insanlar1 tarafindan ¢alisilmig olup burada varolan
sonuclara yenileri eklenmistir. Devir, patika, yildiz, tam graflar gibi belli basli graf
smiflarinin  karakteristik polinomlar1 hesaplanmis ve bunlar arasinda indirgeme
bagmntilari elde edilmistir.

Ikinci problemde patika ve devir graflarinin graf enerjileri arasinda indirgeme bagntilart
elde edilmistir. Bu tiir bir indirgeme bagintis1 yardimiyla 6rnegin 5 kdseli bir grafin
enerjisini bildigimizde 10 kdseli, 20 koseli, 40 koseli, vs. benzer graflarin enerjilerini
kolayca hesaplamak miimkiin olmaktadir.

Ucgiincii problemde graf birlesiminin karakteristik polinoma ve grafin enerjisine etkisi
hesaplanmustir.

Dérdiincli problemde ise kimyasal uygulamalar1 olan alt bélme graflarinin enerjileri,

grafin kendi enerjisi cinsinden hesaplanmigtir.

8.2. Tartisma ve Sonug¢

Bu tezde graf enerjisi ile ilgili biiylik ¢ogunlugu yeni ve tiimii orijinal sonuglar elde
edilmistir. Enerji kavraminin kimyasal uygulamalar1 nedeniyle bu tezde bulunan
sonuclarin hem bu konuda calisacak matematikg¢ilere, hem de konunun molekiiler
boyuttaki uygulamalarini yapan kimyacilara faydali olacagi ve yol gosterecegi
diistiniilmektedir.

Bu tezde elde edilen sonuglardan hareketle daha ileri ¢aligmalar da yapilabilir. Ornegin,
alt bolme graflar1 disindaki diger tiiretilmis graflarin enerjileri, ana grafin enerjisi

cinsinden hesaplanabilir. Benzer sekilde iki graftan bir islemle elde edilen yeni bir grafin
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enerjisi, bilesen graflarin enerjilerine bagli olarak elde edilebilir. Graf enerjisi kavrami
diger graf enerjileriyle karsilagtirilabilir ve yapilacak mukayese sonucunda hangi
uygulamalarda hangi enerji tiirtiniin kullaniminin avantajli oldugu belirlenebilir. Diger

graf tiirleri i¢in enerji hesabi1 yapilabilir. Ayrica graf enerjisi kavrami, diger graf

kavramlariyla iliskilendirilebilir.
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