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OZET
Doktora Tezi
YONLU GRAFLAR

Ugur ANA
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

Bu c¢alismada, graf teorinin en ilging ve genis uygulama alanina sahip olan tiirii olan
yonlii graflar ele alinmistir. Basta elektrik devreleri olmak {izere bir ¢ok grafta kdselerin
modelledigi nesneler arasinda tek tarafli baginti veya iliskiler olabilir ve bu durumda
klasik graflar yerine yonlii graflar kullanilmaktadir.

Bu tez 8 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olup bu boliimde graflarla
ilgili temel kavramlar hatirlatilmis ve tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan
bazi sonuglar verilmistir. Ayrica sik kullanilan graf tiirleri ve temel Ozellikleri
hatirlatilmistir. ikinci béliimde genel anlamda ydnlendirilmis graflar ele alinmistir.
Ayrica yonli, etiketlenmis ve etiketlenmemis graf tanimlari ve temel ozellikleri de
verilmigtir.

Uciincii boliimde yonlii graflarin karakteristik polinomlar1 elde edilmistir. Klasik
graflarin karakteristik polinomlar1 0 ve 1’lerden olusurken, yonlendirilmis graflarin
karakteristik polinomlar1 0, 1 ve -1’lerden olugsmaktadir.

Dordiincii bolimde yonlii ve yonlendirilmis graflarin karakteristik polinomlari; besinci
bolimde ise yonlii graflarin karakteristik polinomlari incelenmistir.

Altinc1 bolimde kenar ekleme ve benzeri bilyiitme islemlerinin Karakteristik polinoma
etkisi ele alinmistir.

Yedinci boliimde yonli graflart birlestirme ve ayristirmanin karakteristik polinoma
etkisi ele alinmustir.

Sekizinci ve son boliim, Sonug bolimiidiir ve kisa bir degerlendirme verilmistir.
Anahtar Kelimeler: graf, karakteristik polinom, yonlendirilmis graf, yonli graf
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ABSTRACT
PhD Thesis
ORIENTED GRAPHS

Ugur ANA
Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

In this thesis, directed graphs which form the most interesting type of graphs with a
large application area are studied. In many graphs like electrical circuits, there may be
one way relations between the vertices modelling things in the problem and in such
cases, directed graphs are used instead of graphs.

This thesis consists of 8 chapters. The first chapter is the introductory chapter and the
fundamental notions are recalled here together with the results which will be needed in
later chapters. Also some frequently used graph classes and their fundamental properties
are given. In the second chapter, the notion of directed graphs are considered. Further,
the oriented, labeled and unlabeled graphs are recalled.

In the third chapter, the characteristic polynomials of directed graphs are studied. While
characteristic polynomials of classical graphs consists of 0 and 1s, the characteristic
polynomials of directed graphs consists of 0, 1 and -1s.

In the fourth and fifth chapters, characteristic polynomials of directed and oriented
graphs are studied.

In the sixth and seveth chapters, the effects of edge addition and similar operations on
characteristic polynomials and the effects of joining or seperating graphs are studied.

In the eighth and last chapter, some conclusions are summarized.
Key words: characteristic polynomial, directed graph, graph, oriented graph

2021, vii + 54 pages.



ONSOZ VE TESEKKUR

Bu calismada yonlii graflarin bazi 6zelliklerini, karakteristik polinomlarint ve graflar
birlestirip ayirma ya da kenar ekleme, c¢ikarma islemleri yapildiginda karakteristik
polinomlarin nasil etkilendigini inceledik.
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1. GIRIS

Kokeni ¢ok eski ¢aglara dayandirilsa da, modern graf teorinin baslangici olarak 1736
yilinda Euler tarafindan Konigsberg koprii problemi olarak da bilinen Konigsberg
sehrindeki yedi koOpriiden hareketle yazilmis olan makale kabul edilmektedir. Bir
arkadasmin bu problemin bir ¢6ziimii olup olmadigini sormasi iizerine konuya ilgi
duyan Euler, sadece bu probleme degil genel duruma iliskin teoriyi kurmus, 6zelde de
bu problemin ¢oziimiinlin olmadigini belirlemistir. Tabii ki graflar, yapilar itibariyle
basit ve her zaman karsilasilabilecek sekiller oldugundan ¢esitli bilim insanlarinca graf
disinda farkli isimler verilerek kullanilmistir. Mesela Eflatun (Plato)’un adindan
hareketle platonik cisimler adi verilen ve gok cisimleriyle ilgili olarak ¢izildikleri
diisiiniilen bes adet ii¢ boyutlu cisim (diizgiin 4 yiizlii, diizgiin 6 yiizli, diizgiin 8 yiizli,
diizgiin 12 yiizli, diizgiin 20 yiizlii) ¢ok eski caglarda bilim insanlarinca astronomi ile

ilgili hesaplamalarda kullanilmistir.

Bir graf, sezgisel olarak en basit tarifiyle noktalar ve bunlari birlestiren ¢izgilerden
olugmaktadir. Bu noktalara grafin koseleri; ¢izgilere de grafin kenarlar1 ad1 verilir. Bir
kenar, iki koseyi birlestiren diiz bir ¢izgi ya da bir egridir. Bazen bu egri bir kdseden
baslayip ayn1 koseye donebilir ve dongii adin1 alir. Bir graf, diizlemde ¢izilebilecegi gibi
daha yiiksek cinse sahip ylizeyler iizerinde de ¢izilebilir. Bu sekilde graflar farkli
yiizeyler lizerinde ¢alisarak Topolojik Graf Teori ortaya ¢ikarilmistir. Bu tezde 6zellikle
elektrik devreleri ve bir ¢ok sosyal bilim probleminde ihtiya¢ duyulan yonlii graflar ele
alinmistir. Normal bir grafta bir kenarin yonii yokken ve koseler ayni anlami tasirken
yonlii bir grafta kenar bir kdseden digerine bir ok ile gdsterilmekte ve koselerden biri
baslangig, digeri bitis kosesi olarak anilmaktadir. Bugiine kadar sadece modellemede
kullanilan ve bazi matrisleri elde edilen yonlii graflar bu tezde spektral graf teori

agisindan ele alinmis ve ¢alisilmustir.

Bu tezde yer alan graflar aksi belirtilmedikge yonlii, agirliksiz, baglantili, dongiisiiz ve
katli kenar icermeyen graflar olacaktir. Bu oOzelliklerden herhangi birisine veya
birkacina sahip graflar da graf teorinin farkli uygulama alanlarinda ¢alisilmaktadir ve bu

tezin kapsami disinda birakilmustir.


http://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC

1.1. Temel kavramlar

Bu bolimde tezin diger bolimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
tanimlanacak ve graflarla ilgili bazi 6zellikler verilecektir. Daha ayrintili bilgi i¢in
Aldous ve Wilson (2004), Bondy ve Murty (1982), Bondy ve Murty (2008), Benjamin
ve ark. (2015), Capobianco ve Molluzo (1978), Chartrand ve Zhang (2012), Chartrand
(1985), Clark ve Holton (1995), Diestel (2010), Deo (1974), Foulds (1992), Gross ve
Yellen (2006), Skiena (1990), Thulasiraman (1992), Hartsfield ve Ringel (2003),
Trudeau (1993), Tutte (1998), Vasudev (2007), Vasudev (2006), Wilson (1998), Wilson
ve Watkins (1990), Wallis (2007), West (2001) ile bu kitaplar disinda diger temel graf

teorisi kitaplarina bakilabilir.

1.1.1. Tammm. Kenar (edge) denilen dogru parcalar ile birlestirilmis kdse (vertex)

denilen noktalardan olusan bir sekle graf (graph) denir.
Tiirkce literatiirde graf yerine bazi kaynaklarda ¢izge kelimesi de kullanilmaktadir.

Genelde G bir graf olmak tiizere, G grafinin kenar kiimesi E(G) ile kose kiimesi ise
V(G) ile gosterilir. Boylece bir G grafi, G = (V(G),E(G)) seklinde de gosterilir. Bir G
grafinda kenar kiimesinin eleman sayist m ve kdse kiimesinin eleman sayisi n ile

gosterilir. Yani [V(G)| = n ve |E(G)| = m’dir.

1.1.2. Tamim. Bir G grafinin kenar sayisina G’nin boyutu (size); kdse sayisina da G’nin

mertebesi (order) denilir.

Boyut ve mertebe, graflarin kombinatorik yontemler yardimiyla ¢alisilmasinda oldukga

kullanilan kavramlardir.

1.1.3. Tammm. G grafinin iki kosesi u, v € V(G) olsun. Bu iki koseyi birlestiren bir

kenar mevcutsa u ve v koselerine komsu (adjacent) koseler denilir.



Sekil 1.1. Bir G grafi

Sekil 1.1°de verilen G grafinin kenar kiimesi E(G) = {e;,e;,e3, €4, €5, €4,€7,€5,€5,€19}

ve kose kiimesi V(G) ={a,b,c,d, e, f, g} dir. Omegin Sekil 1.1’de f ve g koselerini

birlestiren €g kenar1 mevcuttur. Bu ylizden bu iki kdse birbirine komsu koselerdir.

1.1.4. Tammm. Bir G grafinda G’nin kenarlariin her kosesinden sadece bir kez gegen ab,
be, cd, ..., fg bigimindeki bir dizilisine bir yol (path) denir. Eger baslangic ve bitis
koseleri esit (a = g) ise bu yola kapal: yol (closed path) denir. Bir yolun her kenari

farkli ise bu yola iz (trace) denir. Ayrica baslangi¢ ve son koseleri harig, en az ti¢ koseli
ve her kdsesi farkli olan kapali bir ize bir devir (cycle) ad1 verilir. Ozel olarak bir devir

d uzunlugunda ise bu devire d — devir adi verilir.

1.1.5. Tamim. Bir devirin komsu olmayan iki kosesi u ve v olsun. Bu iki koseyi

birlestiren bir kenara kirig (chord) denir.

1.1.6. Tamm. Bir grafta herhangi iki koseyi birlestiren en az bir yol mevcut ise bu grafa

baglantili (connected) graf, aksi takdirde baglantisiz (disconnected) graf adi verilir.

Yani baglantili bir grafin herhangi iki kdsesi i¢in koselerden birinden hareket ederek

digerine kenarlar tizerinden ulasilabilmektedir.

3



1.1.7. Tamm. Bir G grafindan secilen baglantili olan her bir alt grafina G grafinin bir
bileseni (component) adi verilir. Bir G grafinin bilesen sayis1 €(G) veya kisaca c ile

gosterilir.

Baglantil1 bir G grafinda eger c(G) = 1 ise bu tek bilesen grafin tamamini olusturur. Bir

grafin baglantisiz olmasi ancak ve ancak ¢ > 1 olmasi sartina baghdir.

Asagidaki sonug, kose ve kenar sayilari verilen bir grafin bilesen sayisi hakkinda

oldukga faydali bir alt sinir vermektedir.

1.1.8. Lemma. G bir graf ve bilesen sayisi c olsun.
c=Zn—m
esitsizligi saglanir.

Boylece bir grafin kose sayisi ile kenar sayisi arasindaki fark en az 2 ise bu grafin

baglantisiz olacagi asikardir.

1.1.9. Tammm. Bir grafin belli iki kosesini birlestiren birden fazla kenar varsa bu
kenarlara katli (¢oklu) kenar (multiple edges) denilir. Bir kenar eger bir koseyi kendine
birlestiriyorsa o kenara da dongii (loop) adi verilir. Bunlarin diginda kalan yani ¢oklu

olmayan, dongii icermeyen graflar da basit graf (simple graph) olarak adlandirilir.

Sekil X Sekil Y Sekil Z

Sekil 1.2 Basit ve basit olmayan graflar



Sekil 1.2.X’deki graf, katli kenar veya dongiiye sahip olmadigindan bir basit graftir.
Sekil 1.2.Y’deki e; ve e, kenarlar1 katli kenarlar ve Sekil 1.2.Z°deki ez kenar1 da bir

dongii oldugundan Sekil X ve Y’deki graflar basit graf degildir.

Graflar, bir dongiiyii bulundurmalarina gére siniflandirilir. Dongii icermeyen bu graflara

ornek verecek olursak tlim agaglar dongii igermeyen graflardir.

Kose ve kenar sayilar1 arasinda baglantili basit bir grafta

n—1=m = (;)

bagintisi; baglantisiz grafta ise

0=m= (g)

bagintis1 gegerlidir.

1.1.10. Tanmm. G bir graf ve uv de bu grafin bir kenar: olsun. Bu kenara u ve v

koselerine bitigiktir (incident) adi verilir.

Bitisiklik ve komsuluk kavramlari, pek ¢ok alanda uygulamalara sahiptir. Ozellikle graf
matrisleri arasinda en 6nemlileri olarak komsuluk ve bitisiklik matrisleri gosterilebilir.
Bu matrislerin kuvvetlerindeki her bir deger, graf ile ilgili bir ozellige karsilik

gelmektedir. Bu sebeple bir G grafinin herhangi bir u kosesi ile bitisik olan kenarlarin

say1sl, graf teoride onemli bir yere sahiptir:

1.1.11. Tammm. G bir graf ve u € V(G) olsun. u kosesi ile bitisik olan kenar sayisina u

kosesinin derecesi (multiplicity) denilir. deg(u), d,, ya da dg () ile gosterilir.
1.1.12. Tanim. G grafinin minimum ve maksimum derecesi sirasiyla
A(G) =max{d;(v)|lv €EG} ve &(G)=min{d;(v)|v € G}

olarak ifade edilir .



Minimum ve maksimum dereceler miistesna derecesi 1 olan koseler 6zellikle molekiiler

graflar1 calisirken biiylik 6nem arz etmektedir:

1.1.13. Tammm. 1 dereceli olan koseye sallanan (pendant) kose, bu koseyi graf ile

birlestiren kenara da sallanan kenar (pendant edge) denilir.

1.1.14. Tanim. 0 dereceli olan bir kdse izole (isolated) kése olarak adlandirilir.

1.1.15. Tammm. Bir G grafi ile ortak kdseleri olan ve bu grafda kenar olusturmayan her
bir kosenin birbiri ile birlestirilmesiyle elde edilen grafa G grafinin timleyeni

(complement) denir ve bu graf G ya da G€ ile gosterilir, bkz. Sekil 1.3.

G G
Sekil 1.3. G grafi ve G tiimleyeni

Boylece V(G) kodse kiimesindeki herhangi bir kenar, G grafina ya da G grafina aittir.

1.1.16. Tammm (Kose ¢ikarma). Bir G grafinin herhangi bir kdsesi v olmak tizere bu
graftan v kosesinin ve bu kose ile bagh olan tiim kenarlariin silinmesiyle elde edilen
yeni grafa v késesi ¢ikarilmis G grafi denilir ve G — {v} ile gosterilir. Buradaki kose
silme islemine de kose ¢ikarma adi verilir. Benzer sekilde G grafindan birden fazla
V1, V3, ..., Vy kOsesi ¢ikariliyorsa elde edilen yeni graf G — {v,, vy, ..., v} ile gosterilir.

Bazen G — {v} gosterimi yerine G — v de kullanilmaktadir, bkz. Sekil 1.4.



/_« T
G G—v

Sekil 1.4. G ve G — v graflar

1.1.17. Tanim (Kenar ¢ikarma). G bir graf ve e € E(G), G grafinin herhangi bir kenar1
olsun. G grafindan e kenarinin silinmesiyle elde edilen yeni grafa e kenart silinmis G
grafi ad1 verilir ve G — {e} ile gosterilir. Buradaki silme islemine de kenar silme denilir.
Eger G grafindan birden fazla e;, e, ..., e, kenari siliniyorsa (¢ikariliyorsa) elde edilen
graf G — {ey, e, ..., e, } ile gosterilir. Baz1 kaynaklarda G — {e} gosterimi yerine G — e

gosterimi de kullanilmaktadir, bkz. Sekil 1.5.
G—e

Sekil 1.5. G ve G — e graflan

Kenar ve kose ¢ikarma islemlerini kullanarak karmasik yapiya sahip olan graflarla ilgili
pek cok oOzelligi daha kiiciik yapidaki graflarin ozelliklerinden faydalanarak elde
edebiliriz. Bu yontemlere benzer olarak kullanilan diger iki islem ise kenar ve kose

ekleme islemleridir.

1.1.18. Tamim (Kose ekleme). G bir graf ve e € E(G) olsun. Bu grafin e kenarina yeni

bir v kosesi eklendiginde elde edilen yeni graf v kosesi eklenmis G grafi olarak



adlandirilir ve G + {v} ile gosterilir. Buradaki kose ekleme islemine de kdse ekleme adi

verilir, bkz. Sekil 1.6.

G+v

[on}

Sekil 1.6. G ve G + v graflan

1.1.19. Tamim (Kenar ekleme). G bir graf ve u € V(G) olsun. u kosesi ile G grafina ait
olmayan bir w kosesi birlestirilerek elde edilen yeni bir e = uw kenar ile birlikte
olusan yeni grafa e kenari eklenmis G grafi adi verilir ve G + {e} ile gosterilir. Ayn
yontemle G grafina ait olan iki farkli u,v kosesini birbirine baglayan yeni bir
e = uv kenar1 olusturularak da kenar ekleme islemi tanimlanabilir. Buradaki her iki

isleme de kenar ekleme ad1 verilir, bkz. Sekil 1.7.

w
1
%
G+ {uw}
AN ,
G
U
G + {uv}

Sekil 1.7. G, G + {uw} ve G + {uv} graflan



Eger birden fazla kdse veya kenar eklenirse, kdse ve kenar ¢ikarma islemine benzer

sekilde gosterim ifade edilebilir.

Asagida ifade edilecek olan kavram kenar ¢ikarma isleminin en Onemli
uygulamalarindan birisidir. Graflarda o6zellikle baglantililik olmak iizere pek cok

0zelliginin incelenmesinde yarar saglar:

1.1.20. Tamm. G baglantili bir graf e € E(G) ve u,v € V(G) olmak iizere e = uv
olsun. Eger e kenar silindiginde G — e grafi baglantisiz oluyorsa ya da bilesen sayisi

artiyorsa e kenarma G grafinin bir kopriisii (bridge) denilir.

Asagidaki verilecek olan sonug yonlii graflar basta olmak iizere ilerleyen bolimlerde

siklikla kullanilacaktir:

1.1.21. Teorem. Basit ve baglantili olan bir G grafinin herhangi bir kenarina yeni bir

kose eklendiginde veya herhangi bir kosesine devir igermeyen bir graf eklendiginde

elde edilen yeni graf da basit ve baglantilidir.

Ispat. Sallanan bir kenar katli kenar veya ilmik ya da déngii olamayacagindan, bir kenar
ekleme isleminin basitligi etkilemeyecegi asikardir. Baglantililigin degismeyecegi ise
kenar ekleme tanimindan agiktir. Ayni yontemle derecesi 2 olan yeni bir kdse ile
herhangi bir kenar1 birlestirmek de ne verilen grafin basit ne de baglantili olmasini

etkilemeyeceginden sonug agiktir.

Bu teorem genellestirilirse iki farkli basit ve baglantili graf, herhangi birer koselerinden

d = 0 uzunlugundaki bir patikayr koprii olarak kullanarak birlestirildiginde basit ve

baglantili olan yeni bir graf elde edilir, bkz. Sekil 1.8.



Sekil 1.8. iki basit ve baglantili grafi birlestirme

1.2. Graf Cesitleri

1.2.1. Tammm. Sifir kenara sahip, sadece koselerden olusan graflara sifir (null) graf adi

verilir ve n koseli bir sifir graf Ny, ile gosterilir.

Baz1 kaynaklarda sifir graf yerine bos graf da kullanilmaktadir. N, sifir grafin kose

sayis1 1 ve kenar sayist m = 0°dur.

®
Sekil 1.9. N3 sifir grafi

Graf teori ve uygulamalarinda oldukga 6nemli bir yeri olan iki graf tiirii tanimlanacaktir.

Bunlar yol graflar1 ve devir graflaridir.

1.2.2. Tanmim. Tek bir yoldan olusan ve devir icermeyen bir grafa yol grafi veya patika

graf (path graph) denir. n kdseli bir yol grafi B, ile gosterilir.

B, grafi n — 1 kenara sahiptir.
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Sekil 1.10. P; yol grafi

1.2.3. Tamim. Bir patikanin iki ug¢ kdsesini bir kenar ile birlestirerek elde edilen grafa

devir graf: (cycle graph) denir. n késeli (dolayisiyla n kenarli) bir devir grafi C, ile

gosterilir.

Devir graflar 2-regiilerdir. C, devir grafindan bir kenar silindigi takdirde

(¢ikarildiginda) P, —; yol grafi elde edilir.

Sekil 1.11. Cs devir grafi

Graflar ile galisirken devir graf, devirli, devir, devirsiz, devir bulunduran, vb. gibi
kavramlarla kargilagilabilir. “Devirli” veya “devir bulunduran” ifadesi ile grafin en az
bir devir bulundurdugu; “devirsiz” ifadesi ile grafta higbir devir bulunmadigi, “devir” ve

“devir grafi” ile C,, grafi anlagilacaktir.

1.2.4. Tammm. Bir merkezi kose ile diger koselerin bu kose ile bir tek kenarla

birlestirildigi bir grafa yildiz (star) graf denilir. n kdseli bir yildiz graf S,, ile gosterilir.

Boylece bir S;; yildiz grafinda kdse ve kenar sayilari sirasiyla n ve m = n — 1°dir.

Sekil 1.12. S; yildiz grafi

11



1.2.5. Tammm. Bir grafta her kose diger biitiin koselerle birer kenar ile birlestiriliyorsa
bu grafa tam (complete) graf denir ve n koseli bir tam graf K, ile gosterilir. K;, tam

grafinin kose sayist n olmak iizere kenar sayist m = n[r;_l] seklindedir. K, tam grafi

(n — 1)-regiiler bir graftir, bkz. Sekil 1.13.

Sekil 1.13. K¢ tam grafi

1.2.6. Tanmm. Bir grafi olusturan koseleri iki farkli kiimeye ayirip, bu iki kiimenin
elemanlarindan kiime igerisindeki elemanlar1 birlestiren herhangi bir kenar olmayip,
verilen tiim kenarlar kiimeler arasindaki elemanlar arasinda ise bu grafa iki parcall
(bipartite) graf denir. Eger iki pargali grafta kiimelerdeki her bir elemani diger
kiimedeki elemanla esleyen bir kenar var ise bu grafa iki par¢ali tam (complete

bipartite) graf denir. Bu kiimelerde r ve s tane kose varsa verilen graf K, s ile gosterilir.

K, iki parcali tam grafin kenar sayis1 m = r.s ve kdse sayis1 n = r + s’dir. Ornegin

K; 4 iki pargali tam grafi Sekil 1.14’de goriilmektedir:

Sekil 1.14. K5 4 iki pargali tam grafi

S, yildiz grafindaki merkez kose bir kiime, diger kdseler ikinci bir kiime olarak alinirsa

S, yildiz grafinin K ,, iki pargali tam grafi oldugu da agiktir. Yani
Spn=Kin

dir.

12



Uygulamada 6nemli bir yeri olan ancak yukaridaki graf tiirleri kadar iyi bilinmeyen bir

graf tiiri de larva graflaridir:

1.2.7. Tammm. C, devir grafinin herhangi bir kosesiyle s uzunluklu Ps4; yol grafinin bir
u¢ kosesinin eklenmesiyle elde edilen bir grafa larva (tadpole) graf denilir. Bu graf T 5

ile gosterilir.

Ayrica T, s larva grafinin kdse ve kenar sayisi birbirine esit olup m =n = r + s’dir.

Sekil 1.15. T, ; larva grafi

1.2.8. Tammm. Herhangi bir devir icermeyen baglantili bir grafa aga¢ (tree) graf veya

kisaca aga¢ denir. n koseli bir agag¢ T, ile gosterilir. Baglantiilik sarti ortadan

kaldirildiginda bu grafa orman (forest) ad1 verilir.

%\2‘<I

Sekil 1.16. Ty 3 agag grafi

Graflarda da bir orman, gergek hayatta oldugu gibi agaclardan olugmaktadir. Bunlar gibi

daha pek ¢ok graf ¢esidi mevcuttur.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Graf teori, son yiizyildaki hizli gelisimini bilimin neredeyse tiim dallarindaki
uygulanabilirligine bor¢ludur. Teknolojideki ve ozellikle bilgisayar teknolojisindeki
hizli ilerleme, yazilimlardan faydalanilabilen bir alan olan graf teoriyi de buna paralel

olarak pozitif yonde etkiledi.

Herhangi bir gilinliikk olay1 genelde bir grafla modellemek miimkiindiir. Boyle bir
olaydaki nesneler, ki bunlar kisiler, kurumlar, sehirler, magazalar, tlkeler, gezegenler,
atomlar, canli tiirleri vs. olabilir, birer kose ile; bunlar arasindaki iliskiler de kenarlarla
temsil edilir ve olaya karsilik bir graf modeli olusturulur. Bu graf modeli artik
matematiksel yontemlerle calisiimaya miisaittir. Ornegin grafin kdse derecelerine bagl
bir formiil, grafa karsilik getirilen bir matris, lineer cebir yontemleri, bize bu grafi
matematiksel yontemlerle calismaya hazir hale getirecektir. Bu sekilde calistigimiz bir
graftan elde edilebilecek bir sayi, matematiksel olarak bir anlam ifade etmese de,

formiiliin tiiriine gore, grafin modelledigi gercek olayla ilgili nemli bilgiler verebilir.

Graf teori denildiginde akla ilk gelen klasik graflar olsa da bazi dallarda yonlii ve
yonlendirilmis graflar da ele alinmaktadir. Bu konudaki ilk caligmalar Harary, F.,
Norman, R. Z., Cartwright, D. 1965 adli kaynakta bulunabilir. Bir yonlii veya
yonlendirilmis grafta kenarlar diiz ¢izgiler degil lizerinde tek ya da cift yonlii oklarin
oldugu cizgilerdir. Bu oklar, o kenarmn iki kosesi arasindaki iliskinin yoniinii gosterir.
Ornegin bir ulasim haritasinda bir yolu modelleyen bir kenarin A kosesinden B kdsesine
dogru bir okla isaretlenmis olmasi, yolun A kdsesine karsilik gelen ucundan B kosesine

karsilik gelen ucuna dogru trafigin aktigini ve tek yonlii oldugunu gosterir.

Bu tezde de graf teori, kombinatorik ve lineer cebir yontemleri kullanilarak yonlii ve
yonlendirilmis graflar ¢alisilmistir. Bu graflarin karakteristik polinomlar1 ¢alisilimis ve

cesitli graf siniflar1 i¢in hesaplamalar yapilmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tezde kullanilan yontemler, klasik lineer cebir yontemleri, graf teori ve kombinatorik

yontemleridir.

Karakteristik polinomun hesaplanmasi tamamen komsuluk matrisinin olusturulmasina
baghdir. Bir grafin komsuluk matrisinin 6zdegerleri, bu matrisin karakteristik
polinomunun kokleridir. Biz ¢esitli yonlendirilmis graf smiflar1 i¢in bu karakteristik
polinomlar1 ve koklerini lineer cebir yontemleri kullanarak hesapladik. Bu polinomlarin

benzer yanlarini ve birbirinden farklilasan yanlarini belirledik.

Kenar ve kdse silme veya ekleme, bu tiir calismalarda en ¢ok kullanilan yontemlerden
birisidir. Ardarada ¢esitli kdseleri veya kenarlari silerek biiyiik bir graftan kiiciik bir graf
elde ederiz ve her bir silme adimindaki degisimi biliyorsak biiyiik grafa ait bir 6zelligi,
sonda elde edilen kiiciik grafin aym ozelligi yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz. Bu
tezde de kenar ekleme isleminin karakteristik polinoma etkisi yonlendirilmis graflar i¢in

formiillestirilmistir.

Bir bagka yontem de biiyiik graflar, cesitli graf pargalariyla birbirinden ayrilan daha
kiiciik bilesen graflar tiirlinden ifade etmektir. Biz de bu yontemi kullanarak farkli
durumlarda biiyiik ve c¢alisilmast zor bir grafin karakteristik polinomunu bilesen

graflarinin karakteristik polinomlar tiirlinden nasil ifade edebilecegimizi gosterdik.
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4. YONLU VE YONLENDIRILMIS GRAFLAR
4.1. Giris

Simdiye kadar islenen graflarin tiimii iki kdse arasindaki iligkinin var olup olmamasi ile
ilgili bilgi veriyordu. Ancak bir kdseden digerine tek veya ¢ift yonli bir yol olup
olmadigint sdylemiyordu. Bu bolimde yonlii, yoOnlendirilmis, etiketlenmis ve

etiketlenmemis graf tanimlarini, 6zelliklerini ayrica kullanim alanlarini gérecegiz.

4.1.1. Tamim. Kenarlar1 yonli olan graflara yonlii graf denilir. G bir yonlii graf ve
V(G) kose kiimesi olsun. G yonlii grafinin kenarlari, bu kiimenin elemanlarinin sirali

ikililerinin herbirisidir. Yani bu sirali ikililer yonlii grafin kenarlaridir. Bu yonlii grafta

farkli u ve v koselerinin birlestirilmesiyle elde edilen her bir kose ikilisi igin (u, v) ve
(v, u) kenarlarindan yalniz birisi yonlii bir kenar ise bu yonlii grafa yonlendirilmis graf
adi verilir. Sekil 4.1.’deki G; yonlendirilmis graf ama G, yonlii graf olmasina ragmen

yonlendirilmis bir graf degildir.

A

Sekil 4.1. Yonlii Graflar

4.1.2. Tammm. Koselerin bir sembol veya bir sayr ile isimlendirildigi graflara

etiketlenmis graf, isimlendirilmedigi graflara da etiketlenmemis graf ad1 verilir.
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Gl GZ
Sekil 4.2. Etiketlenmis ve etiketlenmemis graflar

4.1.3. Tamim. Bir yonlii G grafinin verilen yonlerinin kaldirilmasiyla olusan yeni grafa

G'nin tastyict graft adi verilir bkz. Sekil 4.3.

Sekil 4.3. Yonlendirilmis bir graf ve tasiyici grafi

4.1.4. Tammm. v ve w bir yonlii grafin herhangi iki kdsesi olsun. v ve w bir e kenari ile
birlestirilmisse v ve w koselerine komsu koseler denilir. Eger kenar v kdsesinden w
kosesine dogru yonlendirilmisse e kenarina v kosesinden bitisik ve w késesine bitisik
denir. v kosesinden bitisik olan kenarlarin sayisina v kosesinin giden derecesi, v
kosesine bitisik olan kenarlarin sayisina da v kosesinin gelen derecesi denilir.

Dongiilerde giden dereceye ve gelen dereceye de 1 eklenir.
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4.1.5. Lemma (yonlii graflar icin el sikisma). Bir yonlii grafta giden dereceler toplami

ile gelen dereceler toplam1 hem birbirine hem de toplam kenar sayisina esittir.

4.1.6. Ornek. Asagidaki sekilde verilen yonlii grafta, koselerin giden ve gelen

derecelerini ayrica toplam kenar sayisini inceleyelim:

Sekil 4.4. Gelen ve giden dereceler

Giden dereceler Gelen dereceler
d, =1 d,=0
d, =3 d,=1
dy, =2 d, =1
d, =0 d, =0
d, =2 dy, =6
d,=2 d, =2

Goriildigi tizere giden ve gelen dereceler toplami 10’dur. Bu say1 ayni1 zamanda toplam

kenar sayisidir.

4.1.7. Tanim. G yonlendirilmis bir graf olsun. Eger G grafinn tasiyici grafi baglantili ise
G yonlendirilmis grafi da baglantilidir. Eger G ydnlendirilmis grafinin herhangi bir
kosesinden bir baska kosesine giden en az bir yol bulunabiliyorsa G yonlendirilmis

grafina kuvvetli baglantili denir.
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4.1.8. Ornek. Asagidaki sekilde verilen yonlendirilmis G; grafi baglantisizdir. G,
yonlendirilmis grafi ise baglantih ama kuvvetli baglantili degildir. Ornegin w

kosesinden v kosesine bir yol yoktur. G yonlendirilmis grafi ise kuvvetli baglantilidir.

a X
b@d wév
C Z

Gy

a X
b e
> Yy w
d >
d Y
C N 4

Gz (i3

Sekil 4.5. Baglantisiz, baglantili, kuvvetli baglantili yonlendirilmis graflar

4.1.9. Sonug. i. Yonlendirilmis bir graf kuvvetli baglantili ise baglantilidir. Tanim

geregi asikardir.

ii. Baglantili bir G grafinin kuvvetli baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin

higbir koprii bulundurmamasidir. Aksi takdirde koprii yoniine gore bir koseden diger

koseye gidilemeyecegi agiktir.

4.2. Yonlii graflarin uygulamalar:

Yonli graflarin pek ¢ok kullanim alani mevcuttur; ag sistemleri, cografi sekiller ve

gosterimleri, en kisa yol problemleri, el kaldirmadan sekil ¢izmeleri, haritalar1 en az
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sayida renk kullanarak renklendirmeler, dominolar, labirentler gibi pek ¢ok kullanim
alan1 mevcuttur. Ayrica sosyal iliskilerde birbirini sevip sevmemeleri ya da bir sehrin

katt ¢op probleminin girdileri arasindaki iligkileri ortaya ¢ikaran bir yonlii graf
cizilebilir, bkz. Sekil 4.6.

a: birim alandaki ¢dp miktar
b: birim alandaki bakterisayisi
c: hastalik sayisi
d: hijyeniklik
C e: modernlegsme
f: sehre gog edenlerin sayisi
g: nifus

o d

Sekil 4.6. Bir ¢op probleminin girdi ¢iktilart
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5. YONLENDIRILMIS GRAFLARIN KARAKTERISTIK POLINOMLARI
5.1. Giris

Bu boéliimde bazi yonlendirilmis graflarin karakteristik polinomlarini ele alacagiz. Bir G
grafinin karakteristik polinomunu P(G) ile gosterelim. ilk olarak kullanisl bir sonug

verelim.

5.1.1. Lemma. G; ve G, mertebeleri sirasiyla 1 ve 2 olan baglantili yonlendirilmis

graflar olsun. Bu iki yonlendirilmis grafin karakteristik polinomlar1 asagidaki
sekildedir:

P(G,) =4 ve P(G,) = 2.
Ispat. G, yonlendirilmis grafinin karakteristik matrisi [A] ve determinant1 A olur.
G yonlendirilmis grafinin karakteristik matrisi ise [’; _/,11] veya [_}11 ?1] olmak tiizere
her ikisinin de determinantinin A% oldugu agiktir.
Bu sonug yonlendirilmis patika graflarina genellestirilebilir:

5.1.2.Teorem. B, yonlendirilmis patika grafinin karakteristik polinomu P(F,) olmak

lizere
P(R,) = A"
bi¢imindedir.

Ispat. Oncelikle B, yonlendirilmis grafindaki her bir kenarm yoniinii ayn1 alarak ispat
yapalim. i = 2,3,4,...,n i¢in v;’ler koseler olmak tizere v;_,v; kenarlarmi v;_;

kosesinden v; kosesine dogru yonlendirelim:

Sekil 5.1. Yonlendirilmis patika grafi
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Asagidaki determinanttan bu yonlendirilmis patika grafinin karakteristik polinomunu

kolayca elde edebiliriz:

vp U2 U3 Vk—1Uk . Up—1Up
v | A =1 0 0 0 0 0
va | 0 A —1 0 0 0 0
va | 0 0 A 0 0 0 0
PP)= v/ 0 0 0 -« A =1 == 0 0 )
v 0 0 0 - 0 X - 0 0
"'l--"n_]_ 0 0 0 e 0 0 PR )‘ _j_
v, |00 0 ... 0 0 .. 0 A

XN

Bu determinant bir tist tiggensel matrisin determinanti oldugu igin sonug asikardir.

Bin 2"71/2 =272 farkli yonlendirmesi oldugunu goérmek zor degildir. Simdi
P(B,)’in B, yonlendirilmis grafinin kenarlarmm yo6nlendirilmesinden bagimsiz

oldugunu gostermek icin patikadaki herhangi bir kenarin yoniinii degistirerek bu

degisimin karakteristik polinoma etki etmedigini gosterelim.

Herhangi bir vy_;v; kenarinin yoniinii vy kosesinden vy—_; kOsesine dogru olacak

sekilde degistirelim:
—>—0——0—0 -0 o0
Vi v, V3 VY Vier Vi Vit Vn

Sekil 5.2. Sadece bir yonii ters yonlendirilmis patika grafi

Bu grafin karakteristik polinomunu da asagidaki determinanttan elde ederiz:

U] U Vg e Uk Uk ... Un_1Un
»nwl|lA -1 0 -« 0 0 -~ 0 0
s [0 A —~1 ... O 0 ... 0 O
v3/0 O X ... O 0 ... 0 O
20 T R O S @)
P(Pn): Vg—1| 0 0 0 A 0o ... 0 0
w0 0 0 -« —1 A .- 0 0
Up—1 0 0 0 v 0 0 --- A =1
v, | 0 0 0 0 0 0 )\

nEn



Dikkat edilirse (1) ve (2) arasindaki fark ay_ja, ve apag-; elemanlarinin yer

degistirmis olmasidir. Elde edilen iki matris birbirinin transpozu oldugu igin

determinant degerleri aynidir.
Bu sonug kolaylikla yonlendirilmis devirsiz graflar i¢in asagidaki gibi genellestirilebilir:
5.1.3. Sonug¢. n koseli T;; yonlendirilmis devirsiz grafinin karakteristik polinomu
P(T,) = A"
seklindedir.

Boylece tiim yonlendirilmis n koseli hi¢bir devire sahip olmayan graflarin karakteristik
polinomlarinin yonlendirmelere bagli olmaksizin A" seklinde oldugu bulunur. Bu durum

devirli graflar i¢in her zaman dogru degildir. Asagida istisnai durumlara bakalim:
5.1.4. Teorem. Yonlendirilmis devirli C,; grafinin karakteristik polinomu

A" — 1 tiim yonlendirmeler ayni ise

P(C,) = {gﬂ diger hallerde

seklindedir.

Sekil 5.3. Devir grafi

Ispat. Tiim ydnlendirmeler ayn1 olsun.
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v V2 U3 ... Up_l Up
n| A -1 0 -« 0 0
vl O A =1 -« 0 0
vs 0 O 0 A - 0 0
P(C,) = :
v,of O 0 0 -1 0
Up_1 o 0 -+ A -1
v, | =1 0 0 - 0 A .

Bu determinant1 ilk siituna gore agarak hesaplarsak iki tane (n —1) X (n—1)

determinant elde ederiz:

A —1 0 0o 0 -1 0 0 0 0
0 X -1 0o 0 A —1 0 0 0
0o 0 AN - 0 0 0o A =1 -~ 0 0
P(Cr) = A : ) + (=" : : _ :
0 0 0 -~ =1 0 0 0 o -~ 0 0
0 0 0 -~ A =1 0 0 0o -~ =1 0
0 0 0 -~ 0 A 0 0 (R N |

— A" L

Simdi en azindan bir kenarin yonlendirmesi digerlerinden farkli olsun. Bu kenari

e = v;v;4+, olarak isimlendirelim. O halde

UL V2 U3 ... Up—1Uk Un—1Vn
ol A =1 0 0 0 0 0
v | 0 A —1 0 0 0 0
v 0 0 A 0 0 0 0
P(C)= v 0 0 0 -+ XA 0 - 0 0
wl 0 0 0 .. 1 X .. 0 0
vl 00 0O .o 0 0 -0 A —1
Gl=1 0 0 - 0 0 - 0 X

elde edilir. Sag istteki (k-1)x(n-k+1) matrisi 0 matrisidir. Boylece P(C,) =
A1 gn=(km1) — anelde edilir. Eger birden fazla kenarin yonii degistirilirse, o

kenarlar1 v; _1v; , Vi, —1Vy,, ", Vi -1 Vg, Olarak isimlendirirsek
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P(Cn) — A1 _;11’2—1—{1'1_1}.“ An—{i;{—l} — qn
elde edilir.

5.1.5. Ornek. Asagida verilen devir graflariin karakteristik polinomunu hesaplayalim:

A 0 0 0 -1
-1 A 0 0 0
P(Cs)=l|0 -1 A 0 0
0 0 -1 A 0
0 0 0 -1 A
=2 —1
elde edilir. Simdi de herhangi iki yonii ters ¢evirelim:
Vv W
® < Yl 0o 0 0 O
-1 4 0 0 O
PCs)=f0 -1 A -1 0
X
4 Ce 0 0 0 4 0
-1 0 0 -1 2
*— =2
z
Y

sonucu ortaya cikar.
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6. KENAR EKLEME VE BENZERI GRAF BUYUTME ISLEMLERININ
KARAKTERISTIiK POLINOMA ETKIiSi

6.1. Giris

Kose ve kenar ekleme ya da cikarma islemleri, graflarin belli 6zelliklerinin elde
edilmesinde olduk¢a faydalidir. Bu bolimde kenar ekleme isleminin karakteristik
polinoma etkisini inceleyecegiz. Yapacagimiz islemlerde oOncelikle verilen grafin

koselerini daha sonra eklenen kenarlarin kdselerini numaralandirma yapacagiz.
6.2. Kenar ekleme

6.2.1. Lemma. G baglantili yonlendirilmis bir graf olsun. v € G olmak iizere G grafina

e = vu sallanan kenarini ekleyerek olusturulan G + e = G + vu grafin1 alalim. O halde
P(G+e)=A-PG)

seklindedir. Bu 6zellik e kenarinin yonlendirilmesinden bagimsizdir.

G G+e
Sekil 6.1. G grafina bir sallanan kenar eklenmesi

Ispat. vu kenarinin ydnlendirilmesini u dan v ye dogru alalm (v den u ya dogru
yonlendirme alinirsa da ispat ayni gelecektir). G grafinin karakteristik matrisine de
P(G) diyelim. A (n X 1) —siitun matrisi ve B (1 X n) —satir matrisi olmak iizere

G + e grafinin karakteristik matrisi agagidaki gibidir.

P(G+e) = ‘Pg) ‘;‘
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A ve B matrislerinin sadece bir elemanlar1 hari¢ digerleri sifirdir. O eleman ise —1 dir.

Boylece lemma ispatlanmis olur.

Bu lemma bize gosteriyor ki baglantili bir & grafina yonlendirilmis bir sallanan kenar

eklendigi takdirde, karakteristik polinomunu bulmak i¢in eklenen kenarin

yonlendirilmesine bakilmaksizin G grafinin karakteristik polinomunu A ile garpmak
yeterlidir. Bunun sonucunda genellestirme yaparak baglantili bir G grafina k tane
yonlendirilmis sallanan kenar eklemenin de G grafinin karakteristik polinomunun A ¥ ile

carpilmasina neden olacagi sdylenebilir.

Yonlendirilmis bir G grafina yonlendirilmis bir sallanan kenar ekledigimizde G grafinin
karakteristik polinomunu A ile ¢arparak yeni grafin karakteristik polinomunu elde

edebilecegimizi biliyoruz. Bu sonucu kullanarak 5.1.2. Teorem ve 5.1.3.Sonug igin

alternatif bir ispat yapabiliriz. Asagida bazi diger benzeri sonuglar mevcuttur:

6.2.2. Sonug. Yonlendirilmis baglantili G grafina k adet yonlendirilmis sallanan kenar

ekleyelim. Olusan yeni grafa G' dersek asagidaki baginti saglanir:

P(G') = A%-P(G).

Sekil 6.2. Baglantili G grafina k adet sallanan kenar eklenmesi

6.2.3. Ornek. Sekil 6.3 de verilen yonlendirilmis G grafinin karakteristik polinomu
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Sekil 6.3. Baglantili bir G grafi

A -1 0 0O -1 0
0 A -1 0 0o -1
0 0 A -1 -1 0
P(G) =
©) 0 0 0 A -1 0
0 0 0 0 A -1
-1 0 -1 0 0 A

=—1- A-A -3+
seklindedir. Simdi verilen grafa sallanan kenarlar ekleyelim.

7 11

10

9

Sekil 6.4. Baglantili G grafina sallanan kenarlar eklenmesi

Elde edilen yeni grafin karakteristik polinomu ise
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A -1 0 0 -1 0 0 0 0 O 0
0 A =1 0 0 -1 0 0 0 O 0
0 0 A -1 -1 0 0 0 0 O 0
0 0 0 A -1 0 0 0 O0 -1 0
0 0 0 0 A -1 0 0 0 0 -1
PG)=|-1 0 -1 o0 0 A 0 0 0 O 0
-1 0 0 0 0 0 4 0 0 O 0
-1 0 0 0 0 0 04 0 O 0
0 0 -1 o0 0 0 00 4 O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O A

=(—1— A—-A2 =383+
olarak elde edilir.

6.2.4. Sonug. G, yonlendirilmis baglantili bir graf olsun. G grafi, G; grafina Sekil 6.3’de
oldugu gibi bir Py;; patika grafini, G; grafinin bir kosesi ile patika grafin ug

noktalarindan birini 6zdesleyerek elde edilen bir yonlendirilmis graf olmak iizere,

P(G) = P(Gy)-A*

seklindedir.
Vv
u —t—— .. 0
Pyiq
u=v
Sekil 6.5. Bir grafa patika eklenmesi
6.2.5. Ornek.
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Sekil 6.6. Yonlendirilmis bir graf

Sekil 6.6’da verilen grafin karakteristik polinomu

A -1 0 0 0 0
0 A -1 0 0 0
0 0 A -1 0 0f_ . .3,
0 0 0 A -1 of>"t7A*A
0 0 -1 0 A -1
-1 0 0 0 0 A
seklindedir. Verilen grafa bir patika ekleyelim.
6
1 7 8 9 10
00—
5
4
3 2

Sekil 6.7. Yonlendirilmis bir grafa patika ekleme

Yeni grafin karakteristik polinomu
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A -1 0 0o 0 0 -1 0 0 O

o 2 -1 0 0 0O 0O O 0 O

o 0o A2 -1 0 0O 0O O 0 O

o 0o 0 A -1 0 0 O 0 O

0o 0 -1 0 A -1 0 0 0 o0f_ 3 L 96 4
1 0 0 0 0 A 0 o o o Ct=AFEA
o 0 0 0O 0O 0 A -1 0 0

o 0 0 0O 0O 0 0 A -1 0

o 0o 0 0O O 0O 0 O0 A -1

o 0o 0o 0o O O O o0 o0 A

seklinde elde edilir.

Lemma 6.2.1. kullanilarak yonlendirilmis yildiz graflarinin karakteristik polinomunun

formilinu elde edebiliriz:

6.2.6. Sonug¢. 5;; n koseli yonlendirilmis bir yildiz grafi olmak iizere,

P(S,) = A"
bi¢imindedir.
6.2.7. Ornek.
6 /. 2
5 1 3
A

Sekil 6.8. 5¢ yonlendirilmis yildiz grafi

Sekilde verilen S¢ yildiz grafinin karakteristik polinomu:

31



A -1 -1 0 0 0
0 12 0 0 0 0
0 0 A 00 0
P(S,) = — A6
(S6) -1 0 0 1 0 0
-1 0 0 0 A1 0
-1 0 0 0 0 x

seklindedir.

Ayni zamanda bu sonug¢ yonlendirilmemis yildiz graflari i¢in de gegerlidir. Yukaridaki

sonucu devirsiz ve yonlendirilmis graflar i¢in genelleyelim.

6.2.8. Sonu¢. Yonlendirilmis, devirsiz ve n koseli bir T,, aga¢ grafinin karakteristik

polinomu asagidaki gibidir:

P(T,) =A™

6.2.9. Ornek. Sekil 6.9°da verilen ydnlendirilmis aga¢ grafinin karakteristik polinomu

asagidaki sekildedir:

Sekil 6.9. T1; yonlendirilmis agag grafi
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A -1 0 0 0 O O 0 0 0 ©
0 A -1 -1 0 0 O O 0 0 0O
0o 0 A 0 0 O O 0 0 0 O
0o 0 0 A -1 -1 -1 0 0 0 0
0o 0 0 0 A O 0O 0 -1 —-1 0
Pyy)=10 o o O O A O O O 0 O
0o 0 0 0 0O O A -1 0 0 O
0o 0 0 0 0O O O A 0 0 O
0o 0 0 0 0O O O 0 A 0 0
0o 0 0 0 0 O O 0 0 A -1
0o 0 0 0 0O O O 0 0 o0 1

|
s

-

=

6.2.10. Sonug. T} ;s yonlendirilmis bir larva graf olsun. Asagidaki bagint1 saglanir:

P(Tr.s) = P(C,)-P(R) = P(C,)- A

6.2.11. Ornek.

Sekil 6.10. Yonlendirilmis Ty 3 larva grafi

Sekilde verilen yonlendirilmis Ty 3 larva grafinin karakteristik polinomu

o O e

P(T,;) = |-1

o oo oo

|
[T o T = B T e T Y
|
[T o T e B e - N o
|
== = T = R N oo

I
cox~ocoo [
oO~OoOoCOC OO

o o O

:(34_1)'/’13 = P(C4)'P(P3)

seklindedir.
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6.2.12. Sonu¢. k = n olmak tizere G, tek deviri k uzunluklu bir C, deviri olan,

yonlendirilmis, n koseli bir graf olmak tizere

P(G) = P(Cy) - V7%

seklindedir.

6.2.13. Ornek.

7

Sekil 6.11. Tek devire sahip yonlendirilmis bir graf

Sekilde verilen grafin karakteristik polinomu

A 0 0 0 -1 0 0 0 0O 0 0
-1 A 0 0 0 0O -1 0 0 0 0
0 -1 4 -1 0 0 0O 0 O 0 0
0 0 0 A -1 0 0O 0 0 -1 0
0 0 0 0 A -1 0 0 0 0 0
P(G)=1|0 0 0 0 0 A 0O 0 O 0 0
0 0 0 0 0 0 A 0 O 0 0
0 0 -1 0 0 0 0o 4 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0O 0 O A 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0O 0 4

=AM =2%-A=P(C5)-A°
dir.
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Karakteristik polinomlar bulunurken kenar c¢ikarma islemleri i¢in kenar eklemede

oldugu gibi 4 veya kuvvetleri ile nasil ¢arpiliyorsa, kenar ¢ikarmada da ayni terimlere

boliinmesiyle elde edilir.
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7. YONLENDIRILMIiS GRAFLARI BIRLESTIRMENIN VE AYRISTIRMANIN
KARAKTERISTIK POLINOMA ETKISi

7.1. Giris

Bu boliime kadar yonlendirilmis graflarin karakteristik polinomlarinin bazi 6nemli
Ozelliklerini inceledik. Simdi ise bazi kiigiik graflar1 kullanarak karakteristik polinomu
hesaplayabilmek i¢in yeni yontemler veren 6nemli sonuglar elde edecegiz. Graf Teoride
ve genel olarak matematikte, ana yapinin 6zelliklerini elde etmek igin kiigiik parcalari
tizerinde ¢aligmak ve bu parcalardan elde edilecek daha kiiciik boyuttaki bilgilerden
faydalanarak biitiin hakkinda bilgiye ulasmak sik kullanilan ve zekice bir fikirdir. Ozel
olarak graflarda bu mantiga uygun hareket etmek istedigimizde, kopma noktalari
(koseleri) ve kopriiler, bu amaca yonelik olarak kullanilabilir. Bu yiizden pek ¢ok grafin
karakteristik polinomlarini hesap etmek i¢in bu béliimde kopma noktalarini ve kopriileri
kullanabiliriz. Yapacagimiz islemlerde etiketlemeleri yaparken oOncelikle devirdeki
koseleri, sonra varsa sallanan kenarlardaki koseleri sirasiyla numaralandiracagiz.

Asagidaki teoremi vererek baglayalim:

7.1.1. Teorem. G grafi, uzunluklar:  ve s olan iki devirin, Sekil 7.1°deki gibi ortak bir

v kosesinde birlestirilmesiyle elde edilen yonlendirilmis graf olsun. Yani, v kosesi G

grafinin bir kopma noktast olsun ve silindiginde ¢ — v grafinda r ve s uzunluklu iki

devir kalsin.

P(Cr) ) P(Cs) —1
A

P(Cr) ) P(Cs)
A

tiim yonlendirmeler ayni ise
P(G) =
diger hallerde

karakteristik polinomu elde edilir.
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Sekil 7.1. Ortak bir noktada birlesen iki devir grafi

Ispat. Tiim yonlendirmeler ayn1 olsun.

Sekil 7.2. Ortak bir noktada birlesen ayn1 yonlii iki devir graf

vy VU2 U3 cew UpaUpUpqr oo Upgs—1
(] A -1 0 .. 0 0 o --- 0
g 0 A =1 .- 0 0 o --- 0
g 0 0 A oo 00 o --- 0
P(Gj =  Up_] 0 0 0 A =1 0 0
(2 -1 0 0 0 X =1 0
Uyl 0 0 0 0 0 A 0
Vpys—1 O 0 o -~ 0 =1 0 = A

Yukaridaki determinanti hesaplamak i¢in birinci siituna gore agalim. 1. ve r. satir

disindakilerden 0 sonucu elde edilir. Bu determinantin elemanlarini a;; ile gosterirsek

a;; = A,a,; = —1ve My, , M, kofaktorler olmak tizere,
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P(G) =ay My + apy - My

karakteristik polinomunu elde ederiz. Simdi My, ve M, kofaktorlerini hesaplayalim:

Vg VU3 Vg ... UpqUpUpgl - Upgs—1
v, |A =1 0 0O 0 0 --- 0
vs |0 A =1 .-~ 0 0O 0 --- 0
vy |0 0 X -~ 0O O 0 --- 0
My=(=D)"" wv_4|0 0 0 A =1 0 0
Uy o 0 --- 0 X —=1 --- 0
vy |00 0 o 0 0 A o 0
Vpsot/ O 0 0 - 0 =1 0 - A
= 2 -1)

seklindedir. O halde a;;-M;; = A771-(A°—1) elde ederiz. C. deviri ters
yonlendirilirse ar_qy, ile a,;.—1) elemanlar yer degistirir. Bu da determinanta etki
etmez. Sag alt kdsedeki s X s matrisi, ag-4s—1) terimi olan —1 harig bir {ist tiggensel

matristir.

Vo V3 V4 ... Up_1UpUppl ... VUrgps_1
vy, |=1 0 0 -~ 0 0 0 --- 0
v | A =1 0 -~ 0 0 0 .- 0
vs | O A =1 -«- 0 0 0 --- 0

ﬂ'[ﬂ'l = (—1)?'_'_1 * Vr_1 0 0 0 P /\ J_

-1 0 -
Vet 00 0 .o 0 0 A .- O
Vs O 0O 0 .- 0 0 0 ... 0

Upps—1 0 0 0 .- 0 =1 0 -+ X
— (_1)r+1 . (_1)r—1 . (‘15—1) — (_1)2r . (};{5—1)_

Benzer sekilde iki devir yer degistirirse yani simetrigini alirsak veya 180 derece

dondiirlirsek @(;+5-1)r il& @41y, elemanlan yer degistirir ve determinant degismez.

Boylece
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P(G) = a1 My + aq - My = Ar—1l. (s —-1)— (}15—1)
— Ar‘+5—1 _;1}*—1 _):13—1

elde edilir. Bilindigi iizere P(C,) =4 —1ve P(C;) =A% — 1karakteristik

polinomlarini kullanarak

P(C,)-P(C.) —1
2

P(G) =

seklinde ifade edilir. Eger numaralandirmaya Cs yonlendirilmis grafindan baslanirsa;
P(G)=21-(A—1)— @A"Y

— ;,15+r—1 _;,15—1 _ ‘11'—1
bulunur. Yani

P(c,)-P(C,) —1

P(G) = p

aynt sonucu verdigi asikardir. Simdi diger hallerdeki durumlar1 inceleyelim.

Yonlendirmelerden en az biri farkli ise asagidaki gibi hareket edilir:

k+1

Sekil 7.3. Bir yonii farkli ortak bir noktada birlesen ayni yonlii iki devir grafi

e=k(k+1)€EC, —{(r,1)}),ke{1,23,:,(r— 1)} veyae = (r,1) olsun.
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P(G) Kkarakteristik polinomunu bulmak i¢in asagidaki determinanti hesaplamamiz

yeterlidir:
v vz Ui ces UkUk+1Uk42 o Upa W Uppr o Upgs—1
oy A =1 0 v 0 0 0 - 0 0 0 - 0
Vs 6o x -1...0 0 0O0O..- 0 0 0 - 0
s | 0 0 A v 0 0 0 - 0 0 0 .- 0
Uk 6 o o0 -~ 0 X O.. 0 0 0 . 0
g1 | O O O ... 0O -1 A --.- 0O 0O O --- O
Vs | 0 0 0 o 0 0 A - 0D 0O O 0
vyl 00 0 v 0 0 0 v A =1 0 .o 0
U, -1 0o O -~ 0 0 O .- 0 X -1 .- 0
g 00 O -~ 0 0 0O -~ 0 0 A - 0
Upysq 0 O O -~ 0 0 0O -~ 0 —1 0 -+ A
Bu determinant sirastyla kosegen tizerindeki

kxk,1x1,(r—k—3)x(r—k—3), 1x1, sxs boyutlu kare determinantlarin

¢arpimi olup,
P(G)=X-A- k3 2-(F—-1) =11-(F-1

P(Cr)' P(Cs)

P(G) = 7l

seklindedir. Ayrica Cs devirinde bir kenarin yonii degistirilirse ayn1 sonug elde edilir.

Benzer sekilde birden fazla kenarin yonii de degistirilirse ayni ifade elde edilecegi

kolayca goriiliir.

7.1.2. Ornek.

3 2 8

Sekil 7.4. Ortak bir noktada birlesen ayn1 yonlii Cs ve Cy devir graflar
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Sekilde verilen yonlendirilmis grafin karakeristik polinomu

A =1 0 0 0 -1 0 0
0 A =1 0 0 0 0 0
0 0 A -1 0 0 0 0
0 0 0 A -1 0 0 O0|_ 5 .4, 48
-1 0 0 0 A 0 0 of A=+
0 0 0 0 0 A -1 0
0 0 0 0 0 0 A -1
-1 0 0 0 0 0 0 A
(A%-1)(a*-1)-1
o 1
_ P(€5)P(Cy)-1
o i
dir.
7.1.3. Ornek.

Sekil 7.5. Ortak bir noktada birlesen karigik yonlii C5 ve C, devir graflari

Sekilde verilen yonlendirilmis grafin karakteristik polinomu

A 0 0 0 00 0 ©

-1 4 -1 0 00 0 0

0 0 A 0 00 0 0

0 0 -1 A2 0 0 O G_AS_P(CS)'P(C-@)
-1 0 0 -1 A 0 0 0 A
-1 0 0 0 0 A -1 0

0 0 0 0 00 4 0

-1 0 0 0 0 0 -1 A

seklindedir.

41



Buradaki sonucu kullanarak bu teoremi asagidaki bigimde kolayca genelleyebiliriz:

7.1.4. Sonug. G grafi, tek kesisme noktast bir ¥ kopma noktasi olan C,. ve C; seklinde

iki devire sahip bir grafa k tane sallanan kenar eklenerek elde edilen graf olsun.

Sekil 7.6. Ortak bir noktada birlesen iki devir grafina k tane sallanan kenar eklenmesi
O halde

P(G) = (P(C,)-P(C;) —1)-A*"1 devirlerdeki tiim yénlendirmeler aym ise
B Ak-L-p(c,)-P(C,) diger hallerde

seklindedir. Burada yonlendirmeleri dikkate alirken sadece devirler {izerindeki
kenarlarin yonlendirilmelerini incelemek yeterlidir. Diger kenarlarin

yonlendirilmelerinin hi¢gbir 6nemi yoktur.

7.1.5. Ornek.

Sekil 7.7. Ortak bir noktada birlesen iki devir grafina birkag tane sallanan kenar
eklenmesi

Sekilde verilen yonlendirilmis grafin karakteristik polinomu

42



A 0o -1 -1 0 0 o0 O 0 o0 0 0
-1 A 0 0 0 0 o0 O 0 o0 0 0
0 -1 4 0 0 0O 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 A -1 0 0 0 0 0O 0 0
0 0 0 0 A -1 0 0 0O O -1 0
-1 0 0 0 0 A 0 O O -1 0 O
P(G) =
©) 0O -1 0 0 0 0O 4 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0O 0 A 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0O 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0O 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0O A 0
0 0 0 0 0 O 0o o o0 0 -1 4
=R - B -P=[(AF-1-A*-1)—1]-2271
= (P(C3)-P(C)—1) - A
seklindedir.

7.1.6. Teorem. Iki devirli yonlendirilmis bir G grafinin, G, ve G, devirli yonlendirilmis
bilesenlerini birlestiren kopriiniin yonlendirilmesi, P(G) karakteristik polinomuna etki

etmez. Yani asagidaki bagnti saglanir:

P(G) = P(G1)'P(Gz)-

Ispat. e = uju,y; G yonlendirilmis grafinin u, kosesinden ups; kosesine dogru
yonlendirilmis kopriisii olsun. G — e yonlendirilmis grafinin her biri tek devire sahip
olan yonlendirilmis bilesenlerine de G; ve G, diyelim. Bunlarin uzunluklari sirasiyla r

ve s olsun. Bkz. Sekil 7.8.

Sekil 7.8. Koprii ile birlestirilmis iki devirli graf

G’nin karakteristik polinomu asagidaki determinanttan elde edilir:
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Al — AG, B

P(G) = C Al — AG,|'

Bu determinantta B, r X s boyutlu ve a,.(,+1) eleman1 —1 diger tiim elemanlar1 O olan

bir matristir. C ise s X r Boyutlu bir 0 matrisidir. Bu determinant
|AI — AG,|- |AI — AG,|

degerine esittir. Boylece

P(G) = P(Gy)-P(Gy)

elde edilir. Simdi e’nin yonlendirmesini degistirelim. Bu durumda G’nin karakteristik

polinomunu veren determinant

Al — AG, B

P@G) = c Al — AG,

olacaktir. Bu determinantta ise €, s X r boyutlu ve a,-4+;) elemam —1 diger tiim

elemanlar1 O olan bir matristir. B ise r X s Boyutlu bir 0 matrisidir. Dolayisiyla diger

durumla ayn1 sonucu verecektir.

7.1.7. Ornek. 1 5

>
2 3 4

Sekil 7.9. G, yonlendirilmis graf

G, grafinin karakteristik polinomu

A 0 -1 0 -1

-1 A -1 0 0
P(G)=(0 0 A -1 0]|=A4°

0 0 0 A 0

0 0 0 -1 A
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7 8 11
Sekil 7.10. G, yonlendirilmis grafi

G, grafinin karakteristik polinomu ise

1 0 0 -1 0 o0
1 4 -1 0 0 0
0 0 A 0 0 -1
PGI=10 o 21 2 0o o =@*-1-a*
0 0 0 -1 A 0
00 0 0 -1 A

seklindedir. O halde bu iki grafi bir koprii ile birlestirelim:
5 6 9 1

M> E L< {

2 3 4 7 8 1

Sekil 7.11. G = G, U G,

0

1

Sekilde verilen koprii igeren G yonlendirilmis grafinin karakteristik polinomu ise:

A 0 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0
-1 4 -1 0 0 0O 0 0 0 0 0
0 0o A -1 0 0O 0 0 0 0 0
0 0 0 A 0 0O 0 0 0 0 0
0o 0o 0 -1 4 -1 0 o0 0 0 0
P(G)=|0 0 O 0 0 A 0 0 -1 0 0
0 0 O 0 0 -1 4 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 -1 4 0 0
0 0 O 0 0 0O 0 0o -1 4 0
0 0 0 0 0 0O 0 0 0 -1 4

N
(@]



:(}14_1)'}1? = P(Gl)'P(GZ)

seklinde oldugu agiktir.

7.1.8. Teorem. G yonlendirilmis grafi, C,, ve €y, yonlendirilmis devirli graflarini bir Py

patika grafi ile birlestirerek elde edilen graf olsun, Bkz. Sekil 7.12.

e ——4,

uz u3 e o o uk_z uk—l

Sekil 7.12. iki devir grafinin bir patika ile birlestirilmesi

G’nin komsuluk matrisinden elde edilen karakteristik polinomu veren denklem
P(G) — P(Cm)' P(Cn) 'P(Pk—z)

(A" —1)- (A" — 1) - A*2? devirlerdeki tiim yénlendirmeler ayni ise
UL LR Lt diger hallerde

seklindedir.

Ispat. Yukaridaki sonuglara benzer sekilde ispatlanabilir.

7.1.9. Sonug. Teorem 7.1.6., Teorem 7.1.8. ile beraber igleme alininca C,;, C,, graflar

yerine herhangi yonlendirilmis iki graf alinabilecegi agiktir.

7.1.10. Ornek. Ornek 7.1.7. deki kdpriiye birkag tane daha kenar ekleyelim:
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1
12 13 14 15 <{
1

2 3 4 7 8
Sekil. 7.13. Bir patika ile birlesen iki graf

Sekilde verilen yonlendirilmis grafin karakteristik polinomunu bulalim:

A 0 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0o 4 -1 o0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 A4 -1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 O 0 0 A 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 4 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 o0 o 0o -1 4 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 O 0 -1 4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A -1 0 0
0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 A 0 0
0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 -1 4 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 4

Yukaridaki determinant (A% — 1) -4 = P(G,)- P(G,) - P(P,) olarak bulunur.

7.1.11. Teorem. G yonlendirilmis 2 devirli grafi, C,. ve Cs devir graflarinin ortak bir e

kenarinda birlestirilmesiyle meydana gelen bir graf olsun. Bkz. Sekil 7.14. Bu grafin
karakteristik polinomu asagidaki sekildedir:

47



Sekil 7.14. 1ki devirli ve ortak bir kenara sahip olan bir graf

C, ve C; devirlerinden birinin tiim kenarlari ayni yonli, diger devirde ise sadece e

kenar1 farkli yonlii ise

P(c,) - P(C,) — 22
22 ’

P(G) =

her iki devirin tiim kenarlar1 ayn1 yonde yonlendirilmisse

P(C,)- P(C.) — 1
22 ;

P(G) =

ve eger ya C,. ve C; devirlerinin ikisinde de en az birer kenar farkli yone sahipse ya da
bu devirlerden birindeki tiim kenarlar ayn1 yonlendirmeye sahipken digerinde e disinda
en az bir kenar farkli yonlendirmeye sahipse

P(Cr')' P(Cs)

P(6) =—"=;

seklindedir. Bu sonuglar da yukaridaki sonuglarin ispatinda kullanilan yontemlere

benzer sekilde ispatlanabilir.

Ornek 7.1.7. deki G; grafinda e = (1,3) kenar1 olarak almirsa G; grafi C3ve C,
graflarinin e kenarinda kesismesiyle meydana gelmis olur ve teoremdeki son duruma

ornek olur. Benzer sekilde G grafi da ayni duruma Srnektir.

7.1.12. Ornek.
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7

Sekil 7.15. Ortak bir kenara ve ayn1 yonlii iki devire sahip graf

Sekilde verilen yonlendirilmis grafin karakteristik polinomu

A -1 0 0 O 0 0
o 4 -1 0 0 0 -1
o 0 4 -1 0 0 0
0o 0 0 A -1 0 o|=-2A-2+1
-1 0 0 0 A 0 0
-1 0 0 0O 0O A 0
o 0 0 o0 0 -1 4

Elde edilen sonucun ikinci durumdaki formiil oldugu asikardir. Yani

P(C5)-P(Cy) —1
A2

dir. Son olarak verilen 6rnekte C, grafinin (1,2) kenari hari¢ geri kalan kenarlarin

yonleri degistirilirse

7
Sekil 7.16. Ortak bir kenarin verilen bir devirin dongiisiine ters oldugu graf

Simdi karakteristik polinomunu bulalim.
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A -1 0 0 0 -1 0

o A2 -1 0 0 0 0

o 0 A -1 0 0 0

0o 0 0 A -1 0 o0|=-1-2+7
-1 0 0 0 A 0 0

o 0 o 0 0 A -1

0o -1 0 0 0 0 A

elde edilen sonucun da

P(C5)-P(CY -2
A2

oldugu agiktir.

7.1.13. Sonug. Teorem 7.1.8. ve 7.1.11. deki graflara k adet sallanan kenar eklendigi

takdirde verilen polinomlarin A* ile ¢arpilmast yeterli olacaktir.
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8. BULGULAR, TARTISMA VE SONUC

Graflar, son yillarda basta kimya, fizik, elektronik miihendisligi, farmakoloji, toplum
bilim, networkler, biyoloji gibi birgok alanda ortaya ¢ikan uygulamalarindan dolay1
onemli ve sik kullanilan bir ¢alisma alani haline gelmistir. Matematigin giinlimiizde en
hizla gelisen ve diger alanlara en yaygin sekilde uygulanabilen alt dali graf teoridir. Bu
nedenle bu konuda oldukga vyiiksek sayida arastirma mevcuttur ve sadece
matematikgiler degil, graflarin uygulanabildigi tiim bilim alanlarindaki arastirmacilar

icin bu alan 6nemli bir ¢aligsma disiplini olmustur.

Bu tezde klasik graflarin yetmedigi yerlerde kullanilan ve ilk kullanim alanimi elektrik
devreleri olarak bulan yonlii ve yoOnlendirilmis graflar ele alinmistir. Bir grafin
modelledigi bir gercek olaydaki nesneler arasinda tek tarafli iligkiler s6z konusu
oldugunda klasik graflar bu yonii belirtemeyeceginden yonlii graflara ihtiyag

duyulmaktadir ve bu konu ¢ok yaygin uygulamalara sahiptir.

Tezde Once ilgili graf tiirleri tanitilmis ve daha sonra yonlii ve yonlendirilmis graflarin
karakteristik polinomlar1 ele alinmistir. Daha sonraki boliimlerde once belli basl
yonlendirilmis graf smiflarinin  karakteristik polinomlart hesaplanmigtir. Sonraki
boliimlerde ise kenar ekleme isleminin ve grafi bolme isleminin yonlendirilmis bir

grafin karakteristik polinomuna etkisi belirlenmistir.

Benzer caligsmalar kdse ve kenar silme ve kose ekleme islemleri i¢in de yapilabilir.
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