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Bu doktora tezinde ¢ok sayida uygulamalari olan topolojik graf indekslerinin genis bir alt
sinifi olan ¢arpimsal topolojik graf indeksleri ¢aligilmistir.

Bu tezde 5 boliim yer almaktadir. Giris adi verilen ilk bdliimde tezin geri kalaninda
gerekli olan ve graflarla ilgili temel tanim ve kavramlar hatirlatilmistir. ikinci boliimde
kuramsal temellerden, tigiincii boliimde ise materyal ve yontemden bahsedilmistir.

Dérdiincii boliimde bulgulardan bahsedilmistir. Topolojik graf indekslerinden, tezin ana
konusu olan ¢arpimsal topolojik graf indekslerinden ve temel bazi 6zelliklerinden, alt
bolme, r-alt bolme ve duble graflarin Narumi-Katayama indekslerinden, Carpimsal
geometrik aritmetik indeksin 6zelliklerinden, genel sonuglarindan, alt iist sinirlarindan
bahsedilmis ve kenar eklemenin indekse etkileri hesaplanmistir.

Besinci ve son boliimde tartisma ve sonugtan bahsedilmistir.
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1. GIRIS

Bircoklarina gore Graf Teorinin temelleri Euler tarafindan 1736 yilinda yazilan bir
makale ile ortaya ¢ikmistir. Makale Konigsberg Kopriileri problemi de denilen eglenceli
bir problemi igceriyordu. Konigsberg’in i¢inden akan Pregel nehri ortasinda kiyilara ve
birbirine 7 adet kopriiyle bagli bir ada ve yarimada bulunmaktadir. Makaledeki problem
“Adalarin ya da kiyilarin birinden baglayarak biitiin kopriilerden birer kez gecerek
baslanan noktaya donebilir miyiz?" seklindedir. Bu problemin ¢6ziimiiniin olmadigi,
problemdeki kopriiler ve adalar, bir grafa gevrilerek gosterilmistir. Makalede tabi sadece

bu problemin degil problemin genel halinin ¢6ziimii de verilmekteydi.

Bir graf noktalardan ve bu noktalar1 birlestiren ¢izgilerden olusur. Noktalara grafin
koseleri, cizgilere de kenarlar1 adi verilir. Kenarlar ¢izgi olabilecegi gibi egri de olabilir.
Hatta bu egri ayn1 kosede baslayip bitebilir. Graflar bir diizlemde ya da farkli yiizeylerde
yonlendirilebilen veya yonlendirilemeyen olarak cizilebilir. Bu sekildeki c¢aligmalar
Omega Invaryanti yardimiyla yapilmaya baglanmistir. Omega invaryantr ile ilgili ayrmtil
bilgi i¢in Ascioglu ve ark. (2020) incelenebilir. Graf teorinin en 6nemli uygulama
alanlarindan biri kimyadir. Kimyada atom ve molekiillerin modellenmesi graflar
yardimiyla yapilir. Atomlar koseler, kimyasal baglar da cizgiler olarak diisiiniilerek
modelleme yapilir. Atom ve molekiillerin siniflandirilmasinda kullanilan sabit sayilar
graf modelleri yardimiyla ¢ok daha kolay ve ekonomik olarak hesaplanmaktadir. Bu
hesaplamalar yapilirken topolojik graf indekslerinden faydalanilmaktadir. Topolojik
indeksler, sayisal yapi-aktivite iliskisi modellerinde (QSPR/QSAR) kullanirlar. Yapilan
hesaplamalar sonucunda elde edilen sayilar ile kimyasal 6zellikleri incelenen atom,
molekiil sabitleri arasinda baglanti bulunmasi durumunda verilerin kimyasal
ozelliklerinin belirlenmesi miimkiin hale gelir. Bu baglantilar ve ekonomik faydalar
sayesinde kimyaya bagl biyoloji, fizik gibi dallarda da graf teoriye olan ilgi artmistir.
Graf teorinin bir bagka uygulama alan1 da matematik ve bilgisayardir. Ornegin "minimum
geren agac problemi", "network akis problemi", "en kisa yol problemi" gibi problemler

graf teori yardimiyla ¢ozilmiistiir.

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez boyunca kullanilacak olan graflarla

ilgili tamm ve kavramlar verilmistir. Ikinci béliimde kuramsal temellerden, iigiincii



boliimde materyal ve yontemden bahsedilmistir. Dordiincii boliimde alt basliklar halinde
topolojik graf indeksleri tanimlanmigtir. Bu boliim tezin ana konusunu igeren g¢arpimsal
topolojik graf indekslerinden olusmustur. Ayrica graflar1 daha karmasik hale getirip genel
sonuglara ulagsmaya yardimci olan alt bélme ve duble graflar yardimi ile Narumi-
Katayama indeksleri hesaplanmistir. Yine bu bolimde ¢arpimsal geometrik aritmetik
indeks ile ilgili hesaplamalar yapilmig, alt iist sinirlar bulunmustur. Ayrica kenar
eklemenin bu indekse etkisi incelenmistir. Besinci ve son boliimde ise tartisma ve

sonuclardan bahsedilmistir.

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda tez boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanimlanacak ve graflarin
bazi 6zellikleri verilecektir. Ayrintili bilgi i¢in Bondy ve Murty (1982), Bondy ve Murty
(2008), Chartrand (1985), Chartrand ve Zhang (2012), Clark ve Holton (1995), Deo
(1974), Diestel (2010), Foulds (1992), Gross ve Yellen (2006), Hartsfield ve Ringel
(2003), Skiena (1990), Thulasiraman (1992), Trudeau (1993), Tutte (1998), Vasudev
(2006), West (2001), Wilson (1998), veya diger temel graf teorisi kitaplari incelenebilir.

1.1.1. Tammm. Elemanlarina koseler (vertex) adi verilen sonlu bir V kiimesi ile, V
kiimesindeki siralanmamig ikilileri kenar (edge) kabul eden sonlu bir E kiimesinden

olusan yapiya graf (graph) denilir.

G = (V(G),E(®))

ile gosterilir. Bir G grafinda kdse kiimesinin ve kenar kiimesinin eleman sayilari sirastyla
n ve mile gosterilir. Yani kose kiimesi eleman sayisi |V (G)| = n ve kenar kiimesi eleman

sayist |E(G)| = m’dir.
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Sekil 1.1. Bir G grafi

Sekil *de verilen G grafinin kose kiimesi V(G) = {a, b, c,d, e, f, g, h, 1} ve kenar kiimesi
E(G) = {ey1, ez, e3,e4,€5,66,€7, €3, €9, €10, €11, 812, €13} dir.

1.1.2. Tanim. Bir G grafinin kenar sayisina grafin boyutu (size); kose sayisina ise grafin

mertebesi (order) denilir.

1.1.3. Tamm. Bir G grafinda iki kdse u ve v olsun. Eger bu koseler arasinda bir kenar

mevcut ise U ve v koselerine komsu (adjacent) késeler denilir.

Komsuluk kavrami graflarin ¢alisilmasinda ve uygulamalarinda olduk¢a 6nemlidir. Bu
kavram yardimiyla olusturulan ve adma grafin komsuluk matrisi denilen bir matris
yardimiyla bu matrisin 6zdegerlerini kok kabul eden karakteristik polinom elde edilebilir
ve bu 6zdegerlerin mutlak degerlerinin toplami bize grafin enerjisi denilen bir kavrami
vermektedir. Bu da graf teorinin, adina spektral graf teori denilen 6nemli bir alt dalimi
vermektedir. Spektral graf teori, 6zellikle molekiillerin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerinin

calisilmasinda yardimci olmaktadir.



1.1.4. Tanmmm. { =1,2,--,n i¢in bir G grafindaki vi koselerinin Vivi+1 € E dizisine grafta bir
yol (walk) denilir. Eger yolun tiim koseleri birbirinden farkli ise bu yola patika (path)
denilir. n koseli bir patika Pp ile gosterilir. Eger G grafi kapali bir patika ise G’ye devir

(cycle) graf denilir ve n koseli bir devir graf Cy, ile gosterilir.

Graflarin calisilmasinda en sik karsilasilan ve kullanilan graf tiirleri patika ve devir
graflaridir. Bu iki graf, graf tiirleri arasinda yer almakla birlikte ayn1 zamanda daha biiyiik

graflar i¢inde bir graf pargasi olarak da karsimiza ¢ikmaktadirlar.

Psyol grafi

Cs devir grafi

Sekil 1.2. Psyol grafi ve Csdevir grafi

1.1.5. Tamim. Bir grafta herhangi iki kdse arasinda en az bir yol varsa bu grafa baglantili

(connected) graf, aksi durumda baglantisiz (disconnected) graf denilir.

1.1.6. Tammm. Bir grafta iki kose birden fazla kenarla birlesiyorsa bu kenarlara kat/i
(¢oklu) kenar (multiple edges) denilir. Bir kose bir kenarla kendisine birlestiriliyorsa bu
kenara da dongii (loop) denilir. Katli kenar ve dongii icermeyen graflara basit graf (simple
graph) denilir.
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Sekil 1.3. Basit ve basit olmayan graflar

Sekil 1.3.A’daki graf, dongii ya da katli kenar bulundurmadig: i¢in basit bir graftir. Fakat
Sekil 1.3.B’deki e, ve e, kenarlar1 katli kenarlar; Sekil 1.3.C’deki e; kenart ise bir dongii

oldugundan bu iki graf, basit graf degildir.

1.1.6. Tammm. Bir G grafinda e = uv € E(G) olsun. Bu e kenarina u ve v kdselerine

bitigiktir (incident) denilir.

Bitisiklik de komsuluk gibi 6nemli bir kavramdir. Komsuluk matrisinden sonra en ¢ok

caligilan ve uygulamalara sahip olan graf matrisi bitisiklik matrisidir.



1.1.7. Tammm. G bir graf, u € V(G) olsun. Bu késeyi ug kabul eden kenarlarin sayisina u

kosesinin derecesi (degree) denilir ve deg(u), d,, ya da d; (u) ile gosterilir.

1.1.8. Tamim. G grafinin maksimum derecesi

A(G) = max{d;(v)|v € G}

olarak; minimum derecesi ise

8(G) = min{d;(v)|v € G}

olarak tanimlanir.

Graflarla ilgili 6zellikle kombinatorik ¢aligmalarda maksimum ve minimum dereceler
onemli rol oynamaktadir. Birgok esitsizlik bu iki 6zel kose derecesi yardimiyla ifade

edilmektedir.

1.1.8. Tamim. Eger bir kdsenin derecesi 1 ise bu koseye sallanan (pendant) kése denilir.

1.1.9. Tamim. Bir G grafinda kose derecelerinden olusan kiimeye bu grafin derece dizisi

(degree sequence) ad1 verilir.

Bir G grafinin derece dizisi en genel haliyle 0 < i <A igina; = 0 olmak iizere



DS = {O(a"), 1((11)’ Z(az), 3(a3)’ ’A(aA)}

ile gosterilir. Eger grafta derecesi 0 olan bir kose yok ise derece dizisi

DS = {1((11), 2((12)' 3((13), 'A(aA)}

sekline doniisiir.

1.1.10. Tamim. D kiimesi negatif olmayan tamsayilardan olusan bir kiime olsun. Bu kiime

bir G grafinin derece dizisine esit ise D’ye ¢izilebilir (realizable) derece kiimesi denilir.

Derece dizileri yazilirken kullanildiklar1 yere gore ya biiylikten kiiciige ya da tam tersi
siralama ile yazilmaktadir. Ornegin bir derece dizisinin ¢izilebilir olup olmadigmi
anlamak ic¢in kullanilan en temel ve eski sonuglardan birisi olan Havel-Hakimi
yonteminde derece dizisinin biiyiikten kiiclige dizilmesi gereklidir. Bunun disindaki

durumlarda genellikle derece dizileri kiigiikten biiyiige dizilmektedir.

1.1.11. Tamm. Eger bir G grafinda kdselerin dereceleri birbirine esit ise bu grafa regiiler
(regular) graf denilir. Ozel olarak tiim koselerinin derecesi r olan bir grafa r-regiiler graf

denilir.

1.1.12. Tammm (Kenar ekleme). Bir G grafina E(G) ’de olmayan bir e kenarinin
eklenmesiyle olusturulan yeni grafa e kenari eklenmis G grafi denilir ve G + {e} ya da

G + e ile gosterilir.



Bir grafa kenar ekleme ii¢ sekilde yapilabilir: (1) G grafinin bir u kdsesine, G grafina ait
olmayan bir v kosesini yeni bir e = uv kenariyla birlestirebiliriz. (2) G grafinin komsu
olmayan iki u ve v kosesini, yeni bir e = uv kenariyla birlestirebiliriz. (3) G grafina ait
olmayan iki u ve v kosesini, yeni bir e = uv kenariyla birlestirebiliriz. Bu son durumda

grafin bilesen sayisi 1 artarken ilk iki durumda degismeyecektir.

G
u

u

v
u e e
(S))
v
G +{ei}
G+{e
y {es}
G +{ez}

Sekil 1.4. Bir G grafina kenar eklemenin ii¢ yolu

1.1.13. Tammm. Hi¢ kenar1 olmayan graflara bos (null) graf adi verilir. n koseli bir bos

graf N, ile gosterilir.

Sekil 1.5. N, bos grafi



1.1.14. Tamim. Adina merkez kdse diyecegimiz bir kosenin her biri yalnizca bu kdseye
komsu olan n — 1 tane koseyle birlikte olusturdugu bir grafa yildiz (star) graf denilir. n
koseli yildiz graf S,, ile gosterilir.

Sekil 1.6. S, yildiz grafi

1.1.15. Tanmm. Bir grafta n késenin her biri kendisinden baska biitiin koseler ile birer
kenar olusturuyorsa bu grafa tam (complete) graf denir ve n koseli bir tam graf K, ile

gosterilir.

Sekil 1.7. K5 tam grafi

1.1.16. Tamum. Bir grafta koseler iki gruba ayrilarak bir grupta bulunan kdselerin bazilar
diger gruptaki koselerle, kenarlar aracilifiyla birlesiyorsa bu grafa iki par¢ali (bipartite)
graf denilir. Eger iki parcali grafta birinci grupta bulunan her kose ikinci gruptaki her bir



koseyle kenarlar yardimiyla birlesiyorsa bu grafa iki parcali tam (complete bipartite) graf

denilir. Eger gruplarda r ve s tane kose varsa bu graf K, ; ile gosterilir.

Sekil 1.8. K3 4 iki parcali tam grafi

1.1.16. Tammm. P ; Yol grafindaki iki u¢ kdseden birisini C, devir grafindaki bir kdseyle

ozdeslestirerek olusturulan grafa larva (tadpole) graf denilir. Bu graf T, s ile gosterilir.

Sekil 1.9. T, 5 larva grafi

1.1.17. Tamim. Eger baglantil1 bir grafta hi¢ devir bulunmuyorsa bu grafa agacg (tree) graf
veya kisaca agag denilir. n koseli bir agag T, ile gosterilir. Baglantililik sart1 olmadigi

durumlarda bu grafa orman (forest) ad1 verilir.

T, agacinin derece dizisi

T, = {1((11)’ 2(a2) 3(as) ___’A(G-A)}

seklindedir.

10



Sekil 1.10. 10 kdseli bir agag

Sekil 1.10°daki graf bir agactir. Dikkat edilirse patika ve yildiz graflarin tiimii de ayni

zamanda birer agagtir.

11



2. KURAMSAL TEMELLER

Bir graf yukarida belirtildigi gibi noktalardan ve bu noktalar1 birlestiren ¢izgilerden
olusmaktadir. Bu noktalara grafin koseleri, ¢izgilere ise grafin kenarlar1 adi verilir. Bu

kadar basit bir yapinin giiniimiizde sahip oldugu uygulamalar gercekten sasirticidir.

Graf teorinin en 6nemli uygulama alanlarindan biri kimya ve kimyaya bagh ilag sanayi,
kozmetik sanayi gibi dallardir. Atomlar1 ve molekiilleri graflar yardimiyla c¢alisabiliriz.
Matematigin diger dallarinda da yapilabilen bu isleme matematiksel modelleme adi

verilir.

Atomlar koseler, kimyasal baglar da ¢izgiler olarak diistiniilerek modelleme yapilir. Atom
ve molekiillerin siiflandirilmasinda kullanilan sabit sayilar graf modelleri yardimiyla
cok daha kolay ve ekonomik olarak hesaplanmaktadir. Bu hesaplamalar yapilirken
topolojik graf indekslerinden faydalanilmaktadir. Topolojik indeksler, sayisal yapi-
aktivite iliskisi modellerinde (QSPR/QSAR) kullanirlar. Yapilan hesaplamalar
sonucunda elde edilen sayilar ile kimyasal 6zellikleri incelenen atom, molekiil sabitleri
arasinda baglanti bulunmas1 durumunda verilerin kimyasal 6zelliklerinin belirlenmesi
miimkiin hale gelir. Bu baglantilar ve ekonomik faydalar sayesinde kimyaya bagh
biyoloji, fizik gibi dallarda da graf teoriye olan ilgi artmistir. Graf teorinin bir baska
uygulama alan1 da matematik ve bilgisayardir. Ornegin "minimum geren aga¢ problemi",

"network akis problemi", "en kisa yol problemi" gibi problemler graf teori yardimiyla

¢Ozlilmiistiir.

Graf teoride kose derecelerine bagli toplamlar olarak ifade edilen toplamsal graf
indekslerine sik¢a rastlanmaktadir. Carpimsal topolojik graf indeksleri ise caligilmasi

daha zor indekslerdir ve bunlardan baslicalar1 bu tezde ele alinmistir.

12



3. MATERYAL VE YONTEM

Graf teorinin topolojik graf indeksleri ile ¢alisilmasi son yiizyilda kullanilmis ve gitgide
gelistirilmis bir dalin1 olusturmustur. Topolojik graf indeksleri ¢esitli siniflara ayrilabilir.
Kose derecelerine bagli olarak tanimlananlar, matrisler yardimiyla tanimlananlar ve
uzakliklar yardimiyla tanimlananlar bunlar arasinda en 6nemlileridir. Dogal olarak bu
simiflarin her birisine 6zgii ¢aligma yoOntemleri mevcuttur. Genelde tiim bu indeks
tirlerinde hesaplamaya dayali yonler one ¢ikmaktadir. Kiiciik hesaplamalar elle
yapilabilirken biiyiik hesaplamalar i¢in bilgisayar programlarina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Bu tezde genel teori ele alindigindan biiylik capli ve farkli 6zellik gosteren graf tiirlerine
iliskin hesaplara gerek kalmamistir. Bu yiizden sadece ¢evrimigi hesaplamalar
yapabildigimiz MAPLE ve MATHEMATICA programlarindan faydalanilmstir.

Koselerin  ve kenarlarin  tlirlerine goére sayilarim1  veren tablolardan siklikla
faydalanilmistir. Bu tablolar olusturuldugunda kolayca hesaplanmak istenen indekse

ulasmak miimkiin olmaktadir.

Bunlar diginda klasik lineer cebir, kombinatorik ve graf teorik ymontemlere de yeri

geldikge ihtiyag duyulmusgtur.
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4. BULGULAR

4.1. Topolojik Graf indeksleri

Bu boliimde genelde derece agirlikli, uzaklik ve bunlarin karma veya baska kavramlarla
yer aldig1 diger indeksleri verecegiz. Bu indekslerden bazilari benzer 6zelliklere sahiptir.

Bunlar da gruplar seklinde verilecektir:

4.1.1. Derece bazh topolojik graf indeksleri

4.1.1.1. Birinci Zagreb indeksi. G bir graf olmak iizere

Ml(G) = ZuveE(G)(du + dy)

seklinde tanimlidir.

4.1.1.2. ikinci Zagreb indeksi. G bir graf olmak iizere

M2(G) = ZquE(G)(du “dy)

seklinde tanimlidir.
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4.1.1.3. Birinci ¢carpimsal Zagreb indeksi. G bir graf olmak tizere
PM1(G)= [luver)(du + dy)

seklinde tanimlidir.

4.1.1.4. ikinci carpimsal Zagreb indeksi. G bir graf olmak iizere
PM2(G) = [Tuver(6)(du - dv)

seklinde tanimlidir.

4.1.1.5. Unutulmus (Forgotten) indeks. G bir graf olmak iizere

F(G) = Tuver(o) du”
seklinde tanimlidir.

4.1.1.6. Randic indeksi. G bir graf olmak {izere

R(G) = Xuver ) \/ﬁ
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seklinde tanimlidir.

4.1.1.7. Toplam-baglantihlik (sum-connectivity) indeksi. G bir graf olmak tizere

1
SCI(G) = Zuvek () Jaurd,

seklinde tanimlidir.

4.1.1.8. Harmonik indeks. G bir graf olmak tizere

2
H(G) = Yuver6) T

seklinde tanimlidir.

4.1.1.9. Atom-bag-baglantiilik (atom-bond-connectivity) indeksi. G bir graf olmak

luzere

dy+dy—2
dydy

ABC(G) = ZquE(G)

seklinde tanimlidir.
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4.1.1.10. Geometrik-Aritmetik indeks. G bir graf olmak tizere

Jdudy
GA(G) = ZuveE(G) :

dy+dy

seklinde tanimlidir.

4.1.1.11. Arttirilmis (Augmented) Zagreb indeksi. G bir graf olmak iizere

AZ(G) = ZquE(G) ( Zuly )3

dy+dy—2
seklinde tanimlidir.

4.1.1.12. Albertson diizensizlik (irregularity) indeksi (3. Zagreb indeksi). G bir graf

olmak tizere
Alb(G) = ZquE(G)ldu - dvl
seklinde tanimlidir.

4.1.1.13. Cift tarafh (reciprocal) Randic indeksi. G bir graf olmak iizere
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RR(G) = ZuveE(G) AY; dudv

seklinde tanimlidir.

4.1.1.14. Narumi-Katayama indeksi. G bir graf olmak tizere

NK(G) =Iluev(s) du

seklinde tanimlidir.

4.1.1.15. Carpimsal toplamsal (multiplicative sum) Zagreb indeksi. G bir graf olmak

uzere

st *(G) :l_[uveE(G)(du + dv)

seklinde tanimlidir.

4.1.1.16. Total carpimsal (total multiplicative ) Zagreb indeksi. G bir graf olmak tizere

nT(G) :Hu,vEV(G)(du + dv)
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seklinde tanimlidir.

4.1.1.17. Carpimsal geometrik-aritmetik (multiplicative geometric-arithmetic)

indeks. G bir graf olmak iizere

2 /dydy
GAH(G) = HquE(G) dy+dy

seklinde tanimlidir.

4.1.2. Uzakhk bazh topolojik graf indeksleri

4.1.2.1. Wiener indeksi. G bir graf olmak tizere

W(G) =Xy vev(e) d(w, v)

seklinde tanimlidir.

4.1.2.2. Genellestirilmis (generalized) Wiener indeksi. G bir graf olmak iizere

WA(G) =Zu,vEV(G) d(u' 17)’1

A €R, seklinde tanimlidir.
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4.1.2.3. Hiper (hyper) Wiener indeksi. G bir graf olmak iizere

ww (G) :Zu,vEV(G)[d(u’ U) + dz(u' 17)]

seklinde tanimlidir.

4.1.2.4. Harary indeksi. G bir graf olmak iizere

1
H(C) =Xuvev(6) um)

seklinde tanimlidir.

4.1.3. Diger topolojik graf indeksleri

4.1.3.1. Eksantrik baglanti (eccentric connectivity) indeksi. G bir graf olmak tizere

ZC(G) :ZuEV(G)(du " €g (u))

seklinde tanimlidir. Burada e; (w)= max{d(u,v) | v € V}’ dir.

4.1.3.2. Kose-pi (vertex-pi) indeksi. G bir graf olmak tizere
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P|v (G) :ZquE(G)(nu(e) + Ny (e))

2

seklinde tanimlidir. Burada e = uw olmak tizere n,(e) = #{v e V | d(u,v) < d(v,w)}

dir.

4.1.3.3. Szeged indeksi. G bir graf olmak iizere

S: (G) :ZquE(G)(nu (e)- nv(e))

seklinde tanimlidir.

4.1.3.4. Co-pi indeksi. G bir graf olmak iizere

CO-pi (G) :Ze=uv€E(G) | nu(e) Ny (e)l

seklinde tanimlidir.

4.1.3.5. Schultz molekiiler topolojik indeksi. G bir graf olmak iizere

MTI (G) =X, di* + X-q(di + d;)d (i, ))
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seklinde tanimlidir.
4.1.4. Grup olusturan indeksler

4.1.4.1. Diizensizlik indeksleri. Albertson indeksi, sigma indeksi, Bell indeksi bunlara

ornektir. Sigma indeksi ayrintili bilgisi icin Ascioglu ve Cangul (2018b) incelenebilir:

Sigma indeksi,

0@ = ) (dy—d)

uveE(G)

Bell indeksi,

> -2

veV(G)

ve Albertson indeksi de

AbG) = ) ldy—d|

uveE(G)
seklinde tanimlidir.

4.1.4.2. Denk indeksler. 1., 2. ve 3. Zagreb denk indeksi ve unutulmus denk indeksi buna

Ornektir.
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Vl(G) = ZquE(G)(du + dv)
VZ(G) = ZquE(G)(du -dy)

M6 = ) |dy—d
uvéE(G)

F(G) = ZquE(G) du3-
4.1.4.3. indirgenmis indeksler. indirgenmis 2. Zagreb indeksi buna drnektir.
RM, @) = ZuveE(G)(du - 1)(dv - 1).

4.1.4.4. Carpmaya gore ters indeksler. Verilen indeksin ifadesinin ¢arpmaya gore

tersinin alinmasiyla olusturulan indekstir.

4.1.45. Tam (entire) indeksler. Kimyasal molekiillerde ne sadece atomlar arasi
kuvvetleri, ne de sadece baglar aras1 kuvvetleri ¢caligmak yeterli olmamaktadir. Gergek
uygulamalarda hem bu iki tiir kuvvet hem de bunlara ek olarak atomlar ile baglar
arasindaki kuvvetler goz oniine alinmaktadir. Bu sebeple son yillarda baz1 matematikg¢i
ve kimyacilar tim bunlar1 hesaplamamizi saglayan tam indeksleri tanimladilar ve

calismaya basladilar. Birinci ve ikinci tam Zagreb indeksleri buna 6rnektir:

MEG = ) 4l
x€E(G)VV(G)

ve
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M,5(G) = z dyd,.

x ile y komsu veya bitisik
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4.2. Carpimsal Topolojik Graf Indeksleri

4.2.1. Narumi-Katayama indeksi

G basit bir graf olsun. G grafinin tiim koselerinin dereceleri ¢arpilarak olusturulan sayiya

G grafinin Narumi-Katayama indeksi denir ve NK(G) ile gosterilir. Yani

NK(G) = [lueve d(w)

seklindedir (Narumi ve Katayama 1984).

Baz1 6zel graflarin Narumi-Katayama indeksleri asagida verilmistir:

(2n2 G =P,

2" G=C,

n—1 G =s,

NK(G):< (n_l)n G:Kn
rés’ G =K,

\ 3.27F572 G=T;

Bu konuya ait ayrintili ¢aligmalar i¢in Asgioglu (2016) tezi incelenebilir.

4.2.2. GAII indeksi

G bir basit graf olsun. G grafinda kenar olusturan koselerin geometrik ortalamasinin
aritmetik ortalamasina oranlarinin ¢arpimina G grafinin GAII indeksi denir ve GAII(G)

ile gosterilir. Yani
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2/dudy
GAIIG) = Tlwer) 5 g

seklindedir.

4.2.3. Carpimsal Zagreb indeksleri

Todeschini ve ark., Todeschini ve Consonni (2010), Zagreb indekslerinin asagidaki gibi

tanimlanan ¢arpimsal sekillerini 6nermislerdir:

I =TI11(G) = [Tyev(s) d(w)?

I = HZ(G) = HquE(G) d(u) - d(v)

Bu graf degismezleri Gutman (2011) tarafindan birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi ve

ikinci ¢carpimsal Zagreb indeksi olarak adlandirilmistir.

Baz1 6zel graflarin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri asagida verilmistir.

Ayrintili bilgi i¢in Yurttas (2014) incelenebilir.

(22n—4 G =P,

22n G=cC,

1,(6) = | n-1% G=s,
(n—1D" G=K,
k r2ss2r G =Ky
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I1,(G) = A

( 227’1-4—

22n

(n—1)" 1!

(n _ 1)11(11—1)
(rs)Ts

\
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4.3. Alt Bélme ve Duble Graflarin Narumi-Katayama indeksleri

Bu béliimde ¢arpimsal topolojik graf indekslerinden olan Narumi-Katayama indeksine
ait sonuglar elde edilmistir. Boliim yazilirken Ascioglu ve Cangul (2018a) kaynak olarak

kullanilmustir.

4.3.1. Duble graflarin Narumi-Katayama indeksleri

Bir G grafinin kose kiimesi V(G) = {vi, V2, ..., v} olsun ve bu grafin ayn1 kdse kiimesi
tizerinden bir kopyasini alalim. Kose kiimesindeki her bir Vi 'nin komsu oldugu koseler ile
tekrar kenar olusturmasiyla elde edilen grafa G grafinin duble (double) grafi denilir. Bir
G grafinin duble grafi D(G) ile gosterilir.

Sekil 4.1. Ps yol grafinin duble grafi

4.3.1.1. Lemma. Bir G grafinin derece dizisi DS(G)={d1, d2, ..., dn} olsun. Bu grafin

duble grafinin derece dizisi

DS(D(G)) ={(2d)?, (2d2)P, ..., (2d,) P}

seklindedir.
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4.3.1.2. Teorem. G basit bir graf olmak iizere

NK(D(G)) = [2™ - NK(G))?

dir.

Ispat. G grafinin derece dizisi DS(G)={d1, dz, ... , dn} Olsun. Lemma 4.3.1.1. geregince

NK(D(G)) = (2d1)? - (2d;)* - ... (2dn)°

=[2" - NK(G)]?

olur.

4.3.2. Alt bolme graflarimin Narumi-Katayama indeksleri

Bir G grafinin alt bolme grafi G grafindaki her bir kenara bir kose eklenmesi ile elde

edilir. Bir G grafinin alt bolme grafi S(G) ile gosterilir.

Sekil 4.2. Cn, devir grafinin alt bolme grafi
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4.3.2.1. Teorem. G basit bir graf olmak iizere

NK(S(G)) = 2™ - NK(G)

dir.

Ispat. Bir G grafinin kenar say1s1 m olmak iizere grafin alt bolme grafi olusturulurken her
bir kenara bir kdse eklenmesi derecesi 2 olan koseler eklemek demektir. Boylece Narumi-

Katayama indeksi tanimi1 geregince

NK(S(G)) = 2™ - NK(G)

olur.

4.3.3. r-alt bolme graflarimin Narumi-Katayama indeksleri

Bir G grafinin r-alt bolme grafi G grafindaki her bir kenara r tane 2 dereceli kosenin

eklenmesi ile elde edilir. Bir G grafinin r-alt bolme grafi S'(G) ile gosterilir.

Sekil 4.3. Sp yildiz grafinin r-alt bélme grafi
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4.3.3.1. Teorem. G bir basit graf olmak iizere

NK(S7(G)) = 2mE@! . NK(G)

=2 . NK(G)

dir.

Ispat. m kenarl1 bir G grafina 2 dereceli r tane yeni kdse eklenerek Narumi-Katayama

indeksi tanimi1 geregince

NK(S7(G)) = 2™ - NK(G)

elde edilir.

4.3.3.2. Sonug. G bir basit graf olmak iizere

NK(S™(6)) = 2™~V - NK(S(G))

dir.

4.3.4. Alt bolme graflarin duble graflarimin Narumi-Katayama indeksleri
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Bir G grafina alt bolme ve duble graf islemlerinin sirasiyla uygulanmasiyla elde edilir.

Bir G grafinin alt bolme grafinin duble grafi D(S(G)) ile gosterilir.

Sekil 4.4. Cz devir grafinin alt bélme grafinin duble grafi

4.3.4.1. Lemma. Bir G grafi i¢in [V(G)| = n ve |[E(G)| = m olmak iizere

V(S(G))l = n+m
[E(S(G))] = 2m
IV(D(S(G))) = 2 [V(S(G))| = 2n+2m

[E(D(S(G)))| = 8m

dir.

4.3.4.2. Lemma. Bir G grafinin derece dizisi DS(G) ={d1, do, ..., dn} olsun. G grafinin

alt bolme grafinin derece dizisi
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DS(S(G)) = {di®, do®, ..., d®, 2M 3

alt bolme grafinin duble grafinin derece dizisi ise

DS(D(S(G)) = {(2d)®, (2d5)?, ..., (2d,) @, 4C™)

dir.

4.3.4.3. Teorem. Bir G grafi igin

NK (D(S(6))) = 24™+27 - [NK (6)]?

dir.

4.3.5. Duble graflarin alt bélme graflarimin Narumi-Katayama indeksleri

Bir G grafina duble graf ve alt bolme islemlerinin sirasiyla uygulanmasiyla elde edilir.

Bir G grafinin duble grafinin alt bolme grafi S(D(G)) ile gosterilir.
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Sekil 4.5. C3 devir grafinin duble grafinin alt bolme grafi

4.3.5.1. Lemma. m kenarl bir G grafi igin

v (s(0@))| = IV (2@)| + |E(0 @)

|E (S(D(G)))| = 8m

dir.

4.3.5.2. Lemma. Bir G grafinin derece dizisi DS(G) ={d1, d2, ..., dn} olsun. G grafinin

duble grafinin derece dizisi

DS(D(G)) = {(2d)@, (2d,)?, ..., (2d,,)?}

DS(S(D(G))) = {(2d)@, (2d)®@, ..., (2d,,)@, 20EC@)D}

dir.
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4.3.5.3. Teorem. G bir graf olmak iizere

NK (S(D(6))) = 2@ [2n - NK(G)]?

dir.

Ispat. Lemma 4.3.5.2. DS(S(D(G))) geregince Narumi-Katayama indeksi tanimimdan
ispat agiktir.

4.3.5.4. Sonug. G grafi tam, larva ve iki parcali tam graftan biri olmak ilizere asagidaki

esitlik gegerlidir:

NK (D(5(6))) = Nk (S(D(6)))
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4.4. Carpimsal Geometrik Aritmetik indeksin Ozellikleri
4.4.1. Genel sonuclar

Bu béliimde tezin ana konusunu olusturan carpimsal topolojik graf indekslerinden olan
Carpimsal Geometrik Aritmetik Indekse ait baz1 sonuglar elde edilmis ve bu sonuglar igin

Gutman ve ark. (2018) kaynak olarak kullanilmistir.
4.4.1.1. Teorem. G baglantil1 bir graf olsun.

GAn(G) =1 & G regiller graftir.
Ispat. GAr indeksi ve regiilerlik tanim1 geregince ispat agiktir.

4.4.1.2. Lemma. G bir graf e=uv ve dy,=dy olsun.

GAn(G) = 1_[ GA(G, e)

e €E(G)
olmak lzere

GAn(G,e) =1
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dir.

Lemma 4.4.1.2. geregince G grafinin ayn1 dereceye sahip bitisik koseleri GAIT indeksini
degistirmeyeceginden graf hesaplama yapilirken daraltilabilir. Asagida aym1i GAIT

indeksine sahip graf drnekleri verilmistir:

@
[ 3 ®
A
/ 2 . > o "
/ __® 4 /
. . . . ‘ e . k .
7 - ‘\,\ Fa i
: ~o ™ <1 KX
. ~®
: |
Rt
S &_\ '
o
L
Gi G2

Sekil 4.6. Ayn1 GAIT indeksine sahip graflar

4.4.2. Bazi graflarin GAIT indeksleri

44.2.1. Lemma.

GAT(K,) = GAI(C,) = 1

dir.

4.4.2.2. Lemma. n > 3 olmak lizere
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GAI(P,) = g

ve
GAII(P,) =1
dir.
4.4.2.3. Lemma.
n—-1
GAII(S,) = (ZV:‘l) .

GAII(S,,) azalandir. Yani p > q i¢in GAII (Sp) < GAIl (Sq) "dur.

4.4.2.4. Lemma.
(6v2 _
25 B
GAn(T, = !
(Trs) 643 o1
125 °
4.4.2.5. Lemma.
2\/% rs
GAn(K,s) = (r — S)

r sabit iken GAn(Kr,S) azalandir.
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4.4.3. GAIT icin alt ve iist simirlar

4.4.3.1. Teorem. G basit baglantili bir graf ve A ve 6 G grafinin en biiyiik ve en kiiciik

dereceleri olsun. O zaman

dir. G’nin regiiler graf olmasi durumunda esitlik saglanir.

Ispat. m G grafinin kenar sayisi olmak iizere

V72(G)

GAn(G) = 2™ —T

esitligi geregince

2™, (G) VT2(G)

HuveE(G)(du + dV) l_[uveE(G) % (du + dv)

GAn(G) =

dir. § < %(du + d,) < A oldugundan teorem ispatlanmis olur.

4.4.3.2. Teorem. G basit baglantili n kdseli m kenarli bir graf olsun. O zaman
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m n—1

() =om@ =)

dir. Eger G grafi tam graf ise esitlik saglanir.

Ispat. 6§ <d; <n— 1 esitsizligi ve GAm indeksi tanim1 geregince

V62 J(n—1)2
1_[ 25—y < GAR(0) < 1_[ R

UVEE(G) UveE(G)
olur. Bu da sonucu gostermis olur.

4.4.3.3. Teorem. G basit baglantili bir graf, p sallanan koseler ve A en biiyiik kdse

derecesi olsun. O zaman

n

>
GAn(G) = 1 Dpamr
dir.

Ispat. Eger p tane sallanan kose varsa, p tane sallanan kenar vardir geriye kalan m-p

tane kenar sallanan kenar degildir. Boylece
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Gan(G) = 27 1—[ Jdi d.d;

di + 1 d; +d;
v,v;eE(G) v,v;eE(G)
dj=1 di,dj>1
VA d;d;
m., - . ]
> 2 Hvi,vjsE(G) Al Hvi,vjsE(G) oA
dj=1 di,dj>1

VAP 1
2" (m) ' (2pa)m-p ' \/Hvi,vjeE(G) didj

di,dj>1
3p_ -
> 2ppA2 ™ ) HvieV(G)didlal
= (a+1)p \ AP

2P d;a;
= @ropamr JHviEV(G) d; "

2P .
= (A+1)PAMD 4 / HviEV(G) 224

21’1
T (A+1)PAM-D

Burada a;’ ler derecesi i olan koselerin numaralaridir. a, + a; + -+ ay = n — p’ dir.

4.4.3.4. Teorem. G basit baglantil1 bir graf olsun. O zaman

m
2

GAn(G) = ! ( 1om )
V2P \n(n+1)2

dir.

41



Jdil Jdi d
ISpﬂt GAn(G) = 2™ - Hvlv]EE(G) a1 Hvlv]eE(G)d d,
d- d; d i>1
Vn 2 1
Hvl vieE(G) T Hvl v;eE(G) (n )
d =1 d; d i>1

2372 (n-1)™ > 23";‘7’ ( n—1)

o nP(n+1)m-r — n+1

) m m
st () o ([
n(n+1)2 2p n(n+1)2

m

dir.

4.4.4. Kenar eklemenin GAII’ye etkKisi

4.4.4.1. Teorem. G basit baglantili bir graf, X G grafinin bir kosesi olmak tizere dx = k
>0 olsun. x’e bitigik koseler uy, Uz, ... ,ux ,y € V(G) olsun. G’ ye yeni bir e=xy asili

kenar1 eklenerek olusturlan graf G+e grafi olsun. O zaman

2k+2 T k+d,

GAII(G +e) = .
(G+e) (k+2)vk 1 1k+1+d,

. GATI(G)

dir.

Ispat. Verilen yapidaki G grafinin carpimsal geometrik-aritmetik indeksi yazilirsa
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k
2./kd,
i=1 "

olur. Burada

GATL(G,¥) = 1_[ GAT(G, )

feEE(G)
f¢{xuy,xuy,...xug}

dir. G+e grafinda X’in derecesi k+1’dir. O zaman

k

2 /(k+1).dy,
GAT(G + €) = 1_[ T GAT(G + e,xy) - GAT(G,¥) )
Uj

i=1

olur. Burada dy =1 igin

2Jk+1D-1_ 2/(k+1)

GAT(G + e, xy) = k+14+1  k+2

olur. (1) ve (2) esitliklerinden

e 2J/&k+1).dy 2(/(k+1)

GAn(G +e) 7' k+1+d,, k+2
GAm(G) o 2y/kdy,
=1k +d,,
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elde edilir.

4.44.2. Sonu¢. G ve G+e grafi Teorem 4.4.4.1°de verilen 6zelliklere sahip olsun. O

Zaman

GAn(G +e) =GAn(G) & d, =k =1

dir.

Ispat. GAn(G + e) = GAn(G) olsun.

T k+d,  (kK+2)VK

L Lk+1+dy, 2k+2

1=

sol tarafta verilen kisimda her terim 1°den kiiciiktiir. Boylece sag kisim da 1’den kiigiiktiir.

Dahast sol taraftaki rasyonel say1 Vk € Z* oldugunu gosterir. Bu da k’nin tam kare

olmasin1 gerektirir. k=t* ve teZ* olsun. O zaman

(t? + 2)t
2t2 + 2

buna esdeger olarak
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f®)=t3-2t>+2t—-2<0.

t<0icinf(t) <0, t=2icinf(t)>0,f(1)=—-1ve
f(2) =2,f(t)fonksiyonunun tek gercek kokit = 1vet = 2'dir.

Boylece teZ* icint=1ise f(t) < 0 olur. Bu durumda k=1 olur.

Sonu¢ 4.4.42°de d,, = 2 olmalidir. Yani verilen kosullar altinda GAm(G +e) =

GAm(G)’ de up (x tepe noktasinin ilk kdsesi) kosesinin derecesi 2 olmalidir. Bu da Lemma

4.4.1.2°den elde edilen sonuca uygundur.

Simdi GAn(G + e) > GAn(G) kosullarini belirleyelim. Agikea,

k
2k +2 K+ dy,
>1

GAn(G +e) > GAn(G) . .
( ) ©) (k + 2)Vk i=1k+1+dui

Eger k=1 ise, o zaman

1+d,, 3
2+d,, 4

dy,, > 2’yi verir. Eger k=2 ise, o zaman gerekli kosul
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(1+dy,)(1+dy,) 2V2
@+dMX2+%)> 3

(*)

Ancak k> 3 ise, 0 zaman

k
1+d, _5V3

>
12+4d, " 8

= 1,08 ...

1=

yani GAn(G + e) > GAn(G) olamaz.

Ozetle GA(G + e) > GAn(G) yalnizca k=1 ve d,,, > 3 iken ya da k=2 iken (*) ifadesi

saglanir.

4.4.4.3. Teorem. G basit baglantili bir graf ve X ile y bitisik olmayan iki kdse, dx=k ve
dy=I olsun. X’ e bitisik olan kdseler uz,Uo,...,ux Ve ¥’ ye bitisik olan koseler vi,va, ...,

olsun. G+e grafi x ve y kdselerinin katilarak elde edildigi graf olsun. O zaman

k l
2k+1).(1+1 k+1+d, l+1+4d,.
D0+ D), o Gan(@).

GAn(G +e) =
( ) (k+l+2)\/m L1 k-i—dul, l+d17j

j=1
Dogal olarak GA indeksinin degismez durumlarini incelemek istersek:

GAn(G + e) = GAn(G)
!

c>f1k+1+¢qlql+1+dw (k + 1+ 2)Vkl

. = . kk

L Lk +ad, L+ dy, 2(k+1).(1+ 1) ()
1=
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4.4.4.4. Sonug. Eger kl tam kare degilse, GAn(G + e) # GAn(G).

Eger (**)’ daki esitligin sag tarafi 1’den kiiciik ise sunu elde ederiz:

4.4.4.5. Sonug. Eger

(k+ L+ 2)Vkl -
2+ D.(+ D =

ise 0 zaman GAn (G + e) # GAm(G) olur. Ozellikle k=l ise GAn (G + e) # GAm(G) dir.

4.4.4.6. Sonug. Eger

2(k+1)(l+1)>1
(k+1+2)Vkl

ise 0 zaman GAr (G + e) > GAn(G) dir.

Simdi GAn (G + e) > GAm(G) oldugu bazi k ve | degerlerini belirleyelim. k=1 olsun. O
zaman GAr (G + e) > GAm(G) yi elde etmek i¢in
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40+
(A +3)V1

olmak zorundadir. Bu da suna esdegerdir:

F()=13-1012-231—16 < 0.

Bu kiibik denklemin tek gergek kokii 12,024....Boylece sonug olarak k=1ve 1 <[ <
12 ise GA(G + e) > GAn(G) olur. Benzer sekilde k=2ve 1 <1 < 11;k=3vel <
1<12;k=4vel1<1<14,k=5vel1<1<15;k=6vel <l <16ise GAn(G +e) >
GAm(G) dir. Boylece k ve I’yi degistirerek benzer sonuglar elde edebiliriz.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde ¢arpimsal topolojik graflarin en ¢ok bilinenlerinden olan Narumi-Katayama
indeksi ve ¢arpimsal geometrik-aritmetik indeksle ilgili genel sonuglar elde edilmistir. Tlk
olarak en ¢ok bilenen graf ¢esitleri incelenmis, kendi iclerinde genel sonuglar1 verilmistir.
Bilinen graflarda bulunan sonuclar en genel haldeki graflara ulagmak i¢in kullanilmastir.
Bunun i¢in ilk olarak alt b6lme ve duble graflar kullanilmistir. Alt bdlme ve duble graflar
yardimi ile karmasik yapilar olusturularak baslangictaki grafla aralarindaki iligkiler

incelenerek teoremler olusturulmustur.

Topolojik indekslerle ilgili alt ve st smirlar hesaplanmistir. Regliler graflarin
indekslerinin degisimi incelenmistir. Kenar eklemenin indekslere olan etkileri bulunmus

ve teorem haline getirilmistir.
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