ISTATISTIK KURAMINA MATEMATIKSEL YAKLASIM
Mustafa AYTAC *

1-GIRIS

Istatistik bilimi, insanh ilgilendiren birbirinden farkh iki sahada ayni zaman-
larda yayilmaya baglamigtir diyebiliriz. Bunlar gans oyunlar: ve politik bilimlerdir.
Ozellikle politikacilarm istatistik bilgileri kendilerini hakli gosterecek sekilde — ista-
tistik biliminin yontemlerine bagh kalmaksizin — yorumlamalari, onun bir tiir yalan
soyleme yontemi olarak iin yapmasim saglamigtir. Oyleyse istatistik nedir? !

"Istatistik, yimlarm ozellikleri iizerinde sayma veya dlgme islemleri ile elde
edilen verilerle ilgilenen bilimsel bir yontemdir."'

Sans oyunlan iizerine yapilan ¢aligmalar, 6l¢me hatalar: iizerinde bir takim
kuramlar geligtirerek matematiksel istatistifin temelini olugturmugtur, Politik bilim-
lerle ilgilenen istatistik ise, verilerin tablo ve diyagramlarla gosterilmesini saglamig
ve daha ilerdeki yillarda de@isik ortalamalarla verilerin 6zetlenmesini de icererek
gittikge gelismis ve betimleyici istatistigi (descriptive statistics) olugturmustur.

Son yillarda istatistifin gelismesi betimleyici istatistikten, istatistik tahmine
(Statistical Inference veya inductive statistics) kaydif oranda hizh olmustur. Ista-
tistik tahminleri, 6rnek verilerine dayanarak genellemelerde bulunmaktir.

Biz bu calismamizda istatistikte yer alan bazi konu ve kavramlar iizerinde
durmaya c¢ahgtik. Siiphesiz bunlann diginda daha bir¢ok konular vardir. Bunlarin
hepsini boyle bir makalede ele almak olanaksizdir. Bizim amacimiz herhangi bir ma-
tematiksel istatistik kitab1 veya makalesi okuyacak kisilere bunlarin anlagilmasim
saglamak iizere istatistik konularindan onemli saydiklarimizi matematiksel bir teme-
le dayanarak sunmaktir. Son yillarda biiyiik geligme gostererek hemen hemen biitiin
bilim dallarinda yaygin bir kullanma alam bulan parametrik olmayan istatistik yin-
temlerini de bu ¢aligmamizin kapsami diginda biraktik. Ciinkii parametrik olmayan
istatistik yontemlerinde, hem ana kiitle dagihmimin belirlenmesine gerek duyulmaz
hem de bunlan uygulamak igin ileri diizeyde matematik ve istatistik bilgisi istenmez.
Bu nedenden dolay: sadece parametrik istatistik yontemleri iizerinde durduk.

Bunun yaninda ¢ahsmamizda siirekli tesadiifi degisken durumunu ele aldik.
Siireksiz tesadiifi degiskenleri gozoniine almak istersek, makalemizdeki integral isa-

* Uludag Universitesi Ik tisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi Yardimei Dogenti.
s | Kendall, M.G. — Stuart, A., The Advanced Theory of Statisties Griffin Co.,
London, 1963, Vol. 1,s. 1.
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retlerinin yerine toplama isaretini koymak yeterlidir. Bunun yaninda f(x) olarak
gosterdigimiz olasithk yogunluk fonksiyonlarimi da p(x) ile yer degistirmemiz gere-
kir.

2- TESADUFi DEGiSKENLERLE iLGiLIi KAVRAMLAR ve
BAZI DAGILIMLAR

Tesadiifi degigkenler olasiik uzayinda belirlenmis gercek fonksiyonlardir.
Bunlar genellikle X, Y ve Z gibi biiyiik harflerle gosterilirler. Tesadiifi degiskenlerin
almis olduklarn degerler ise aym harflerin kiigiikleri ile belirtilir. Bununla beraber,
amacimiza uygun olarak tesadiifi degiskeni, tesadiifi bir deney sonucunun bir fonk-
siyonu olarak da diisiinebiliriz. X belli bir A olay1 i¢indedir ciimlesi ile olasihk ku-
raminda sik sik ilgileniriz ve bunu Pr(Xe€A) seklinde gosteririz.

F(x) = Pr(X < x), x'e kadar birikmig olasihg gosterir ve birikimli olasilik
fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu durumda

P(A) = Pr(XeA) :fAdF(x) dir.

Eger X siirekli bir tesadiifi degiskense f(x) = F'(x) olasilik yogunluk fonksiyonu
oldugu yerlerde ,

P(A) = Pr(XeA) = fA f(x)dx dir.

Yani bu olasiik y = f(x) egrisi ve x-ekseni iizerinde bulunan A seti ile arasinda kalan
alandrr. Bu ayni zamanda A setindeki x-degerlerinin altinda bulunan y1fnmn yiizdesi
olarak da diisiiniilebilir,

X tesadiifi bir degisken ve U(X)'de X'in bir fonksiyonu olsun. U(X)'in bekle-
nen degeri (veya matematiksel iimidi)

+ o

EuX)] =/ _ u(x)dF(x)
= [ _ ux)f(x)dx dir.

X tesadiifi degiskeni dagilimmnin iki dnemli karakteristigi vardir. Bunlar orta-

lama y = E(X) ve varsayans 0 = E [(X — 1)?] dir. Varsayans Var (X) veya V(X)
ile de gosterilir ve 56yle hesaplanir.

+ oo

VIX)= [ _(x—w?. f(x) dx

Varsayansin kare kokii o, X'in standart sapmasi olarak bilinir. X'in karakteristik
fonksiyonu olan ¢(t), f(x)'in bir Fourier doniisimiidiir ve asagidaki gibi tanimlanir.

+ oo

o(T) = E"¥) = [ e f(x) ax

Déniigiim teorisinde y(t)'nin tanim f(x) veya F(x) ile esdegerdir. Bu ise di-
niigiim kuramna dagilim kurami icinde biiyiik bir kullanma alam ve genig yararlar
saglar. *

Normal ve Ki-Kare dagilimlan istatistikte onemli olan iki siirekli dagilimdir.
Normal dagilimin sekli ¢an egrisi gibi olup olasihk yogunluk fonksiyonu soyledir.
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() =———— exp [- 4

o/ 21 2 g?
Burada u ve 0 parametreleri sirasiyla ortalama ve standart sapmay gosterir. Eger bir
tesadiifi degfigkenin sahip oldufu yogunluk fonksiyonu normalse, bunu x = N(u, 0°)
geklinde de gosterebiliriz. 1 =0 ve 0 =1 ise bu dagiiim standart normal dagllsm ola-
rak bilinir ve N(0, 1) olarak gosterilir.

Ki-Kare daﬁllumnm sahip oldugu olasiik yogunluk tonkslyonu ise goyledir®.

X
1 x___l AEE |
T\ or/2 ;
=1 ') 2 goRen
0 Aasran Diger yerlerde

Bu dafilimin kisaca gosteriligi ise X(r) seklindedir. r parametresi art1 dejerli bir
tamsay: olup serbestlik derecesi olarak da bilinir, Kle dagiminda pu = r ve
0® = 2r'dir.

iki veya daha fazla tesadiifi defiskene sahip oldufumuzu diigiinelim. Aym
olasiik uzaymnda tammilanmig (X, Y) tesadiifi deZigkenleri cifti, efer f(x, y) gibi
bir fonksiyon kartezyen diizlemi iizerinde tanimlanmig bir A olay igin

Pl-’[(X.Y)EA]=J:Af f(x,y) dx dy -

esitlifini sagliyorsa, bilesik siirekli tesadiifi degisken sayilr ve f(x, y)'de bilegik
sikhk fonksiyonu adm alir. Bu olaslik, kartezyen diizlemi iizerinde olup, Z =
f(x, y)'nin altinda kalan toplam hacim bire eglttt: U(X, Y)'nin beklenen deferi ise

goyle tamimlanir,
+ oo + oo

E[UX,Y)]= [_.[-.uxy)f(x,y)dxdy
Bilesik dagiliminin 6nemli hrakteristikleri ise gunlardir:
ortalamalan ; py =E(X) ve uy=E(Y)
varyanslan ;0% = V(X)=E [(X—py)’], uy=V(V)=E[(Y —py)’]
ve kovaryansi;, Oyy = Kﬁv (X,Y)=E [(X—pg) (Y- by)]
X ve Y'nin korelasyon katsayis ise, -
SR

XY
Ux GY

b Formiildeki I (r/2) gamma fonksi;}onu olup, olasihk yogunluk fonksiyonu

soyledir: 5

: = DR
f(x,a,ﬁ) a'_ﬁa-l-l X e ﬁ ,0<x<°°‘

a>1ve > 0 olup bu fonksiyonun barametréleridir.
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X ve Y'nin varyans-kovaryans matrisi olarak tamimlanan matris ise *

dir.
2
UXY a Y

X' =X, X3, eecee , X)) oldugu yerlerde, X'in Snemli bir p-degiskenli dagihim
cok degiskenli normal dagihm olarak bilinir ve onun sahip oldugu olasihk yogun-
luk fonksiyonu soyle tanimlanir:

1 R X-—wZ(X-p |
@EmPe VI L - -

2
M ve Z;ortalama ve varyans-kovaryans matrisleridir. Bu dagihm Np (1, Z) sek-
linde de gosterilir. :

) e

fix)=Jf fx,ydy ve f,(y)=) f(x,y)dx

) - oo
fonksiyonlar sirasiyla X ve Y'nin marjinal dagilmlaridir. Y = y verildigi zaman,
X'in kogullu olasiik yogunluk fonksiyonu
f(x,y)
f,(y)
ve X = x verildigi zaman, Y'nin kogullu olasilik yogunluk fonksiyonu ise

f, (x/y)=

f(x,y)
£ (y | x)= ——— dir .
£, (x)
3 Eger n tane X, Y, Z ..... gibi tesadifi degisken varsa bunlarin varyans-kovar-
yans matrisi goyledir:
i Oy, D17 ssaviainiverrnies O1n 7
03, 02 2 ssssccsisascssasns 021'1
E Unl 0n2 .................. Unn J
4 Genel olarak X;, X,, ......, Xp tesadiifi degiskenler ve bu tesadiifi degiskenle-
rin bilesik olasihk yogunluk fonksiyonu da f(x,, x;, ...., xp) olsun. Xp41 =
b 47 , Xn = Xp'nin bilesik kosullu beklenen ise,
£ (007 Xy s n KA Xlerhrneriy Xy
f(xk+1, ...... xnl XS vevessch xk)= dir.
f (3 ¥ oo 5 Xk)
igaretlerinin sayis1 (n — k) tane ve f(xy, X3, ...., Xk) > 0 olmak iizere §oyledir:
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P-degiskenli normal durumunda, her marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu
uygun ortalama ve varyansa sahip_olarak normaldir. Bunun yaninda verilen X] =%
j #iicin Xj'nin kosullu olasihk yogunluk fonksiyonuda normaldir.

U(X), X'in bir fonksiyonu olsun. Y = y verildigi zaman U(X)'in kosullu bek-
lenen degeri,

kd

+ oo

Eu® | y] = /| ufxlydx °.

oo

ve kosullu varyansi

Var[uX)ly ] =E[X—EX|y)P
=R(X? ly)—‘[,E(le)]2
=fx{y—E(Xiy)]2~f(yIX)dy dir.

Benzer gekilde g(Y), Y'nin bir fonksiyonu olsun. X = x verildigi zaman g(Y)'-
nin kogullu beklenen degeri ve varyansi soyledir.

+ oo

E[gY)|x] = f_mg(y)-f(yIX)dy

Var[g(¥V) Ix]=/ y—EX [0]*.1(v[x)dy

Eger f(x,yz), X, Y ve Z tesadiifi defiskenlerinin bilesik olasilik yogunluk
fonksiyonu ise bu ii¢ degigkeni bagimsiz olmas icin gerekli ve yeterli kosul

f(x,yz) = fi(x) . f2(y) . f3(z)  olmasidir.

Buradaki f, (x), f,(y) ve f3(z) sirasiyla X, Y ve Z'nin marjinal olasilik fonksiyonlari-
dir. Gergekte bu ii¢ marjinal dagihm aym ise, o zaman bu ii¢ tesadiifi degisken bir-
birleri ile ikiser ikiser bagimsizdir denir. - .

Istatistikte zor gibi gorinen konulardan birisi de bir, iki veya daha fazla tesa-
diifi degiskenin dafilim fonksiyonunu bulmaktir. Gergekte kuramsal olarak bunu

f(xl,kz,......, xk)=f ....... f_w f(xy, %2, .y Ko Xp 410 oo xn) dxk+1.

d dxn k=1 icinbu formil f;(x;,X3, .., xnl xy) ve fy(x;)'i verir.

5 Genel durumda incelersek; X; = xy, Xz- = Xgy eeese , Xk = xk verildigi zaman
u(Xg+1, ..., Xn)'nin kogullu beklenen degeri integral isaretlerinin sayis (n-k)
tane ve f (Xy,....., Xk ) > 0 olmak iizere soyledir:

+ oo + o0

E [U(Xy 4 g0 X) I xa, i 1= S0 S ) 8y g e X))
[f(xk+1, e fapg =iy xp)dxy 4q, dxn]

k = 1 igin bu formiil, E [U(X;, «.., X}, coreey X)) | X4 ] i verir.
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elde etmek ¢ok kolaydir. Z = u(X,Y)'nin X ve Y tesadiifi degiskenlerinin bir fonk-
siyonu oldufunu ve aymi zamanda da f(x,y) olasihik yogunluk fonksiyonuna sahip
oldugunu varsayalim. O zaman Z'nin dagilim fonksiyonu

G(Z)=Pr(Z< 2)= fAf f(x,y) dx dy dir.

Tanimlamadaki A-seti u(x,y) < Z tarafindan tanimlanmis olup kartezyen diizlemin-
dedir. Ozel durumlarda G(Z)'yi veya g(z) ile baglantilh olarak g(z) = G'(Z)'yi bul-
mak matematiksel istatistikte daha fazla bir ¢caba gerektirir. Bunaii¢ tane 6nemli or-
nek gosterilebilir.

a) Eger X ve Y sirasiyla N(0,1) ve X? (r) dagilimlarina sahip olup bunlar bagim-
siz iseler o zaman,

X

: \/ Y/r
bir t-dagilimina sahiptir ve serbestlik derecesi de r'dir.

b) Eger X ve Y bagimsiz olup, dagihmiar X? (r;) Ve x? (x, ) is€, 0 zaman

F= (X /1)
(Y /r3)

r, ve r; serbestlik derecelerinde bir F dagilimidir,

c) Eger X bir P-tesadiifi degigkenli normal dagilima sahipse N_ (i, 2), c sabit
sayilarin bir vektorii olmak iizere; ¢'X,ortalamasi c'ut ve varyansi ¢' Zc olacak sekilde

bir normal dagihm gosterir. Yani ¢'X, N(c'¢, ¢'Zc) dir. Ayni zamanda (X — p)'
2Z(X — u) P-serbestlik derecesinde bir Ki-Kare dagihimidir. Bagka bir anlatimla

X-wZ' (X-p =~ Xz(

T

p) dir.

F, X*, t ve Z tesadiifi degiskenleri arasinda daha once de degindigimiz gibi

kuvvetli bir iligki vardir. r; ve r, serbestlik dereceleri olmak iizere bunu bir sema
yardimu ile gostermeye cahisalim.

F(rl'.!rl)

x2(ry)

ol —
F(l; r2)vtr2 F(l'l,m)_ ry

ik 2
F(1,000= 2



‘Bagka bir ifade ile belli bir a-6nem seviyesinde F-dagilimi r, = 1 ve r, serbest-
lik derecesine sahip olan t-dagihminin tablodan bulunan degerinin karesine esittir. .
Bu iliski semadaki kosullar icerisinde X? ve Z daglimi iginde gegerlidir.

3. ISTATISTIK TAHMINLERI{

Ornek degerlerinden giderek ana kiitle hakkinda bir takim dnerilerde bulunma
yontemi, bazi istatistik karar kuramlarina 6nderlik eder. Ornek ile ana kiitle arasin-
daki bu tiir bir iliskiye kisaca istatistik timevarim denir. [statistik bilimi son seneler-
deki hizhi geligmesini, istatistik tiimevarim yontemlerinin hemen hemen her alanda
biiyiik bir etkinlikle kullanma olanag bulmasina bor¢ludur, diyebiliriz.

Eger X,, X,, ....... , X, tam bagimsiz iseler, o zaman biitiin n defigkenin ortak
marjinal dagilimi olan f(x) dafihmimn, tesadiifi bir 6rneginin elemanlari oldugunu
soyleriz. Tesadiifi bir 6rmek olan X, , X,, ...... » X, elemanlarmin gézlenen defierleri
> P o » X, olsun. Her x.i'ye (1/n) agrhgi koyarak bir olasihk dagilimi elde
ederiz. Bunlarla baglantih olan F (), gbzlenen dafilim fonksiyonu olarak bilinir
ve siireksiz bir dafilim 6zelligi gosterir. Bu siireksiz dagiimin ortalama ve varyansi
sirasiyla soyledir: :

1 5 1 5
x=—= 2. x =2 (x-%°
=1 n =,

=

Bunlar daha ¢ok gozlenen bir 6rnegin ortalama ve varyansi olarak bilinirler. Ciinkii
baglantih olduklar: tesadiifi degiskenler X ve S? olup

EX)=p ve E(S?)=L;—1—a=

dir.

S?, 0% 'nin tarafh bir tahmini olurken; X, W'nun tarafsiz bir tahminidir. 0% 'nin
tarafsiz tahminini elde etmek amaci ile bir¢ok yazar 6megin varyansi olarak agagi-
daki formiilii tanimlamislardir.

nS? 1

g5 i leehg
S Nl n—1 igl(x X)

Siiphesiz iyi bir tahmincinin tarafsizlik ilkesi yaminda etkinlik, tutarhilik ve yeterli-
lik kosullarina da uymasi gerekir. :

Daha genel olarak Z = u(X,, X,, ....,, Xn) gibi 6rnek birimlerinin bir fonksiyo-
nu olan bir istatistige sahipsek ve Z = u(x, , X3 ysveee , X)) olarak gozlenen Z degerleri,
0 gibi bir parametreye yakinlasmay saghyorsa; o zaman Z, 6'nin iyi bir tahminidir.
Bu yakmh elde etmek i¢in Z'nin kiigiik tarafli (veya tam tarafsiz) ve kiiciik varyan-
sa sahip olmasimi amagclariz. Bunu saglamak igin iki yol vardir.

i) Z, 0'nin biitiin tarafsiz tahminleri arasinda minimum varyansh tarafsiz bir
tahminidir veya

ii) Z, E [(Z — 6)*]'y1 minimum yapan bir istatistiktir. Baska bir ifade ile Z, §
nin minimum varyansh sapmasiz bir tahminidir. Bir tahmincinin daha kiiciik var-
yansa sahip olup olmadifim ise belirli varsayimlar altinda Rao-Blackwell teoremi
yardimi ile saglayabiliriz. {
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Nokta tahmininde iyi yontemlerden birisi de maximum benzerlik yontemidir.
Ornegin, 6'mn bilinmeyen f(x/6) gibi bir dagilimdan ¢iktifim varsayalim. 6 'min bir
fonksiyonu olarak diisiiniilen X,, X, ,......, X 'nin bilesik olasilik yogunluk Tonksi-
yonu, L(#) benzerlik fonksiyonu olarak bilinir ve agagidaki gibi tanimlanir.

L(8) = £(x, /6) . £(%3/6) ... (x,/0)

Bu iligkiden bulunan 8, L(f)'y1 maximum degere sahip kilar ve bilesik olasiik yo-
gunluk fonksiyonu 6'nin maximum tahmincisi olarak bilinir ve genellikle  olarak
gosterilir. Normal dagilim i¢in,

p=X ve of =8% Dir.

Istatistikciler bir # parametresinin nokta tahmininden giderek daha fazla bilgi
saglama yolunu bulmaya caligirlar. Bagka bir anlatimla, nokta tahmini ile birlikte
onlar bu tahminin hata yapisimn bir dlgiisiinii de birlikte vermeye galigsacaklardir.
* Daha iyi agiklayabilmek amaci ile normal dagilim durumunda fi = X' dir. Fakat
T =+/n'(X — w)/S;'in, n — 1 serbestlik derecesinde bir t-dagilimma sahip oldugu
agikhkla gosterilebilir. Eger ttab (t-tablodegeri);

Pr(IT| <t;,) < 0.95

seklinde secilirse, 0 zaman X * ttab S, ,v‘\/}; alt ve iist degerleri ile tanmimlanan ara-
lik bilinmeyen ortalama p'1 0.95 olasilikla igerir. Ciinkii

IT| < tigp, » i—tmbsl,f\/ﬁ‘séy%i+ttab S;A/n

ile esdegerdedir. Boylece gozlenen aralik X ¥ tiap s, /4/n igin 0.95 giiven arahigim
ihtiva eder. Yani (t¢ap s )/v/n’(veya yalmzea S; /+/n), X tahmininin hata yapisinin
bir olgiisiinii igerir. Giiven araliklarim ana kiitlenin degerleri olan oranlar ve var-
yanslar i¢in olugturabilir ve benzer degerlendirmeler yapabiliriz.

istatistik tiimevarimda en onemli agamalardan birisi tahmin ise bir digeri de
istatistik hipotez testleridir. Istatistiksel hipotez olasthgin dagilim iizerine kurul-
mug bir ciimledir. Ornegin Hy : 4 = uy. Hy'in testi Gyle bir yontemdir ki, Hy', red
veya kabul etmemiz ana kiitleden alnan tesadiifi 6rnek iizerine kurulmugtur, Hy"
reddetme diisiincemiz, akhmizda H, : u > y, gibi baz1 almagik hipotezlere sahip ol-
dugumuzu gosterir. Normal orne§imizde Hq: p = pp veya H; : u = i, "1 kabul edebil-
memiz gozlenen ornek ortalamas) X'in py veya U, ‘e yakin olup olmamasina baghdir.
Boyle bir yontemde acikea iki tip hatadan birisini yapabiliriz. H, dogru oldugu za-
man Hy't reddeden L. tip hata ve H, yanhs oldugu zaman H,"1 kabul eden II, tip ha-
ta. Bu iki tip hatanin, olasihklarim sirasiyla o ve (3 ile gosteririz. 1 — f, deki testin gii-
cii olarak bilinir. a ise testin nem (anlamhilik) seviyesi olup, arastiricinin ne dlciide
iddiali oldugunun bir gostergesidir.

Normal 6rnegimize donersek Hq: u = u, istatistik hipotezimizi iki yanli alma-
sik hipotez olan H;: u # po'a (4> po veya i <, olabilir) kars: test etmek istedi-
gimizi diigiinelim. Ho dogrulugunu iceren n — 1 serbestlik derecesi ile t-dagilimina
sahip |T| = v/n' (X — po)/8, istatistigini diigiinelim.

Pr (IT] <ty | Ho) < oy/2
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olacak gekilde bir tigp -kritik degeri buluruz. Eger gozlenen |T| = |tiap| ise, Hp"1
reddedip H, hipotezini a-6nem seviyesinde kabul ederiz. Daha dogru bir deyimle,
H, hipotezini kabul etmemiz i¢in yeterli nedenimiz yoktur deriz.

Biiyiik olgiide hipotez testlerinden yararlanan ve giiniimiizde uygulamada en
¢ok kullanilan yontemlerden birisi de varyans analizleridir. Birkac ciimle ile de buna
deginmeye c¢aligalim.

Bir bagnmli degisken iizerinde etkide bulunan bagimsiz degiskenlerin etkileri-
ni kargilastirmak amaci ile kurdufumuz modellerde varyans analizi teknifinden
yararlaniriz, Varyans analizinin uygulandif1 modellerde bir veya birkag¢ faktor var-
dir. Ve bu analiz faktdrlere maledilecek etkinin 6nemli olup olmadigini ortaya ¢ika-
rir. Bunun i¢in faktorlerin uygulanacagi yigindan tesadiifi olarak se¢ilmis bulunan
birimler gruplara ayrhr ve gruplarin herbirisine faktorlerin degisik diizeylerini olasi
kombinasyonlarindan biri uygulanarak, grup ortalamalarimin birbirine esit oldugu
seklinde olugturulan sifir hipotezi (H,) test edilir.

istatistikte tahmin yontemlerinden birisi de regresyon yonetimidir. Bir bagim-
11 degiskenle bir veya birkag agiklayia1 defisken arasinda kurulan istatiksel model-
deki bilinmeyen katsayilar1 tahmin ederek, agiklayici degiskenlerin belirlenen de-
gerleri icin bagiml degiskenin alacag degeri tahmin etmeye regresyon problemi
ad: verilir. Cok degiskenli dogrusal modelimiz ise Y = Xf + €'dur. Formiilde Y ele-
manlari, Y tesadiifi defigkenine ait gozlem degerlerinden olusan (n x 1), X ilk siitu-
nu bir rakamlarindan ve diger siitunlan da agiklayic: degiskenlere ait gézlem deger-
lerinden olugan (n x p), B parametrelerden olusan (p x 1) ve €'da hata vektdrlerin-
den olusan (n x 1)'inci dereceden matrisleri gosterir. Bir a¢iklayici ve bir bagimh
degisken olusan regresyon modelimizde ise, X'lere ait gozlemlerden olusan (n x 2)'-
inci dereceden bir matrisdir. §'mn elemanlarinin herbirisine regresyon katsayis: adi
verilir. Bu modeldeki varsayimlarimiz ise sunlardir;

I) E(=0

IT) Var (€) =102

Il E(g;6) =0 i+j igin
IV) X'in ranki n'dir ve

V) X sabit sayilar kiimesidir.

f'nin tahmini olan b asagidaki esitlikten bulunur.

b=[(X'X)"" XY]

Bu egitlikten bulunan b aym zamanda su 6nemli ozelliklere de sahiptir. 1) Hatalarin
kareler toplammi minimum yapar. 2) b'nin elemanlar, Y,, Y, ...., Y, gozlemleri-
nin dogrusal fonksiyonlaridir ve minimum varyansh 6'mn elemanlarimin tarafsiz
tahminleridir. 3) Eger hatalar bafimsiz ve € ~ N(O, 0 2) ise 0 zaman b, $ nmn maxi-
mum benzerlik tahminidir. Bunun yamnda E (b) =P ve Var (b) =02 _ (X'X)'diir.

Regresyon dogrusunun gozlemlere ne Slgiide uydugunu ortaya koyan goster-
gelerden birisi de determinasyon katsayis1 R?'dir ve séyle bulunur.

z (Y, -Y)? (ceree. —nY)?

R? =

Il s il

(Yi—Y)? (o= 00X

1=1
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Regresyonda kullanilan modeller, parametrelerin durumuna gore dogrusal ve
dogrusal olmayan modeller olmak iizere iki gruba ayrilabilir. Aynca dogrusal kilina-
bilenler ve kilinamayanlar olarak da iki gruba ayrilabilir. Dogrusal hale doniistiiriile-
bilen modeller icin yukaridaki ilkeler gecerli olur ki, bunlar da iistel fonksiyon, hi-
perbol, polinom modelleri ve harmonik fonksiyondur.

KAYNAKLAR

Brunk, H.D.; An Introduction to Mathematical Statistics Blaisdell Publ. Comp. 2nd.
Ed., Toronto, 1965.

Draper, N.R. and Smith H.; Applied Regression Analysis, Wiley, New York, 1966.

Freund, E. John and Walpole, Ronald E.; Mathematical Statistics, Prentice-Hall,
3rd. Ed., New Jersey, 1980.

Hogg, R.V. and Craig A.T.; Introduction to Mathematical Statistics, Mac Millan,
3rd Ed., Hong- Kong, A7

I;lkara Biki; Regresyon Yontemleri ve Sorunlar, iktisat Fakiiltesi Yayinlan, Istan-
bul, 1975.

Kendall, M.G. and Stuart, A.; The Advanced Theory of Statistics, Griffin Co., Lon-
don, 1963, Vol I. 5. 1.

Korum, Ugur; Matematiksel Istatistige Giris, T.0.D.A1.E., Ankara, 1977.

Mendanhall, William; Introduction to Linear Models and The Design and Analysis
of Experiments, Wadsworth Publishing Comp., Belmont, 1968,

Taylor, Lester D.; Probability and Mathematical Statistics, Harper and Row, New
York, 1974.

Studies in Mathematics; The Mathematical Association of America, U.S.A., 1978.

— 244 —



