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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MANYETO-ELEKTRO-ELASTIK DAIRASEL CUBUKTA YALNIZ GEZEN
DALGA MODELI: ANALITIK VE NUMERIK COZUMLER

Mehmet Samir OZCAN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr.Uye. Nisa CELIK

Bu tez ¢aligmasinda dordiincii mertebeden EE ve MEE lineer olmayan kismi diferensiyel
denklem modellemeleri i¢in ¢esitli ¢o6ziim yontemleri ele alindi. EE denkleminin Lie
grup doniisiimleri altinda uzanimlar1 hesaplanarak sonsuz kiiciik simetri tretegleri
bulundu. Bulunan sonsuz kiiciik simetri {retecleri yardimiyla adi diferensiyel

!

denklemlere indirgemeleri yapildi. Ayni denkleme (%) yontemi uygulanarak gezen dalga

coztimleri hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlar olarak ifade edildi. EE
denklemine son olarak F -a¢ilim yontemi uygulanarak Jacobi eliptik fonksiyon ¢éziimleri
ve buradan da trigonometrik, hiperbolik coziimler elde edildi. Daha sonra MEE
denklemine, bir diferensiyel denklemin tam ¢dziimiiniin integrasyon islemi ile elde
edilebilecegi, diisiincesine dayanan deneme denklem yontemi ve yine ayni denkleme
tan (¢ (§)/2) yontemi uygulanarak ¢oziimler elde edildi. Ayrica, Maple programi
kullanilarak, bulunan ¢oziimlerin davranisini goérmek icin bazi grafik simiilasyonlar
verildi.

Anahtar Kelimeler: Elektro-elastik, Jacobi eliptik, Lie simetri, Magneto elektro elastik.

2021, vii + 82 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

A MODEL OF SOLITARY WAVES IN A MAGNETIC-ELECTRIC-ELASTIC
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In this thesis, various solution methods for fourth order EE and MEE nonlinear partial
differential equation modeling were discussed. Infinitesimal symmetry generators were
found by calculating the elongations of the EE equation by Lie group transformations.
With the help of the found infinitesimal symmetry generators , it was made reductions to
the ordinary differential equations. Traveling wave solutions were expressed as
hyperbolic, trigonometric and rational functions by applying the (G'/G) method to the
same equation. Finally, we obtined to the trigonometric and hyperbolic solutions from
Jacobi elliptic function solutions were obtained by applying the F- expansion method to
the EE equation. Then based on the trial equation method apply on the MEE equation,
the exact solution of a differential equation can be obtained by the process of integration
and solutions were obtained by applying tan (¢(£)/2) method to the same equation. In
addition, some graphical simulations were made using the Maple program to see the
behavior of the found solutions.

Key words: Electric-elastic, Jacobi elliptic, Lie symmetry, Magnetic-electric-elastic.
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1. GIRIS

Fen bilimleri ve miihendislikte, bir¢ok olayin agiklanmasina yardimci olmak {izere,
matematiksel formiiller veya matematiksel modeller gelistirilir. Bu modeller genellikle
bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun baz tiirevlerini igeren bir denklem olarak
ortaya cikar. Eger bilinmeyen fonksiyon bir tek degiskene bagimli ise, diferensiyel
denkleme adi diferensiyel denklem; bilinmeyen fonksiyon iki veya daha ¢ok degiskene

bagimli ise, diferensiyel denkleme kismi diferensiyel denklem denir.

Matematiksel modeller, aciklanacak olayla ilgili, fizigin kanunlar1 ve matematigin
kurallarinin birlikte kullanilmasiyla olusturulur. Teknolojinin gelismesi ile matematiksel
modelleme artik sadece matematik alaninda degil, teknoloji, ekonomi, miihendislik,
mimarlik, tip ve daha bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Matematiksel modellemenin farkli

alanlarda kullanilmasi, bu kavramin ne kadar 6nemli oldugunu ortaya koymaktadir.

Kismi diferensiyel denklemler de, birgok fiziksel olayin incelenmesi sonucunda elde
edilen modellerdir. Bu denklemlerin analitik ve bazi durumlarda sayisal ¢oziimleri, somut
matematiksel formiilasyonlar1 nedeniyle onemli bir yere sahiptir. Bu tiir modellerle
dogrusal olmayan optik, kuantum mekanigi, akiskanlar mekanigi, niikleer fizik, s1g su
dalgas1 teorisi gibi birgok bilim dalinda karsilagilmaktadir. Yukarida bahsedilen kismi
diferensiyel denklemlerden biri, tek boyutlu dairesel cubuga karsilik gelen yalniz gezen
dalga dalgalar1 modelleyen dordiincli mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli dalga
denklemidir. 1986 da a yarigapli ve yanal ataletli dogrusal olmayan elastik dairesel bir
cubugun uzunlamasina saliniminin dogrusal olmayan dalga denklemini modellemek i¢in
Z.Wei ve Y.Gui baz fiziksel kosullar altinda, fizigin temel hipotezlerini kullanarak

sirastyla

T—l (au)2+1 I a2u\’
_pr Ox 4pav J0x2

W—l E(au>2+ 1 . (au>”+1
— 2" ox nt+1” n \ox




esitliklerini ve bu esitlikler i¢in Hamilton prensibini kullanarak elektro elastik dairesel

cubuk (EE)

o’u E gun—1 0%u v2a? [ 0*u
— ——|1+na, | (—)— ( )=O
otz p dx dx2 2 \0Jt20x2

kismi diferensiyel denklemini elde ettiler (Wei ve Tong 1986). Burada % dogrusal elastik

uzunlamasina dalga hizimin karesini temsil eder ve genellikle  ¢y? ile gosterilir.
a, materyal sabitidir ve v, Poisson sabitidir. Yi Tian, 2019 yilindaki c¢aligmasinda

denklemi n = 2 igin

(1020, 2) () -2 o a

bi¢iminde kullanmigtir. Burada s gubugun enine kesit alamdir, J,, polar atalet momenti,

E 5 : -
5= co? dogrusal uzunlamasma dalga hizi, v Poisson orami, E Young modiilii ve

a, materyal sabitidir. Yian makalesinde denkleme modified extended tanh-function
metodu ve exp-function metodunu uygularak denklemin ¢esitli ¢oziimlerini elde etmistir.
Manyeto-elektro-elastik (MEE) kullaniminin artmasiyla ¢esitli miihendislik alanla-
rindaki yapilar (sensorler, aktiiatorler, vb.), MEE ortamindaki dalga yayilimi da bir¢cok
arastirmacinin ilgisini ¢ekti. C.X.Xue ve ark. 2011 yilinda yaptiklar1 ¢calismada MEE
malzemeleri icin temel denklemleri gézden geg¢irmis ve asagida verilen MEE cubuk

daireselindeki uzunlamasina dalga denklemini modellemislerdir.

%u o (9w _ 9% (c§ o az_u)_
at2 Co(axZ) axZ(zu +N6t2 =0 (1.2)

burada ¢y uzunlamasina dalga hizi, N dagilim parametresidir.

Bu parametreler cubugun malzeme 6zelliklerine ve geometrisine baglidir. Ayni ¢alismada

Xue ve ark. denklemin Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimlerini elde etmiglerdir.



Tez bes boliim halinde diizenlenmistir. Ikinci boliimiinde tezin iginde gegen tam ¢dziim

yontemleri ile ilgili temel tanim ve 6n bilgiler verilmistir.
Ugiincii béliimde EE denklemine uygulanacak olan Lie simetri gruplar1 yaklagimu, (%)—

acilim yontemi, F— agilim yontemi ve MEE denklemine uygulanacak olan genisletilmis

deneme denklem yontemi ve Tan (¢ (&)/2) yontemlerinin genel teorisi verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise iicilincii boliimde tanitilan yontemler EE ve MEE
denklemlerine uygulanmis elde edilen ¢oziimlerin 6zel degerlerinde Maple programi

yardimiyla, cesitli nlimerik simiilasyonlar1 goriintiilenmistir.

Tezin besinci ve son boliimiinde ise uygulanan yontemlerin karsilagtirmalar1 yapilmis ve

sonuclar1 yazilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu béliimde, ele alinan modellere ¢6ziim yontemlerinin uygulanabilmesi igin gereken ve

ele alinacak yontemlerde kullanilan temel tanimlar ve 6n bilgiler verilecektir.

2.1 Kismi Diferensiyel Denklemler

Bilimin hemen her dalinda bircok olayin agiklanmasma yardimci olmak {izere,
matematiksel modeller kurulmasi gerekmektedir. Bu modeller ¢cogunlukla bilinmeyen
fonksiyon ya da fonksiyonlarla, bu fonksiyonlarin tiirevlerini bulunduran denklemler
olarak karsimiza cikar. Boyle denklemlere diferensiyel denklem denir. Diferensiyel
denklemler ikiye ayrilir. Tek degiskenli bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun kendi
degiskenine gore tiirevlerini bulunduran denklemlere adi diferensiyel denklem denir.
Bagiml degiskeni y, bagimsiz degiskeni x olan n. mertebeden bir adi diferensiyel

denklem

feuy,y,y"..,y®) =0
bi¢iminde gosterilir. iki veya daha c¢ok degiskenli bilinmeyen fonksiyon ve bu
fonksiyonun bagli bulundugu degiskenlere gore kismi tiirevlerini bulunduran
denklemlere de kismi diferensiyel denklem denir. Bagimli degiskeni u, bagimsiz
degiskenleri x ve t olan bir kismi diferensiyel denklem
F(x, U, U, Uy, Up, Uy, Upey Ugpy won-) = 0

biciminde gosterilir. Bu tezde kismi diferensiyel denklemler ele alinacaktir.

Tamm 2.1 Bir kismi diferensiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden kismi tiirevin mertebesi olarak tanimlanir. Ornegin;

Uy T U T U, =0



denklemi ikinci mertebedendir.

Tammim 2.2 Bir kismi diferensiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun biitiin
tiirevlerine gore birinci dereceden ise, denkleme /ineer kismi diferensiyel denklem denir.
Bir kismi diferensiyel denklem lineer degilse ona lineer olmayan kismi diferensiyel

denklem denir. Ornegin;
(z)°+2,=0
denklemi lineer olmayan denklemdir.

Bir kismi diferensiyel denklemdeki bagimsiz degisken sayisi ve denklemin mertebesi gibi
ozelliklerin ¢6ziim iizerinde dnemli etkileri olacagi agiktir. Bu yiizden kismi diferensiyel
denklemlerde ¢6ziim kavraminin tanim ve izahi, sadece bir bagimsiz degisken olan adi
diferensiyel denklemdeki ¢6zliim kadar basit degildir. Simdilik ¢6zliim veya integral
dendiginde, kendisi ve kismi tiirevleri denklemde yerine yazildiginda bir 6zdeslik veren

fonksiyon anlasilacaktir.

Bir kismi diferensiyel denklemin pek ¢ok ¢6ziimii mevcut olabilir. Kismi diferensiyel
denklemlerde de, adi diferensiyel denklemlerde oldugu gibi, belki baz1 ¢oziimler harig
tiim ¢oziimleri iceren bir ¢oziim aranabilir. Boyle bir ¢6ziime genel ¢oziim veya genel
integral denir. Genel ¢6ziim, bagimsiz degiskenlerin keyfi fonksiyonlarini ihtiva eder.
Genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyon sayisi denklemin mertebesi ile yakindan alakalidir.

(Cagliyan ve Celebi 2013)

Tammm 2.3 Toplam seklinde verilen tam ¢6ziim fonksiyonunun iist sinirini temsil
etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir ADD de, en yiiksek mertebeden lineer olan terim
ile en yliksek dereceden lineer olmayan terim arasinda elde edilen en kiigiik pozitif degerli

tam sayidir. Herhangi bir ADD de en yiiksek mertebeden lineer terim

d%F(z)
T (2.1)



ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim

F(2)P (‘”F(Z))‘9 2.2)

dzv

ile verilsin. Burada a, B, y, 6 pozitif tam sayilardir. M dengelenme terimi olmak iizere

F(z) = ZiM (2.3)
doniisiimiinlin (a¢ € R), swrastyla (2.1) ve (2.2) terimlerinde yerine yazilip birbirlerine

esitlendiginde

M+a=MB+0(M+y) (24)
dengeleme bagintis1 bulunur (Giiner 2014, Y1ildirim 2019).
2.2. Lie Simetrileri

19. ylizyilda Norvegli matematik¢i Sophus Lie diferansiyel denklemleri degismez birakan
stirekli doniisiim gruplarini incelemeye baslay1p, diferansiyel denklemlerin simetri analizi
olarak bilinen teoriyi ele aldi. Lie'nin amaci adi diferansiyel denklemlerin integralinin
alinmasi i¢in E. Galois e N. Abel'in cebirsel denklemlere yaptig1 gibi genel bir teori
olusturmakti. Siirekli bir parametreli doniisiim gruplar1 olarak bilinen cebirsel yapilarla,
grup teorisi kullanarak, bazi diferensiyel denklemlerin integre edilebilecegini dolayisiyla
mertebesinin distiriilebilecegini gosterdi. Bu 06zellige ragmen, Lie'nin diferansiyel
denklemlere yaklagimindan yarim yiizy1ll boyunca faydalanilmadi ve sadece Lie
gruplarinin soyut teorisi gelistirildi. 1940'larda, G Birkhoff'un ve I. Sedov'un boyutsal
analiz lizerindeki ¢alismalariyla, kat1 uygulama problemlerinde teori ise yarar sonuglar
verdi. Birkhoff grup metodlar1 kullanilarak K.D.D lerin bagimsiz degisken sayisini

azaltilarak bir A.D.D e indirgemenin miimkiin oldugunu sonucuna vardi.



Lie grup teorisi diferensiyel denklemler agisindan giiglii ve ¢ok yonlii bir metoddur.
Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini belirlemek i¢in nokta
dontistimlerinin bir parametreli Lie gruplar altinda onlarin degismezlerini ¢alismaya
dayanir. Bu kisimda bu konu ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

Tamim 2.4 G bos olmayan herhangi bir kiime ve * da bu kiimenin elemanlar1 tizerinde
tanimlanmis bir ikili islem olsun. Eger G asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa G ye grup

denir.

1) G deki herhangi x, y, z elemanlar1 i¢in
* (0x (9,2)) =+ (x (x,¥),2)
i1) G deki herhangi bir x elemani i¢in
*(x,e) =*(e,x) =x

olacak bigimde G nin tek bir e elemani vardir.

iii) G deki herhangi bir x elemani igin
* (x,x D) =x(x"Lx)=e
olacak bicimde G nin tek bir x ! elemani vardur.
2.2.1 Doniisiim gruplar:
n- boyutlu Oklid uzay1 R™ de kendisi ve tiirevleri siirekli olan bir f fonksiyonu, keyfi bir

x = (X4, X3, X3, ... Xp) elemaninin goriintiisii her i igin tersi var olan X' = f'(x)

fonksiyonlar1 yardimiyla

=1 = (100,20, 2, ., fr(0) = (&, 22, %3, ..., T")

olarak tanimlansin. Yani f tersi var olan



it = fi(x) i=1,..,n (2.5)

formundaki fonksiyonlar yardimiyla vektdrel olarak  f = (f1,...,f™) biciminde

gosterilsin. (2.5) doniisiimii tersinebilir oldugundan ters fonksiyonu da
xt = (fHi(X), i=1,..,n (2.6)

bicimindedir. (2.5) doniisiimlerini T ile (2.6) doniisiimlerini de T~ !ile gdsterelim. Bu

durumda T herhangi bir

x =% .., x™") ER
noktasini

x=( .., x") eER

gibi bir noktaya resmeder. T~! ise X noktasini x in orjinal konumuna, yani tekrar x e

resmeder. Ozel olarak
it = xt, i=1,..,n (2.7)
Ile verilen 6zdeslik doniisimii [ ile gosterilecektir.

T, ve T, sirastyla i. koordinat fonksiyonu f{ ve f7 olan (2.5) formunda iki doniisiim

olsun. Bu déniistimlerin T, T; carpimi,
¥ =@ =f () i=1,..,n (2.8)
bi¢iminde, doniisiimlerin ardisik uygulanmasi olarak tanimlanir. (Yani doniisiimler s6z

konusu oldugundan T,T; ¢arpimi ifadesi aslinda T,0T; bileskesi anlaminda kullanil-

maktadir). Sembollerle ifade edecek olunursa ¥ = T;(x) X = T, (%) oldugundan



X = Ty(x) = T,T1(x) (2.9)
olur. Bu notasyona gore (2.6) nin ters doniisiim olmasi
TT =TT =1 (2.10)
esitliginin saglandigi anlamina gelir.

Tammm 2.5 [ Ozdesligini bulunduran R™ nin (2.5) formundaki doniisiimlerinin

olusturdugu G kiimesi asagidaki sartlari sagliyorsa doniisiim grubu olarak adlandirilir:

) VT EGicinT™! € G dir.
II) v Tl’TZ €EG lgln T1T2 € Gdir.

Yani yukarida bahsedilen G kiimesinin doniisiim grubu olarak adlandirilabilmesi i¢in G

nin her T, T;, T, elemanlari i¢in
1 €G, T 1eaq, T,T, €EG
olmalidir.
Tanmm 2.6 U bir reel say1 aralig1 olmak tlizere
G ={T,|a € U}

doniisiim kiimesi i¢in

1. ay €U T,, =1 olacak bigimde bir tek ao elemani vardir.

2. Vag €UiginT;' =T,_ dur.

3. Ya,b€U i¢in T,T, =T, € G olur ve ¢ = ¢(a,b) ozelliginde siirekli bir ¢

fonksiyonu vardir,



sartlar1 saglaniyorsa G ye bir parametreli grup denir.

Tanim 2.7
x*=X(x,¢) (2.11)

bir parametreli Lie grup doniisiimiiniin sonsuz kiiciik {ireteci
; d
X=Xx)=M)V = ’i’zlfl(x)a—xi (2.12)

operatorii ile tanimlanir. Buradaki V gradient operatoriidiir ve

0 0 i) 0
v=(>, 2,2 2

ox. ' 9x; ' omn SN, ) (2.13)
biciminde gosterilir.
Tamim 2.8 F(x) siirekli ve her mertebeden tlirevlenebilir fonksiyon olmak tizere (2.11)
ile verilen Lie grup doniisiimiiniin degismez (invaryant) fonksiyonu olmasi igin gerek ve
yeter sart1 herhangi (2.11) ile verilen grup doniisiimii i¢in

F(x*) = F(x)

olmasidir. (Bluman ve Anco 2002)

Teorem 2.1 F(x) fonksiyonunun, x* = X(x,¢) Lie grup doniisiimii altinda degismez

olmasi igin gerek ve yeter sart XF(x) = 0 olmasidir. (Bluman ve Kumei 1989).

Tanmm 2.9 n-parametreli Lie grup donilisimii sonsuz kiigiik simetri iireteci V; ve
(&1,..., &) parametresine gore verilsin. Herhangi iki simetri tireteci V; ve V; olmak tizere

[, ] kamiitatorii

[V, v;] = viv; — vy, (2.14)



olarak tanimlanir. K bir cisim ve L bu cisim iizerinde bir vektdr uzay1 olsun. L vektor
uzay1 yukarida tanimli ikili igsleme gore kapali ise n -boyutlu Lie cebiri denir ve L,, ile
gosterilir (Olver 1986).

Tamm 2.10 k. mertebe lineer olmayan olusum tiirii denklem sistemi

E(,(x,u,u(l),...,u(k)) =0, o0=12,...,.N (2.15)

seklinde ele alalim (Olver 1986, Bluman ve Kumei 1989, Ibragimov 1995, Naz ve ark.
2008). Burada

x = (x4 x?%,.. ., xMER (2.16)

n tane bagimsiz degisken,

u=(utu? ... ,u™)

m tane bagimli degisken ve U1y, U2y -0 Uck) ifadeleri sirastyla birinci, ikinci, ... ,kinci

mertebeden kismi tiirevleri temsil eder. u® nin x* bagimsiz degiskenine gore tiirevi

ulq = Di(ua)’

uf) = DD, (u) 1)
olarak alinir.Total tlirev operatorii
S g 0 g 0 o 0 _
Dl = % + u; ouc + uij au}f s IR & uiiliz ______ in aulg.liz ...... . + ) L= 1,2, ,n

bi¢iminde tanimlanir. (Bluman ve Kumei 1989).

(2.15) sisteminin hem bagimsiz hem de bagimli degiskenler i¢in bir parametreli sonsuz
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kiigiikliikteki Lie doniisiim grubu

o=xl 4 el uupy,. . ug) 0%, i=12,...,n

' =u'+en/ (v wuqy,... ug) +0(?), j=12,...,n (2.19)

olarak verilir. Burada & << 1 doniisiimiin kiiciik bir parametresidir. £¢ ve n’/ sirastyla
bagimsiz ve bagimli degiskenlerin sonsuz kiigiikk doniigimleridir. (2.19) doniisiim

grubuna karsilik gelen sonsuz kiigiikliikteki X iireteci

2y (2.20)

X=¢ dxt ouc

olarak verilir.

(2.15) sisteminin sonsuz kii¢lik doniisiimleri altinda degismezlik kosulu veya bagka bir

degisle (2.20) iireteci belirleyici denklem

XOIE,]| =0 (2.21)

Ea(x,u,u(l),...,u(k))=0 -

olarak verilir. Burada X ifadesi (2.19) iiretecinin k. mertebe uzanimidir ve bu operatér

d
X =X+
Uiy,
s=1 Lreols
veya
;d d d
X = gt poriay n? 0 T Ys=160, i ug (2.22)
1,mmls
seklinde tanimlanir. Burada
&7 =D;(n%) — (D)}
$iiyiy = Dis({ializ...is_l) - uidliz...i(s_l)]- D; (&) s>1 (2.23)

12



Ornegin 2. mertebeden (1+1) boyutlu
E(x, €, U, Uy, Up, Uy, Upg, Uye) = 0

denklemine karsilik Lie simetri tireteci (2.20) denkleminden

. 0 . 0 d
X=¢ (x,t,u)ﬁ+f (x,t,u)&+n(x,t,u)ﬁ

ifadesine karsilik gelirken bu iiretecin 2. uzanimi (2.22) denkleminden

@ —gx9 L gt0 0 9 12 o 9 9
X f dx + E ot + r] u + Zx aux + (t aut + (xx auxx + (tt autt + (xt auxt

ifadesine karsilik gelir. Burada {, {;, {xx, (¢ V€ (¢ terimleri (2.23) denkleminden

G = Du() — we D2 (§%) — ueDx (§9),
e = De(m) — uxDe(§) — uDe(§),
Cox = Dy (Qx) = U Dx(§) — ux D2 (§9),
Gt = De(8e) — e De(§F) — uge De(§9),
et = De(Gx) — UxeDe (§F) — gt De(§°), (2.24)

olarak verilir. (2.24) denklemindeki D, ve D, terimleri (2.18) denkleminden

0 d 2 2
D _—— i —
x 6x+ux6u+uxx6u+ xt gu,’
0 0 0 2
Dy =2 by 2wy 2y 2 22
¢ at+utau+u”aux+uttaut (2.25)

elde edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda ele alinan modellere uygulanacak yontemlerin temel teorileri adim adim

verilecektir. EE denklemine uygulanacak olan Lie simetri yontemi ve F —agilim yontemi
literatiirde var olan yontemlerdir ancak (%) —-Acilim Yontemi orijinal bir ¢caligmadir.

Ayrica MEE denklemine uygulanacak olan Genisletilmis Deneme Denklem Ydntemi
literatiirde var olan bir yontemdir ancak Tan (¢(§)/2) -A¢ilim Yontemi orijinal bir
calismadir.

Tezde ele alinan yontemler sirasiyla

1) Lie Simetri Yontemi

i1) (%,) —A¢ilim Yontemi

i) F— Acilim YoOntemi

v) Genigsletilmis Deneme Denklem Y 6ntemi

V) Tan (p(§)/2) — Agilim Yontemi

bigimindedir.
3.1. Lie Simetri Yontemi

Diferensiyel denklemlerin Lie simetri analizi teorisinin esasi, bagimsiz ve bagiml
degiskenlerin bir doniisiimii altinda denklemin degismezligine dayanmaktadir. Go6z
Oniline alinan denklemin ¢oziimlerini bagka ¢oziimlere resmeden bagimsiz ve bagimli
degiskenler uzayi iizerinde bir difeomorfizm kuran bu doniisiim, nokta doniisiimlerinin
bir yerel grubunu olusturur (Yasar 2009). Lie simetri yontemi bir ¢ok denklemin
analizinde cesitli yazarlar tarafindan kullanilmistir ( Liu ve ark. 2010, Giresunlu ve ark.

2017, Saglam ve Yasar 2020).
u bagimli degisken, x ve t ise bagimsiz degiskenler olsun. n. mertebeden

F(x, t,u®,u®, . ul) 3.1
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KDD ini géz oniine alalim. Bu KDD in Lie simetri analizi ile tam ¢6ziimlerine ulasma
siireci adimlar bi¢ciminde verilmistir. (Olver 1986, Ibragimov ve Kovalev 2009, San

2011).

1. Adim: (3.1) denklemini degismez birakan

X =x+eE(x, t,u) + 0(e?)
t=t+et(xtu)+0(e?)
U=u+ep(x,t,u)+ 0(e?) (3.2)

bir parametreli Lie grup doniisiimleri verilsin. Buradaki ¢, T ve ¢ sonsuz kiiciik
fonksiyonlari, bagimsiz degiskenler olan x, t ve bagimli degisken olan u ya bagimlidir.
0(€?) terimi ise nokta doniisiimiindeki sonsuz kiigiik kaymay1 ifade eder. Her déniisiim
grubuna bir vektor alani karsilik geleceginden. (3.2) doniisiim grubu ile iliskili (x, t, u)

uzayindaki vektor alani

V= E00tw) e + 100 ) o + Pt U) — (3.3)
bigimindedir.
2. Adim: (3.1) denkleminin mertebesi n oldugundan (3.1) in n. uzanimi

pT(n)V V+¢x ('btai ¢xx d)ttaz d)xt 9 + +¢xkxm 0

OUxp

(3.4)

bicimindedir. Burada k + m = n (1 < k,m < n) olup ¢*, pt, p**, p't, p*¢, ..., p*k¥m

ler (3.3) iin uzatilmis sonsuz kiigiik katsay1 fonksiyonlaridir. Bunlar,

¢x = Dx(¢ — Uy — Tut) + SUyy + Tyt = Dy — Uy D& — U Dyt

= ¢y + (¢u - Ex)ux — TxUs — é—uux2 — Ty Uy Uy,

15



¢t = De(¢ — Euy — tue) + Euye + Uy = D — u, D& —uDit

= ¢ — Sy + (¢u - ft)ut — Syl U — Tuutz'

¢xx = Dx2(¢ —SuUy, — Tut) + SUsrx + Tlyxs
= Dx2¢ - uxsz’f - uthZT = 2Uy D& — 2Uy Dy T

¢xx = ¢xx + (2¢)xu - Exx)ux — TaxUg + (¢uu - z'fxu)uxz - ZTxuuxut - fuuux3

_Tuuuxzut + (¢u - fo)uxx - eruxt - 3‘>;uuxuxx — TyUtUyy — ZTuuxuxt

(3.5)
biciminde verilir (Olver 1986).

3. Adim: (3.1) denklemi i¢in degismezlik kosulu
pr(”)V{F}|F=O =0 (3.6)

bicimindedir. (3.6) esitliginde (uzanimin H denklemine uygulanip), (3.5) de verilen
uzatilmis sonsuz kii¢iik fonksiyonlarinin (3.6) da yerine yazilmasiyla u nun x e, t ye ve
xt ye gore 1,2,...,n. mertebe kismi tiirevlerini bulunduran bir esitlik ortaya ¢ikar. Bu

esitlik u nun kismi tiirevlerine goére diizenlenir.

4. Adim: Bir 6nceki adimda elde edilen esitlikte yer alan u biitiin kismi tiirevlerinin
katsayilar1 sifira esitlendiginde, asir1 belirleyici denklem sistemi elde edilir. Elde edilen
denklem sistemi &, T ve ¢ bilinmeyenlerine gore ¢oziillir ve bdylece &, T ve ¢ sonsuz

kiigiik fonksiyonlar1 elde edilmis olur.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan sonsuz kii¢iik fonksiyonlar1 V vektor alaninda yerine
yazilarak V; (i=1,2,...) simetri iiretecleri bulunur. Dolayisiyla (3.1) denkleminin simetri
gruplariin Lie cebri, V; simetri liretecleri ile gerilir. V; iireteglerinin kamiitator tablosunu
olusturmak i¢in (2.14) esitligi kullanilarak [Vi, V]] degerleri hesaplanir. Bu degerler

yardimi ile kamiitator tablosu olusturulur ve ikili isleme gore kapali oldugu goriiliir.
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6. Adim: Bir 6nceki adimda elde edilen her bir simetri iiretecine, denk gelen bir doniigiim
grubu mevcuttur. Bu doniisiim gruplar1 (Olver 1986, Ibragimov ve Kovalev 2009, San

2012) calismalarinda oldugu gibi elde edilir. V; simetri iiretecinin doniisiim gruplari (her

bir bilesen igin):
E~f~—%i
(%, 6@) = de
~ f ~) _ 5fl
(X, t,0) = PP
Y o~ a%;
¢@Jﬂ%:£ (3.7)
[fadelerine
Xile=o = x;
tile=o = t;
tile=0 = u; (3-8)

baslangi¢ sartlarinin uygulanmasi ile elde edilir. (San 2012)

7. Adim: Son adim olarak; (3.1) de verilen denklemin, simetri iiretecleri yardimiyla
dontisiim gruplar1 (denklemi degismez birakan) bulunur ve bdylece ele alinan denklemin
farkli tam ¢oziimleri elde edilir. Ayrica bulunan Lie doniisiim gruplariyla (3.1) de verilen
KDD in, tek bagimsiz degisken iceren KDD e ya da ADD e indirgenmesi saglanir. Bu

indirgeme nihayetinde vektor alanina bagh yazilan

dx _dt _ du (3.9)

karakteristik denklemin ¢6ziilmesiyle miimkiindiir. Buradan da invaryantlar kullanilarak
kismi degisken sayis1 azaltilir. Bulunan ADD in ¢oziilmesiyle de (3.1) denkleminin farkl

¢Oziimleri elde edilmis olur.
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3.2. (%) — Aahm Yéntemi

Yontem ilk olarak 2007 yilinda yaptiklar1 ¢alismada Mingliang Wang ve arkadaslari
tarafindan KdV denklemi, mKdV denklemi, Variant Boussinesqu denklemleri ve Hiroto-
Satsuma denklemlerine uygulanmistir. 2008 yilinda Ahmet Bekir tarafindan Boussinesq
denklemine ve Modified Zakharov-Kuznetsov denklemine uygulanmistir. Daha sonra
bir¢ok yazar tarafindan, kaynaklarda verilen farkli modellere uygulanmistir (Wang ve

ark. 2008, Zhang ve ark. 2008, Zayed E.M.E. 2009, Guo ve Zhou 2010, Liu ve ark. 2015).

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in

(%) — acilim metodu, verilen kismi diferensiyel denklemi degisken degisimi yardima ile

adi diferansiyel denkleme doniistiirdiikten sonra denklemin ¢oziimlerinin (%) nin

polinomu bi¢iminde ifade edilmesine dayanir. Bu polinomun derecesi ikinci bolimde
tanimi verilen ve (2.4) bagintist ile ifade edilen dengeleme prensibi ile bulunur. Bu
metodun diger metotlardan farki, Riccati denklemi yerine ikinci mertebeden sabit

katsayili lineer bir diferansiyel denklemin kullanilmasidir.

Bu kisimda yontemin bir kismi diferensiyel denkleme uygulanmasi ile ilgili temel teorisi

verilecektir.

lp(u: Uy Uy Uty Uyrer Uty Uyexes o ) =0 (3.10)

kismi diferensiyel denklemini géz oniine alalim. Burada x ,t bagimsiz degiskenler ve
u = u(x,t) bilinmeyen fonksiyondur. { = x — ct dalga degiskeni kullanilarak (3.10)

denklemi,
ow,u,u",u".)=0 (3.11)

adi diferansiyel denklemine donistiiriiliir. Burada u(x,t) = U(§) , ¢ solitonun hizidir.
Denklem (3.11) olabildigince integre edilerek denklemin mertebesi diisiiriiliir. Burada

integral sabitleri sifir olarak kabul edilir. (3.11) adi diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin
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U=3Toa (S (3.12)

biciminde ifade edilebilecegini varsayalim. Burada ¢ = G (§) ikinci mertebeden lineer

G" +AG" +uG =0 (3.13)
2
adi diferansiyel denklemi saglar. Burada G' = dz—(;) ,G"' = ddL;j) dir ve aq,dy, ..., am,

A, u daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir. m pozitif tamsayisi1 yukarida bahsedildigi
gibi, (3.11) denklemindeki en yiiksek mertebeden tiirevli terim ile lineer olmayan terim
arasinda kurulacak olan dengeleme prensibinden elde edilir.

(3.13) denkleminin karakteristik denklemi

v2+lv+u=0

biciminde yazilabilir. Bu karakteristik denklemin kokleri

—A1—JA> —4pu A+ A2 =4
B 2

vy = > , v,
dir. (3.13) denklemi
i)A=2%2—4u > 0ise
G(&) = ceVté + cyev?t
genel ¢coziimiine sahiptir. Genel ¢dzliimde ¢ ye gore her iki tarafin tiirevi alinirsa
G' (&) = vicie¥1s +v,c,eV2t

elde edilir. Buradan
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G'(&)  vicieVrt +vycpev2t
G(E)  cevid + cpevet

ve V,, V, yerine yazilarak

— _/2_4 _ /2_4
c© ; e o “zl - evt

G creVié + cyevaé

)

elde edilir. Boylece

A2 —4 A2 -4
GI(E) B _Cléevlf — Cl 2 ‘Ll evlf - CZ%evzf + CZ TH esz

G(E&) cievié + cyevad
ve ortak parantezler diizenlenerek

A2 -4
G'(&) —% [cie¥1s + cpe¥?¥] + Tﬂ [—c1 e"1% + ¢, V28]

G(E) crevis + ¢ evaé

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan

G'@ 2 N 22 —4apf—c, e"® +c,ev?t
G 2 2 crevié + cyevad
—A—y/A%2-4p —A+yA%2-4p
G'¢ 2 +w/12—4u —cy e 2 S¥ce 2 ¢
G 2 2 Ay, /i, |
c1€ 2 + ce 2

elde edilir. Ustel fonksiyonlar ile hiperbolik fonksiyonlar arasindaki bagintidan
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2_ 2_ 2 2_
G'(&) _ A n [A2—4u | —¢1 (cosh o &—sinh G &)+c, (cosh - $+sm}~ * 4”
& 2 2 2_ 2 / 2_
cl(cosh‘])L > s E—sinh\/l 3 i &)+cy(cosh A $+sm}'

A2-ap ] A2-ap
2 2

&+ (c1+cp) sinh

§

' _ 2 +,/12—4y (=c1+c3) cosh
/12—4u ’
>—$

&) 2 2 [
2

(—c1+cy) sinh

&+ (c1+c3) cosh

bulunur. Bu son ifadede

(—c1+c) =4, (c1+¢c) =8B

alinirsa

2_
¢'&) B \/,12— A cosh ﬂE+Bsinh ! 4#{ (3 14)
a® 2 / 2_ 2_ '
Asinh " ¢+Bcosh——- i
elde edilir. Benzer sekilde 12 — 4u < 0 ise
4u—22 au—72
G'(8) _ _i+‘/m — Asin 112 &+B cos uz 3 (3 15)
G 2 2 _22 _a2 '
A cos 4#2 A §+Bsin 4“2 A &
ve A2 — 4y = 0 durumunda ise
fo_ 4 _2 (3.16)

G(&) ~ AE+B 2
elde edilir.

(3.11) denkleminin ¢oziimiinii elde etmek i¢in, denklemde U () yerine (3.12) ifadesi ve

tirevleri yerine yazilir. Elde edilen ifade (3.13) denklemi yardimiyla (%’) nin

polinomlar1 bi¢imine getirilir. (%) nin polinomunun katsayilar sifira esitlenerek elde
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edilen cebirsel denklem sisteminden a; , ¢ , A, i ¢oziiliir. Sistemin a;, ¢ , A, u degerleri
(3.12) de yerine yazilir. (3.13) den elde edilen (3.14) - (3.16) ¢oziimleri (A% — 4u) niin
durumlarina gore (3.12) de yerine yazilarak (3.11) adi diferensiyel denkleminin ¢oziimleri
bulunur. Bu ¢ozlimlerde ¢ = x — ct yazilarak (3.10) lineer olmayan kismi diferensiyel

denkleminin ¢oziimleri elde edilir.

3.3. F— Acilim Yontemi

Bu kisimda Abdelhalim Ebaid ve Emad H Aly nin 2012 yilinda yaptigi ¢alisma baz
alimmistir. Yontemde Jacobi eliptik fonksiyonlar kullanilmaktadir. Bu yontem farkl
yazarlar tarafindan kaynaklarda verilen ¢aligmalarda farklit modellere uygulanmistir (Liu
ve ark 2001, Shen ve Pan 2003, Ebaid ve Aly 2012, Celik ve ark. 2021).

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem kapali formda

QU Up, Uy, Upp, Ungaey Uty Unogrer ) = 0 (3.17)

bi¢iminde yazilabilir. Burada u = u(x,t) bilinmeyen fonksiyondur. Lineer olmayan

kismi diferansiyel denkleme

ul,t)=U¢), (=x—ct (3.18)

dalga doniisiimii uygulanirsa asagidaki gibi lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme

doniistir.

QU, —cU', U, c2u”,U",..) = 0 (3.19)

(3.19) denkleminin ¢éziimiiniin

U(Q) = X AiF (D) (3.20)
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biciminde oldugunu varsayalim. n pozitif tamsayist (3.19) denklemindeki en yiiksek
mertebeden tiirevli terim ile lineer olmayan terim arasinda kurulan (2.4) bagintisi ile

tanimlanan dengeleme prensibinden elde edilir. Burada F({)

F' =,/PF*({) + QF2(0) +R, (3.21)

yardime1 denklemini saglar, burada P, Q ve R sabitlerdir. (3.21) denkleminden tiirev

almarak F({) igin

F'" = 2PF? + QF
F"" = (6PF? + Q)F' (3.22)
F® = 24P2F> + 20PQF? + (12PR + Q?)F

esitlikleri yazilabilir. (3.20) fonksiyonu, (3.21) denklemi ve (3.22) esitlikleri kullanilarak
(3.19) denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade Fi(F’)j(j =01,.. ,i=012..)
kuvvetlerine gére diizenlenir ve F! katsayilarmin her biri sifira esitlenir. Béylece bir
cebirsel denklem sistem elde edilir. Maple kullanilarak elde edilen cebirsel denklem
sistemi A; (i=0,1,...,n) ve c ye gore ¢ozilir. Elde edilen katsayilar (3.20)
fonksiyonunda yerine yazilir, ¢6ziim fonksiyonundaki P, Q, R fonksiyonlar1 agagidaki bir

kismi alinan tablodan segilerek (3.20) fonksiyonu olusturulur.
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Tablo 3.1. (3.21) ile verilen yardimc1 denklem i¢in P, Q ve R 6zel se¢ilmis degerlerde
F({) ¢oziimleri gostermektedir.

Durum P 0 R O
: m* —(1+m?) 1 sn{
2 —mz 2m2 _ 1 1 _ mz Cn{
3 1 _(1 + mz) m? ns {
4 1 2 _mz 1 _mz CS{

1 _ 2 1
5 - # ] ns T4 cs

1 _ 2 1
6 - # - nsl—cs
7 1 1-2m’ 1 sl

4 2 4 1+cn¢
8 1 1 - 2m2 1 Sn(

* 2 4 1—cn¢
10 1 2 —m2 T e

2
- - —1
1 —(m?+2m+1DB? | 2m? 42 |TmrEmol m sn? ¢
B B(msn?2{+1)

— 2 5 —
12 1 4m 1+2m 1 4m nel +sc i

— 2 5 —
13 1 4m 1 +2m 1 4m nel s

Bu fonksiyon Jakobi eliptik fonksiyonlart bulundurur. Jakobi eliptik fonksiyonlar
sn{ , cn{ ,dnd olup sirastyla Jacobian eliptik siniis fonksiyonu, Jacobian eliptik kosiniis
fonksiyonu ve Jacobian eliptik delta fonksiyonu olarak isimlendirilirler. Diger Jacobian

fonksiyonlar1 bu ii¢ tiir fonksiyon yardimiyla asagidaki bicimde elde edilir:

1 1 1
nsizﬁ, nc{zﬁ, nd(zd—nc

cnd snd dn sng

scq Y cs{ == ds{ =——, sd{ :d_n(

sn{ '’
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Ayrica, bu fonksiyonlar asagidaki formiilleri saglar.

sn?+cn?¢ =1, dn*{+m?sn?( =1, ns?{ =1+ cn?¢,
ns?{ = m? + m3ds?¢ , sc*’{+1=nc?*¢{, m?sd*{ + 1 =nd?{,

Jacobian-eliptik fonksiyonlar, m — 1 i¢in limit alindiginda asagidaki gibi hiperbolik

fonksiyonlara dontisir.

sn{ > tanh{ , {cn{,dn{} - sech{ ,{sc{,sd{} — sinh(
{ds{,csC} - csch ,{nc{,nd{} — cosh{ ,ns{ - coth{, {cd(,sd({} -1

Jacobian-eliptik fonksiyonlar, m — 0 i¢in limit alindiginda asagidaki gibi trigonometrik

fonksiyonlara dontistir.

{sn¢,sd{} »sin{, {cn{,cd{} > cos{, sc{—-tan(
{dsC,ns{} — csc, {nc¢,dc(} - sec(, cs{ - cot(, {dnl,nd(} - 1

(3.20) yardimiyla olusturulan fonksiyonlarda bu wveriler kullanmilarak (3.19) adi
diferensiyel denkleminin ve bu denklemde { = x — ct yazilarak da (3.17) kismi

diferensiyel denkleminin ¢ézlimlerine ulasilir.

3.4. Genisletilmis Deneme Denklem Yontemi

Bu boliimde, A. Seadawy ve J. Manafian 1 2018 yilinda yaptiklar1 ¢aligma temel
alinacaktir. Genisletilmis Deneme Denklem Yontemi daha 6nce 2010 yilinda S. Guo ve
Y. Zhou tarafindan Whitham-Broer-Koup-Like denklemine ve Coupled Hirota-Satsuma
KdV denklemine uygulanmis ve daha sonra ¢esitli yazarlar tarafindan farkli denklemler
icin caligilmistir (Seadawy ve Manafian 2018, Guo ve Zhou 2010, Gurefe ve ark. 2012,
Pandir ve ark 2012, Gurefe ve ark. 2013).

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi ele alalim.
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XU, U, U, Uy Uy Uty Ugs ) = 0 (3.23)
burada u bagimli degisken, x ve t bagimsiz degiskenlerdir. (3.23) denkleminde
ulx,t) =u(m) , n=k(x—Aat) (3.24)

(burada k, ¢ sabit ve ¢ # 0 dir) degisken degisimi yapalim. Bdylece (3.23) kismi

diferansiyel denkleminin
x(u, k', —kAu', k?u”, k?2%u”,..) =0 (3.25)

biciminde lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. (3.25) adi diferansiyel

denklem i¢in deneme denklem fonksiyonu

u(m = Xl (3.26)

olmak iizere;

N2 — _ o) _ T &M gerf++&iT+
(% =) = 5 =555 7 = s atirrto (3.27)

bicimindedir. Buradan da (3.26) ve (3.27) denklemlerinden asagidaki esitlikler elde
edilebilir;

W)? =5

, i—1\2
= o0 (B, it 1) (3.28)

@' MPM-oMW' ()
u =
2W2(T)

o)
w(I)

(Bog it Tt + (B i(i — D7 Mi?2) (3.29)

burada ®(T") ve W(I') polinomlardir. (3.26)- (3.29) ifadeleri (3.25) denkleminde yerine

yazilirsa,
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bigiminde I' ya bagli olan A(T") polinomu elde edilir.

0, € ve § arasindaki matematiksel bagint1 bulmak i¢in dengeleme prensibi uygulanir ve
boylece 8, € ve § ’nin bazi degerleri de buna gore hesaplanabilir. (3.30) denklemindeki
A(T) polinomunun tiim katsayilar1 sifira esitlenerek asagidaki bi¢imde bir cebirsel

denklem sistemi elde edilir.

0,=0, i=0,..,s. (3.31)

biciminde olusturulan cebirsel denklem sistemi Maple programi yardimiyla
¢oziildiiglinde, bulunmasi gereken &, ..., &g, (o, ..., ¢ V€ Ty, ..., Tg katsayilar1 elde edilir.

Elde edilen katsayilar (3.27) esitliginde yerine yazildiginda

dr o(T)
+(n —1no) = fm:fﬁdr (3.32)

bulunur. Burada n, keyfi bir sabittir. (3.32) esitligindeki integralin hesaplanmasiyla I'(77)
fonksiyonlar1 elde edilir. I'(n) fonksiyonlari (3.26) ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilir.
Boylece elde edilen u(n) bicimindeki fonksiyonlar (3.25) adi diferensiyel denkleminin
¢Oziimleridir. (3.24) doniisiimii kullanilarak, (3.23) denkleminin tam ¢oziimleri elde

edilir.
3.5 Tan (¢(§)/2) —A¢ilim Yontemi

2016 yilinda Jalil Manafian ve Mehrdad Lakestani bu yontemi The modified Formbeg-
Whitham denklemine uygulamislardir. Daha sonra 2018 yilinda Sendi C. ve arkadaslar
akigskanlar mekaniginde modellenen Vakhnenko—Parkes denklemine (VP), Generalized
regularized long wave denklemine (GRLW) ve symmetric regularized long wave
denklemine (SRLW) bu yontemi uygulamislardir. Daha sonra da birgok arastirmaci
tarafindan KDD e ve sistemlerine uygulanmistir (Manafian ve Lakestani 2015, Manafian

2016, Manafian ve ark. 2016, Sendi ve ark 2018).
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Bu yontemin temel adimlar1 asagida verilmistir:
N (u, U, Uy, Uge) Uy Unety U ) = 0 (3.33)

lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi goz oniine alalim. Burada u bagimli

degisken, x ve t bagimsiz degiskenlerdir. (3.33) denkleminde
ul,t) =u(€) , é&¢=kx+ ot (3.34)
degisken degisimi yapilirsa
N, ku', 0u', k?u"”, w?u”,..) =0 (3.35)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. (3.35) denkleminin hareketli dalga

¢Ozuimuniin

u(®) = S(#) = T i [p + tan (2)] (336

bigiminde ifade edebilecegini varsayalim. Burada A, (0 <k <m) ve
A, =B, (1<k<m), A, #0,B, #0dir ve ¢ = ¢p(§) asagidaki adi diferansiyel

denklemi saglar

¢'(§) = asin($p($)) + b cos(@(§)) + ¢ (3.37)

ve m sayisi (2.4) esitligi ile verilen dengeleme prensibi yardimiyla elde edilir. (3.37)

denklemi asagidaki gibi 6zel ¢6ziim ailelerine sahiptir (Sendi 2018):

1.Aile A=a*+b>—-c*<0 ve b-—c+#0 olmakiizere
_ ~1[ e YA (YA &
d)(f) = 2tan [b—c b—c tan( 2 E)]
2.Aile A=a*+b>—-c*>0 ve b-—c+0 olmakiizere
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3.Aile

4.Aile

5.Aile

6.Aile

7.Alle

8.Aile

9.Aile

10.Aile

11.Aile

12.Aile

13.Aile

14.Aile

15.Aile

16.Aile

17.Aile

18.Aile

19.Aile

_ ~1[a _V-A VA £
d)(f) = 2tan [b—c b—c tanh ( 2 E)]
A=a’+b?>—-c>>0 ve b#0vec=0 olmakiizere
v (x/azT .,f)]

$(§) =2tan? [%4_
A=a’2+b%2—-c?2<0 ve c¢c#=0veb=0 olmakiizere
$(§) =2tan”! =+ \/czb——aztan (m E_)]

A=a’>+b?>—-c>>0 ve b—-—c#0vea=0 olmakiizere

$(&) =2tan™? \/Et h(\/—zf_)l

a=0vec=0 olmakiizere, $p(§) =tan™?! [

e2bf_1  2eb%
e2bi 41’ e2biyq

ai  g2af_
b =0vec =0 olmak iizere, ¢p(§) =tan™?! [ 2% e? 1]

e2a8y1’ 204y

a? + b? = ¢* olmak iizere, ¢(¢§) =2tan? (ZE+)2§
=b=c=ka olmakizere, ¢(§)=2 tan‘l[e""aE —1]
o= __ " P

a = ¢ = ka ve b = —ka olmak iizere, p(§) = —2 tan [—1+eka?]

bE_
c=a olmakiizere, ¢(§)=—2tan"! [(aer)—el]

(a—b)ebé-1

-1 (b+c)eb"?+1]

c=a olmakiizere, ¢() =2tan boo)eFi

b¢1b-a
_ -1
c=—a olmak tizere, ¢(&) = 2 tan [ bE _p— a]

a§
b = —c olmak iizere, ¢(¢) =2tan™! [ . af]

b = 0 ve c = aolmak iizere, ¢(§) =—2tan™?! [Ci—gz
a = 0ve b= colmakiizere, ¢(&)=2tan"[c{]
a = 0ve b= —colmak iizere, (&) =2tan"! [%] )

a = 0ve b =0 olmak tizere, ¢(&)=2+C

af_
b=c olmakiizere, ¢(§)=2tan?! [e - C] .

29



Burada § =&+ C,p,Ay,Ar,Bx (k=1,2,..,m),a,bve c daha sonra belirlenecek
sabitlerdir. (3.36) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilir ve

k k
tan (%) , cot (%) (k =1,2,..,m) Kkatsayilarina gore diizenlenir. Elde edilen
katsayilarin her biri sifira esitlenir, boylece cebirsel bir denklem sistemi elde edelir. Bu
cebirsel denklem sistemi Maple yardimi ile p, A, Ay, By (k =1,2,...,m),a,bve c
bilinmeyen katsayilarina gore ¢oziiliir. Daha sonra elde edilen

Ay, Ay ,By(k=0,1,..,m) ve a,b,cvep degerleri (3.36) ifadesinde yerine yazilir ve

yukarida verilen ailelerdeki durumlara gore ¢coziimler elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 EE denkleminin Lie Simetri Analizi

Kisim (3.1) de teorik olarak verilen, bir KDD in Lie simetri analizini (1.1) kismi
diferensiyel denklemi i¢in uygulayalim:

1. Adim: (1.1) denklemini degismez birakan

X =x+€e&(x, t,u) + 0(e?)
t=t+etr(x, t,u) + 0(e?) 4.1)
u=u+ep(x,t,u) +0(e?)

bir parametreli Lie grup doniisiimleri verilsin. Her doniisiim grubuna bir vektor alani
karsilik geleceginden (4.1) doniisim grubuna karsilik gelen vektor alani
(x,t,u) uzayinda

d 0 0
V=§(xtw) o+l tw) oo + o(x, tu) o (4.2)

bi¢imindedir.

2. Adim: Denklemin mertebesi dort oldugundan (4.2) iiretecinin dordiincii uzanimini
(2.22) formiili kullanilarak

@y — x 0 t 0 xx O tt 0 xt_0 ttxx O
prV =V +¢ aux+(,15 aut+(,15 auxx+¢ autt+¢ auﬂ+...+¢ .

(4.3)
biciminde elde edilir. Burada ¢*, ¢¢, ¢**,--- p'** fonksiyonlart (4.2) nin uzatilmis

sonsuz kiiciik katsay1 fonksiyonlaridir. Bunlar (3.5) formiilleri yardimiyla hesaplanir.

3. Adim: (3.6) dan denklemin degismezlik kosulu
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2
J,
pr(4)V(utt - Cg(l + 205Uy Uy, — (Vsp) uttxx)| =0 (4.4)
(4.1)

biciminde elde edilir ki bu
2
O — (20,31 d™ + €31+ 2a,) ™ + =2 pFXE) = 0 (4.5)

Verir.

4. Adim: Uzatilmis sonsuz kiiciik katsay1 fonksiyonlar1 (4.5) de yerine yazilir ve

v? - ..
U = c2(1 + 2a51,) (Uyy ) +% (Uyxee ) olarak alimirsa u nun kismi tiirevlerini

bulunduran bir denklem elde edilir. Bu denklem u nun kismi tiirevlerine gore diizenlenip
her katsayi sifira esitlenirse (1.1) denkleminin simetri grubunun asir1 belirleyici denklem

sistemi asagidaki gibi elde edilir.

$¢ =0
Su =
$x =
Ty =
Ty =
T = 0
¢y = =214
T
bu=o
¢ee =0

Denklem sistemi ¢oziilerek, (1.1) denkleminin en genel sonsuz kiigiik {iretecinin

E(x,t,u) = ky
T(x, t, u) = _kzazt + k5
o(x, t,u) = kit + ayu + x)k, + ks (4.6)
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katsay1 fonksiyonlarina bagli oldugu goriiliir. Burada k; (1 < j < 5) keyfi sabitlerdir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan sonsuz kii¢iik katsay1 fonksiyonlari (4.2) de yerine

yazilir. k; (1 < j < 5)'lerin farkl degerlerine karsilik farkli simetri iiretecleri elde edilir.

d d d
Vl ar VZ_EI V3_£
a d d
V, = to Vs = tay oo — (Za,u + x)a 4.7)

V; ireteglerinin ikili isleme gore kapali oldugunu gormek icin kamiitatdr tablosu
olusturulur. Bunun i¢in (2.14) deki bagmt1 kullanilarak [Vi , I/}] degerleri asagidaki gibi

hesaplanir.

Vi, Vil = [V, Vo] = [V3, V3] = [Va , Vul = [V5,V5] = 0
Vi, Vo] = =[Vo , il = [V3, V1] = =[V5,V1] = 0
Vi, Val = =[Vy, 1] =0, [V, V5] =—[V5, V1] =V5,
Vo, Vsl = =V, Vo] = 0, [Vy, V] = =[Vy, Vo] = V3, [V, V5] = —=[Vs, Vo] = —a,Vs
Vs, Vol = =[V4, V5] = 0,[V3,V5] = =[V5, V3] = 2a,V;
Ve, Vs] = =[V5,V4] = =3a,V,
(4.8)

(4.8) esitlikleri yardimiyla komditator tablosu asagidaki gibi diizenlenir:
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Tablo 4.1. (1.1) denkleminin vektor alanlar1 arasindaki kamiitator bagintilarini
gostermektedir

[Vi , V]] Vi V, V3 Vy Vs
4 0 0 0 0 -V;
v, 0 0 0 V3 a,V,
V3 0 0 0 0 —2a,V;
V, 0 -V; 0 0 —3a,V,
Vs Vs —-a,V, | 2a,V; | 3a,V, 0

Diizenlenen kamiitator tablosundan Vj(i = 1...5) ireteclerinin ikili isleme gore kapali
oldugu goriiliir, boylece (1.1) denklemine ait simetri gruplarmin Lie cebri,

V1, Vs, V3, V,, Vs simetri iiretegleri tarafindan gerilmektedir.

6. Adim: Herbir simetri iiretecine karsilik gelen dontisiim grubu (3.7) ve (3.8) esitlikleri

yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

Gy:(x,t,u) » (x+€t,u) (4.9)
G,: (x,t,u) » (x,t+¢€,u) (4.10)
Gs:(x,t,u) » (x,t,Lu+e) (4.11)
Gy (x,t,u) » (x,t, te + u) (4.12)
Gs: (X,t,70) - (x , te%2€ —aiz + (u+ aiz)e—Zaze) (4.13)

Buradan G, in uzay doniisiimii, G, nin zaman doniisiimii ve G5 iin de bir bagimli degisken
dontisiimii olarak elde edildigi goriiliir (Liu ve ark. 2009). G, ve Gg donilisiim gruplari
bilinen geometrik doniisiimler olmamakla birlikte s6z konusu modelin bu doniistimleri

kullanarak degismez ¢oziimler elde etmek miimkiindiir.

7. Adim: Her G;(1<i<5) (1.1) denkleminin simetri grubu oldugundan, eger

u = f(x,t) denklemin bir ¢6ziimii ise

u® = f(x —¢€,t)
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u® = f(x,t —€)
u® = f(x,t) +e¢ (4.14)
u® = f(x,t) + et

x X
B) = ( te” 32€) 4+ _> —aze _
u fOote™=) +5)e 2a,

de (1.1) denkleminin ¢éziimleridir. Burada € bir rel sayidir.(Celik ve ark.2021)

Simetri Ureteci Altinda indirgeme

1)V = 5, Uretecinin karakteristik denklemi

dx _dt_ du
1 0 0
bi¢imindedir. Buradan
u=f(), (=t (4.15)
oldugu kullanilarak (1.1) denklemi
f't)=0 (4.16)

2
denklemine indirgenir. Burada f"' = ;—{2 dir. (4.16) ¢oziilerek f ({) = C,{ + C, elde

edilir. Dolayistyla, (1.1) denkleminin ¢oziimii u(x,t) = C;t + C, olarak elde edilir.
Burada C; , C, keyfi sabitlerdir.

. a .. . L .
1) V, = 5; dretecinin karakteristik denklemi

bi¢imindedir. Buradan
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u=f(¢), {=x (4.17)
oldugu kullanilarak (1.1) denklemi
f'"(x) =0 (4.18)

denklemine indirgenir. Burada f" = :—; dir. (4.18) goziilerek f ({) = C;{ + C, elde

edilir. Dolayisiyla, (1.1) denkleminin ¢ozimii u(x,t) = Cyx + C, olarak elde edilir.

Burada C;, C, keyfi sabitlerdir.
ii1) V5 iiretecinin karakteristik denklemi

dx _ dt du

0 a,t —(2a,u+x)

bicimindedir ve buradan

u(() = MO (4.19)

2a2t2

olarak elde edilir. Burada { = x dir ve buradan

wue, t) = — = 4L (4.20)

2a2 2a2t2
olarak elde edilir. Boylece (1.1) denklemi
cif'f"+ 6vi,f" —6sf =0 (4.21)

biciminde bir adi diferensiyel denkleme doniisiir. Seri ¢6ziim yontemi son denklemi

¢0zmek icin kullanalim. Denklemin

f(@) = Xnzocn@™ = co+ 10 + 207 + 303 + -+ c™ + - (4.22)
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biciminde bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. (4.22) serisi ve tiirevleri (4.21) da yerine

yazilirsa,

(0]

12v%],¢, + 6v2, Z(n +2)(n + 1) ¢ 2A™ + 2¢0%c4Cy

n=1

0]

o] n
+c,? z Z(Tl + D —j+2)(n—j+ 1D A" cpy1Cp_jipz — 65Co — 652 cnAt =0

n=1 j=0 n=1
(4.23)
ve (4.23) yardimiyla n = 0 igin,

_ 6C0
12v2Jp+2co2cy

Cy (4.24)

elde edilir. n > 1 i¢in indirgeme bagintisi

1

m(@?cn +co® Do+ D(n—j +2)(n—j + 1) Cuy1njs2)

Cny2 =

(4.25)
bicimindedir. Boylece (4.22) kuvvet serisi

FQ) = co + A+ 2% + z L
n=1

(A) =co+ 12+ bscy 2+ i !
fA)=co+a 1207, + 2¢o2c, 607, (n+2)(n+ D
n=

n
6sc, + Co2 Z(n + D —j+2)(n—j+ 1) cpp1Cn_jia |A"H?
j=o

(4.26)
olarak elde edilir. Sonu¢ olarak (4.21) denkleminin seri ¢Oziimii asagidaki bi¢cimde

yazilabilir.
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6scy 2

f(x) =co+cix+

12v2Jp+2co2cy
65cn+Co% X o(n+1)(n—j+2)(n—j+1)Cpy1Cn_jr2)x"*2
+ 2nst ] 6v2 ], (n+2)(n+1) (4.27)
14
Boylece (4.19) den
6sco 2
—xt2 1 Co+C1X + 12v2 Jp+2c0%cq

u(x,t) =

65cn+co? Xjzo(m+ 1D (n—j+2)(n—j+1)cni16n—j+2)x"+?
6v2J,(n+2)(n+1)

2a,t%2  2a,t? o0
+ =1

elde edilir. Bu, denklem (1.1) denkleminin kuvvet serisi bigimindeki ¢éztimiidiir.(Celik

ve ark.2021)

4.2. (%) A¢ilim Yonteminin EE Cubuk Denklemine Uygulanmasi

!

Kisim (3.2) de teorisi verilen (GT) acilim yontemi (1.1) denklemine uygulanacaktir.

Denklemde & = x — ct doniisiimii yapilirsa, u(x,t) = U(§) i¢in (1.1) denklemi
(c® = c§)sU" — 2c§sa,U"U" — v2],c2U"" =0 (4.28)
adi diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklemin her iki tarafi & e gore integre edilirse
(c? — c)sU' — c2saU'* — v2],c?U" = 0 (4.29)
denklemi ve bu denklemde U’ = ®(§) doniisiimii yapilirsa
(c® = ¢§)s® — cfsa,®* — v?,c*®" =0 (4.30)

ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklemi elde edilir. ®" ile ®2

terimleri arasinda Tanim 3.2 de (2.4) bagintisi ile verilen dengeleme prensibi kullanilirsa
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m + 2 = 2m esitligi ve buradan da m = 2 bulunur. Boylece (3.12) de U yerine @(¢)

kullanilir ve m=2 alinirsa (4.30) denkleminin ¢oziimlerinin

PE) = Ag + 4, () + 4 (%)2 431)

biciminde olacagi tahmin edilir. Burada ¢ = G(¢) daha 6nce Kisim (3.2) de verilen
(3.31) numarali asagidaki ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemi

saglar.
G"+AG"+uG =0

Denkleminin her iki tarafi G # 0 olmak lizere G ile boliniirse
—=—A——u (4.32)

elde edilir. Diger yandan

INU N2

€ -4~

oldugundan son esitlik, (4.32) esitligi ile birlikte kullanilirsa

"\ G G'
(5) =-(F) - 25—« (4.33)
elde edilir. (4.31) ve (4.33) kullanarak ®"’ , ®? asagida oldugu gibi elde edilebilir.

G N2

D2(€) = A,? (?)4 + 24,4, (%)3 + (A +24,40) () +2414, (£) + 40

r\3

() = 64, (L) + 24, + 104, (<) |

+ (84,4 + 34,4 + 4A,72) (%)
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+(64221 + 243 + A,2%) (£) + 24,7 + Ay A (4.34)

(4.31) ve (4.34) , (4.30) de yerine yazilirsa (%’) nin bir polinomu elde edilir. Bu po-

linomun biitlin katsayilari sifira esitlendiginde asagidaki gibi bir cebirsel denklem sistemi

elde edilir.

—6v?],c24, — cdsaz A, =0
—2v%],c?A; — 10v%],c? A, A — 2¢5saz A1 A, = 0
—cdsayAy — 2c¢saAgA, — 3v2,c?A1A — c2sA, — 8v2,c?Ayp
+c25A, — 4v?),c2 4,22 = 0
=202, 2 Ay — v, c2 Ay A% + c?sA; — cdsAy — 6V2],c2 A Au — 2c3sazAgA, = 0
—20%,c2 A% + c2sAg — V2] ,c2 A3 An — cdsazAg® — c3sAy = 0
(4.35)

(4.35) denklem sistemi Maple programi kullanilarak Ay, A, 4,, ¢ ye gore ¢ozdiiriiliirse

asagidaki ¢6zliim gruplarina ulasilir.

6v%/,u 6v%),A

Ay = — , A = — ,
0 (4v2],u + s — v2],2%)a, ! (4v2),u + s — v2],A%)a,

6v?] S
A, = — P , C= Co
(4v¥,u + s — v2],2%)a, 4v?[pu+ s — v2J,A%

(4.36)
s 6v%/,u s 6v%),A
0 (4v2]p,u +5s— vszlz)az ' ! (4v2]p,u +5s— vszlz)az’
6v%/, s
Ay =- L e 27 220
(4v2),u + s — v2],A%)a, e o+ s —v2pA
(4.37)

ya da

4 v2],(2u + 2%) 4 6v%),A

0~ (4v2]pu —5s— vszlz)az' L (4v2]pu —5s— vszxlz)az’
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6v%/, s _
A, = , = |m— 577 Col
(4v2)pp = s = v2)pA%)a, 4v?pp = s — v ph

(4.38)
_ v, (2u + A%) A= 6v%],A
0 (4v2]pu —5— vszlz)az' ! (4v2]pu —5s— vZ]pAZ)az'
6v2], S .
Ay, = > TN C=~ ~ a2 ZAZCOL
(4v]p,u—s—v]pl)a2 vepu —s —vej,
(4.39)
Sistemin (4.36) ve (4.37) ¢oziim takimi kullanilarak (4.31) den
S .
§=x— \/4v2]pﬂ+s_v2]p -z Cot olmak iizere,
_ 6V Jpi 3 6v2JpA ¢\ 6v ]y 6"\°
P, (5) = (4v2Jpu+s—v2JpA2)ay (402 Jpu+s—v2JpA2)a, (G ) (4v2Jppu+s—v2]pA2)a, (G )
(4.40)
S .
ve &E=x+ \/4v21pu+s—v21p12 cot olmak iizere,
_ 6V2Jp it B 6v2JpA ¢\ 6v2Jp 6"\?
®,(8) = (4v2Jpu+s—v2JpA2)a;  (4v2Jpu+s—v2jpA2)a, ( G ) (4v2Jpu+s—v2JpA2)a, (G )
(4.41)
elde edilir. Sistemin (4.38) ve (4.39) ¢6zlim takimi kullanilarak (4.31) den
E=x— J— 4v21p#_z_vsz12 cot olmak lizere,
o v?p(2uta?) 6v2JpA G’ 6v2 ), 6"\
P5(¢) = (4v2Jpu—s-v2JpA2)a, ol (4v2Jpu—s-v2JpA%)a, (G) + (4v2Jpu—s-v2JpA2)a, (G)
(4.42)

s
402 Jpu—s-v2J,A2

_ v2 ], (2u+22) 6v2 JpA (G’) 6v2 Jp (G )
P,(§) = (4v2Jpu—s-v2JpA2)a, + (4v2Jpu—s-v2JpA%)a; \G + (4v2Jpu—s-v2JpA%)a, \ G

cot olmak iizere,

ve €=x+J—
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(4.43)

elde edilir. (4.30) denkleminin genel ¢oziimlerini elde etmek i¢in Kisim (3.2) de
(42 — 4u) niin durumlarina bagli olarak, (3.14), (3.15) ve (3.16) esitlikleri ile verilen (%)

ifadeleri (4.40)-(4.43) ifadelerinde yerine yazilir. (P cozim adr, durum adr)

Durum (1): A% — 4 > 0 igin (4.30) denkleminin asagidaki ¢dziimleri elde edilir:

2

v2Jp(A2-4p) c1 sinh%\/ A2—4pé+c; cosh%1/12—4# &

4v2]pﬂ+s—v2]p12)a2 c1 COSh% 112_4“ f+C2 sinh% /){2_4# E
3v2 A2 _ 6v2Jpu

2(4v2 Jputs—v2JpA?)a; (402 Jputs—v2pA?)a;

c1311(5) = —% (

s
42 Jpu+s—v2Jp

burada ¢ = x—\/

= Cot

2
o (E) 3 v2Jp (2% -4p) <c1 sinh%\/lz —4u &+cy cosh%,/)L2 —4u é’)
21 =

2 (4v2Jpu+s-v2jpA2)as \ ¢; cosh%wuz—zw E+cy sinh%\/)L2 —4p &
3v2JpA? 6v% 1
2(4v2Jpu+s—v2JpA2)ay (402 Jpu+s—v2jpA?)a,

s
42 Jpu+s—v2Jp

burada ¢ = x +\/ -z Cot

2

B, () = 302 Jp(A2—4pu) c1 sinh%\//lz—tlu E+cy cosh%,//lz—twf

31 - 2(4U2]pﬂ_s_v2]p/12)a2 1 cosh%\/lz—tlu E+cy sinh%,//lz—tw &

v2JpA? 2v2 1
2(4v2Jpu—s—v2JpA2)ay = (402 Jpu—s—v2jpA?)a,
s
burada ¢ = x — \/— PRy Ny W T Cot

2

®,,() = 302 Jp(A2—4p) c1 sinh%\/l2 —4u &+cy cosh%\//l2 —4p &

41 - 2(4v2]pﬂ—5—v2]p/12)a2 1 cosh%\/lz—zl-u E+cy sinh%\/l2 —4ué
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_ v2JpA? 2v% Jpu
2(4v2 Jpu—s—v2JpA2)ay = (4v2Jpu—s—v2j,A2)a,

N .
burada ¢ = x + \/— s A2 Cot dir.

Durum (2): 1% — 4u < 0 igin (4.30) denkleminin asagidaki ¢dziimleri elde edilir:

2
o (f) 302 Jp(A2—4p) —Cq sin%\/éw—)lz E+cy cos%w/éw—lz &
12 T 2(4v2puts—v2jpA2)as \ o cos%\/zluf/'l2 &+cy sin%\/m 3

30?2 J, A% _ 6v2
2(4v2Jpu+s—v2JpA2)ay (402 Jpu+s—v2jpA?)a,

burada § = x —\/ >

Cot
42 [pu+s—v2JpA? 0%~

2
®,,(&) = 302 Jp(A2—4p) -y sin%\/ztu—lz E+c, cos%w/zw—lz g
22 - 2(4v2]py+s—v2]p/12)a2 1 cos%,/zw—lz E+cy sin%\/ztu—lz '3
302 JpA? _ 6v%Jpu
2(4v2 Jpu+s—v2JpA2)ay  (4v2Jpu+s—v2jpA2)a,

burada & = x +\/ d Cot,

402 Jpu+s-v2J,22

2
@ (f) _ 3172];;(/12 —4u) - sin%w}u—lz E+cy cos%\/zl-u—)tz &
32 - 2(4v2 Jpu—s—v2JpA%)az \ ¢, cos%w}/,t—)tz E+cy sin%w}u—lz 3
v2JpA? 2uv?Jy,
2(4v2 Jpu—s—v2JpA2)a;  4(4v2Jpu—s—v2JpA%)a,

burada & =x—\/— >

Cot
402 Jpu—s—v2 Jp A2 0%

2
®,,(&) 302 Jp(A2—4p) -, sin%\Mu—Az E+c, cos%«/éw—lz g
42 o 2(4v2Jpu—s—v2jpA2)a; \ ¢, cos%\/m E+cy sin%\/mf
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_ v2 A% 2uv?J,
2(4v2 Jpu—s—v2JpA2)a; = 4(4v2Jpu—s—v2JpA2)a;,

Cot dir.
402 Jpu—s—v2JpA2 0

burada { = x + \/—

Durum (3): A% — 4u = 0 i¢in (4.30) denkleminin asagidaki ¢oziimleri elde edilir:

o (E) = 6v%),c5 N 3v%), (A% — 4p)
a2(4v2]pu +5s— vszlz)(cl + ¢,§&)? 2(4v2]p,u +s5— vszAZ)aZ
S
burada § = x — \/4v2]pli+s—v2]p/12 Cot

A% — 4u = 0 oldugundan son ifade sadelestirilirse

6v%),c5
2sa,(cy + c,¢)?

q’13(f) =

olarak elde edilir. Bu ifadenin ¢ ya gore integrali (4.28) denkleminin asagidaki U(¢)

¢OzUimiinii verir.

6v%JpCo
5a(C1+C28)

UE@) =

s
C
402 Jpu+s-v2J,A2 0

Son ifadede § = x — \/ t yazilirsa

6v2],C;

S
sa,(Cy + C, <x — \/4v2]p,u - vszlz c0t>

Uq3 (x, t) =

EE denkleminin ¢6ziimii elde edilir. Diger ¢oziimler benzer bigimde elde edilebilir.
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6v%),ct 3v%), (A% — 4p)

o = — +
23() a2(4v2]pu +s5 - vszlz)(cl + ¢,&)? 2(4v2]p,u +s— vZ]p/IZ)aZ
S
burada ¢ = x + \/4v21p“+s_v21p12 Cot
Bo(6) = 6v%),ct N V2], (A% — 4p)
LA a2(4v2]pu —5— vsz)lz)(cl + ¢,§&)? 2(—4v2]pu +s+ v2]p/12)a2
S
burada ¢ = x — J— Py RN Y Cot
6v2],c? 2], (A% — 4p)
D,43(8) = L K

+
az(4v2,u — s —v2J,A2)(c; + €,6)?  2(—4v2J,u + s + v2]yA%)a,

s
402 Jpu—s—v2JpA2

burada & = x + \/ — cot dir.

4.3. F- Acilim Yonteminin EE Denklemine Uygulanmasi

Bu kisimda (1.1) denklemine, Kisim (3.3) de teorik olarak verilen, F- agilim yontemi

uygulanacaktir. Denklemde
ulx,t) =U), (=x—ct
dontisiimii yapilirsa, (1.1) denklemi
(c* = c§)sU" = 2¢§sa,U"U" — v2],c*U"" =0 (4.44)

bi¢iminde lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. (4.44) denklemi integre

edilerek

(c? — c2)sU’ — c2sa,U'* — v?],c?U"" =0 (4.45)
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denklemi elde edilir. (4.45) denkleminde U’ = ®({) doniisiimii yapilirsa

(c? = c§)s® — c§sa,®* — v2],c?d" =0 (4.46)
denklemi elde edilir. (4.46) denkleminde @'’ terimi ile ®2 terimi arasinda Tanim 3.2 de
(2.4) bagintis ile verilen dengeleme prensibi kullanilirsa m + 2 = 2m esitliginden
m = 2 elde edilir. Boylece (4.46) denkleminin ¢ézlimlerinin, (3.47) bi¢iminde oldugu
varsayilarak

() = Ao + AL F () + AF*(D) (4.47)

bi¢iminde yazilabilir. Burada A, ,A; ve A, sabitlerdir ve F({)

F'(Q) =PF*()) + QF2({) + R (4.48)

denklemini saglar. (4.47), (4.48) esitlikleri kullanilarak ®({) ve F'({) , (4.47)
denkleminde yerine yazilirsa Fi{(F ’)j(/' =01,.. ,i=012,..) Kkuvvetlerini
bulunduran bir ifade elde edilir. FE(F)’ lerin katsayilarin her biri sifira esitlenir ve

asagidaki gibi bir denklem sistemi elde edilir.

c2sAg — cfsayAg® — c2sAy — 2v%],c2 AR = 0
—2c2s5a,A A, — 20%],c?AP = 0 (4.49)
c?sAy —v?],c?A1Q — 2c§sazApAy — c§sA; =0
—cdsa, + c?sA, — 2c¢saApA; — cdsaA’ — 4v?,c2A4,Q =0

—6v2],c24,P — ctsaA,? = 0

Yukaridaki lineer olmayan cebirsel denklem sistemi Maple programi kullanilarak

Ay, A, A, ve ¢’ ye gore ¢oziillirse
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<s+4\/v4]p2Q2—3v4]p2PR)sz

Ag="{s— +4
0 2 s2-16v4],2Q2+48v4 ], PR

v2]p<s+4Jv4]p2Q2—3v4]p2PR>sQ

s2-16v*Jp>Q2+48v*],%PR

-1 -1
a, -,

v2 ]y <s+4 \/v4]p2Q2—3v4]p2PR)P

(s2-16v*Jp2Q2+48v*Jp*PR)a, ’

A2=_6

\/(52—16v4]p2Q2+4»8v4]p2PR)(S+4-\/U4]p2Q2—3v4]p2PR)SCO
c= (4.50)

s2-16v*Jp?Q2+48v*],*PR

olarak elde edilir. Bu sonuglar (4.47) de yerine yazilirsa

<s+4\/v‘*]pz(22—31;41,,21312)52 4v2]p<s+4Jv4]p2Q2—3v41p2PR)sQ

s2-16v*Jp2Q2+48v*),2PR s2-16v*Jp2Q2+48v*J,2PR

o) =—|s-

6v2 <s+4 Jv4]p2Q2—3v4]p2PR)P

(s2-16v*Jp2Q2+48v*Jp2PR)a,

F2(O)

olarak elde edilir. Burada P, Q ve R Tablo 3.1. deki gibi segilerek (4.47) denkleminin
Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri elde edilir.(Celik ve ark.2021)

Durum 1: P=m?,Q=—-(1+m?),R=1,F({) =sn{ alirsa

<s+4 \/v“]pz(1+m2)2—3v4]p2m2)52

S
-1 s2-16v*Jp%(1+m?)2+48v* Jp2m? _ _
D) =— sThay ™!
4v2]p<s+4\/v‘*]pz(1+m2)2—3v4]p2m2)s(—l—mz)

+

$2-16v*Jp%(1+m?)2+48v* ]2 m?

6 V%] <s+4 \/v‘*]pz(1+m2)2—3v4]p2m2)m2

sn?($)

(s2-16v*Jp2(1+m?2)2+48v* )2 m2)a,

m — 1 i¢in limit alinirsa, (4.46) denkleminin asagidaki soliton ¢ézliimii elde edilebilir.
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4vtpP+s /v4]p2+2v2]ps+8v2]p /v‘*},,z
—3v2 ], (tanh({))2s—12v? Jp(tanh({))? ’v‘*jp2
(-s2+16v*Jp?)a;,

,(¢) = -2

son ifadenin { ya gore integrali alinirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢éziimlerini

8vtJp2l+2s }v41p2(+4v2]ps§+16v2]p /v4]p2 {+6sv? ], tanh({)

+3v2Jps In(tanh({)—1)-3v%Jps In(tanh({)+1)+24v? [, (tanh({)) [v*]p?

+12v2] }v‘*} 2 In(tanh({)-1)-12v2J fv‘*] 2 In(tanh({)+1)
NP NP (4.51)

(-s2+16v*Jp?)a,

U;(¢) = —

J(52—16v4]p2)<s+4 /v‘*]pz)sco

s2—16v*]p?

biciminde ve burada ¢ = olmak iizere { = x — ct

yazilarak (1.1) denkleminin ¢6ziimii elde edilir.

Durum 2: P=-m?Q=2m?—-1,R=1—-—m? F({) = cn{ almirsa

<s+4 \/17411,2(2m2—1)2+3m2(1—m2)v4]p2)sz

s2-16v*Jp%(2m?-1)2-48v*],*m?(1-m?)

Dy (Q) = =

4v2]p<s+4Jv4]p2(2m2—1)2+3m2(1—m2)v4]p2)s(2m2—1)
+

s2-16v*Jp?(2m2-1)2-48v* ], m?(1-m?)

v <S+4 \/v41172(Zmz‘1)2+3m2(1—m2)v4]172)m2

- cn?({)

(s2-16v% )2 (2m2-1)2—48v* ]2 m2(1-m?) )a,

elde edilir. m — 1 i¢in limit alinirsa (4.46) denkleminin asagidaki soliton ¢oziimii elde

edilebilir.

4v4]p2+SW—U2]pS_4v2]PW
+3v2 ] (sech({))?s+12v% J, (sech({))? ”7411?2

(-s2+16v*Jp?)a,

CDZ(O = -2
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Son ifadenin ¢ ye gore integrali alirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimii

404 Jp2l+s (V42 {—v2 Jps—4v? Jp [v*]p?{+3v? Jp tanh({)+12v2 ], [v*]p? tanh ()

(-s2+16v*Jp%)a;,

Uz(o = -2

(4.52)

\/(52—16v4]p2)<s+4 fv‘*]pz)sco

s2-16v*Jp?

bi¢iminde elde edilir. Burada ¢ = olmak iizere { = x — ct

yazilirsa elde edilen ¢6ziim (1.1) denkleminin ¢6ziimii olur.

Durum 3: P=1,Q=—-(1+m?) ,R=m?,F({) =ns { alinirsa

(s+4\/v4]p2(1+m2)2—3v4]p2m2)52
ST 47 2 2)2 47 2.2
-1 s2-16v*]p~(1+m?)2+48v*],“m

CDB,m(() =

s~lg,™t

4v2]p<s+4Jv4]p2(1+m2)2—3v41p2m2)s(—1—m2)

_.|_

s2-16v*Jp%(1+m?)2+48v* Jp>m?

6 v2Jp <s+4 \/v4]p2(1+m2)2—3v41p2m2)

ns?({)

(s2-16v*Jp% (1+m?)2+48v* 2 m?)a,

olarak elde edilir. m — 1 i¢in limit alinirsa (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilir.

4vt)p2+s /v4]p2+2v2]ps+8v2]p [v4 ],

—3v2 ], (coth({))?s—12v?%Jp(coth({))? /v4jp2
(-s2+16v*Jp?)a,

®3(0) = -2

Son ifade { gore integre edilirse, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢6zlimleri asagidaki

bi¢imde elde edilir.
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8v*Jp20+25 [v4 ]2 +4v2 Jps+16v2 ], [v*]p? {+65v2 ], coth
+3v2 Jps In(coth({)—1)—-3v? Jps In(coth()+1)+24v2 [, (coth(()) [v*)p?

+12v2Jp [v*4]p? In(coth({)-1)-12v2], [v*]p? In(coth({)+1)

U3(9) = — (4.53)

(-s2+16v*Jp?)a

\/(52—16v41p2)<s+4 /v4]p2>sco

s2-16v%]p?

bi¢iminde ve burada ¢ = olmak iizere { = x — ct yazilarak

(1.1) denkleminin ¢oziimii elde edilir.

Durum 4: P=1Q=2-m?),R=1-m?),F() =cs{ alinsa

(s+4 \/v“]pz(z—mz)z—3v4]p2(1—m2))52 \

-1 5s2-16v4],%(2-m?2)24+48v4],%(1-m?) B B
q%,m(() =7 ? ? S 1‘12 !
4v2]p<s+4\/v‘*]pz(2—m2)2—3v4]p2(1—m2))s(2—m2)
T s2-16v*Jp%(2-m?)2+48v* Jp? (1-m?)
6v2 <s+4 Jv4]p2(2—m2)2—3v41p2(1—m2)>
_ 2
cs “(4)

(SZ—16v4]p2(2—m2)2+48174]p2(1—m2))a2

m — 1 i¢in limit alinirsa (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilebilir.

4v4]p2+s\/7]pz—172]p5_4v2]11\/71172
—3v2Jp(csch({))2s—12v2 ]y (csch({))? /V4]p2

(-s2+16v*Jp?)a,

‘D4(O = -2

son ifade { gore integre edilirse, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimleri asagidaki

bi¢imde elde edilir.

8v* [p2l+2s [v4]p2{—2v2JpsC—-8V2 [, [v*]p? {46512 ]y coth()+24v2 )y /174],,2 coth(Q)

(-s2+16v*Jp?)a,

Us(Q) = —

(4.54)

50



\/(52—16v41p2)<s+4 /v4]p2>sco

s2-16v% >

bi¢iminde ve burada ¢ = olmak iizere { = x — ct yazilirsa

(1.1) denkleminin ¢oziimii elde edilir.

o2
Durum5: P=—, Q=(2%), R==. F()=ns{+cs{ almmsa

2
2(1-2m?2 3 2\ .2
<s+4\/v4]p ( > ) —Ev“]p >s

2
2_16p47,2(12m? 4y 2
1 s2-16v*]p ( > ) +3v*)p 1. -1
@5, (0) = - S

2 2
2 2(1—-2m? 3 2 1-2m
4v ]p<s+4\jv4]p (T) —1—6v4]p )s( > )
2
2(1—2m? 2
s2-16v*Jp (T) +3vt),
‘U2] S+4 ‘U4'] 2(%)2_1174] 2
4 4 2 16 ‘P

—om2\2
<52—16v4]p2(%) +3v4]p2>a2

S —

+

—% (ns ¢+ cs{)?

m — 1 igin limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilir.

v +s ,v4]p2+2v2]ps+2v2]p /v4]p2—3v2]p(coth(())zs

—6v2Jps csch({) coth({)—3v?%J,s(csch({))?—3v2 ], (coth(())? /v‘*]p2
-6v2 ], /v‘*jp2 csch(Q) coth()—-3v?J, [v*],*(csch(())?

(—s2+16v*Jp?)a;,

d5(¢) = —%

son ifadenin ¢ ya gore integrali alirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢ézlimiinii

3 (2¢+4 coth(Q)+In(cosh({)-sinh({))— In(cosh({)+sinh({))+4 csch(())vsz
4 az (v2Jp—s)

Us({) = — (4.55)

\/(52—16v4]p2)<s+4 /v4]p2>sco

s2—16v*]p?

biciminde ve burada ¢ = olmak iizere { = x — ct yazilarak
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(1.1) denkleminin ¢6ziimii elde edilir.

_ 2
Durum 6: P=%, Q=(1 Zm), R=%, F({) =ns{—cs{ almirsa

2
2_qgpaq 2(12zm? 47 2
1 s2-16v4], ( > +3v4 ),

CDs,m(C) == 5_1512_1

2 2
2 4 2 1—2m2) 3 4,2 (1—2m2)
4v ]p<s+4\/v Ip ( 2 i Jp© |s 2

+

—om2\2
52—16v4]p2(%) +3v4),2

2 421—2m2234_2
v2, | s+4 v, (—2 )_Ev Ip
3

| e e ) (ogmese)

m — 1 i¢in limit alinirsa (4.46) denkleminin soliton ¢éztimii elde edilir.

v +s ,v4]p2+2v2]ps+2v2]p ,v4]p2—3v2]p(coth({))zs

+6v2 ], csch({) coth(()-3v2J,s(csch({))?—3v2 J,(coth({))? /v"]p2

+6v2 ], fv“]p2 csch({) coth()—-3v?J, ,1;“]1,2(csch(§’))2

(-s2+16v*Jp?)a,

D6 (¢) = —%

son ifadenin { ya gore integrali alinirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimii

3 (2¢+4 coth({)+In(cosh()—sinh({))— In(cosh({)+sinh({))—4 csch({))vsz
4 a, (vsz—s)

Us({) = (4.56)

\/(52—16v4]p2)<s+4 ’v“]pz)sco

52-16v*)p?

elde edilir. Burada ¢ = olmak iizere { = x — ct yazilarak

(1.1) denkleminin ¢6ziimii bulunur.
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sn

Durum7: P=—, Q=(1_2m2), R=%, F() =

¢ alinirsa
2 ¢

1+cn

—2m2\?
<s+4jv4]p2(%) _13_6v4]p2>52

S — 2
2 1—2m2 2
_1 s2-16v*]p (T) +3v4J, U
@5, () = Y S T4
2 2
2 2(1-2m?2 3 2 1-2m
4v Jp<s+4 \/V‘*Jzo (5) et >S( )
+ 1-2m2\?
52—16v41p2(T) +3v4),°
2 4 |ptr.2 1—2m2\% 3 47 2
5 v ]p S+ v ]p — _1_61] ]p

(L)

2
2\ <52—16v4]p2(#) +3v4]p2>a2 /

m — 1 i¢in limit alinirsa (4.46) denkleminin soliton ¢éztimii elde edilir.

v Jp?—5v2 Jps—5v? ,v“jpz—v‘*jp2 cosh($)+v? Jps cosh({)

0 -5 /v4]p2+v2]p /v‘*]p2 cosh({)-s }v‘*jp2 cosh(Q)
®,(0) =

—2a,s2 cosh({)+2a,s? cosh(Qv*Jp2-2a,s2+2a,v* Jp>

son ifadede { gore integral alirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢ozlimleri elde

edelir.

vi], tanh(g)

az (v2Jp-s)

U,({) =-3 (4.57)

\/(52—16v4]p2)(s+4 ,v4]p2>sc0

s2-16v%p?

bi¢ciminde ve burada ¢ = olmak iizere { = x — ct yazilarak

(1.1) denkleminin ¢6ziimii elde edilir.

1 1-2m? 1
Durum 8: P:T’ Q=( m), R:T’ F(Z)=% alinirsa
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—om2\2
<S+4J”41p2(1 2zm ) _13_6”41102)52

—2m2\?
1 52—16v41p2(%) +3v4],2 -
cDB,m(C) = S "az

2 2
2 4y 2 %) _3 452 (Hmz)
4v ]p<s+4\/v Ip ( 2 i Jp© IS 2

+

S —

—om2\2
52—16v41p2(%) +3v4],2

3v2 +4 |v* 2(_1‘2’”2)2 3 452
v ]p S v ]p 2 —Ev ]p
( sn

2
1-2m?2 1-cn
\ 2<52—16v4]p2(T) +3v4]p2>a2 ¢

)2
m — 1 igin limit alinirsa (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilir.

+v* 24502 Jps+5v2 /v‘*]pz—v“]pz cosh({)+v?Jps cosh({)

0 +s ,v4]p2+v2]p /v‘*]pz cosh({)-s ’1;4]1,2 cosh(Q)
D5(¢) =

—2a,5? cosh({)+2a,s2 cosh(Qv*Jp?+2a,52-2a,v4 Jp?

Son ifadede { ya gore integral alinirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimiinii

—-3v2Jp
tanh(%) az (v2Jp-s)

Ug(9) = (4.58)

J(52—16v4]p2)<s+4- ’v4]p2>sc0

s2-16v*]p?

bicimde elde edilir. Burada ¢ = olmak tlizere { = x — ct

yazilarak (1.1) denkleminin ¢6ziimii bulunur.

Durum9: P=1,Q=—-(1+m?),R=m?,F({) =dc{ alinirsa

<s+4 \/v“jpz(1+m2)2—3v4]p2m2)52

$2-16v*Jp2(1+m?)2+48v* Jp2m?

-1
(D9m({) ="
2 4v2]p<s+4Jv4]p2(1+m2)2—3v4]p2m2)s(—l—mz)

+

52-16v*Jp2(1+m?2)2+48v* ]2 m?
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6 v2Jp <s+4 \/v41p2(1+m2)2—3v4jp2m2)

- dc*(9)

(s2-16v*Jp% (1+m?)2+48v*p*m?)a,

m = 1 i¢in limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢oziimii elde edilir.

-7

(s + 4v2]p)a2

CD9,1(() =2

Son ifadede ¢ ya gore integral alinirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimiinii

<v2]p_ ,v41p2>c
A S L — A

Uoa (D) = -2 (4.59)

bi¢imde elde edilir.

m — 0 igin limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢6zliimii elde edilir.

<4v4jp2+s ,v4]p2—2172]ps—8172]p /v4]p2—3v2]p(tan({))zs—12v2]p(tan(())2 ,v‘*]pz)

(-s2+16v*Jp?)a,

c139,0(0 = -2

Son ifadede ¢ ya gore integral alinirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢éziimii

(—2¢+3tan(O)v?Jp
(4v2Jp-s)a,

U9,0({) =2 (4.60)

\/s‘*+4s3 /v4]p2—16v4]p252—64sv4]p2 v“]pzco

> olmak iizere
s2—16v*]p

bicimde elde edilir.Burada ¢ =

¢ = x — ct yazilarak (1.1) denkleminin ¢6ziimii bulunur.

Durum10: P=1-m?,Q=2-m?,R=1, F({) = sc{ almrsa
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<s+4 \/v‘*]pz(2—m2)2—3v4]p2(1—m2))52

s2-16v*]p%(2-m?)2+48v* ], % (1-m?)

-1
Dy0.m({) = - sTta,™!
\ 4v2]p<s+4\/v‘*]p2(2—m2)2—3v4]p2(1—m2))s(2—m2)
+ s2-16v*Jp%(2-m?)2+48v*J,%(1-m?)
6v2]p, <s+4 \/v‘*]p2(2—m2)2—3v4]p2(1—m2))(1—m2)
sc?({)

(s2-16v% )2 (2-m?)2+48v* 2 (1-m2) ) az

m — 1 i¢in limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢éziimii elde edilir.

v2 - }v‘*]pz
®0({) = 25—~

(s2+4v2)p)a;,

Son ifade ¢ ya gore integre edilirse, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimiinii

vsz_ ,v4.]p2
Uio(9) = “ZEmae (4.61)

s2+4v2 ]y, )a,

\/s4+4s3 /v4jp2—16v4]p252—64sv4jp2 ’v“]z,zco

s2-16v*p?

bi¢cimde elde edilir. Burada ¢ = olmak tlizere

¢ = x — ct yazilarak (1.1) denkleminin ¢6ziimii bulunur.

2m-m?-1
Durum i1: P = —(m* +2m + 1)8%,Q = (2 +2m?) , R = 2],

_( msn?()-1
F(Q) = (—B 2 (€)+1)) aliirsa

<s+4 Jv4]p2(2+2m2)2+3v4]p2(m2+2m+1)(2m—m2—1)>sz

S —_—
-1 s2-16v*Jp%(2+2m?)2-48v* ], % (m?+2m+1)(2m-m?2-1)
D1 =

2sa
2 4v2]p<s+4Jv4]p2(2+2m2)2+3v4]p2(mZ+2m+1)(2m—m2—1))s(2+2m2)

+

s2-16v*Jp2(2+2m?)2-48v*],%(m2+2m+1)(2m-m?2-1)
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v4],%(2+2m2)2 2
2 14 2 2 —_
6v%]p <s+4 \/+3v41p2(m2+2m+1)(2m—m2—1) (m?+2m+1)(m sn?({)-1)

(s2-16v%Jp2(2+2m2)2—48v% ]2 (m2 +2m+1)(2m-m?-1) )ap (m sn2({)+1)>

m — 1 i¢in limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilir.

( 32s /174]1,2 cosh?({)—16sv2 J,+32v? Jps cosh*({)+512v*J,% cosh?({) \
| +512 cosh*(Ov? ]y, |v*]p%—32v2Jps cosh?({)—32 cosh*({)s ,v4]p2—512v2]p v*]p? cosh?(Q) |

\ —-8s /v4]p2—512v4]p2 cosh*({)-256v?%J, /v41p2—128v41p2

(0] =
11 azs2-256a,v%Jp?

Son ifadenin ¢ ya gore integrali alinirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimlerini

elde edilir.
_ v?Jp tanh(29)
Ui () =120 50 (4.62)
Burada

\/s‘*+16s3 /v‘*]pz—256v4]p252—40965v4]p2 /v4]p2c0

52-256v4],>

Cc =

olmak iizere { = x — ct yazilarak (1.1) denkleminin ¢6zlimii bulunur.

Durum 12: P = (1_:12) ,Q= (1+m2) ,R= (1_:12) , F(Q) =nc + sc{ alinirsa

<s+4\/v4]p <1+2m2) _3p 4]p (1 m2)2>
0 s2-16v4], (ﬁ) +48v4] ( m2)*
Dipm(() =— : P 5_1512_1
, ? 2 ( j 2(1+m? 2 1 m2 2 1+m
4 Jp| s+4 [vt]p ( > ) —3v4]p )
+ P

2
52—16v4]p2(1+2m ) +48v4 ], (1 - )
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( 6v% Jp <S+4— \/v41p2(1+:12)2_3v4]p2(1—:n2)2>(1_:n2)
| T T

(ncd + sc )?

m — 1 i¢in limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilir.

Vzlp_ V4]p2
q’12,1(€) =—2———

(s+4v2)p)as

son ifadenin { ya gore integrali alirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimiinii

szp_ v4]p2
U12,1(O = 27— (4.63)

(s+4v2Jp)a,

bi¢imde elde edilir.

m — 0 i¢in limit alinirsa, (4.46) denkleminin soliton ¢éziimii elde edilir.

v +s ,v4jp2—2172]ps—2v2]p /v4]p2—3v2]ps(sec 0)?

—6v2 Jps_[v*Jp2(sec {)(tan {)—3v?Jps(tan {)?-3v2 ], [v*)p%(sec )?

-3v2], [v*)p%(sec O)?—6v2 ], [v*]p%(sec ) (tan{)—-3v2], |[v*]p?(tan)?

-2(s+4v2],)a,

d’12,0 (C) =

son ifadenin ¢ ya gore integrali alirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimiinii

1 ({ cos {+6sin (+6—arctan(%) cos ()vsz

Ui20(§) =3 T (4.64)
\/s4+4s3 ,174]1,2—1612“],,252—645174]p2 ’v“]pzco
bicimde elde edilir. Burada ¢ = olmak

s2-16v*]p?

lizere { = x — ct yazilarak (1.1) denkleminin ¢6ziimii bulunur.
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Durum 13: P = (), Q= (), R = (*22), F@) = nef - sc{ alnrsa

( [ s m2)2>

S —

2 2
s2-16v4], (“Tm) +48v4 ], (1 —=

)
4’72111(5"‘4\/1’41p2(1+:12)2_3v4]p 1 mZ)z) 1+m

2

¢13,m(€) = %

_.|_

2
52—16v4]p2(HTm) +48v4 ], (1 =

2
/6v2]p <s+4jv4]p2(“;"2) 3v4 )2 >

_ k <52—16v4]p2(¥) 14842 >a2 ) (nc? — sc )2

m — 1 i¢in limit alinirsa (4.46) denkleminin soliton ¢6ziimii elde edilebilir.

V2], — v4]p2
2
(s +4v?,)a,

q’13(f) = -

son ifadede ¢ gore integral alirsa, (4.44) denkleminin soliton benzeri ¢oziimleri

szp_ V4]p2
Ui3() = =27——-5—¢ (4.65)

(s+4v2Jp)a;,

\/s‘*+4s3 /v4]p2—16v4]p252—64sv4]p2 v4]p2c0

s2-16v*]p?

bicimde elde edilir. Burada ¢ = olmak tizere

¢ = x — ct yazilarak (1.1) denkleminin ¢6ziimii bulunur.

Denklem (1.1) in (4.51), (4.54), (4.57) ve (4.58) ¢oziimiine ait grafikleri sekil 4.1,
sekil 4.2, sekil 4.3, ve sekil 4.4, sirasiyla verilmistir.
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Sekil 4.1. (4.51) denkleminin soliton ¢dziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;

]p=1,v=1,s=5, co=1,b=1.

burada parametre degerleri

=2,b=-3.

—-2,¢o

Sekil 4.2. (4.54) denkleminin Peakons (Wazwaz 2009) ¢6zlimiiniin iki boyutlu ve ii¢

boyutlu grafikleri; burada parametre degerleri J,,

o

YOO =

1,4,b=0,2

:2,C0:

S

J,=16, v=11,

Sekil 4.3. (4.57) denkleminin kink ¢6ziimiiniin (Wazwaz 2009) iki boyutlu ve ii¢ boyutlu

grafikleri; burada parametre degerleri
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X0
)
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»
\
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'000
X XXXX
XXX

009900,
9

008
O
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G000
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L

XXX XXANED

%

G0000.0.9. 4900
9

e
000
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00,
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o0,
&
X
&
&

Sekil 4.4. (4.58) denkleminin Peakons ¢oziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri,

burada parametre degerleri Ih=1v= 05,s=1,¢,=5,b=05.

4.4. MEE denklemine Genisletilmis Deneme Denklem Yonteminin Uygulanmasi

(1.2) denklemini asagidaki katsayilarla kullanalim:

%u 2 (azu) 92 (vo 2 62u)
— —v5|l—=)—=—=|—-u m—)=0
at2 0\oxz) "o\ W Tz

(4.66)

Denklemde { = u(x — kt) dontsimi yapilirsa, u(x,t) = u({) i¢in (4.66) denklemi

asagidaki adi diferansiyel denkleme dontisiir.
K2 (2 = v = SvRi )" — ket = 0
Her iki taraf p? ile boliiniirse
(k? —vd)u" — %vg(uz)” —k2pPmu’" =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin { ye gore iki defa integre edilirse

1
(k? —v3)u — Evguz — k*uPmu”’ =0
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denklemine ulasilir. u”" ve u? terimleri arasinda Tanim 3.2 de (2.4) bagmtisi ile verilen
dengeleme prensibi kullanilirsa 6, e ve § arasindaki matematiksel bagmnti ile

6 = 0 — € — 2 elde edilir. Farkli 6, € ve & degerleri i¢in, asagidaki durumlar incelenir.

Durum 1: § =1, 6 = 3, € = 0 alinarak, (3.26) denklemi (3.29) denkleminde yerine

yazilirsa

um) =Y, = 19+ 14T (4.70)

U’ = 11(3$3F2+$21"+§1)
24o

4.71)

elde edilir. Burada &5 # 0, {, # 0 ve t; # 0 dir. (3.31) cebirsel denklem sistemi Maple

programiyla yardimiyla ¢oziildiigiinde

3531’0(—1}31’0—21754'2’(2)

To=Tp T1=T1, $o=¢0 &= 22 , §3=14¢3,
1,2 1,2 2 2,,2
$ = — 3 U(‘)[‘L'(;Zvo+k ), (o = _—3mf :2 53, k=k u=np 4.72)
1Yo 1%

katsayilar1 bulunur. Bulunan bu katsayilar (3.27) ve (3.32) ifadelerinde yerine

. 3mk2u? .
azildiginda, [1 = |— £~ olmak iizere
? T2
1%0

ITar

£ —n0) = — — (4.73)
\/F3+ 3(—v010—;0+k )F2+ 310(—vorg—jv0+2k )F+$—0
1§ T4v§ $3

integrali elde edilir. . Integrali hesaplamak icin a4, @, ve az’ler

3(—v3ty — v3 + k?) P2 31o(—v3Ty — 2V + 2k?) - &

r3 —
2 2,2
T1Vg 1V 53

polinom denkleminin koklerini belirtmektedir. Maple programi kullanilarak (4.73)

integrali hesaplanirsa
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20

(M —no) = e’ a; =y = Qs (4.74)

_ 211 F—az
+(n—ny) = marctan e @ > a, (4.75)

r- Apr—\/A1—
+(m—no) = = a2+\/al— a, > ay (4.76)
+(n—ny) = \/_F(go,t) a, > a, > ag 4.77)

elde edilir. Burada
dll) _ . F—a3 2 ar,—az

F(p,0) = o Ty 0 P = aresin [—n, f =T (4.78)

dir. (4.74)-(4.77) denklemleri I' fonksiyonuna gore ¢oziiliip (3.26) denkleminde yerine
yazildiginda tam hareketli dalga ¢oziimleri yani sirasiyla rasyonel fonksiyon ¢oziimii,

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri ve Jacobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri asagidaki gibi

bulunur.
_ _ 12mk?u?
u(x,t) =19+ 1101 2R kD 7 (4.79)
u(x, t) = 1y + 1,4, + 7, (a; — @) tanh? ( %2 (u(x — kt) — r)o)) (4.80)
u(x,t) = 19 + 110, + 7, (a; — ;) csch? (—a;l;az (u(x — kt) — 770)), (4.81)

\/1613

u(x,t) =10 + 11a3 + 11(a; — az) sn ( (u(x — kt) — 770),%), (4.82)

Eger 1ty =-11a, ve 1ny=0 olarak alinirsa (4.79) - (4.82) denklemleri sirasiyla

rasyonel fonksiyon ¢6ziimii, 1.soliton ¢6ziimii ve tekil soliton ¢oziimii verir.

12mk?
u(x, t) = —vo(x%t) (4.83)
u(x’ t) - _ 71(az—ay) (4.84)

cosh2<—“a;;az(u(x—kt))>
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u(x,t) = — Tz ) , (4.85)
sinh2<—va;:‘2(u(x—kt))>

Ayrica (4.82) jakobi eliptik ¢oziimiinde modiilii ¢ — 1 olarak alirsak, bu takdirde (4.69)

¢Oziimii @; = a, olmak lizere agsagidaki hiperbolik fonksiyon ¢6ziimiine
u(x, t) = 74(a, — as) tanh? <$ —Vazlr_f (p(x — kt))), (4.86)

ulagilir. (4.86) ¢oziimii, MEE dairesel cubukta uzunlamasina dalga denkleminin dark

soliton ¢Oziimlerine doniistiiriilebilir.

Durum 2:§ =2, 0 =4, € = 0 alinarak, (3.26) denklemi (3.29) denkleminde yeniden

yazilirsa
u(n) = i2=0 Tiri = Ty + Tlr + TZFZ (487)
3 2 4 3 2
U’ = 71(484T +3i3; +2§,T+61) (z; + 7,T) + 275(&,T +Ech+sz +&T+&) (4.88)
0 0

olarak elde edilir. Burada &, # 0, {, # 0 dir. (3.31) cebirsel sistemi Maple programiyla

yardimuiyla ¢6ziildiigiinde

To =T T1=T1, T =Ty $q = &a,

&4[12k% Ty (—T2+870T1 ) Vi (ti 12731, - 127210 T, +96T¢T5 +487575) |
b

§o = 16T5vE
£ = &4 (V3T +12k% T, - 43T, 120310 T3) £, = 384 (—viri-avity+4ak?T,-4v3T,10)
1= at3vd 152 at2v? !
2718, 12mk?u?é,
$3=—"7, fo=———7— k=k p=p (4.89)
T T2Vy

katsayilar1 bulunur. Bulunan bu katsayilar (3.27) ve (3.32) ifadelerinde yerine

o 12mk?2p? .
yazildiginda, I1 = [— . 1;2” , olmak iizere
2%0
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(1 —10) = [ —= 3“;;: — (4.90)
JI‘ + 2034+ 2124 AT 430

integrali elde edilir. Integral hesaplamak i¢in a4, a, , @3 ve ay’ler

274 3(—vér2-avit,+4k?T,—4v3T,1 T, (V3T +12k?1,— 431, 1203141,
F4 +—F3 ( )FZ ( )F

T3 41202 41'2 v2

_ [12Kk%75 (=7} +81071)-vd (vi-121F 1, - 127 70T, +96T0T5 +487573)] _ 0 4.91)
167402 o :

polinom denkleminin kdoklerini belirtmektedir. Maple programi kullanilarak (4.90)

integrali hesaplanirsa

Ay > ay > a3 > Ay,

211
i(n B nO) - (a1—az)(az—a,) F((p’ L) ’

elde edilir. Burada

_ __ay _ . (az—ay)(T-ay) o _ (az—az)(@i—ay)
Flo.0 = I gy » ¢ = arcsin V@-anTa’’ = @-as@ran’ (4.92)

dir. Maple programi kullanilarak (4.91) denklemi ¢oziiliirse a;(i = 1,2,3,4)

a, = 41;12 {—21’1170 + \/61%175 + 24k?1, — 24v¢1, — 24v¢T0T, + 2\/5} (4.93)
@y = o { 21,00 + J 67202 + 24k%t, — 24vit, — 24vityT, — zm} (4.94)
e {2’[1170 \/ 6T2v2 + 24k2T, — 24v3T, — 24V3T,T, — 2\/5} (4.95)
a, = 4;0T2{ 21,1y + \/6va§ + 24k2T, — 24v21, — 24v¢10T, + 2\/5} (4.96)
elde edilir.Burada

Q = 4813 (—vity + 3k? — 3v3) (Véty + k% — vd)
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=303t (1205 — 8vi1,1y — 8VET, + 8k?1,)

dir. (4.93)-(4.96) kullanilarak, (4.66) denkleminin asagidaki gibi gercek ¢oziimleri

bulunabilir.

T1(a1—az)(as—ay)

u(x,t) =19+ 1101 +

B _ of =/ (@1—az)(az—ay) Ly (az—-a3)(a1—ay)
ay—ar+(ai—ay)sn (. T (u(x—kt) no),(—(al_a3)(a2_a4))
2
(a1—ay)(ag—ay)
‘1,4 a, + Lt 2

oV (ag—az)(az—aq),
AN

a4—az+(a1—a4)sn2< = o u(x—kt)—no),(i(“z_%)(“l_““)))

(a1—az)(az-ay)
(4.97)
Ayrica (4.97) jakobi eliptik ¢oziimiinde modiilii ¢ — 1 olarak alirsak, bu takdirde (4.69)

¢Oziimii a3 = a4 olmak lizere asagidaki hiperbolik fonksiyon ¢oziimiine

71 (a1 —az)(as—az)

_\/f
(I (aq azf_{(az a4)(u(x—kt))

u(x,t) =19+ 101 +

ay—ay+(a—ay)tanh?

(a1-az)(az—a3)

_\/f
: (ag azl)_[(az a4)(u(x—kt))

+T2 ar +

a,—ay +(a1—a4)tanh2<

(4.98)

doniisiir. Ustelik (4.97) jakobi eliptik ¢oziimiinde modiilii ¢ — 0 olarak alirsak, bu
takdirde (4.69) ¢oziimii a3 = @, olmak iizere asagidaki trigonometrik fonksiyon

¢Oziimiine

71 (a1 —az)(as—ay)

_\/f
(I (aq Ule)_[(az a4)(u(x—kt))

u(x, t) =19+ 10, +

as—ay+ (o —ay)sin?

(a—az)(as—az)

_\ﬁ
(I (a1 Ule)I(az a4)(u(x—kt))

+T2 ar +

ay—ay+(ay—ay)sin?
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(4.99)

dontistir.

Durum 3: 6§ =1, 60 =4, € = 1 alinarak, (3.26) denklemi (3.29) denkleminde yeniden

yazilirsa
um) =Yool = 19+ 14T (4.100)
"o_ (454F3+353F2+252F+51)(<0+<1F) —(E4F4+f3F3+52F2+51F+fo)<1
N [ 2(¢o+¢1I) ] (4.101)

elde edilir. Burada &, # 0, {; # 0 dir. (3.31) cebirsel denklem sistemi Maple programi

yardimiyla ¢oziildiiglinde

_ __ 3mkPu, _ So(3m2k* u*&1€4—v§738001+208k%T100081-2v4700001)
To =Ty T1 = ¢ p2 EO - 3Im2k4uté >
1Yo HU7S164
$1=¢1
£, = V51635 —2k2 0810 +204 105 —3Tomk? u?E,43ov5 —3mk? u?&,3ov +3m?k* u* £,=¢
2 3m2k4uté, 154 e
mk?p2§,80—GFvi—FviTo+k2(E
& = S =0, k=k u=p (4.102)

katsayilar1 bulunur. Bulunan bu katsayilar (3.27) ve (3.32) ifadelerinde yerine

So0,¢
Jerte 4 (4.103)

4 8303 S22 §1r, 80
r +§.4F +$4F +$4F+€4

yazildiginda,

i(n_no):f\/

integrali elde edilir. (4.103) integrali hesaplanirsa (4.69) denkleminin ¢ézlimleri agagidaki

gibi elde edilir.
B........@é__ 4, $3p3 82024 81 $o _ (T _ 4
irinci ¢oziim: =+ =T'=T—qa, , [*+ 2T+ 2T“ 4+ 2T+ == (T — ay)* alinirsa
54— 54— 54— 64— 54 54
2 4
Tt —n)=-—F0 =T=at+

3mk2ﬂzf4_ 12mk2ﬂ264_ 1
1 7wg  (u(x—kt)-no)?

u(x, t) =19 —
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¢Oziimii elde edilir.

Tkinci coziim: L+ 2T=T—q, , M*+2r3+2r2 18048 (1 ¢ )2(T = o,)?
UL COUM: & %, L Tn Tn Ty

alinirsa

I'-a
arctan ( 1 ) =

a;—a

2
+( —1no) = BN
I'=a; + (a; — a,)tan? G\/al —a,(u(x — kt) — n0)>,

3mk?u?é 3mk?pu?é& 1
u(x,t) =19 — {1—:34“1 - (1—124(“1 — ay)tan? (5\/“1 —a(pu(x — kt) — 770))

¢Oziimii elde edilir.

Uciincii ¢oziim:

Sopbpar—g ,T*+Em3 22 8 0 (1o 0)2(T = a,) (T — a3)
A G & 4 &

alinirsa

+(n—no) = — arctan( i) =

az—aq

2
Vai—az
1
['= a3 + (a3 — a;)tan? (5\/ as — a; (u(x — kt) — 770))
3mk?u?é, 3mk?u?é, 5 (1
u(x,t) =1 — as — — (a3 — ay)tan® (S az — a; (u(x — kt) — o)

2
{115 {115

¢Oziimii elde edilir. (Seadawy ve Manafian 2018).

4.5. MEE Dairesel Cubukta Uzunlamasina Dalga Denklemine tan (¢($)/2)-Acilim

Yonteminin Uygulanmasi

MEE dairesel ¢ubukta uzunlamasina dalga denklemi (1.2) de verildigi iizere

0u_ o (%) _ 9 (0 5 0% _
oz C0 (622) aZZ(zu +N6t2)_0 (4.104)
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bi¢gimindedir. Denklemde & = k(z — ct) donisimi yapilirsa, u(z,t) = u(§) igin

denklem asagida verilen adi diferansiyel denkleme doniistir.
k%(c? — ciHu" — %cékz(uz)” —Nc2k*u"" =0 (4.105)
(4.105) de iki tarafi k? ile boliiniirse,
(c? —cHu" — %cé(uz)” — Nc?k*u"" =0 (4.106)
denklemi elde edilir. Denklem ¢ ye gore iki defa integre edilirse
(c? —c)u— %céuz — Nc?k*u" =0 (4.107)

denklemi elde edilir. (4.107) denkleminin (3.36) bi¢iminde bir ¢oziimiiniin oldugunu
varsayalim. u’’ ve u? terimleri arasinda Tanim (3.2) de (2.4) bagintis1 ile verilen
dengeleme prensibi kullanilirsa m = 2 bulunur. (3.36) denkleminin hareketli dalga

¢Oziimiiniin asagidaki gibi ifade edilebilecegini varsayalim.

u(§) = Ao + Ay tan(¢(§)/2) + Az tan*(¢(£)/2)
+B; cot(¢(£)/2) + B, cot?(¢(£)/2) (4.108)

Burada A, , 4, ,A,, B, ve B, daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir, A, # 0, B, #0 ve

¢ = ¢$(&) asagidaki adi diferansiyel denklemi saglar
¢'(§) = asin(¢($)) + b cos(¢($)) + ¢4 (4.109)

Burada a,b vec; sabitlerdir. Maple programi yardimu ile (4.108) ve (4.109) ifadeleri
) ) A »\ ¥ ) ..
(4.107) denkleminde yerine yazilirsa, tan (3) , cot (3) (k =1,2,...,m) terimlerini

bulunduran bir esitlik elde edilir. Ayn1 dereceli terimler ortak parantezlere alinir ve elde
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edilen katsayilarin her biri sifira esitlenirse cebirsel bir denklem sistem elde edilir. Maple

yardimi ile cebirsel denklem sistemi Ay, A, ,4,, By, By,a,b, cq,c ve k ya gore ¢oziiliirse

1

 Nk2b2-Nk2c?-1 Co,c1=¢1, k=k, B, =0,

Duruml1l: a=0, b=5»b, c=\/

3Nk2(b2-c2) 3(b—c1)?Nk?

B2 =0, Ao =~y A =004 = gapyeag § T HC
(4.110)
elde edilir. Elde edilen degerler (4.108) ifadesinde yerine yazilirsa
___3NK*(b*-cf) 3(b—c1)?Nk? 2 (9
u(®) = Nk2b2—-Nk2¢?-1 = Nk2b2-Nk2c?-1 tan ( 2 ) (4.111)

elde edilir. £ = k(z — ct) olmak tizere (4.111) kullanilarak (1.2) denkleminin ¢6ziimleri
asagida verildigi bicimde elde edilir.

Kisim 3.5 de verilen 1. Aile kullanilirsa

2_p2 — |- 1
3Nk?(b2-c?) 3(cE-b?)NK> 2 ci-b (k(z \ NkZbZ-Nkzcg-l%t)J'C)

u,(z, t) = —
1z 1) Nk2b2-Nk?¢2-1 ' Nk2b2—Nk2?c%-1 2

(4.112)

¢Ozlimi, 2. Aile kullanilirsa

2_p2 N
3(cf-b?)NK? + 3(b?-c?)NK? b%-cq <k(z NK2b2-Nk2o—1 C0t>+C>

Nk2b2-Nk2¢?-1 = Nk2b2-Nk2c?-1 2

U, (Zr t) =

(4.113)

¢Ozlimii, 5. Aile kullanilirsa

2_¢2 S P S
~3Nk?(b2—c?) 32K 1o NC <k<z \ NkZbZ-Nk2c§—1C°t>+C>

Uusz(z,t) =
3(z,t) Nk2b2-Nk2c2-1 ' Nk2b2-Nk2c?-1 2

(4.114)
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¢Oziimii, 8. Aile kullanilirsa

2
31vk2|/ (Cf—bz)k2<z—\/ﬁcot> \
+2(Cf—b2)k<z—\/¥cot>c+(5f_bz)C2+4)
\ = (4.115)

2
S P 2p2_NE2c2—
<k<z NKZHT-NE I cot>+C> (Nk2b2-Nk2cZ-1)

u,(z,t) =

¢Ozlimi, 11. Aile kullanilirsa

2
1
bl k| z2- |[-—5—5———F—cot |+C
2 ( (z NKkZb2-Nk2c2—1 ' ° ) )
(b—cq1)?*| be -1

(bz_clz)_ 2

Nk2b2—-Nk2c?-1 -
b| k| z— |- —5—5————5—5—cot |+C
“ T NKkZb2-Nk2Z -1 °
—be -1

_ k2
us(z,t) = =

(4.116)

¢Oziimii ve 18. Aile kullanilirsa

1
INK2c2 clk(z— /72 5 cot> c
Ue(z,t) = ﬁ 1 + tan? A L4s (4.117)

¢Ozlimleri elde edilir.

Denklem (1.2) in (4.112),(4.113), (4.114), (4.115), (4.116) ve (4.117) ¢ozlimiine ait
grafikleri sekil 4.5. , sekil 4.6. , sekil 4.7., sekil 4.8., sekil 4.9., ve sekil 4.10. sirasiyla

verilmistir.
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Sekil 4.5. (4.112) denkleminin soliton ¢éziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri b =1,C =0,co =1,¢c4 =2,k =2,z=0,N =0,0001735
u;(z,t) = —0,006233022846 — 0,006233022846 tan?(—0,9989606225v/3t)

Sekil 4.6. (4.113) denkleminin soliton ¢éziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri b=2,C=0,¢co=1,¢,=1,k=1,z=0,N=0,3
u,(z,t) = 27 — 27 tanh?(—1,581138830+/3t)

4
2.
1 .-
-2
-4
o 2 0 3 4

Sekil 4.7. (4.114) denkleminin soliton ¢dziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
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burada parametre degerleri b =2, =0,c=1,c,=1,k=1, z=0,N=0,001
us(z,t) = 0,009027081243 — 0,009027081243 tanh2(0,500756915\/§t)

Sekil 4.8. (4.115) denkleminin Cuspons ¢dzlimiiniin iki boyutlu ve ti¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri b=1,C=0, cg=1,c,=1,k=1, z=0, N=5
60

‘LL4(Z, t) = -

(z-t)?

Sekil 4.9. (4.116) denkleminin soliton ¢oziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri b=1,C=0,¢cg=1, ¢4=0, k=1, N=0,0005

2-1,000250094 t_1)?
us(z, £) = 0,001500750375 — 2001500750375(e 1)

(_eZ—1,000250094- t_ 1)2
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Sekil 4.10. (4.117) denkleminin soliton ¢dziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri b =0 ,C =0, ¢co=1,¢,=3,k=1,2z=0,N=0,5
ug(z,t) = —2,4545455 — 2,4545455 tan?(—0,639602490 t)

\/ Nk2b2c2—-Nk?2 C% c2—c2 +c(2)

Durum 2: a= N ,b=b,c=c,c;=¢,, k=k,
EEEEE— kc
ce— CZC —C CZ
_ —6Nkc\/ NkZbec? N';z 1 —ct+ey (b+c1) _ 3Nk2c?(b2+2bcy+c?)
1= c2 'BZ - = o2 )
0 0
2,2 2_,2 —
Ao =2ECCTA) g =0 ,4,=0,6=¢4C 4.118)
0
elde edilir. Elde edilen degerler (4.108) ifadesinde yerine yazilirsa
(&) = SNkEeEbioed) GNRCJ MERENEAT DD (1) g0
u(§) = c ct COt( 2 )
2,2 2 2
_ 3NKZc3(b -2+2bc1+c1) cot? (@) (4.119)
cg 2

elde edilir. £ = k(z — ct) olmak tizere (4.111) kullanilarak (1.2) denkleminin ¢6ziimleri
asagida verildigi bicimde elde edilir.

Kisim 3.5 de verilen 1. Aile kullanilirsa c¢ yerine ¢, alinarak ve

(c2-cd)

Nk2c2z ’

P=%(—ckt+kz+6) —

olmak tizere

3k2c?(c?—c3)(b?-c?)(tan?(P)+1)

2
c2—c2 Nk2b2c2—Nk2c2c2—c2+c3
ct <— _(e?—<p) tan(P) kc+ |- 1 0

u;(z,t) = —

N

(4.120)

¢ozlimi, 2. Aile kullanilirsa ¢ yerine ¢, alinarak ve

_ 1, (c2=cf)
A=-(=ckt+kz+C) "2,
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olmak tlizere

3k%c?(b%c?—c2c?-b?cé+cic
uB(Z! t) = - ( . 2 ) 2

c2-c Nk2b2c2—-Nk2c%c2—c2+c3
c /Nkzcg sinh(A)kc+( |- e 0 cosh(A)

(4.121)
¢Ozlimii, 3. Aile kullanilirsa ¢ yerine ¢; alinarak ve
1 ’Nkchcz+cz—c§
.Q.—E(—th+kZ+C) T RZez
olmak tizere
/ —N tanh?(Q)bk?c?c?+N tanh?(Q)k?c3c?2+Nbk?c?c?+Nk?c3 c? \
[ 20224022 2b2¢2 _NK2c2c2 —c? !
_| 3k262(b+C1) +2\/Nk C;,iztg Co\/ Nk<b4c NI; clc c +cObl tanh(Q) kcN |
\ +(=bc?+bcd+c?cy—cécy) tanh?(Q)+bc?—bcd+c?ci—cécy /
us(z,t) = INK2c2 2+ c2 T2 NIZ2 2212\
Nk“cjce+c —co Nk“b=c“—Nk“cc“—c“+ch
CO( R S tanh(Q)kc+\/ N
(4.122)
¢Oziimii, 4. Aile kullanilirsa ¢ yerine ¢, alinarak ve
M= 1 k k C Nk2Zc2¢2—c2+c}
=kt thkz+ O T
olmak tizere
—N tan?(IDb3k2c2+N tan?(I1)c, k?b?c? +Nb3k?c?+Nk?b?%c, c?
202022102 21202 _NK2c2c2—c2 102
- 3k262(b+cl) +2N\/Nk c;];zc; +COJ_ Nk<“b“c Nl;clc c +Cob1tan(l'[) kb
.6 +(bc?-bcg—c?cy+cdcy) tan?(I)—bc?+bcd—c?cq+cdcy
u10 Z,t = 2
2 ’Nkzc%cz—c2+c(2) Mk J Nk2b2c2-Nk2c3c2—c2+c}
Co\NTizer — ran(Dke—y- N
(4.123)
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¢Oziimleri elde edilir.

Denklem (1.2) in (4.120), (4.121), (4.122) ve (4.123) ¢odziimiine ait grafikleri
sekil 4.11., sekil 4.12. , sekil 4.13., ve sekil 4.14. sirastyla verilmistir.

.. ]01’,_4

-8.x 107
-7.x 1072
6% 10°]
-5.x 10
-4.x m‘l—:
3% 107
2. 107

-1.x10‘;3

Sekil 4.11. (4.120) denkleminin soliton ¢éziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerlerik = 1,c=1,b=1,¢;, =2,¢=2,z=0,C =0,N =1
tanz(—gt)+1

u(z,) = =3 (L)

Sekil 4.12. (4.121) denkleminin soliton ¢éziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerlerik = 1,c =4,b=1,¢;, =4,c=1,z=0,C =0,N =3

_ 2160
O () o)

2
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Sekil 4.13. (4.122) denkleminin soliton ¢éziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri k = 1,c =2,b =4,¢c, =0,¢c,=1,z=0,C =0,N = 0,003

o (z,t) = 14400
E (158,1138830 sinh(15,81138830¢t)—152,9705854 cosh(15,81138830t))2

Sekil 4.14. (4.123) denkleminin soliton ¢éziimiiniin iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri;
burada parametre degerleri k =1,c=2,b=0,¢c;, =2,¢=3,z=0,C=0,N=3
80 tanz(gt)+1

Vstan(Y2t)+va3
(v tan(e)was)

Uz, t) = —
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5. SONUC

Bu tez c¢alismasinda, dogrusal olmayan elastik dairesel g¢ubuktaki tek dalgalarin
modellenmesi ile elde edilen dordiincti mertebeden lineer olmayan EE ve MEE kismi

diferensiyel denklemleri ele alind1.

EE denklemine literatiirde daha once calisilmis olan Lie simetri analizi yontemi
uygulandi. Denklemi de§ismez birakan Lie grup doniistimleri yardimi ile vektor alani
belirlenerek, dordiincii uzanim (prolongation) kullanildi. Denklemin degismezlik kosulu
ve bu kosul yardimiyla asir1 belirleyici denklem sistemi elde edildi. Bu sistem ¢oziilerek
en genel sonsuz kiiciik liretecin katsay1 fonksiyonlari elde edildi. Bu fonksiyonlar yardimi
ile bes tiretec elde edilerek komiitator tablolart yapildi. Her bir simetri iiretecine karsilik
gelen dontisiim gruplart elde edilerek invaryantlar bulundu ve simetri iireteci altinda adi
diferensiyel denklem indirgemeleri yapildi. Bulunan besinci iirete¢ ile yapilan
indirgemede elde edilen diferensiyel denklemin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in seri ¢dziim
yontemi kullanildi. Ayni denkleme literatiirde var olmayan (G'/G) yontemi uygulanip
bu yontem i¢in bilinen ii¢ durum incelenerek denklemin ¢oziimleri elde edildi. Bazi
durumlarda indirgenmis T{giincii mertebe adi diferensiyel denklemin ¢oziimiinden
dordiincii mertebe denklemin ¢Oziimiine gegiste, bazi ¢dzliimlerin integrallenebilir

olmamasi, bu yontemin bu denkleme uygulanmasinin olumsuz yonii olarak belirtilebilir.

Tezdeki EE denklemine uygulanan literatiirde var olan ligiincii yontem, gezen dalga
¢Ozlimlerini arastirmak i¢in uygulanan, F acilim yontemidir. Bu yontem ile farkli
durumlar i¢in kesin ¢oziimler olusturuldu. m — 0 icin trigonometrik, m = 1 i¢in
hiperbolik fonksiyonlar1 igeren bu ¢oziimler fiziksel bazi problemlerin a¢iklanmasinda
onemli rol oynar. Elde edilen bu ¢oziimler parlak, koyu, aykir1 solitonlar1 ve bunlarin

kombinasyonlarini bulundurur.
Literatiirde var olan, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin tam ¢dziimlerini

bulmak icin gelistirilen ve genisletilmis deneme denklem yontemi adi verilen bir

integrasyon yonteminin MEE denklemi {izerindeki etkinligi aragtirilmistir.
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Daha sonra, tan (¢(&)/2)- agilim yonteminin MEE denklemine uygulanmasi yapilmistir
ki tezin bu kismi literatiirde var olmayan bir ¢alismadir. Farkli durumlar incelenerek
denklemin tan, tanh, rasyonel, ¢oziimleri elde edilmistir. Tezde son olarak ele alinan
yontemlerde ortaya ¢ikan ¢ozlimlerin, parametrelere 6zel degerler verilerek niimerik

simiilasyonlar1 yapilmaistir.

Tam ¢oziimler kismi diferensiyel denklemler i¢in biiyiik 6nem tagimaktadir. Elde edilen
tam ¢oziimler, baslangic-sinir deger problemlerinde baslangi¢ degeri olarak ve niimerik
semalar i¢in baslangic verisi olarak kullanilabilir. Ayrica elde edilen tam c¢oziimler

kararlilik analizinde de kullanilabilir.
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