LIiNEER ELIPTiK KISMi DIFERENSIYEL
DENKLEMLERDE iINTEGRAL OPERATORLER

ibrahim YAGIZ




T.C.
BURSA ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

LINEER ELIiPTIiK KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERDE iNTEGRAL
OPERATORLER

ibrahim YAGIZ
0000-0002-4249-0912

Prof. Dr. Sezayi HIZLIYEL
(Danigsman)

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

BURSA — 2021
Her Hakki Sakhdir



B.U.U. Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim
bu tez calismasinda;

tez i¢indeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ergevesinde elde ettigimi,

gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,

atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gdsterdigimi,

kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimai,

ve bu tezin herhangi bir boliimiinii bu {iniversite veya baska bir liniversitede bagka
bir tez galismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

S R

ibrahim YAGIZ



OZET
Yiksek Lisans Tezi

LINEER ELIPTIK KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERDE INTEGRAL
OPERATORLER

ibrahim YAGIZ
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Sezayi HIZLIYEL
Bu tez bes bolimden olusmaktadir.

[k boliim giris boliimiidiir. ikinci boliim ise temel kavramlardan olusmaktadir.

Uciincii boliimde, ikinci mertebeden

Z(U) = Uy + Uy + al, + b0, +clU =0 (1.1)

lineer kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini, bir karmasik degiskenli analitik
fonksiyonlart bu denklemlerin ¢ézlimlerine doniistiiren integral operatdrleri tanitacagiz
Burada x ve y reel degisken, a, b ve ¢ katsayilari reel analitiktir. Bu maksat igin a, b ve
C katsayilarini x ve y nin karmasik degerlerine doniistiirmek uygun olacaktir. Simdi z =
x +iy,z" = x — iy degisken doniisiimii ile (1.1) denklemi

LU = U,,- + AU, + BU,- + CU = 0 (1.2)

formundaki denkleme donisiir. Bu bolimde (1.2) denkleminin ¢oziimleri i¢in ana
hatlar1 ile Stefan Bergman tarafindan verilen integral operator teori 6zetlenecektir.

Dérdiincii boliimde ti¢ degiskenli
A=W, +¥,, +¥, =0 (1.3)

Laplace denkleminin g¢oziimlerinin analitik 6zelliklerini Bergman-Whittaker integral
operator yardimiyla inceleyecegiz.

Besinci boliim sonug boliimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Bergmann-Whittaker Operatdrii, Harmonik Fonksiyon, Integral
Operator.
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ABSTRACT
MSc Thesis

INTEGRAL OPERATORS IN LINEAR ELLIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

ibrahim YAGIZ

Bursa Uludag University
Graduate Scool of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Sezayi HIZLIYEL
This thesis consists of five parts.
The The first chapter is the introduction. The second part consists of basic concepsts.

In the third part, we will introduce the integral operators that convert analytical
functions of a complex variable into solutions of second order linear partial differential
equations

I (U) = Uy + Uy + aly + b0, + cT = 0. (1.1)

Integral operators that convert analytic functions of a complex variable into solutions of
these equations. Here x and y are real variables, coefficients a, b and c are real
analytical. For this purpose, it would be appropriate to convert the coefficients a, b and ¢
to complex values of x and y. Now with the variable transformation z = x + iy, z* =
x — iy transforms the equation (1.1) into the equation in the form

LU = U,,- + AU, + BU,- + CU = 0 (1.2)

In this section, the solutions of equation (1.2) will be summarized with the main lines of
the integral operator theory given by Stefan Bergman.

In the fourth part ,three veriables

AY =Y, +¥,, +¥,, =0 (1.3)
We will examine the analytical properties of the solutions of the (1.3) Laplace equation
with the help of the Bergman-Whittaker integral operator. The fifth part is the

conclusion part.

Key words: Bergmann-Whittaker Operator, Harmonic Function, Integral Operator.



2021, v + 73 pages
TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim sirasinda, yaptigim calismalarimi destekleyen ve yonlendiren
arastirmalarimin her asamasinda 6neri, bilgi ve yardimlarini esirgemeyerek gelisimime
katkida bulunan, ¢alismalarim siiresince her anlamda bana destek olan danisman hocam
Sayin Prof. Dr. Sezayi HIZLIYEL e sayg1 ve sevgilerimle tesekkiir ederim.

Bana higbir destegini esirgemeyen aileme sonsuz tesekkiir ederim.

ibrahim YAGIZ

el o



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ..ottt ettt bttt [
ABSTRACT ..ttt sttt e e et e et e et e s bt ettt e Rt e be et et nreenreenee e I
TESEKKUR ...ttt sttt bbb ii
ICINDEKILER .....ooviitcteieieeeeceete ettt sttt en sttt en st sn e et s iv
SEKILLER DIZINI.....cociiiiiiiiiiicieeeeecee et %
1. GIRIS ottt ettt ettt 1
2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI .....cccooviiiiiiiiiinieniieie 3
2.1. Gamma Ve Beta FONKSIYONU ......ccvoiiiiiiieiieesie e 3
2.2. Kompleks Legendre FONKSIYONU ........ccovueiieiieiieieeie e see et sie e sie e saa e 5
2.3. Ureteg FONKSIYONU .....c..vviviieciiiceeieeecie ettt 9
3. MATERYAL Ve YONTEM ....ccociiiiiiiiniiiiiiiecieeississ s 12
3.1. Kismi Diferensiyel Denklemin Coziimleri Igin Temsiller..........ccoovvvevevivvrerernnn. 12
3.2. Birinci Tiir Integral OPeratSrler..........ouiviieiirereiiieisicieiese e 17
3.3. Integral Operatdrlerin Farklt GOSterimIeri..........co.vvevrververeeereecreiseesesecee e 21
3.4. Birinci Tip Operatorlerin integraller Cinsinden Temsili ........cccoovevvevererrecrererenan. 24
3.5. Birinci Tiir Integral Operatdrlerin OZelliKIEri .........coovervevvvereicreieieieiece e 27
3.6. Birinci Tiir integral Operatérlerin Tlave Bazi OzelliKleri ........cccccoveveriveirircvernnnns 29
3.7. A,V + F(r?)V = 0 Diferansiyel DenkIEmi ..........ccccoveveveeeeveeeieieeece s 37
3.8. Ustel Tip Integral OPeratSrler ..........c.covivvrverereiieeeeeierseieeeeie s seses e 44
3.9. 4,y + N(x)y = 0 Diferensiyel Denklemi .........cccoocvvviiiiniinnieninienseeees 46
4. BULGULAR VE TARTISMA .. .ottt 51
4.1. Ug Degiskenli Harmonik FONKSIyONIar .............cccovcueveiiiicvereresieceeesseee e 51
4.2. Bergmann-Whittaker Operatoril ..........ccoooviiririiiiiiiiiisee e 57
5. SONUC ..t b ettt r e 70
KAYNAKLAR ettt b e b bbbt nnes 71
OZGECMIS .ottt 73



SEKILLER DiZiNi
Sayfa

Sekil 3.1. Reel diizlemde D bolgesinin sematik temsili ve z,z" -uzayinda P* bolgesinin

KATSIIIZL. ..
Sekil 3.2. Dallanma noktalar1 z= 2a ve z = o0,z = Re!¥’de bulunan Riemann yiizeyi

UZETINACKT ©FTT. ..t



1. GIRIS

Bu tezde, lineer kismi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini, bir karmasik degiskenli
analitik fonksiyonlar1 bu denklemlerin ¢6ziimlerine doniistiiren integral operatorler ile

insa edecegiz.

Integral operatdrlerin birgok ¢esidi matematik literatiirinde uzun bir siiredir yer
almaktadir. Bu baglamda Laplace ve Euler’i zikretmek yeterli olacaktir. Bu maksat i¢in,
analitik fonksiyonlarin bolgenin diizenliligi, serilerin insasisin gegerliligi, katsayilar
arasindaki iligkiler vs. gibi analitik fonksiyon teorisi 6zelliklerini koruyan operatdrler

kullanilir.
Iyi bilindigi gibi 1] ; X ve y degiskenlerinin bir fonksiyonu olmak {izere
U + 0y =0 (1.1)

Homojen lineer denklemine iki boyutlu Laplace denklemi denir. z=x+iy, z*=x—iy

degisken doniistimii ile (1.1) denklemi z ve z* kompleks degiskenleri ile
Uy«=0

seklinde yazilabilir. Buradan ¢ ve 1, kendi degiskenlerinin tiiretilebilir keyfi

fonksiyonlar1 olmak {iizere,

U(z,z*) = ¢(2) + P(27)
elde edilir.

Dogal olarak, daha genel kismi diferensiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin karmasik
analitik fonksiyonlarla iligskisi sorgulanmalidir. Bu durum lineer kismi diferensiyel
denklemlerin genis ve essiz bir teorisine yol acar. Analitik fonksiyonlari ¢esitli analitik

katsayil1 lineer kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerine doniistiiren bircok sayida



(Re operatoriiniin  genellemesi) vardir. Bu operatorlerin biiyiik ¢ogunlugu oldukga
karmagiktir, fakat bu operatorlerin bazilar1 kismi diferensiyel denklemlerin teorisi
bazinda sistematik ve derin bir teori gelistirmek i¢in kullanilabilir. Ayrica Dirichlet
problemini ¢cozmek i¢in bir yada daha fazla kompleks degiskenli holomorf fonksiyonlari
harmonik fonksiyonlara doniistiiren integral operatorler gelistirilmistir. Bu metot
orijinal olarak ilk defa Setafan Bergman tarafindan kesfedilmistir ve bu c¢aligsmalardan
sonra i¢ ila elli yil boyunca kendisi tarafindan bir dizi makale ile genis capta

gelistirilmistir



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde ele alinacak integral operatorlerin incelenmesinde

temel teskil eden kavram ve sonuglarla ilgili 6n bilgiler verilecektir.

2.1. Gamma ve Beta Fonksiyonu

Bu kisimda ¢ok iyi bilinen Gamma ve Beta fonksiyonlariin ve bazi 6zelliklerini kisaca

zikredecegiz. Gamma fonksiyonu agagida belirtilmis olan ifadelerle tanimlanabilir:

I'(z) = f0°° e~tt? dt = fol(logl/t)z‘ldt, Rez>0

I'(z) = li nin? — i n?
2) = nl_rLlo z(z+1)...(z+n) - nl_{go z(1+z)(14z/2)..(1+z/n)

— n[a +1/m)*( + z/n)Y]

n=1

(1.1)’in kismi integral alinarak

I'(z) = (1/2) fw e~ttzdt = G) r'(1+2),
0

yada;
['(z+1) =2I(2)
ve eger n pozitif bir tamsay1 ise

FNz+n)=z+1)(z+2)..z+n—-1I'(2)

elde edilir ve boylece asagida belirtilmis olan 6zellikler kolayca elde edilebilir:

3
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(2.3)



I'(z)
I'(z-n)

Ayrica ;

oldugundan

ve (2.4) den

elde edilir.

I'(-z+n)

=z-1D(z-2)..(z—n)=CFD"T(—z+n+1)/T(—z+1)

T = -D"z(z—1)..(z—n+1)

(=D Tz+1)
T T(z-n+1

(0]

(1) = J e tdt =1

0

'nm+1)=123..n=n!

ST 2\
P (~2) = ~2 H <1 nz)
sin(nz) = nzl_[ <1 — F)

Oldugundan asagida belirtilmis 6zellikler kolayca elde edilebilir:

F'(2)['(—=z) = —mz~ ' csc(nz),

(2.4)



I'(z2)I(1 — z) = wcesc(mz),

I G + Z) I (% - Z> = msec(mz)

Beta fonksiyonu ise
B(x,y) = [, t*"1(1 — t)?"'dt, Rex >0, Rey >0

v .
olarak tanimlanir. t = T yazilmasi ile

[0e]

B(x,y) = j v* 11+ v)™* Vdv
0

(0]

= J W l+vy H A +v) >V
0

(2.5)

elde edilir. Buradan da B(x,y) = B(y, x) oldugu anlasilir Burada ispatina deginmeden

Gamma ve Beta fonksiyonlar1 arasindaki

_ I@ro)
BOoY) =T

(2.6)

iliskiyi verelim Beta fonksiyonunun diger ozellikleri ig¢in (Erdelyi 1953 ,1955) e

bakilabilir.

2.2. Kompleks Legendre Fonksiyonlari
Iyi bilindigi gibi,

_ 2y aw _ aw — 12(1 — »2y-1 —
(1 z)dz2 ZZdZ+[v(v+1) u(1—z)'lw=0

2.7)



denklemine Legendre denklemi denir ve (2.7) denkleminin ¢dziimlerine Legendre
fonksiyonu denir. Burada v,u ve z tizerinde herhangi bir kisitlama yoktur. w =

(z? — 1)Y/?Hp degisken doniisiimii altinda (2.7) denklemi
25 dv dv _
(1—Z)E—Z(ﬂ-l-1)ZE+(U—,LL)(U+,LL+1)U—0 (2.8)

denklemine dontisiir. { = % - 2—12 bagimsiz degiskeni ile bu difrensiyel denklemi

dv +(,u+1)(1—()@+(v—u)(v+u+1)v=0

Z(l_q)d_fz <

elde edilir Bua=—-v+u, b=v+pu+1vec=(u+1)ile bir Gauss denklemidir.

Yani ;
dv dv
Z(l—()d—(z+[c—(a+b+1)]d—{—abv=0 (2.9)

denklemine doniisiir. Burada a, b ve ¢ degerleri z den bagimsizdir. Bu bir
hipergeometrik denklemdir. a, b ve ¢ ye denklemin parametreleri denir. Keyfi kompleks
sabitlerdir. Simdi

(@), =T(a+n)/T(a)
yani;
(@)o=1(@),=a(a+1)..(a+n—-1), n=123,..

yi tamimlayalim. Eger ¢ # 0,—1,—2, ... ise bu taktirde ;

R ONONG

v, = 2 O] =F(a,b;c;{)



bu denkleminin bir ¢éziimiidiir. Bu iyi bilinen bir denklemdir. Bu denkleminin ayrintili
olarak ¢6ziimlerinin nasil elde edildigini gormek igin (Erdelyi 1953 ,1955) e bakilabilir.

Buradan orijinal denklemin ¢6ziimii

w=Pl(z) =

1 (z+1

1 1
F(—, 1,1 - ,———), 1—-z|<2
ra—pw Z—l) vut # | d

2 2z
dir. Eger{ = z? alinirsa (1.6) denklemi

d*v dv

4((1—Z)d—52+[2—(4M+6)Z]d{—(v—ﬂ)(#+v+1)v=0,

1
T 2(utu+1)

,b = ! ,c =1/2 ile hipergometrik tipten bir denkleme doniisiir ki

a = 2o

bu denklemin ¢6ziimii ;

1

1iT(u+v+1 2
(u+v )Z"”"“_l(zz—l)

w = Qb (2) = e#™27V 12 3
r (U + 7)

><F<1+1+11+1+1 +32‘2)
2w T Tty vt/

dir. P*(z) ve QY(z) fonksiyonlarma sirastyla birinci ve ikinci gesit Legendre
fonksiyonlart denir. Bu fonksiyonlar tiim -1 den oo kadar reel eksenin ¢ikartilmasi ile
tiim z- diizleminde birebir ve regiilerdirler. Ayrica Rec > 0, Reb > 0 ise Euler formiili

ile
F(a,b;c;{) = T(c)[T(b)I(c — b)]™? f01 tP=1(1 — )11 —tz)"%dt  (2.10)

elde edilir. Burada sag taraf |arg(l — z)| < m bélgesinde z nin tek degerli analitik
fonksiyonudur. O halde (2.10) F(a, b; ¢; {) nin analitik devamini verir. |z| < 1 igin
(2.10) nin ispatinda (1 — tz)~® binom serisine agilir ve terim terime integrallenir. Bu,

(2.5) ve (2.6) nin degerlendirilmesi ile Beta integrallerine yol agar.



{z(1-2) ;—22 +|c—(@a+b+1Dz5 - ab|} [P (1 - )P (A - t2)79] (111)

= —a% [tP(1 —t)P(1 —tz)~*71]

Esitliginden (2.10) nu sag tarafi (2.9) u saglar ve s = —t ile eger Reb > 0,Re(a + 1 —

c) ve largz| < mise,

f sP1(1 +5)¢7P71(1 — t2)%ds
0

(2.9) un bir ¢oziimiidiir. s = t/(1 — 1) ile bu
1

f 711 = 1) °[1 - 1(1 — 2)] %t
0

olur. O halde

Fla,b;a+b+11—-c1—2z)=T(a+b+1-0)[I'(B)I(a+1-0)]

(o]

X J sP1(1 + 5)¢7P71(1 + sz)"%ds
0

de hipergeometrik denklemin bir ¢6ziimiidiir. Bundan baska, eger C integralin Riemann
yiizeyi iizerinde kapali ya da t?~1(1 — t)°"?~1(1 — tz)™% nin sifirlarindan ge¢cmeyen

bir egri ise herhangi bir
f th=1(1 — ) P11 — tz)~%dt
C

Integrali de (2.9) un bir ¢oziimiidiir.



2.3. Urete¢ Fonksiyonu

Eger n=0,1,2-- i¢in F(—n,a + n,c;z) polinomlar1 Jakobi polinonlar iseler. Bu

taktirde bu polinomlar ile

n _ o _1\C—1 c—a
27?:05 (S )nF(-n,a+n;c;z) — 51 (S+s 1) (S+s+1) (2.12)

n! 25z 2

Ureteg fonksiyonlari elde edilir. Burada
S=[1-2(1-22)s+ s2]*/?

ve s = 0 iken S - 1 dir. (2.12) nin sol tarafi |s| < 1 ve |1 — 2z| < 1 iken yakinsaktir.
Rec > 0 durumunda (2.10) integralinde yeni bir u =t(1 —tz)(1—t)"! degisken

degisimi yapilarak
Flba—biciz) = — O r'(c) f 1—u+U>Ca(1+u U)C_ldU
AT DG =T (c - b) 2uz U
elde edilir. Mellin doniisiim formiiliiniin tersi uygulanirsa
1-u+0\ "¢ (14u-0\°"
( 2 ) ( 2uz ) u - (2'13)
1 [Prie r(b)I'(c—b
— uPF(b,a—»b ,c,z)—() ( )db
2mi Jp_ i I'(c)

elde edilir. Burada 8 uygun olarak se¢ilmis bir reel sayidir. (2.13) integralinin sag tarafi
b=-n (n=0,1,2,-) de kutuplara sahiptir. Rezidii teoreminin bir uygulamasi ile ¢
tizerindeki kisitlamalarin kaldirilabilecegi goriilebilir ve s = —u ile (2.12) elde edilir.
(2.13), F(b,a — b;c; z) i¢in bir siirekli lineer iireteg fonksiyonu olarak diisiinebiliriz.
Iki lineer iirete¢ fonksiyonlar1 ve bircok iliskili sonuglar icin (Erdelyi 1941)’ye
bakilabilir.



Ayni metot (2.12) nin ispatinda da kullanilabilir ve

(0]

Q1=-9)(1—-s+sz) %= Z

n=0

s"(c)pF(—n,a;c; z)

n!

, IsI<1, |s(1-2)|<1

oldugu gosterilebilir.

Dikkat edilirse x = +1 bu denklemin aykir1 noktalaridir ve (2.5) denklemi —1 < x <1

araliginda yakinsak ¢oziimlere sahiptir. Ozellikle £ = 0,1,2,-- i¢in (2.5) denklemini

¢oztimleri swrasiyla Py(x) = 1,P(x) = x, P,(x) = %(sz —1),--- dir ve Onemli

ozelliklere sahiptir. Bu ¢dziimlere Legendre polinomlar: denir. Onemli bir 6zelligi ise

bu polinomlarin ortogonal yani;

1
[ PGP () dx = —— (2.14)

dir. burada 6, kroniker deltadir. B, (x) igin iiretici fonksiyon

gt,x) = (1 —2xt+t?)"V2 = Z P, (x)t"
n=1

olarak tanimlanir.

Tamim 2.4. f(z) fonksiyonu ig¢in,

L fEta7) — f(@)
im
Az—0 Az

limiti siirlt ve belirli ise, bu degere f(z)'nin tiirevi denilir. Tiirevin varlig1 z noktasinda
f(z)'nin siirekliligini gosterir. Eger f(z) belli B bolgesinin tiim noktalarinda tanimli

belirli ve siirekli bir tiireve sahip ise f'(z) tek diferansiyelli denilir. Tek tiireve sahip

10



fonksiyonlara regiiler fonksiyon denilir. Eger f(z), z =z, noktas: hari¢ her yerde

regiiler, fakat x,'da regiiler degilse z noktasina f(z)'nin ayrik tekil noktas1 denilir.

Tammm 2.5. z =x + iy , f =u+ iv iken x’e gore tirev (Ay = 0,Ay = Ax)

d
Fi2) = Jim f(2) = ot i 00
y’ye gore tiirev
Jdv Jdu
f'(2) = 11m f(2) _6__1@

bu tiirevlerin esit olmasi igin

0u_0v 617_ Jdu
ox dy’  dax  dy

olmalidir. Bu denklemler Cauchy Riemann Diferansiyel Denklemleri olarak bilinir.
Tamim 2.6. f(z)'nin z, da f'( z) tlirevi meveut ve zy 1n bir De(zy) ={z : |z — zo|< €}
komsulugundaki her noktada tiirevi varsa bu durumda f yez, da analitiktir denir.
Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan bir fonksiyona tam fonksiyon denir.

Tamm 2.7. Bir Q bolgesinde reel degerli u(z) = u(x,y) fonksiyonu, u € C? ve

0%u N 0%u B
dx?  dy?

denklemini sagliyorsa, harmoniktir.

Analitik bir fonksiyon i¢in Cauchy-Riemann denklemleri agik bir sekilde analitik

fonksiyonun gergel ve sanal kisimlarinin harmonik oldugunu ifade eder.

11



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda ikinci mertebeden

~ ~

L(0) = Uyy + Uyy + all, + b0y + ¢l = 0
formundaki kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri igin analitik g(z),z = x + iy
fonksiyonunun verilen denkleminin ¢oziimlerine doniistiiren ve ana hatlar1 ile Stefan
Bergman tarafindan verilen integral operatdr teori 6zetlenecektir.

3.1. Kismi Diferensiyel Denklemin Céziimleri Icin Temsiller

Ikinci mertebeden
L(0) = Uyx + Uyy + aly + b0y + U = (3.1)
formundaki kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimleri i¢in analitik g(z),z = x + iy
fonksiyonunun (3.1) denkleminin ¢oziimlerine doéniistiiren uygun bir operatdr teori
gelistirilebilir. Burada x ve y reel degisken, a, b ve c katsayilar1 reel analitiktir. Bu
maksat i¢in a, b ve ¢ katsayilarin1 X ve y nin karmasik degerlerine doniistiirmek uygun
olacaktir. Simdi
z=x+1y, zt=x-—1y

degisken doniisiimii ile (3.1) denklemi

LU =U,,- + AU, + BU,- +CU =0, B=24,U(z2") = U(x,y) (3.3)
formundaki denkleme donisiir. Simdilik g(z) analitik fonksiyonlarmi (3.3)’{in u(z, z*)

karmagik c¢oziimlerine doniistiiren bir integral operatdriin mevcut oldugunu kabul

edelim. Boyle bir integral operatoriin varligini ilerleyen kisimlarda ispat edecegiz ki
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u(z,z*) fonksiyonu, g(z)’nin bir integral doniisiimii olarak elde edilebilir. Bu integral
operatdre birinci tip integral operatdr denir. (3.3)’lin ¢ozlimleri i¢in ¢éziim temsilleri

elde edelim. (3.3)’iin reel ¢oziimleri agikar olarak
U(z,z*) = % (u(z,z*) + ﬁ(z*,z)) (3.4)

dir. Burada esas 6nemli olan, g (z)’yi, yalnizca A(0, z) ’ye bagh olan U cinsiden ifade

eden bir ters ¢cevirme formiilii olmasidir [(3.3) ile karsilastirin]; yani

9(2) = U(z,0) — g(0) exp(— [ A(0,z")dz") (3.5)
dir.

Tamim 3.1.1. Denklem (3.5) tarafindan tanimlanan g(z) fonksiyonu, U(z, z*) nin birinci

tiir integral operatore gore Co-iligkili (associate) fonksiyonu denir.

Not. ilerleyen kisimlarda da gorecegimiz iizere, Co-iliskili’nin farkli amaclar igin farkl
sekillerde normallestirilmesi uygun olacaktir. Zaman zaman U(z, 0) fonksiyonunu Co-
iligkili olarak gosteriyoruz. Gereginden fazla tanim kullanmaktan ka¢inmak adina, bu
tiir fonksiyonlarin tamamina Co-iliskili diyecegiz; 6zel g(z) fonksiyonu tercihi, baglama
uygun bir sekilde anlasilir olacaktir. Analitik fonksiyonlarin bir¢ok 6zelliginin dogal bir
bicimde (3.3)’lin ¢oziimleriyle ilgili 6zelliklere karsilik geldigi gosterilecektir. Ayrica,

cesitli 6zel amagclar icin ilgilendigimiz bazi farkli integral operatorleri de ele alacagiz.

Not: (3.1) denkleminin x ve y’nin karmasik degerleri igin ¢Oziimleri
degerlendirildiginde, 6rnegin z ve z*’nin iki bagimsiz degisken oldugu varsayildiginda;
hiperbolik denklemler i¢in Riemann formiilii, bir degiskenin iki fonksiyonunu kismi
diferansiyel denklem (3.1)’in bir ¢oziimiine doniistiiren bir integral operatorii temsil
eder. Farkli integral operatorler sunulmasinin asil avantaji sudur: Farkli (uygun sekilde
yazilan) operatorler, iligkili fonksiyonlarin cesitli 6zelliklerinin, operatdr tarafindan
olusturulan ¢oziim siniflarinin benzer 6zellikleri olarak korunabilir veya bu ozelliklere

doniistiiriilebilir.
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Formiil (3.4), (3.3) diferansiyel denklemin her U ¢6ziimiine bir karmasik degiskenli bir
analitik g(z) fonksiyonu ile iligkilendirmemize olanak verir. Buna karsilik, verilen bir
0(z) ile (3.3) denkleminin ilgili ¢oziimiiniin belirlenmesi sorusu ortaya ¢ikar. Bu soruya
cevap, (3.3) denkleminin U ¢6ziimleri bir karmasik degiskenli keyfi bir f(z) fonksiyonu
cinsinden ifade edilerek verilecektir.

3.1.2. Lemma. (z,z*) € U*(0,0) icin A = A(z, z*), B = B(z, z*), C = C(z, z*) siirekli

tiirevlenebilir fonksiyonlar ve

D=n,— [’ A,dz"+B, F=-A,—AB+C (3.6)
olsun; burada n = n (z), z € U?(0) i¢in diizenli olan bir karmasik degiskenli bir keyfi
analitik fonksiyonudur. Burada U™(0, -+-,0) gosterimi ile n boyutlu (0, ---,0) noktasinin
bir komsulugu anlasilacaktir. (z,z*) € B4(0,0),|t| < 1 icin E(z, z*, t),

B(E) = (1 - t))E,+, — 1 Eye + 2tz[E,p + DE, + FE1 = 0 (3.7)

denklemin iki kez siirekli tlirevlenebilir bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikleri saglar: (z,z*) € U*(0,0) i¢in
. NP
tlirﬂ(l —t°)2E,:(z,z",t) = 0 (3.8)

(t’de diizgiin). Ayrica (z,z*) € B8*(0,0), [t] < 1 i¢in iit stireklidir.

U(zz") = [ 1E(z,2',t) + Gz(1 - t3) —— (3.9)

(1-t2)2

olsun. Burada f, orijinde regiiler olan bir karmasik degiskenli bir analitik fonksiyonudur,

E(zz*t) = exp[— foz* Adz* + n(2)] E(z,z*,t), (3.10)

14



ve s, -1 ve 1 noktalarim1 baglayan ve t = 0 noktasin1 disarida birakan, karmasik t-

diizleminde bir yoldur (eger t = 0 igin t~1E,-siirekli ise s* yolu t = 0 dan gegebilir). O

halde (3.9), asagidaki denklemin bir ¢6ztimidiir
L(U) =U,,+ AU, +BU,-+CU =0
ve B4(0,0) de iki kez siirekli tiirevlenebilirdir.

Ispat: Direkt bir hesaplama ile
V(z,z*) = exp [fOZ*A dz* — n(z)] U(z, z")
nin
L(V) =V, + DV, + FV = 0.

denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu géstermek yeterlidir. Burada

V= [.Ef

(-t2)2
alalm z # 0, (z,z*) € U*(0,0) olsun. Bdylece,

Vyr = fZ Ez*fdt1 ’ Vizr = f [Ezz f +E fz]

¥ (-2 (1-t2)2

dir. f, = —f;(1 — t?)/2zt oldugundan kismi integrasyon ile

— 1-t?2

Vyzr = f [EZZ f—E; f']

2zt

dt

(1-t2y2

— _21 —
=—Z*(12;)2f =1+ [, ”1+< (”)2>lfdt

(1-t2)z
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elde edilir. Boylece

1
—~ —_— 2 2
Vi + DV + PV = = 22 1
_ o ~ @)
E,* — (1-t*)2 E,« E
+f52[—1+<EZ*%>,+D +F—
(1-t?)2 (1-t2)2 (1-t2)2
Simdi
2 1 2 2
— -tz o~ (1-tR)Z 1
(EZ* o ),_ zt o~ —Zztz(l—tz)% (3.18)
ve integral igaretinin altindaki ifade
1 T~ 2y _ Ep —~ o =1/
—— [E (1 — ) — =+ 2tz(E,,+ + DE,- + FE] 3 (3.19)

zt(1-t2)2

olur. Dolayisiyla E, (3.7)’yi saglar ve f orijinde regiiler bir karmasik degiskenli bir keyfi
analitik fonksiyon ise (3.9), (3.11) denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir. Denklem igin bir

¢0ziim olusturacaktir.

Tamim 3.1.3. E’ye ((3.10)’a bakiniz) (3.11) diferensiyel denklemi igin orijine gore bir

tireteg fonksiyonu denir.

(3.9) bagmtis1 (3.11) denkleminin karmasik ¢oziimlerini verir. Eger B(z,2) = A(z,2)

ve C(z,z) reel ise, z* = Z igin reel ¢oziimler

z(1-t2)

[2 [BGzof (D) + E@zof ()] dya -2 @320

olarak yazilabilir. Burada E; olarak (3.10) fonksiyonu ve E: ile de benzer bir sekilde

olusturulmus E, (z, Z,t) = E;(z, z,t) fonksiyonunu gosteriyoruz.
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Verilen bir (3.11) diferansiyel denklemi i¢in sonsuz sayida iireten fonksiyon E
bulunmaktadir. Bunlarin arastirtlmast ve iglerinden bazi ilging Ozelliklere sahip

olanlarin tespit edilmesi ilgi ¢ekmektedir.

Harmonik fonksiyonlar i¢in asagidaki sekilde bir gosterimimiz bulunmaktadir;
* 1 5%
Y(z,2") =31g9(2) + g(z")] (3.21)

burada g, bir karmasik degiskenli keyfi bir analitik fonksiyonudur. (3.20) de ki E,, u =

1,2, iirete¢ fonksiyonlar1 ufak bir degisiklik sonrasinda formiil (3.21)’in genellestirilmis

bir halini temsil edecek sekilde segilebilir.
3.2. Birinci Tiir integral Operatorler
Bir 6nceki kisimda gosterildigi gibi, L(U) = 0 denkleminin orjinde regiiler reel ¢oziimii

U(zz) ile g(z) = U(z,0) — cs(z) fonksiyonunu iliskilendirelim. Burada c, U (0,0)’a

bagl bir sabit ve s (z), yalnizca L = 0 denklemine bagli bir tam fonksiyondur.

Tanmm 3.2.1. 9(z)’yi U (z, z*)’ye doniistiiren operator C,(z,z*; g) "ye . L = 0 denklemi
i¢in birinci tiir integral operatdr denir. Boyle bir integral operator, asagidaki sekilde elde

edilebilir. Burada

9(2) = Xn=oAn Z" (3.22)

ve

fE) =5 leaza-))5= Z% (3.23)

2 2

olsun.
Lemma 3.2.2. Eger E, (z,2%,t), B(E,) = 0, u = 1,2,
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E\(z,z*,t) = exp [— fOZ*A(z, z*)dz*] [1+tzz"e(z,2%t)], (3.24 a)

Ey(z,2",t) = exp|— [ A(z", 2)dz][1 + tzz"e(z", z,D)], (3.24 b)

ise bu taktirde

* * 2 * ral * 2 d
C,(z,2";9) = fsz [E1(z,z",t)f (z (1 - %) +E,(z,2",t)f (z (1 - %)] (1_:2)% (3.25)
birinci tiir bir integral operator olacaktir. Burada f, (3.23) ile tanimlanir.

E(z,z*, 1),z 2z t, (z,z*) € B*(0,0),|t| < 1 de bir analitik fonksiyondur
Ispat: Hemen
N z(1-t?) _(Z 5 = dt
Cz0:8) = [ |f (55=2) exp[- [ A(0,2)dz] F(0)] s (3.26)

= Lﬂf‘;zn (1 — )" 2dt + exp [_ f Ao, z)dz] o) f . —=
0

1 1
rGrn+5) (1-1t?)2

= ZAnzn + 1 exp <— JZ/T (0, z)dz) f(0)
0

elimizdedir.

Not. C,(z,z"; g) sembolii, (3.11)’in

J 2B (z,2%0)f (2 (1 —i> Ll
2/ -y

¢Oziimii i¢in kullanilacaktir ki bu ifade, z* = Z i¢in karmasiktir. Burada halen E; ve

E2 'nin birinci tiir bir integral operatorii verdigini géstermemiz gerekmektedir.

18



Teorem 3.2.3. Denklem (3.11) deki A, B, C Xkatsayiarinin bisilindir R* =

[Iz| <r1,|z*] <r],r >0 de regiiler iki karmasik degiskenin analitik fonksiyonlari

oldugunu varsayalim. Bu taktirde E,(z,z* 1), [|Z| < g, |z*| < g, [t] < 1] de regiilerdir.

Ispat: Teoremimizin ispatinda dominantlar metodunu kullanacagiz. Varsayimlardan D

ve F icin

ID(lzl, 12Dl < M(1 = Zh=1(1 = Zh 02
IF(lzl, 1zl < M(1 -5 (1 -5 |
elde edilir. Burada M, uygun bir sekilde segilmis bir sabittir. Simdi
El(z,z5t) =1+ X2, t?"z" foz PCM(z,2)d z*. (3.28)
yazalim. Lemma 3.1.2 den £ = E;
B(E) = (1 - t)E;. — (1) B+ + 2tz(E, + DE,. + FE) = 0 (3.29)

denklemini saglar. (3.28) i (3.29) da yerine yazdigimizda P®™igin
P@ = —2F, (2n + 1)P@™D = —2|p™ 4 ppeM 4 F fOZ*P(Z")dz*], (3.30)
n = 1,2, ... elde edilir.
F ve D, R*'teki iki karmasik degiskenin analitik fonksiyonlar1 oldugundan;
P@n+2) (7 2} de R*’te analitik fonksiyonlardir ve yalmzca (3.28) nin sag tarafinin

yakinsadigini1 gostermemiz gerekmektedir. D ve F i¢in (3.27)’de verilmis dominantlar

ile. PG (z,2*) igin P@™ (z, z*) dominanti
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2C

ﬁ(O) = 1,ﬁ(2)(z,z*) = 7 7% 7
1-20--)

C=M,

c

(1-9)(-%)

(2n + 1)PE+D (7 z) = Z[PZ(Zn) (z,z%) + P@Y (7 7*) + -

C fz*ﬁ(zn)( )dz*] 12 (3:31)
t z,z)dz*], n=1.2,..
(1-5)(-%) °
olarak tanimlanabilir. Burada,
A @) (,*
PO = O =1, p@ (g7 = L)
1- 7)
5(2n) “ 2n—1@(2n)(z*) _
P (Z,Z ) - (1_2)71 1_3_5._.(211_1)1" - 2131 (332)
yazalim. Bu ifadeler (3.31) de yerine yazildiginda
~ 2C
Q(Z)(Z*) =T v
(1-%)
5@n+2)(,+) = G@m () |% 4 ¢ _ % 5@ (2 z* 3.33
Qe d(z7) = § (z)[r+(1_z?)]+(1_z?)foo ()dz (3.33)
elde edilir. (3.33) den §®™ yalnizca z*’e bagh oldugu gériiliir ve boylece
Q(2n+2)(z*) & Q(Zn)(z*) [#] , A=2Cr(1+r) (3.34)
pzn) (z,z*) « 21 (n+A-1)(n+A4-2)---(1+4)C (3.35)

(1-5Hnrn=11.3-(2n-1)

elde edilir. Ust siur dizisi
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2Cr

-

thl [2z|"(n—14+A4)(n—2+A)---(1+A4)

2 00
+2Cr anzl (r-lzDm*rn-11-3-5---(2n—1)

1+ [t? (3.36)

|z| < g, |z*| < g, |t| < 1i¢in yakinsar ((3.36)’nin, (3.28)’deki integrasyon yoluna bagli

olmadigini unutmayiniz.).

|

|z

Not. Benzer sekilde Ea, [% < g, < %, [t] < 1]’de regiilerdir. Dolayisiyla; A, B, C

r

tam fonksiyonlar ise; C,(z,z*; g), |z| < o, |z*| < o igin taniml1 bir operatordiir.

Not 1. (3.6) ve (3.10) dan f(g), Y(z,2*) = C,(z, 2% g) iliskili ¢6ziimiiniin olsun. f(g) ile

(3.22) ve (3.23) tizerinden baglantili olan g(z) igin

9(2) = C,(2,0,9) — mexp(— [, A(0,2)dz)f (0) (3.37)
bagintisinin gecerli oldugu anlasilir (Bergman 1937b, Eichler 1947 ) birinci tiir integral
operatorii elde etmistir. Ayrica, diizenli ve tekil katsayilara sahip bazi diferansiyel
denklemler (Eichler 1949a, 1949b)’de ele alinmustir.

3.3. Integral Operatérlerin Farkh Gosterimleri

Cesitli uygulamalar icin (3.5) integral operatorii bir miktar degistirilmis bir yapida

yazmak ve farkli gosterimler tliretmek uygun olacaktir.

Asagidaki bagint1 ile

9@ = f(EED) -~ (3.38)

1
(1-t2)2
((3.23)’nin tersi olarak), g(z) fonksiyonunu sunalim.

Lemma 3.3.1. Eger
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E(z,z*,t) = exp [— fOZ*A(Z,Z*)dZ*] [14 X0, t?"e,(z,2")], (3.39)

e, (z,z") = z"QM(z,z*)
ise ( (3. 28) ve (3.26)’ya bakiniz.), bu durumda integral operator

Bz, 0f (20 -9) = (3.40)

(1-t2)2

asagidaki formda da yazilabilir.

* (n) * B
exp [— Jy A(Z,z*)dz*] [g(z) + Yoo [@ntD0 7@z )foz [ [ 19(Zn)dZn"'d21]

221 r(n+1)

(3.41)

221 B(n,n+1)

exp [ [T A(z,2)dz" | [9(2) + Ty [{z=9mg(g)dq] . (3.42)

Burada
QM (z,2°) = [F PCV (7,2 dz* (3.43)
burada P@", (3.30) ile tanimlanmistir.

Not. (3.23) e ek olarak, f(z/2), g nin bir fonksiyonu olarak

1 1
z\ _ z2d2g(z) _ 1 z o dg(z sin?v)
f (2) = —F(l)d(z/z)% == [g(O) +2 foz zsinv —oen dv|. (3.44)

2

seklinde de tanimlanabilir.

Ispat: Oncelikle (3.44) bagmtisini ispatlayalim. f(z) = Yo, a,z™ olsun. (3.38) den
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© © n 1 _
'g(Z) = Zn:o anzn = 27’1:0(21_71 Zn t=—1(1 - tz)n 1/2dt

r(n+)rQ)
r(n+1)

(3.45)

= Zi-ogn 2"
elde edilir. Dolayisiyla,

1 2 LA dg(2z sin?9)
n‘g(o) + T J.02 z sind d(z sin?9) ad

=2q Fz(%)+3fgz sind Yoo na,(z sind)™*1
T 7 %ra ' ndo n=1"%n

r(n+3)r @)
r(n+1)

nr(n+3)reQ)

Vs
2 —_
— 2 [2\V Zn s 21T—1
a, +nf0 Y ayz"sin?™ 19 dv oD

r(mr@G) nrn+3)reG)

2 yoo
=ty Ln=1 2r(n+;) T(n+1)

A Z™ = Y0 AnZ™. (3.46)
dir. Bu, (3.44) i ispatlar.f (z) = Yoo a,z" den

re+Pre)

1 1 Zd 2%_ 00 B
| rGaa - sa-e = 22 ey e

=g(2)

[ it LR

(1-t2)z

r(m%)r(%)] "
r(n+2) nZ

(3.47)

1 _
= EZ ! fozg(zl)dzll

1 tz(%z(l—tz))dt

13 _
-1 =332 Zfozfohg(zz)dzzdzr

(1—t2)%
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bu da (3.41) gosterimini verir. g(0) =0 oldugunu varsayarsak, asagidaki ifadeyi elde

ederiz.

z z a Z1
fo (2 — 2 g(z)dz, = f (2 - 21 - f 9(2)dzy)dz,

1=Z

=(z—z)F? f21g(zz)dzz| z
0 z1=0

k-1 [@-zy2([ gz)dz)d
+ ( ).l;(z Z1) (-fo 9(z3)dz;) dz,
= (k- 1)] (Z_Zl)k_zj 19(Zz)dzz dz,

0 0

Z d Z1 (2
= (k- 1) fo (z—zo"—za—Zl(fo fo 9(z5) dz; dz,)dz,

71 %2 Z, =2
— k= DE -2 [ g daydz)
o Jo z;=0

+(k—1)(k—2) j:(z — Zl)k_3 fOZl j:zg(z3) dz; dz,dz;

Yukaridaki bagintilardan hareketle, (3.41) in (3.42) cinsinden de yazilabilecegi

Sonucuna vartyoruz.

3.4. Birinci Tip Operatérlerin Integraller Cinsinden Temsili

Birinci tiir integral operatorlerinn ¢esitli amacglar i¢in kullanigh olan yeni bir

gosterimiyle devam ediyoruz.

Semboller: D(z, z*) ve F(z, z*), iki karmasik degisken z ve z* uzayinin regiiler bir U*
bolgesinde z ve z*’nin iki karmasik degiskeninin fonksiyonlar1 olsunlar ve g(z), U?
U* bolgesinde regiiler bir z karmasik degiskeninin bir fonksiyonu olsun. (U? ve U*

orijini igerir.) Simdi ;
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T(Flev—lle—Zﬂ'“1F21F1;g) =

I Iy B Jy 03" Do 3 Doy [ S0 B Sy S Fag (3.48)

kisalmasini &nerelim. Burada &, = dz,dz;dz,_, - dzj1dz,,dzjdz;_ - dzy, F, =
F(zv,z,’§+p), D,_4 =D(z,,_1,z{§+p_1) dir. (j, (2.48)’de goriinen D’lerin sayisi; p,

zZy+1 . . .
fo """ .-’lerden 6nceki D’lerin sayisidir.)

T de her F,’den sonra fOZ” foz’”p iki katli integrali, her D,,’den sonra fOZ” basit integrali

vardrr. J, = J,(g) ile
T(Fv'Dv—l' o, Fy g)

2Y~1 ifadelerinin toplamim gdsterecegiz. Burada son siwrada D; olanlar hari¢ F,

ve D, ’nin, tiim olas1 kombinasyonlar1 miimkiindiir. Ornegin:

J2(9) = T(Fy, Fi; 9) + T(Dy, Fi; 9), (3.49)
J3(9) = T(F3,Fy, F1;9) + T(F3,D,,Fi; g) + T(D3, Fy, Fi5 9) + T(D3, Dy, Fr; g)  (3.49)
vs. ornek verilebilir.

Teorem 3.4.1. F ve D, iki karmagik degisken z, z*’nin tam fonksiyonlar1 olsun. Bu

durumda
U(zz) = g+ X (DM (e) (3.50)
L(V) = 0 denkleminin bir ¢dziimiidiir (bkz. (3.13),bu ¢dziim

V(z,0) =g(z), V(0,z*) = g(0). (3.51)
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ozelligine sahiptir.
Ispat: Eger 1 igin

* * * * * . * d (Z ’Z*) *
W(zz) = 9@~ [} [y Flnz2D¥(z,2))dzndz; = [ [y D(zy,21) = dzdz

(3.52)
denkleminde (3.50) ’nin sag tarafin1 yazarsak bu taktirde (3.52)’nin her iki tarafinda ayn
sonsuz seriyi elde ederiz.Dolayisiyla, yalnizca (3.50) serisinin ve tiirevlerinin , |z| < N,
|z*] < N i¢in diizgiin bir sekilde yakinsadigini gostermemiz gerekmektedir. Burada N
keyfi bir pozitif sayidir. |z| < N, |z*| < N igin

lgl < g, IFI<F, |D|<D (3.53)

olsun. Burada g, F, D keyfi secilmis sabitlerdir. Bu takdirde

foz fOZ F, fozz fozz F1952| +

lgl + |f02foz F1951| + fozfoz D, fozz F1952| +

5 (exp[(F+D)7?]-1)

S g+ = he

(3.54)

dir. Burada 7 > max(|z|,|z*|,1) dir. Benzer sekilde, (3.50)’nin sag tarafinin

tiirevlerinin de mutlak yakinsadigini gosterebiliriz. (3.10)’a gore
* z" * * T *
Y(z,z*) = (exp [— fo A(z,z")dz ])1,[1(2,2 ) (3.55)

= (exp |- J; Atz z)dz"]) [g + T i (-, (9)]
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X ve y’nin karmasik bir fonksiyonudur, yani, X, y(veya z* = Z) nin reel degerleri igin

karmasik varsayilmistir ve z* = Z igin

1 _
l/)(Z,Z*) = E[l/](Z'Z*) + l/)(Z*,Z)

N =

(exp [— f A(z,z*)dz*D g(z)+;<—1m(g)

+ <exp [—f A_(Z,Z*)dzl> gz + Z(—l)”m
0 u=1 |

(3.11) in bir reel ¢oziimiidiir.

3.5. Birinci Tiir integral Operatorlerin Ozellikleri

(3.25) ve (3.23) de bir karmasik degiskenli analitik fonksiyonlarini (3.11) diferansiyel
denkleminin reel ¢oziimlerine doniistiiren bir C, = Re(c,) operatdrii tanimlamistik. En
basit durumda yani; harmonik denklem durumunda; A = 0, ve Q™ (z,z*) = 0,n =
1,2,:-- oldugundan, c2 bir sabittir. Genel olarak (3.11)denklem durumunda g(z)
fonksiyonunun bir¢ok 6zelliginin korunuyor olmasi; ve g(z) ile buna karsilik denklem
(3.11) denkleminin (karmasik veya gergek) ¢Oziimiiniin A, B, C katsayilarindan
bagimsiz olmas1 veya bu katsayilarin yalnizca bazi 6zellikleri i¢in bagimli olmasi

Oonemlidir.
Pek ¢ok durumda bu bagintilar, bir (z, z*) ¢6ziimiiniin regiilerlik bolgesinden (yani X,
y’nin karmagik degerleri igin) diizenlilik alaninin; tamamiyla reel bolgede ¥(z, 2)’nin

regiilerlik bolgesinin belirlenmesi ile elde edilir.

Teorem 3.5.1. L(U) = 0 in katsayilar1 A, B, C; yeterince biiyiik bir bdlgede, iki

karmasik z, z* degiskeninin regiiler fonksiyonlari olsunlar. Bu takdirde her yi(z,z*) =
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ITJ(X, y) ¢oziimii x, y-diizlemin bir B? (gercek) diizleminde regiilerdir ve, z, z* uzaynmn
B* bolgesi icine devam ettirilebilirler. B+, PBZ x P3 bolgelerinin bir garpimudir; burada
B2 bolgesi, z-diizlemindeki PBZbolgesidir; BZ bolgesi ise z*-diizlemindeki ayni
bolgedir.

Ispat: Regiiler A, B = A, C katsayilari ile her (3.11) kismi diferensiyel denklemi
F(z2°,4,0) = -A(z2°,4, ) [log(z — ) + log(z* = 1] + B(z, 2", 4, 0. (3.56)

sekilde bir temel ¢ozliim vardir. Burada A ve B; z, z*, {, {*’nin regiiler fonksiyonlaridir.

Green teoremi kullanilarak, reel diizlemin basit baglantili bir D bdlgesinde tanimlanmis

bir (¢, {) ¢oziimi;

0D = 20, [pe. 0 2D 2D g, 70 0las, @)

sekilde temsil edilebilir. Burada n; i¢ normali, ds; iseD = B2 nin sinir1 olan b nin yay
uzunlugu elemanidir. Z’yi z* ile degistirerek, X, y karmasik degerlerine 1(z, Z) nin

Y(z, z*) ye analitik devamini elde ederiz. F’nin yegéane tekillikleri
z=(=&+in, z2={ =&—in (3.58)
diizlemleri oldugundan, burada (¢, 7), ®’nin sinir1 b’ye ait noktalardir, Y (z, z*) nin,
z=( (€D (3.59)
ve
z={ (€Bb (3.60)

hiperyiizeyleri (ii¢ boyutlu) ile sinirlandirilmis (dért boyutlu) uzaymn PB* bolgesinde

regiiler oldugunu anlasilir. Bu ger¢eklerden istenilen ispatlanmis olur.
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Sekil 3.1. Reel diizlemde D bolgesinin sematik temsili ve z, z* -uzayinda B* bolgesinin

karsilig1 yukaridaki sekil ile temsil edilebilir:

Burada ele alinan yaklasim, ® bolgesinde regiiler olan (2.1) in bir IZ(X, y) ¢ozimiiniin,
X ve y’ nin karmasik degerlerine genisletilmesi problemini beraberinde getirir.
Coziimiin, denklemden bagimsiz olan P*= P2 x P3 dort boyutlu bir carpim bdlgesine
devam ettirebiliyor oldugu, (Bergman 1937a)’da ispatlanmigtir. Ayrica (Bergman
1937b, Vekua 1937)’de ayn1 sonucun farkli bir ispat1 da verilmistir.

Tamm 3.5.2. B*, D alaninin karmasik ortiisii olarak not edilmistir.

3.6. Birinci Tiir Integral Operatorlerin ilave Baz1 Ozellikleri

Bir karmasik degiskenli g(z) analitik fonksiyonu iki reel degiskenli harmonik
fonksiyonlara doniistiiren “Re” operatorii, g(z) nin bir¢ok Ozelligini muhafaza eder.
Analitik fonksiyonlar bir cebir olusturdugundan; (harmonik fonksiyonlar yalnizca lineer

bir uzay olustururken) analitik fonksiyonlarin sunulmasi, harmonik fonksiyonlarin

arastirilmasi icin degerli bir arag rolii oynar.
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Asagida da gosterilecegi gibi Re[c,(g)] = C,(z,z%; g) = C,(g) operatori, (kisim 2’ye
bakiniz ), uygulandigi g fonksiyonunun bir¢ok 6zelligini korur ve boylece birgok
durumda harmonik fonksiyonlarda “Re”ye benzer 6zellikler sunar. Simdi bu dogrultuda,

bazi tipik sonuglarin formiile edelim:

Birincisi, Teorem 3.5.1°de gosterdigimiz tizere, (3.11)’in her C,(g) reel ¢dziimii, orijini
iceren xy — diizleminin basit baglantili her bolgesinde regiilerdir ve bunun tam tersi de

gecerlidir. Diger sonuglar1 asagida belirtilen teoremlerle ile yazalim:

Teorem 3.6.1. (i). Eger a,a # 0 noktasinda g fonksiyonu, s mertebesinden bir kutba
sahipse; bu takdirde C2 (g) = Re [c2 (g)], aynm1 mertebeden sonsuz olur ve ( Harmonik
fonksiyonlar durumu hari¢) sonsuz mertebesinde bir dallanma noktasina sahiptir. Bu tip
bir singiilerlik, kutupsal singiilerlik olarak adlandirilir.

(ii) g, a’da sonlu mertebede bir dallanma noktasina sahipse; bu durumda Cz(g) de ayni

mertebede bir dallanma noktasina sahip olur.
ispat: (3.42) de

9@ =@-2" (3.61)

yazilirsa bu taktirde;

C, [(a —z) 1 = [exp (— fOZ*A(Z,Z*) dz*)] X
@ =)+ X iy (2~ )" g (1)

+ oM, ((—1)”"‘(61 — )"+ (z— a)”-l-kak)]]

(3.62)
dir. (3.62)’nin a’ya gore tiirevini alindiginda, c,[(a — z)™™] i¢in benzer bir formiil elde

edilebilir, burada m, 1 den biiyiik bir tam sayidir,

(iii) Eger m = p/q ortak bolenleri olmayan tam sayilar ise bu takdirde
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[2(z = " Y(a - 0d = [L ANz — )" (a = OH] (a - O)adg
= ST = [ 0 ey
— Z;{z;é(n;l)(z _ a)n—l—k [ak+§+1 _ (a _ Z)k+§+1] /(k n S n 1) (363)

dir. Burada p > 0,q > 1dir. Son ifade (3.42)’de yazilirsa, C2 [g(z)], z = a noktasinda, q

mertebesinden bir dallanma noktasina sahip oldugu goriiliir.

Teorem 3.6.2. Her L = 0 her diferansiyel denklem i¢in, ((3.11) e bkz.) karmagsik

¢oziimlerinin  bir (pi, kiimesi mevcuttur, (;v(x, y) = (I;V(X, y) + ilj;v(x, y), V=
0,1,2, --- fonksiyonlariin her biri x ve y’nin birer tam fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar
g(z) =z*,v=0,1,- ile tretilmislerdir ve L = 0 harmonik denklem durumunda elde

edilen {(x + iy)"} setine benzer birgok 6zellige sahiptir.

Ozellikle: A. Bir agik disk [x? + y? < @?]’de regiiler olan W(x, y)’ nin her reel ¢oziimii,
burada asagidaki sekilde gosterilebilir ;

Wxy) = Re[ZZoay by(xy)], (364

B. Basit baglantili, siirli bir D (0€®D) bolgesinde regiiler olan her ¢dziim IIJ(X, y);

sonlu sayidaki Ll:‘,’lerin bir kombinasyonu ile®’de yaklasik olarak bulunabilir, dyleki,

her alt bélgesi & € D icin ve her £ > 0 igin, as,n) katsayilarin1 asagidaki sekilde
belirleyebiliriz;

‘LTJ(x,y)—Re (23=0a9‘) Jv<x,y)) <e (xy) €T (2.65)

(Runge teoreminin bir benzeridir.)
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C. Yildizil bolgelerdeki analitik fonksiyonlar i¢in g¢esitli gosterimler; sadece harmonik
fonksiyonlar i¢in degil, ayrica (3.11) denkleminin ¢ézlimleri i¢in de ilgili gosterimleri

verir. Ornegin; elemanlar1 Yo, a,z" olan bir analitik fonksiyon icin
im [y 3nZ
f(2) = lim |70 5] (3.66)
temsilinden (3.11) denkleminin ¢oziimleri i¢in asagidaki gosterim elde edilir.

LIJ(X y) = Re hm wa (3.67)

Bu temsil merkezi orijinde olan her bir yildizil bolgede gecerlidir ki burada L~|J

regiilerdir.

D. Asagidaki baginty,

(;V(x, y) — exp (— fOZ*A(z,z*)dz*) [x +iy]Y [x +iy]Y|/2(v+ 1). (3.68)

burada Ci(x, y) v’den bagimsiz olarak bir tam fonksiyondur ve her

(gv (x,y) fonksiyonlari igin gegerlidir.

ispat: A, B, C, D’nin ozellikleri Teorem 3.5.1 den gosterilebilirler. Gergekten; eger

diizleminin basit baglantili D, (0 € D) bolgesinde bir 17)(9(, y) reel ¢oziimiine sahipse,
bu taktirde Teorem 3.5.1°den kompleks degerlere devam ettirilebilir ve D* de asagidaki

sekilde temsil edilebilir;

P(0y) = 9(z2)

1

— Lexp (— [7 A(2, 9d7) (9(2) + T oD 2, — g1 (0)dg )

22nB(n n+1)

exp(— J A(z,2) d2) (§(2) + Ty 22 [X(z ~ 0" g(O)d )

22"B(n,n+1) 70

(3.69)

32



burada z = z* dir.

D* iin her bir kapali & alt bolgeside (2.69) serisi diizgiin yakimsaktir. Runge teoremi

ile bir ¥_a™ 27 & polinomu ile

g(z) =N _, aﬁff)zm| <e 2€G (3.70)

olacak sekilde g(z) ye yakinlastirabiliriz. O halde

QM (z,2)
22"B(n,n+1)

9(2) = Theoam 2™ + T [z=" [g(0) - Thoal’dmdd|

w |e™@2)| | lz] _
<e L+ X, A EOL [l oyn 1d¢|‘ (371)

dir. C ve D benzer sekilde ispatlanabilir.Daha detayli degerlendirmeler i¢in, g (0)’in
reel olmast kosuluyla birinci tiirden g(z) ile iliskili fonksiyonlar1 normallestirmek

faydalidir.

(3.11) denkleminin gergek bir ¢oziimiiniin verildigi durumda her zaman bu ozellige

sahip olacak sekilde g(z) yi iliskili secebiliriz. Gergekten, (3.48) ve (3.49)’a gore;
T(FE,, -,F;;g) fonksiyonlari, fOZ fOZ F(z,,z,)-dz,dz,--- formundadir. Boylece,
(3.55)’e gore asagidaki baginti

P(z,0) = > [@g(2) + (T720 ay2*) g (0)] (3.72)
gecerlidir. Burada

exp[— fOZ/T(O, z)dz] = ¥y a,z” = a(2). (3.73)
((3.73) den ao = 1 olduguna dikkat ediniz.) ¥(z, Z) reel ¢oziimii
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W(z,2) = Lo Lm=0Amnz™2",  Amp = Apm,  AggTeel (3.74)

seklinde olsun. Bu taktirde z = 0 ve birinci tiirden g(z) ile iliskili normallestirilmis

baginti

g(0) = Ag, (3.75)
gegerlidir. (3.72) ve (3.75)’dan
9(2) = 2[p(z,0) - 2] (3.76)

elde edilir.

Bir reel ¢6ziim IL()C, y) = Y(z,z)'nin dzellikleri arasinda basit bir bagint1 vardir (bkz.

(3.69) ) ve serinin bu {A,, o} katsayilar: ;
Y(z,27) = XAmpz"z™, Apn = /Tn,m- (3.77)
den insa edilebilir.

Ornegin: A. Y(z, Z), her basit baglantili D, 0 € D bolgesinde regiiler oldugundan

Ym0 Amoz™ regiilerdir. (0 orijindir.)

Sonug olarak, ¥(z, Z)’nin singiilerlik konumlar: L(U)’nun A, B=A katsayilarindan

bagimsiz olarak yalnizca {4,, o} ile belirlenebilir, (bkz. (3.11) denklemi)

B.g(z) =Yr-0a,z2™ nin a,,n=0,1,2,... Kkatsayilar1 arasindaki iliskilere atifta
bulunan ve {4,,,} alt dizisinin 6zelliklerine dair teoremlerin singiilerlik karakterlerini

ve L(y)=0 denkleminin

¥(z,2) =5 [e(9) + (9] (3.78)
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¢cOziimlerine dair bir karmagik degiskenli fonksiyon teorisindeki ¢esitli sonuglari
yorumlayabiliriz. Gergekten ¢(z)’nin katsayilar1 a,,ve katsayillar A,,, arasindaki

asagidaki baginti
a, =2 [Am,o - Am%] (3.79)

gecerlidir burada; a,, [bkz. (3.73)], diferansiyel denklemin yalnizca A katsayisina
baghdir. Ornegin; eger (3.77) den gelistirilen {A,, o} dizisi ¥(z,0) fonksiyonunun
Py, P, --- noktalarinda kutuplar1 olacak sekilde Hadamard kosullarimi sagliyorsa, bu
taktirde ¥ (z, 0) baz1 noktalarda kutup benzeri tekilliklere sahip olacaktir.(Bkz. Teorem
3. 6.1). (Harmonik denklem durumunda, bu tekillikler kutuplar haline gelecektir.)
Ayrica Y(z,7), |z| <1 igin (2.11) denkleminin bir ¢6ziimii ve (3.79)’un dizisi {am}
sinirli bir varyasyona sahip ve Yoo_ola,,|? dizisi yakmsiyor ise; bu durumda 1,
muhtemelen z = 1 hari¢ birim ¢ember |z| = 1°de siireklidir. Benzer kosullar, 1’ nin diger
kapali egrilerde de siirekli olmasini saglar. 1 ’nin |z| =1’de bir sigrama yapmasi ve bu
sigramanin bilyiikliigiiniin, alt diziler {A4,, o} ve {4;,} cinsinden verilmesi i¢in yeterli
sartlar da bilinmektedir. Son olarak, ):;»—, a,,dizisi toplanabilir ise (C,a),a > —1 ve

Ym—olam|? yakinsar, bu durumda

lin} Z?ri,n:OAngmZ_n =y(z,2) |z| = |z| = 1, (3.80)
r—

burada r(= |z|]) ~>1; z = 1 noktasindan gegen |z| = 1 birim ¢emberinin iki kirisi
arasindaki herhangi bir yol iizerindedir (Mitchell 1946).

a(z) bir tam fonksiyon oldugundan; bu ifadelerin ispati, bagint1 (3.76)’dan hemen elde
edilebilir.

1. (2.74) ile verilen ¢ozim (z 2z)’nin degerlendirilmesine ek olarak, z’nin
eslenigi z’nin  bagimsiz degisken z* ile degistirildigi durumda g6z Oniinde
bulundurulmustur; bu, X ve y’nin reel degiskenler yerine bagimsiz karmasik degiskenler
olarak diislinlilmesi ile esdegerdir. Coziimler, iki karmasik degisken z, z*’nin dort

boyutlu uzayinda degerlendirildiginde; yukarida agiklanan kutup benzeri tekillikler, iki
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boyutlu dallanma diizlemleri haline gelir. Bu gibi tekilliklerin dogasiyla ilgili detayli bir
calisma; ¢Oziimiin, birinci tiir iliskilileri, bunun gibi ifadelerin kuvvetleri (z— a) veya

toplamlar1 olan belirli ¢oziimler cinsinden temsil edilmesi ile gergeklestirilebilir.

2. YP(z,z")'nin (3.74) de {A,,o} katsayilar tizerindeki sartlar z’nin bir fonksiyonu
olarak diisiiniildiigiinde; (Bergman 1937b, Nielsen 1944, Kreyszig 1957)’da verilmis z*
ye bagli olan katsayilar ile bir adi diferansiyel denklemi saglar.

Katsayilarin {A,, o} alt dizisi katsay1 problemleriyle ilgili olarak 6zel bir rol oynadigina
dikkat not edelim. Bu, birinci tir integral operatorin Ozelliklerinin  bir
sonucudur. ¥(z, z*) nin davranisiyla ilgili bilgilerin herhangi bir baska {4,,0}, n >0
dizisinden veya sabitten elde edilebiliyor oldugu aciktir. (z, z*)’yi asagidaki sekilde

gosterirsek
Y(z,z") = Ym0 an(2)2"", ay(2) = Y=o Amnz™, (3.80a)

a,(z)ve ay(z) fonksiyonlari arasindaki bagintilar, yukarida bahsedilen alt diziler
arasindaki bagintilarla aynidir. Bu yolla {4,, o} kosullari, {Am,n},n > (0’daki kosullarla
degistirilebilir. a,(z) ve ay(z) arasinda bagntilar elde etmek igin; (3.11) denkleminin

A, B, C katsayilarin1 z*’deki kuvvet serileri olarak gosteriyoruz,
A(z,z") = Ympan(2)z™ (3.81)

oldugunu farz edelim, burada a, (z), z’nin kuvvet serileridir. Bu gosterimleri ve (3.80)’i
(3.11) denklemine yerlestirdigimizde, z*’de bir kuvvet serisi elde ederiz. (3.11)
denkleminin saglanmasi igin, bu serinin katsayilariin sifir olmamasi gerekir. Bu, sonlu
sayida adi lineer diferansiyel denklem sistemine yol acar. ilk n denklemlerinin alt
sistemini Sp ile gosteriyoruz. Sn sistemi, ay(z),a,(2),::+,a,(z) fonksiyonlarini ve
bunlarin tiirevlerini igerir; ancak baska bir a,(z),v >n fonksiyonunu igermez. Sp
bagmtilarini kullanilarak, {A,,o}ve {4}, n > 0 arasindaki bagintilar elde edilmis ve

asagidaki ihtimallerin ortaya ciktig1 gosterilmistir.
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I. Genel olarak, a,(z),a,(z),:-,a,_1(z) fonksiyonlar1 ve bunlarin tiirevleri, Sp’den
cikarilabilir. Bu, mertebesi n’yi gegmeyen bir adi lineer diferansiyel denklemi
beraberinde getirir. Karmasik adi diferansiyel denklemlere ait bilinen teoremler
vasitasiyla, regiilerlik bolgesi ve Y (z,z*) nin diger temel ozellikler ile ilgili bilgiler

boylece {A,,,,}, n> 0 katsayilar1 ve sabitler cinsinden elde edilebilir.

Il.Ancak, ¢ikarma metodunun uygulanamadigr veya asir1 karmasik kosullar
beraberinde getiren (2.11) kismi diferansiyel denklemlerin 6nemli tiirleri bulunmaktadir.

Bu durumlarda Sn, kendi orijinal formu ile hesaba katilabilir.

H1.{A,0} ve {41}, n> 0 arasinda herhangi bir baginti olmama ihtimali de vardir.

Genel durum, asagidaki olgularla karakterize edilebilir. a,,(z),n > 0 belirli bir noktada
tekil ise, ao(z) de aymi noktada tekildir. Bunun tersi ise gecerli olmayabilir; yani,
ao(z)’nin tekil noktalart an(z) nin diizenli noktalarina karsilik gelmeyebilir. Ancak
kosullar, ikinci durumun hari¢ tutuldugu durumlarda elde edilmistir. (3.11) denkleminin
katsayilar1 yalmzca bir degiskene bagl ise, bu kosullar 6zellikle basittir. Ornegin; A, B
ve C’nin yalnizca z’ye bagl oldugunu varsayalim. 9B,, orijini igersin ancak A (z)’nin
sifirlar1 bulundurmayan basit baglantili bir bolge olsun . Bu taktirde ¥ (z, z*), Kartezyen
carpim bolgesi B, X (|z*| < o0) de regiilerdir ancak ve ancak karsiligi olan an(z), n> 0,

fonksiyonlar1 B, de keyfi, regiilerdir.

Bu sonuglarin bir kismi; A, B, C’nin tam olmadig1 duruma genisletilebilir. Bu durumda
an(z) nin singiilerlikleri ya ilgili fonksiyonlarm ya da A, B, C’ nin singiilerliklerinden
elde edilebilir. Burada dikkat edilmesi gereken konu; dordiincii mertebe kismi
diferansiyel denklemleri ve ikinci mertebeden eliptik sistemler i¢in benzer metotlarla ele
aliabiliyor oldugudur (Kreyszig 1957b, 1958). Bundan dolay1 yiiksek mertebeden

denklemler i¢in integral operatorleri incelemeyecegiz.

3.7. A,V + F(r?)V = 0 Diferansiyel Denklemi

Diferansiyel denklemin asagidaki formda oldugu 6zel durumda
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A,V +F(@3)V =0 (3.82)
ve F (r?), r? = x% + y? = zz*’nin bir tam fonksiyonu oldugu durumda; birinci tiirden
integral operator, genel durumdan daha basit bir yapiya kavusur. Bu sayede, bu

durumdan ¢esitli ilave sonugclar tiiretilebilir.

Teorem 3.7.1. Diferansiyel denklem (3.82) durumunda, birinci tiirden integral

operatdriin {ireten fonksiyonu E (z, z*, t), 12 = zz* ve t’nin bir reel fonksiyonudur.
Ispat: Asagidaki ifadeyi yaziyoruz;

Q@M (z,2*) = z" fOZn P@(z,2zYdz*, n=1.2,- (3.83)
burada {P?™}, (3.28) ve (3.30)’da sunulan fonksiyonlardir ve {Q®™} fonksiyonlarinin

yalmzca r?’ye baglh oldugunu gosterecegiz. (3.30) sisteminde{P?™}’nin {Q@™} ile

degistirilmesiyle, asagidaki denklemler grubunu elde ediyoruz.
Q% +22F(r?) = 0 (3.842)
z* .
@n+1)QE™? +2z(Q2P + Fr)Q®W -2%"| =0, n =012, (3.84b)
Q@ (z,0) =0, n=0,1,2, (3.85)

direkt bir hesaplama ile denklem (3.84a) asagidaki sekilde yazilabilir.

aQ(Z)
a(r?)

+ 2F(r?) =0, (3.86a)
Burada Q®), yalnizca r?’ ye baglidir. Q@ (0) = 0 sartin1 kosarsak, (3.85)’i
saglayacaktir. Q®,n > 1 durumunda timevarimla devam edilir. Q® nin yalnizca r? ye

bagli oldugunu varsayarsak, eger Q(?"*2)
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TZaQ(Zn)
6Q(2n+2) ( a(r?) ) OQ(Z")
@n+ 1= o T F(r®)Q®™ —n= =0 (3.86b)
ve
Q@+ (r2) _ =0, (3.87)

denkleminin ¢6zlimii ise (2.84b) ve (2.85) denklemleri saglanacaktir.
14+ Z thQ(Zn)(rZ)
n=1

serisinin yakinsakligi daha onceki gosterildigi gibi gosterilebilir. Boylece, genel

durumun aksine, degerlendirilen 6zel durum altinda iirete¢ fonksiyonu
Er3t) =1+ Z t2n QM (12)
n=1
reeldir ve (3.82)’nin orijinde

V= [l E(r? DRe[f(W]dt/(1 - 7 = Re { [LEG?Of wdt/(1 - tz)%}, (3.88a)

w = 1 EG? 0Im[fw)]dt/(1 - 2% = Im { [LEGEOfWdt/(1 - t2>%}, (3.88D)

u=1z(1-1t2/2
ile verilen eslenik ¢oziimlerinden bahsedebiliriz.Coziim ¢ifti V ve W, bir karmasik

degiskenin ayn: analitik fonksiyonu f’nin iligkili fonksiyon olarak kullanilmasiyla ve

sonugta elde edilen karmasik ¢oziimiin sirasiyla reel ve sanal kisimlari alinarak tretilir.
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Orijinde regiiler olan bir reel ¢6ziim asagidaki sekilde yazilabilir;
V=3 [a,)J™ () cosng + b,J™ (r) sinng] (3.89a)
ve bu ¢ozlimiin eslenigi asagidaki sekilde verilebilir.

W = Z,‘fzo[bn](n) (r) cos ng + a,,J ™ (r) sin n(p], (3.89Db)

J® () = 27 [ E(r2,e) (1 — £2)" . (3.90)

Not: F (r%) = 1,E (r?,t) = cos (tr) durumunda ™ (r) fonksiyonlari asagidaki

sekilde verilmistir:

J™ (@) = (g)n f_ll[cos tr](1 — tz)"_%dt, n=0,

oyleki bu 6zel basit durumda J™ (r) = Val' (n +%) J™ () dir, burada Jn(r) Bessel

fonksiyonudur.  (Dolayistyla J™ (1) fonksiyonlari, Bessel fonksiyonlarinin

genellestirmeleri olarak da diisiiniilebilir.)

Yukarida belirtildigi tizere, (3.82)’nin orijinde regiiler olan herhangi bir reel ¢6ziimii,
orijin komsulugu civarinda yakinsak olan bir seri (3.89 b) formunda genisletilebilir.
Daha giiclii bir sonu¢ olarak, ¢oziimiin regiiler oldugu en biiyiilk dairede (merkez
orijinde olacak sekilde) dizinin (3.89a) yakinsadigr ispatlanabilir. Harmonik
fonksiyonlarin eslenik c¢iftleri arasindaki bagintiyla ilgili bircok sonug, denklem
(3.82)’nin (3.88a) ve (3.88b) ¢oziimlerinin eslenik ¢iftleri arasindaki bagintilar olarak

genellestirilebilir.

Diizenli ¢oziimlerle benzer olarak; iliskili fonksiyonu i¢in, tekilliklere sahip bir analitik
fonksiyon kullanilarak elde edilen, cesitli tekillikler iceren c¢oziimler de hesaba

katilabilir. Coziimleri, 6zellikle kutup benzeri tekillikler, 6rnegin, iliskili fonksiyonunun
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kutuplart oldugu fonksiyonlar ile degerlendirebiliriz. Artik teoremi, asagidaki
teoremlerde gosterildigi iizere denklem (3.82)’nin ¢oziimleri igin belirli bir dereceye

kadar genellestirilebilir.

Teorem 3.7.2. V ve W’nin (bkz. (3.88a) ve (3.88b)) (3.82)’nin birbirinin eslenigi olan,

{|z| < R} dairesinde regiiler olan iki ¢6ziimii olsun. Bu taktirde;
[(Fdz=0, €={lz| =R}, R >0, (3.91)

dir. Burada ;' =V+iW, z =x+ iy ’dir.
Ispat: Ispat1 basit oldugundan ispat: atlanmistir.

Teorem 3.7.3. V ve W eslenik ¢oziimlerinin, 2a = 2a* + 2ia** noktasinda birinci
mertebeden kutup benzeri bir singiilerlige sahip oldugunu varsayalim, yani, iliskili
fonksiyonu f(u)’nun [lul < g] dairesinde

fa) =i+, 0<lal <R (3.92)

Ile temsil edildigini varsayalim. Burada f; (u), [lul < g] ’de regiilerdir. Bu taktirde

t1 E(R%t)dt

f(g;'dz = [V +iW)(dx + idy) = 4ma,i [

) 3.93

—tq (1—t2)% ( )
t —[1——2'“'% €=zl =R
1~ R ) - Zl - ]

Not: 3.6’da belirttigimiz tizere, V ve W fonksiyonlari, z = 2Za noktasinda sonsuz

mertebede bir dallanma noktasina sahiptir. F fonksiyonunun Riemann ylizeyini, z =
2a’dan baslayan ve yaricap boyunca orijinden uzaklasan bir dogru boyunca kesersek;

€ egrisi, Riemann yiizeyinin farkli katmanlarinda, u¢ noktalar1 birbiri {izerinde bulunan
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bir agik egri haline gelir (Sekil 3.2. ile karsilastirin.).

o
|

Sekil. 3.2. Dallanma noktalar1 z= 2a ve z = o,z = Re¥’de bulunan Riemann yiizeyi

tizerindeki egri

Acgik olarak goriiliiyor ki, ifademizin iligkili fonksiyonu f(u) = (u— a)~! igin
ispatlamamiz yeterlidir. Buradaki egri € = [|z| = R], u-diizleminde u = %Z(l —t2),
lu| = g(l — t2) egrilerine karsilik gelir. (3.88a) ve (3.88b)’den

iel® dt
. Rde
Rel®(1-t2)—2a V1—t2

[ (Fdz =2 [T ER D

(3.94)

iel® ] dt

- 2f—1E(R t) [fo Rel®(1-t2)-2a de V1-t2

burada z = Re'? 'dir. (Cift katli integral kesin olarak yakinsak oldugundan, integrasyon
mertebelerini yer degistirebiliriz.) t’nin [t|> > 1 — 2|a|/R olan degerleri igin kutup,

integrasyon egrisinin disinda olacaktir ve dolayisiyla

2T i el®[Rel? (1 — t2) — 2a]” 'Rdg = 0. (3.95)
0
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t'nin |t|? > 1 — 2|a|/R olan degerleri i¢in kutup, integrasyon egrisinin iginde olacaktir

ve dolayisiyla
[7" 2i et [Rei® (1 — t2) — 2a] " Rdg = 4ni. (3.96)
bu, teoremin ispatini tamamlar.

Not: F’nin a’ya gore tiirevi alinirken (ve t1’in (bkz. (3.93)) a’nin bir fonksiyonu oldugu
hesaba katildiginda), iliskili fonksiyonun @>1 mertebesinde bir kutba sahip oldugu

duruma benzer sonugclar elde edilir.

V ve W fonksiyonlarini analitik olarak X ve y genliklerinin karmasik degerlerine devam

ettirdigimizde, bagint1 (3.91) ve (3.93)’lin ilging genellestirmelerini elde ediyoruz.
Integrasyon egrisi €’nin asagidaki yiizey iizerinde oldugunu varsayalim
zz* = h(z), h(0) =0 (3.97)

burada h(z), bir karmasik degisken z’nin bir tam analitik fonksiyonudur. Daha sonra
E(r?, t), h(z)’deki r? = zz* niceligini degistirebilir ve Teorem 3.7.2 ve Teorem 3.7.3’te,

formiillestirilmis olanlara benzer sonuglar elde ederiz.

Yukarida ele alinan yaklasim, iligkili f(U), U’nun bir cebirsel fonksiyonu oldugu durum
icin genellestirilebilir ve t’nin tiim degerleri igin, iligkili fonksiyon f(U)’nun Riemann
yiizeyi iizerindeki noktalar kiimesi |z(I — t?)] = R bir kapali egri olacak sekilde bir
integrasyon egrisidiisiiniilebilir. integrasyonegrisi € = [Z =Re?,0< ¢ < Zn]

Riemann ylizeyinde agikolabileceginden, egriyi C" = [z =Re?,0< ¢ < 27m] ile
degistiriyoruz; burada n, € Riemann yiizeyi f(U) lizerinde bir kapali egri olacak sekilde

secilmistir Bu tiirdeki sonuglar (Bergman 1930)’da ele alinmaktadir.
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3.8. Ustel Tip Integral Operatorler

Bazi1 makalelerde gosterilmis oldugu iizere, verilen bir diferansiyel denklem i¢in sonsuz
sayida integral operator vardir. Birinci tliirden integral operatdrlerden farkli operatorleri
g0z Oniline almak, ¢esitli amaglar i¢in faydalidir. Bu kisimda, iistel integral operatorler

olarak adlandirilan operatorleri ele alacagiz. Ureteg fonksiyon E asagidaki sekilde ise

E =expQ,Q =Q(z,z"t) = Xy—oqu(z, z")t" (3.98)

yani Q, t nin bir polinomu ise, operator (3.14) bir istel tip integral operatér olarak
adlandirtlir. (Bergman 1937b)’de, tip (3.98) integral operatorlerin L(U) =0’1n diizenli ve
tekil ¢Ozlimlerinin ¢esitli Gzelliklerinin incelenmesinde faydali bir ara¢ oldugu
gosterilmistir.(bkz. (3.11) Bilhassa bu tipteki integral operatorler, L(U) =0 denkleminin
belirli ¢oziimlerini saglayan rasyonel (veya cebirsel) katsayili adi diferensiyel

denklemlerin belirlenmesine olanak saglar.

Bu, adi diferansiyel denklemler teorisini, iireten fonksiyon (3.98)’in uygulanmasiyla
elde edilen ¢oziimlerin Ozelliklerini arastirmada kullanmamizi saglar ( Bu tipteki
integral operatorlere sahip cesitli diferansiyel denklemler (Bergman 1937b, Kreyszig
1955,1957)’da g6zden gecirilmistir.

(Kreyszig 1955)’de, boyle bir iirete¢ fonksiyonun varligi i¢in (3.13) denkleminin D, F
katsayilariin gerekli ve yeterli kosullar1 verilmistir. Bu gibi tirete¢ fonksiyonlarla ilgili
en ilging olgulardan biri, (3.13) denkleminin ¢oziimiiniin, asagidaki yapida bir iliskili
fonksiyon ile elde ediliyor olmasidir.

f(z)=2z" n=012," (3.99)

Mertebesi (3.99) da goriilen n bileseninden bagimsizdir ki mertebesi sadece Q’nun m

derecesine baglhdir.

Teorem 3.8.1. A. (3.6.a) denkleminin D ve F Kkatsayilar1 asagidaki sekilde
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gosterilebiliyorsa,

D=-2b_ % (3.100)
F=-20 (3.101)

Burada
do = qo(2) (3.102)
q:(z,z*) = ZSSE) avz"%, ag = ag(z*), a, =const. (1 <v<o(m)),1 (3.103)
1:(2) =X ™d,z", d, =const. (1<v<t(m)1 (3.104)

0 halde; denklem (3.13) ile, (3.98) formundaki bir tireten fonksiyonu iliskilendirebiliriz.

Burada Q(z, z*> t)’nin kalan katsayilar1 q,, 2 < u < m asagidaki ifadelerle verilir:

—2)1 1
Qop+1 = %Zﬁfﬂ) viv—=1)(v—p+1a,z" ", (3.105)
—2)u
Qzn = _;T}mlz;g% — D)W =2) v—p+ 1)dyz, (3.106)

B. Aynist; D, (3.100) formunda gosterilebildiginde gecerlidir ve

F=—L12% (3.107)

2z 0z*

burada @2, (3.104) formundadir. Ancak bu durumda di, z*’nin bir fonksiyonu

olabiliyorken, qi = 0’dir (6nceki durumda oldugu gibi, bir sabit olmas1 gerekmez).

C. Onemsiz F = 0 durumu harig ve ayrica (1), z*’den bagimsiz olmak iizere; (a) v (b)’de

gosterilenlerin Otesinde, (3.13)’nin D ve F katsayilarindan higbiri, denklem (3.13)’nin
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kendisiyle iliskili iistel tip bir iireten fonksiyona sahip olabildigi durumda var olamaz.

Teorem 2.8.2. u(z, z*), (2.13) igin, (3.98) formundaki bir iireten fonksiyonun (3.99)
fonksiyonuna uygulanmasiyla elde edilmis ¢6ziim olsun. O halde,( z = z; + iz,,z" =
7, —iz; oldugu durumda) U(z;,z,) = u = (z,z*) fonksiyonu; bir bayagi dogrusal

diferansiyel denklemdeki herhangi bir sabit deger z2’yi (zr1 degiskeninde) saglar.
k d*u
Yix=0Bx(z1,72) = 0 (Bx = D). (3.108)
z1

(3.108)’in mertebesi k, (3.99)’de goriinen n degerinden bagimsizdir ve yalnizca
(3.98)’deki m mertebesinden Q’ya baglidir. Mertebesi en fazla? m + 1 olan bir denklem

(3.108) belirlemek her zaman miimkiindiir.

Incelenen durumda (&rnegin, D ve F katsayilari, Teorem 3.8.1°de dayatilan sartlari
sagladiginda); bayagi diferansiyel denklemlerin (3.108) (n’nin her degeri i¢in bir tane)
yardimiyla, (3.13)’nin ¢oziimlerinin tekilliklerinin dogasiyla ilgili detayl: bir ¢alisma
yapmak miimkiindiir Bu yonde elde edilen bazi sonuglar (Bergman 1937b, Kreyszig

1955, 1957)’de verilmistir.

3.9. 4,y + N(x)yp = 0 Diferensiyel Denklemi
(Eichler 1949a)’da, asagidaki sekilde farkli tip bir diferansiyel denklemi incelemistir,
A, + N(x)yp =0 (3.109)
burada;
N(x) = Cy+ Cix + Cpx? + - (3.110)

3.1’deki degerlendirmelere gore (3.109)’un ¢oziimleri P integral operatorler tarafindan

uretilir.
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f@ = [, S@y.OfQd, z=x+iy (3.111)
burada S, asagidaki ifadeyi saglar;
Sux +Syy + NS =0, Sy(x,,2) +iS,(x,y,2) = s N(x). (3.112)

Her zaman agagidaki formda bir S fonksiyonu vardir

S, y,0) =G6G(x,z—1Q). (3.113)
(Eichler 1949a).Bu durumda (3.112)’teki bagintilardan ikincisi asagidaki hale gelir.
G(x,0) = %foxN(x)dx + Yo. (3.114)
(3.38) ile benzer sekilde, Y (z, Z) asagidaki sekilde gosterilebilir.
(ot =[] v0m = [2)

Y(z,2) = e,(2,2,9) = g(2) — p1(x) [ g(z1) dz1 + po(x) [ [ g(22)dzpdzy +
(3.115)

p1(x) = %fOxN(x)dx +v, p2(x) = ;fox(l)i’ + N(X)P1(X))dx +7v2 (3.116)

burada y,,’ler integrasyon sabitleridir (artan diziler). e,(z, Z, g) ayrica asagidaki sekilde

de yazilabilir.

e2(2.7,9) = Qo(0)9(2) + 11()9,(2) + () g, (2) + -+, g, =2, (3.117)

Teorem 3.9.1. Orijine gore (3.113) formunda yalnizca bir tane kanonik iireten

fonksiyon bulunmaktadir ve asagidaki sekilde yazilabilir.
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G,z-0=6(x5), §=¢-iy, (3.118)
burada H, hiperbolik tip bir denklemi saglar.
Hyy —Hg + N(x)H = 0. (3.119)
T baslangi¢ kosullar1 asagidaki sekildedir.
H(x,x) = %f(jCN(x)dx, H(x,—x) = 0. (3.120)
Teorem 3.9.2.
9(@) =Y aPexp(12), L =X ,,, (3.121)

oldugunu varsayalim, burada A(v), v = 1,2,... bir dizi gergek say1 arasinda dagilir.
(3.121) dizisi; yalitik tekilliklerin en bilyiik sonsuz miktar1 istisna olmak iizere, X < c,
¢ > 0 i¢in mutlak ve diizgiin yakinsak; ve g(z), bir D alaninda diizenlivea <x<b

seridi dahilinde olsun. Son olarak da h® (x), asagidaki bayag: diferansiyel denklemi
AWM 4 (N — A2)hW =0 (3.122)
ve hM(0) = 1, h™’(0) = A baslangi¢ kosullarini sagliyor olsun. Bu durumda
P =Y a®hP (x) exp(idy) (3.123)
asagidaki ozelliklere sahiptir:
(1) |x| < ¢ ’de mutlak ve diizgiin olarak yakinsar. (2) ®’nin kesisimine ve y-eksenine

gore D’ye simetrik D alanina dogru analitik olarak devam ettirilebilir. (3.111) g(z) ve

g(-z) diizenli oldugunda diizenlidir. (3.112) g(z)’nin bir tekil noktasinda
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Y=g - p(@) [ g + -+, (3.124)

burada noktalar, g(z) tizerindeki ilave integralleri (bkz. (3.115)) ve her iki gergek

degisken x ve y’ye analitik olarak bagli bir fonksiyonu gosterir.

Teorem 3.9.3. Asagidaki bagintinin dogru oldugunu ve (3.123)’daki dizinin

—oo < x < b i¢in tam olarak ve diizgiin sekilde yakinsadigini varsayalim.
Nx) =¥ ,a® exp(nx), (3.125)
h® (x) fonksiyonlari, x = —oo igin; (3.122)’in, yine baslangi¢ degerleri
h® (x) exp(—Ax) = 1,hY (x)exp(—Ax) = A (3.126)
(3.126)’u igeren ¢Oziimleri olarak tanimlanir.
g(2), A =0,1,2,---ile birlikte Teorem 3.9.2’de belirtilen 6zelliklere sahip olsun. Bu
durumda, ¥’nin yalnizca g(z) tekil oldugunda tekil olmasi haricinde, dizi (3.124) ile

ilgili ayn1 ifadeler gecerlidir.

Teorem 3.9.4. Xo; N (x)’in 0 < x < 2x,’de diizenli oldugu bir pozitif sabit olsun.

(3.116)’deki integrasyon sabitleri yn asagidaki kosulu
[Vl <y —1!(2%)™" (3.127)
rastgele bir y ile sagliyorsa, iireten fonksiyon i¢in asagidaki dizi
G2 —0) = p1(x) = p2 () (Z = +p3() @z — Y? + -+ (3.128)

asagidaki kosul ile tam olarak yakinsaktir
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x#0,|z— < 2[x|. (3.129)
(Azalan) dizi (7); x # 0,z — C| < 2|x|. gegerliyse, her diizenli analitik fonksiyon f(z)

i¢cin mutlak yakinsaktir Teoremler 3.9.1 - 3.9.4, y, = 0 kosuluyla (Eichler 1949a)’da

ispatlanmugtir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde ii¢ degiskenli Laplace denkleminin ¢oziimlerinin analitik 6zelliklerini

Bergman-Whittaker integral operator yardimiyla inceleyecegiz.

4.1. U¢ Degiskenli Harmonik Fonksiyonlar

Bu kisimda ii¢ degiskenli
AY =Y, +¥,, +¥,,=0 (4.1)

Laplace denkleminin ¢oziimlerinin analitik &zelliklerini  inceleyecegiz. X =
(x1,%2,%3) € R kartezyen koordinatlar ve u = N,x, olsun. (tekrarlanan indislerde
toplama kuralinin uygulandigini gosterir). Burada toplama 1 den 3 e kadar alinmistir ve
N, = N({), (u = 1,2,3) ise karmagik { degiskeninin analitik fonksiyonlaridir. Ayrica
N = (N;, Nz, N3) nin isotropik yani kendisine ortogonal ¥_; N,N, = 0 oldugunu

varsayalim. u nun terimlerinde
fw) = 2Xn=apu™ = X5y an(Nuxu)n (4.2)

serisini diigiinelim. Eger (4.2) serisi yakinsak ise x,, ye gore terim terime tiiretilebilir ve

ardisik tiirev ile sirastyla

= f() = N, = Tize nan Ny (N2,)"

o)

= f"(u)N,N,, = Z n(n —1)a,N,N,u"? =0

n=1

0*f (W)

dx,0x,

elde edilir. Bu islemler agik olarak tiim X ve asagidaki 6zelligi saglayan tim ¢ lar i¢in

gecerlidir
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S -1
|vil.t| Sp<po= [}Ll_rgolanll/n] .

N isotropik vektoriiniin N; = G) (C — %),Nz = (%) (C + %),N3 =1 se¢imi ve u =
(g) (xq +ixy) + x5+ (1/20)(x; — ix;) alnmasi1 ile N = (isina,icosa,1) olur,

burada ¢ = e'* almmustir yani { birim ¢embere smirlandirilmistir. u nun integral
kuvvetleri tanim geregi kiiresel harmoniktir (Hobson 1931). Ayrica { nin kuvvetlerinde

u™ agilmasi ile {™ nin katsayilarinda n. dereceden homojen harmonik polinomlar yani;

n
u" = Z hpm (X1, X2, x3)¢™
m_—mn

elde edilir. Bu h,,(X),(n=0,1,..),(m =0,+1,...,+n) fonksiyonlar1 ileride
harmonik fonksiyonlarin tam bir sistemi oldugu gosterilecektir.
Eger X1,X2, X3 u

X3 =rcosl, x, =rsinfcosp, x; = rsinfsing (4.3)

kiiresel koordinatlarla yer degistirirsek bu taktirde ii¢ degiskenli

_0*H 0°*H 0°*H

A-H = + +
3 0x1%  0x,%2  0x3?
Laplace denklemi
9%v 29V 1 0%V cotf 1 a%v
zt e TR T 2 T e = 0 (4.4)

olur. Burada V (r, 6, ¢) = H(rsinfsisng, rsinfcosq, rcosd)’dir.Kiiresel

koordinatlardaki Laplace denkleminin ¢6ziimiinii degiskenlerin ayrilmasi ile yani,

V(r,6,¢) =R(r)6(6)P(p)
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seklinde aranirsa
r"B*(cos) exp(¥Imep),(n=0,1,2,...),(m = 1,2,...,n)

seklinde ¢6ziim kiimesi bulunur ki orijin civarinda regiilerdirler. By",birirci gesit

Legendre polinomlari ile alakali n. derece, m. Mertebeden;

d?w ) dw+ (n+ 1) m?
az & n(n

0z Tgv T

(1-¢%

adi diferensiyel denkleminin c¢dziimleridirler, burada w(&) = ©(cos™1&) dir. m bir

tamsay1 olmast durumunda, bu denklemin ¢éziimleri

(1 _ .’;Z)m/z dn+m(€2 _ 1)n
2nnl d€n+m

R"(¢) =

Rodrigues formiilii ile de tanimlanabilir (Erdelyi 1953, 1955).

Degiskenleri ayrilmis r"P;*(cosf) exp(FIme) c¢oziimleri kat1 tessaral (mozaik)
hormonikler olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlar orjin civarinda regiiler harmonik
fonksiyonlara gore tam bir sistemdir. Gergekten Laplace denkleminin herhangi bir boyle

¢ozimii 0 <r <1y, 19 > 0 igin

V(r,6,9) =Yy 1r™AnoB,(cos8) + Y i Apmcosmp + By,sinm@}P(cosH)
(4.5)

seklinde bir seriye agilabiliyorsa regiilerdir denir (Whittaker ve ark 1920). Burada

Anor Apm, Bum katsayilart Fourier katsayilaridir ve

__ 2n+1

- n
41T,

Ang 2" de [ dOV (ro, 6, ) Py (cos)sind,
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Ay = %]jn do fon doV (ry, 0, )P, (cosd)cosmesind,
B,, = %[;n do fon dev (ry, 8, )P, ™ (cos@)sinmesiné, (4.6)

ile belirlenebilirler. Kesin olarak V(ry,0,9) = g(6,¢9), {0 <0 <n} x {0 < ¢ < 21}
tizerinde siirekli oldugunda r < ry kiiresinin i¢cinde Laplace denkleminin bir regiiler

¢ozlimiiniin Fourier katsayilarini belirler. Bu ¢6ziim ayrica

1 2 ’ ’ 9" NsinOr
V(0,9) = ol 1) [T do! [T d0" =S e (.7)

[r2-2ryrcosW+ré

Poisson formili 1ile de temsil edilebilir. Burada cosVY = cosBcos8’' +

sinfsind’'cos(@ — ¢") dir.
Simdi kiiresel koordinatlarda yardimci u degiskenini yeniden yazarsak
u™ = r'*{isinasinfsing + icosasinfcosp + cos6}" (4.8)

= r"{cos6 + isinBcos(p — a)}"

=pryn__ T pm(cosg) explim(p — a)]

M (n+m)!

elde edilir (Courant ve ark 1953). Burada { = e'® dir. Kat1 harmonik mozaikler ve kati
kiiresel harmonik u™ arasindaki iligkiyi Legendere polinomlar1 i¢in Heine integral
temsili goz Online alinarak gergekleyebiliriz (Whittaker ve ark 1920). yani; Rodrigues’in

tanmimladig1 B;"*({) ya cau. chy formiiliiniin uygulanmasi ile

1 (n+m)!

PMcosfe'™? =
n 2 nlim

fozn[cose + isinfcos(@ — a)]"e™da (4.9)

elde edilebilir (Copson 1935)
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(4.8) ve (4.9) ifadeleri Laplace denkleminin orijinde regiiler ¢oziimlerini iireten integral
operatdrlerin insasina izin verir. Ornegin cekirdek olarak |r/s| < 1,1 -8 < |{| <1+

4 i¢in
! jeio\™
B (%, cost, —) e Ozm__nm(I) P™(cos6) (‘37) (4.10)
toplamini 6nerelim, bu toplam
r_ _ el
(;:t, cosf = ¢, T:T]),
(£, EMeD(e,d) ={ltl <1-e}x{-1<é<x{1-6<Inl<1+6}

0 < € < 1 ve yeterince kii¢iik § i¢cin diizgiin yakmsaktir. Bu toplamn silindirik
bolgedeki diizgiin yakinsakligi, (4.8) dogurucu fonksiyon ifadesinde yardimeci u

degiskeninin

, , 1(¢ e
u = r{cosf + iz(p)sinb}, z(p) = 5 <eT<p + T)

olarak yeniden yazilmasi ve z(¢) yi ¢ parametresine bagli olarak konform doéniisiim
olarak diisiiniilmesi ile elde edilir. Smirl fonksiyonlar igin Hartog teoremi, B™) min
kismi  toplamlar1 ki, (t,&,n)eD(ey, 65, 63) ={|t| <1 —€;6 >0} x{|1 -]+
1+¢l<S2+ 66 >082LEf-x{l-g<Ip<1+e) icn t=7,¢=

cosf ve n= # degiskenlerinde Cauchy Riemann analitik oldugu ile gergegi ile

birlestirildiginde B™)(t,&,1n)’nun bu silindirde bir holomorf fonksiyon oldugu

sonucuna varilir. Gergekten ¢, £, n i¢in bu bolgede
BW(r/s,cos8,e¥ /{) = ﬁ ‘y1 (4.11)

elde etmek i¢in B toplayabiliriz. Burada u yukarida verilmistir.
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Eger f(s,0), (s,0)eB(p,6) ={s <p}x{1 -6 <|{| <1+ 6}i¢in s ve { karmasik

degiskenlerinin bir holomorf fonksiyonu ve

f(5,0) = Ximo Xm=—n "™ (4.12)

seklinde Laurent seri temsiline sahipse bu taktirde asagida verilen

V(r,0,¢9) = H(rsinfsing, rsincosq, rcoso), (4.13)

V(r,0,9) = Xn-oXm=— G . r"P"(cosh)e™®

m=-n (n+m)'

serisi ile iligkili olarak

-1 ag f(s.9)
V@r,0,0) == [, 7 ; f| > ds (4.14)

s—ul=¢/2 s—u

mem 1f(u Z) 7

(e < p —|s|) integral temsili ile temsil edilebilir ki Bergman-Whitaker temsilidir.
(Bergman 1926, 1929), yukarida verilmis olan B(p,d) silindirinde lineer holomorf
fonksiyonlar1 oirjin civarinda lineer harmonik fonksiyonlar uzay: lizerine doniistiiren bu
integral operatorii  diisiinerek fikirlerini sunmustur. Gergekten, eger (4.14)’lin
integrasyon yolu |{| =1 ise {|{| = 1}’e homolog olan, integralin singiilerliginden

gecmeyen baska bir yaya deforme edilebilir ki, bu islem
d
H(X) = Bsf, Bsf = [, fw )T, T~(¢l = 1) (4.15)

Olarak yazilabilir. Burada yeterince kiiciik bir € > 0 icin ||X — X,|| = [(x; — x9)? +
(3 —x% + (x5 —xD)?] < e dir. Xo= (x2,x3,x2), (3.15) integralinin tammimin
mevcut olmasi i¢in alinmig bir noktadir. B; operatorii, bu taktirde tabiri caizse, “kiigtiik”

yani; X, baslangi¢ noktasinin bir komsulugu i¢in bir harmonik fonksiyonu tanimlar.
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4.2. Bergmann-Whittaker Operatorii

Eger f(s,{), B(p,d) da bir Laurent serisine sahipse bu taktirde Bs;bir H(X) harmonik
fonksiyonu iretir ki ||X|| < p 6zelligindeki tiim X’ler i¢in regiiler oldugu goriildi. Bu
gercek, T birim ¢ember oldugunda |u| < ||X|| sinirlamasindan elde edilir; buradan
IX]| < p,|¢] =1 igin f(u,{) nin seri agihmi diizgiin yakinsaktir ve (4.15) temsilinde
bulunan integral terim terime alinabilir. Bu durumda, Bsf ile iretilmis [(4.12) ile
verilmis holomorf fonksiyondan] (4.13) seri temsili ile harmonik fonksiyonun S, =
{XIIX|l < p} kapal kiiresinde diizgiin yakinsak oldugu aciktir. Diger taraftan kapali S,,

kiiresinde regiiler herhangi bir harmonik fonksiyonu (4.5) seklinde bir seri ile temsil

edilebilir ki, bu seri, m >0 icin Com =3 [Awm — iBrm] » M <0 igin Copp =

N |-

[Apm + iBpm] Ve son olarak m = 0 i¢in C,y = A, alinarak

V(r,8,9) = Xizo Xin=-nT"CamPa" (cos0)e™? (4.16)

seklinde yeniden yazilabilir (r < p ).

Bergmann orijinin bir komsulugunda her harmonik fonksiyonun, daha kiigiik bir
komsulukta, B3 operatoriiniin terimlerinde ve (4.12) holomorf fonksiyonu ile iliskili
olarak temsil edilebilecegini gosterdi (Bergman 1961). f(u,{) holomorf fonksiyon
eleman1 B3 operatorii anlaminda (4.16) ile iligkili olarak (4.12) kuvvet serisi ile
tanimlanmustir, burada a,,, Laurent katsayilari a,,, = [(n + m)!/n!i™|Cppm,(n =
0,1,2,:-),(m=0,%£1,4£2,---,+n) ile verilir. Legendre fonksiyonlarinin ortagonallik
sarti

[ B QP ©)dE = 8 () 2 (4.17)

ve Besel-Schwarz esitsizligi kulanilirsa

fozn fORIV(r, 0, ¢) 7=y, sinfdOde (4.18)
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< 2 2500 Xl Cm |2 162" [ [P (cos0)]2sinfdo

2(nH?
2n+1)(n+m)!(n-m)!

<2m ZZ):O Z%:—nlanm IZ TOZn

< 4nmM
elde edilir. Burada

M =max|V(r,0,9)l, 1o<p
r=7ro

dir. (n!)? = 272"(2n!) oldugundan (Bergman 1961) , sayfa 40-41 izleyerek

B e il () < g PO )Ty

=M on41 \2 M (n+m)!(n-m)! \ 2

yazilabilir . || = 1 i¢in Schwartz esitsizligi ile

B Tty k(1)
n= m

="M on+1 \2

1/2

(o) |anm? 2n 1) 2u|?n 1/2
< (Zio e 22 () ) (S0 Zhen 2] @0+ 1)

1

<u (Z?{Lo g (i_:)m (2n + 1)2)2

elde edilir. Buradan (4.12) temsil serisi {|u| < ry/2} x {|{|} = 1 Kartezyen ¢arpim
kiimesi iizerinde diizglin ve mutlak yakinsaktir. Buradan orijin civarinda regiiler her
V(r,0,9) harmonik fonksiyonu orijin civarinda (yeterince kiiciik) bir komsulukta
Bergmann-Whittaker B; operatorii ile temsil edilebilecegi sonucuna ulasilir; yani, boyle
her bir V(r, 8, ¢) ¢6ziimii igin bir f(u,{) ile B; operatorii karsilik gelir. Daha sonra,

analitik devam metodu ile f(u, p) nun B(p — &, 0) kiimesi tizerinde diizglin yakinsak
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oldugunu gosterecegiz, burada & > 0 yeterince kiigiik alinmistir. Ayrica, diizgiin
yakinsak bu kiimenin B(p — &, 6(€))’yi iceren dairesel bolgeye genisletilebilecegi

goriilecektir. Burada 6 (¢), € se¢imine baglidir.

Bu noktada, integral operatoriin arkasindaki motivasyonla alakali bir seyler zikretmek
istiyoruz. Yukarida tanimlanmis B; operatorii her f(u, {) holomorf fonksiyonu ile bir
harmonik eleman {H(x)|A,}, A, = {lIX|| < p} iliskilendirir. Analitik devam anlammda
dogal olarak bu harmonik elemanin devami arastirilabilir. Agikga {H (x)lAp} herhangi
bir I' € R3 egrisi boyunca I' min higbir noktas1 |{| =1 integral yolu iizerinde
(f(u, )™ 1) integralinin singiilerliligine karsilik gelmeme sartiyla devam ettirilebilir.
Tiim bdyle noktalarin birligine {H (x)|Ap} fonksiyon elemani ile belirlenmis H(x)
harmonik fonksiyonun baslangi¢ tanim bolgesi olarak onerecegiz. Bununla beraber bu
bolge integralin sigiilerliginden ge¢meme sartiyla integral yolunun siirekli olarak
deforme edilmesiyle de genisletilmesi miimkiindiir. Bu problem ilk defa (Bergmann
1926, 1929) tarafindan kurgulanmistir. Bu arastirma ile diger bir problem de integral
yolunun bir singiilerlikten ge¢mesi durumunda ne oldugunu belirlemektir. Polar
singiilerlik durumunda cevap basittir, integralin degeri kutupsal singiilerite ile sunulmus
esdeger bir sigramadan geger. Bu fenomen, bununla beraber, (Bergmann 1961)
tarafindan ayrilabilir ylizeyler olarak adlandirilmis ki analitik fonksiyon teorideki

fonksiyon dallarina benzer 6zelliklere sahip belirli yiizeylerin gecerliligine yol acar.

Yukarida zikredilen Orneklerden bize integral operatdr metodunun klasik fonksiyon
teorinin bazi sonuglarini ii¢ degiskenli harmonik fonksiyonlar durumuna genisletme ya
da egilimi anlatir. Aslinda bu metot, lineer kismi diferensiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin daha genis bir siifa genisletilebilecegini gosterecektir. Bu dogrultuda
orijinal calismalar {i¢ degiskenli harmonik fonksiyonlar i¢in Bergmann tarafindan

basarilmistir (Bergmann 1961).
Sonsuzda regiiler harmonik fonksiyonlar Kelvin doniisiimii ile orijinde regiiler lineer

harmonik fonksiyonlar uzaymdan elde edilebilirler (Courant ve ark 1953); yani eger
H(x), fonksiyonu [|X]|| < li¢in regiiler harmonik ise bu takdirde H*(X) =
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r r2’ r2’ y2

(l)]—[(xl X xs) fonksiyonu ||X|| =1 igin regiiler harmoniktir. Sonsuzda regiiler

harmonik fonksiyonlar || X| = 1 igin de regiiler harmoniktirler. Sonsuzda regiiler
harmonik fonksiyonlar ayrica a Bergmann-Witttaker operatorii ile de iiretilebilirler;

ancak bu durumda
G=1{glgw, Q) = Xnoo Xm=—n Qnmu "1 {™} (4.19)

Lineer holomorf fonksiyonlar uzayini kullaniriz. Bu fonksiyonlarin B3 operatorii altinda

doniigiimii asagida belirtilenden;

(n—-m)! . o i _ (n-m)I(n+m)!'1 X1 X X
- (_l)mr n 1P1{n(cosg)elm‘l’ = —(n!)Zzn ;hn,m (r—;,r—z,r—;) (420)

= h;fm(xl: X2, X3)

1

_n— aq
=z_mf|<|=1u T

¢
Heine temsilinden bir digerine nasil goriilebilir.

Bergman B3 operatorii ile iiretilmis harmonik fonksiyonlarin belirli 6zel bir siifini
diisiindii, 6rnegin f(u,{){~! aldiginda ya u,{ nin rasyonel ya da cebirsel fonksiyon
olmasi durumunu diisiindii. Bu durumlarin her ikisi de analitik fonksiyonlarla alakali

ozelliklerin genellestirilmesi diisiiniildiigiinde ilging sonuglara yol agar.

fu, Ot =pw,)/q(u,{) durumunda harmonik fonksiyonlara ziyadesiyle daha
basit temsiller karsilik gelir (Bergmann 1926, 1943, 1961). Burada p ve (q

polinomlardir.

_pS_ 1 pwd
H(X) = By = 2mi fz 2l) dq (4.21)
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Harmonik fonksiyonunu arastirmak ic¢in integralin singiiler noktalarin1 yani;

(X; 0)e3® noktalarmin kiimesini diisiinelim, burada

3 ={e: ) =qw ) =0} = C® (4.22)

dir. 3® kiimesi ayrica

38 ={{=¢,v=12,,m} (4.23)

seklinde de yazilabilir. Burada ¢, (X), x4, x5, x3 degiskenlerinin cebirsel fonksiyonudur
ve Q(X; ¢) de ¢ nin derecesi m’dir. Simdi

X ¢ {Xl H05u<vsm[¢)u(X) - ¢v(X)] = 0} (4.24)

ozelligindeki tiim X’ler i¢in singiiler kiimenin m farkli dali vardir. Bu durumda T nin
T, (v=12,--,m) kapali egrilerine asagida aciklanacak anlamda bir I, kapal
egrisinin ilave edilmesi ile toplami olarak yazmak miimkiindiir. ¥, kapali egrileri
sirasiyla ¢ = ¢, (X) ve { = ¢,(X) (v # u) noktalarina gére 1 ve 0 sarma sayisina
sahiptir. T, tim { = ¢, (X), (v = 1,2, -+, m) noktalarina gore sifir sarma sayisina sahip

olarak secilmistir. Netice olarak, ¥ keyfi par¢al1 diizgiin oldugunda

POGO)
HX) = 5 Jy ooee (4.25)

T 3T by () [ S dd

yazilabilir. Burada n(%; ¢, (X)), T egrisine gore { = ¢, (X) nin indeksidir. Rezidii

teoreminden

1 PO
H, (0 = = oc0 % (4.26)
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_ P([xl+ix2]¢"z(x)+x3—(xl—ixz)mxpv(x))

] —7 1
a—<Q([X1+1xz]§+x3—(xl—lxz)z—{lf)k:(bv(x)

elde edilir. (Bergmann 1926, 1943, 1961) den X degerleri i¢in H(X) in singiiler

olmasinin ki es zamanli olarak
; ¢ . 1 N
q (e + ]S4 x5 = (1 — ix2) 3256) = QUG = 0 (4.27)

0 . . 1 0

a_zq ([x1 + lxz]%"‘ x3 — (% — lxz)z—ciz) = a_{Q(X; =0
denklemlerinin saglanmasi olduguna dikkat edelim. Aslinda bu tiir sonuglar f(u,{){™?
in rasyonel fonksiyon olasindan daha genel sartlar altinda da gecerlidir (Gilbert
1958,1960)
Teorem 4.2.1. f(u, {){ ! nin singiilerlik noktalarmin kiimesi i¢in tanim fonksiyonu C2

de genel bir tanimlayic1 fonksiyon olsun. Bu taktirde eger h(u,{) = S(X;{) =0 ise

boyle bir tanim fonksiyonu ile tiim X noktalari i¢in

1 d
H =5 [ 1o

i
Ig]=1
regiiler olduguna X (ve bundan dolay1 I')
S = {XIS(X; ) = 0} n {X|S;(X;{) = 0} (4.28)

kiimesinin arakesitinde olmama sart1 ile X° in tanimindaki bir baslangic noktasindan

baslayan bir ' egrisi boyunca devam ile ulasilabilir (Gilbert 1960).

Ispat: Bu sonug &n bilgilerde verilen teorem 4.2.1 in bir sonucudur.
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(Bergman 1929, 1961) B integral operatoriinii tersini verdi. Yani; H(X) harmonik
fonksiyonunu B; operatorii ile iliskili tersine doniistiiren bir bir integral formiilii verdi
Bu formiilii tiiretmeden o6nce f(u,{) holomorf fonksiyonunun B(p,§) dairesel

bolgesinde ¢oktan bire regiiler doniisiimlerine dikkat etmeliyiz. Ornegin ,

fiw) = i Z Q™ ve f5(,€) = i i Q"¢

n=0n=-n n=0n=—o

kuvvet serilerinin her ikisi de (3.13) ile verilmis serileri harmonik fonksiyonlar {izerine

dontistiirtir. Bu rezidii teoreminin temel bir uygulamasindan elde edilmis olan

1

T 2w

d ..
Jerea W™ %, (Iml > nigin) (4.29)

0zdesligi diisiiniilerek fark edilebilir.

B3 integral operatoriiniin tersini elde etmek i¢in, (Bergman 1961)

€2 = {X|x? + x5 + x2 = 0} c R3 uzaymin karakteristiklerini sundu. Onun sonuglarimi
biraz degistirilmis sekilde elde edecegiz. Eger yeni koordinatlar olarak x = x3,z =
%(xl +ix,), z* = —%(xl —ix,) alirsak karakteristik uzaym tanimindaki denklemi
x = 2(zz")Y? olarak vyazabiliriz. Ayrica H(x,z,z")=H(z—z*,—i(z + z%),x)
fonksiyonunu Onerelim, burada H(xq,x,,x3) orijin civarinda regililer harmonik
alinmigtir. Yukaridaki tartismalardan B(p, §) bolgesinde Bs- H (x4, x5, x3) iliskili orijin
civarinda yeterince kiiclik ¢oklu silindirde H (x4, x5, x3) nin kompleks argimanlarinin
bir fonksiyonu olarak diislinlilmiis bir holomorf fonksiyon vardir. Bu manada
H(x,z, 2%, S, ’dan daha genis bir bolge Q ile iki karmagik boyutlu G2 nin arakesitine

H(X) in analitik devan olarak diisiiniilmiistiir. H(x, z, z*) nin Q N €2’ye kisitlanmasini

~ 1 . . .
x(z,z") = H(2(zz")z2,2,z") olarak alacagiz. Yardime1 u degiskeni x, z, z* koordinatlari

terimlerinde

u=z{+x+2zq7" (4.30)
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olarak yazilabilir ki karakteristik uzaya kisitlandiginda

u=2z{+2(zz)* +z°¢ = [2)V? + (z* /{)1/2]

olur. Uretici fonksiyon u", mozaik hamonik fonksiyonlar i¢in anlasilmast i¢in

n

Uz = [(Z()l/z + (Z*/O1/2]2n _ 2 (n Z_nm) (Z)(n+m)/2(z*)(n_m)/2(m

olarak basit yazilabilir, bundan dolay1 karakteristik uzayda kat1 harmonik fonksiyonlar

1jm

hnm(X) =rt m

P"(cos@)e'™®

basit olarak

- . 1 D . 2n (n+m)
hpm (Z(ZZ )2,2,Z ) = xnm(2,27) = (n B m) (2) = (4.31)
eger z yi Cut? ve z*1 (u/Q)(1 — t?) ile degistirirsek, bu taktirde;
ZE _2>_nm 2n n-meq _ f\n+m
o (Qut®, 5[0 —€21) = wngm (21 ) enom(a =)
dir ve bundan dolay1 basit bir
2 [ ut? {2y, (Cutz 21— ¢2])}dt = ungm (4.32)

hesaplamasindan

ul/? aau{ Y2y o ({ut2 [1-— tz])} = (n + %) Xnm (Zutz,%[l - t2]>

NI:
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elde edilir. y,m, (( utz,% [1-— tz])’nin t ye gore terim terime integralinin alinmasi ile
1 a u
2 [y ul/? a{ul/z)(nm (Zutz,z [1-— tz])} dt (4.32)

o 1 3}
= 2350 D o fy w2 St 2 (Que?, 511 — 2]t

= Y=o Lm=—n Gnm U™ = f(u, Q)

elde edilir. Agik olarak, Binom formiiliinii kullanarak

161 fram (ue 510 = €21)| = [ @22 + (ug=2(1 = 2)2)

o
¢

2n

< Jul*[Igel + \%]

yazabiliriz. || = 1 ve t € [0,1] igin ayrica

Xnm (cutz. [1- t21)| < lul

u
¢
elde edilir, bu son tahmin ile

o 5 |u 2n
<M (ano(Zn + 12 [ )

dir. Burada ry < p ve p, H(X) in orijin civarinda regiiler harmonik oldugu kiirenin
capidir, M = max|,—,,|H(X)|’dir. Bu tahmin serinin mesela |u| < p/3 icin diizgiin

yakinsakligin1 gosterir ve bundan dolay1 terim terime tilirevlenebilir ve integrallenebilir.
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Bu (4.32) integral temsilini dogrular, simdi yapilan bu tartismalar1 asagidaki teorem ile

Ozetleyelim.

Teorem 4.2.2. H(X) = B;f orijin civarinda p yarigapli bir kiirede harmonik fonksiyon
olsun. Bu taktirde B;- H(X) iliskisi;

1

- 0
f(w,{) =B3'H = 2[ ul/za—u{ul/z)(nm ((utz,

0

%[1 - t2]>} dt

integral temsili ile H(z z*)=H(z—-z",—i(z+z*),x) ile baglantilidir. Burada
x(z,z*) G%-karakteristik uzayma H (x, z, z*)’mn kisatlamasidir. B3 * integral operatdriine
birinci gesit B; —operatoriiniin tersi denir. Ayrica (Kreyszig 1960) tarafindan verilen bu
sonucun kanitina da bakiniz.

Nadiren H(X) in argiimanlarinin karmagik degiskenlerle degistirerek diistinmek

alternatif olarak uygundur. Ornegin; 6zel bir degisim, karmasik kiiresel koordinatlart
r= (%% + 2% + x3%)

_ (Xl + ixZ)l/z _ ( Z)l/2
= X1 — ixy B z*

sunarsak x;, x,, x5 reel oldugunda n = e'?, & = cos@ indirgerler ve B; igin farkl bir

ters elde etmeye imkan tanir (Gilbert 1958, 1960). Bunu sonuglandirmak i¢in

BO(5,65) = Bip Then o (E)n+1 PI(§) (‘n—()m (4.3)

N

cekirdek toplamini sunarsak B (+)(£,§, g) cekirdek tartismamizdan [(4.10), (4.11) e

akiniz], (-,§,=) € D(g, icin bu toplamin diizgiin yakinsak oldugunu anlariz.
bk]Zf}’D(S)"b I diizgiin yakinsak oldug |
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Gergekten D (¢, §) de bu ¢ekirdek i¢in asagida belirtilmis basit bir hesaplama ile agik bir

form elde edilebilir;

[G) (r

N

£ =t(1-252) 5o (4) = r 2 (4.35)

burada u daha dnceden tanimlanmis yardimer degiskendir. Onceki gibi B (¢, €,¢) nin
Dev ez e) ={tl S T—ed x {1 =&+ 1+ S 2+ 658 2 1L,E £ ~1) X

{1 —e3<|{| <1+ &3} de holomorf oldugunu gostermek i¢in Hartogs Teoremine
basvurulabilir. Burada ¢, > 0, k = 1,2,3 uygun kiiciikliiktedir. Sonug olarak (4.34)’i

terim terime integrallenebilir ve

ST = e e, B0 G ) s

4mi n n!

elde edilir.Sonsuzda regiiler harmonik fonksiyonlar;
H®(X) = X520 Ajrax; x5 5 x5 (4.37)

seklinde bir Taylor serisi agilimma sahiptir ki tim X € {X|||X]| = 1/&,;} € R® i¢in
yakinsaktir, burada &; yeterince kiigiik secilmistir. R3’iin z, = x; + iy, (kK = 1,2,3)
koordinatlar1 ile €3 = R3 + i{R3 alarak karmasiklastirmasini sunalim, (4.37)’nin seri
temsili xf + x7 +x2 > 1/2¢7 ve yi + vz +y2 > 1/2¢f ile Z = (z4,2,,25) gegerli
oldugu goriilebilir. Z karmasik degiskeninin fonksiyonu olarak disiiniildigiinde H* (Z)

bir ideal nokta (Zi,zl, Zi) = (0,0,0) komsulugunda holomorftur ve buradan H*(Z) de
1 2 3

1 1
7 =Ln-1)A=¢2, 2 =L(n+) Q-2 7 =rE  (439)
ile Z degiskeni ile yer degistirilmesi ile elde edilen U(r, &, n) harmonik fonksiyonu

2> %06 21,6 £ ~1,]1—¢] w39

H14+é|<2+e;1—e3<|n| <1+

H=(&,8,8&) = {(7" $,m)
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formundaki bir bolgede 7,&,1m nin holomorf fonksiyonudur. Burada ¢&; yukarida
verilmistir ve &,,&; yeterince kiigiiktiir. U(r,§&,n) sonsuzda bir regiiler harmonik

fonksiyon olsun ki onun

9W,¢) = Lo Xim=mn Gmtt 1™ (4.40)

Laurent serisi ile verilmis B; — g (u, ¢) iliskisi bu taktirde U(r, &,1),

U(r,,1) = B0 Biie - G e (=1 1B (E)(™ (4.41)
seri temsiline sahiptir.

U(r, &,n) harmonik fonksiyonu $ boélgesinde holomorf oldugundan
iy = (1 Mp-) (L L
B3 = [} dg f,_, BO (L,65) U@ e m) (4.42)

integrali bir Cauchy integralidir. (integral yolunun ¢ —diizleminde -1 de 1 olduguna
dikkat ediniz.)

Yukarida tartigtgimiz *B3'U integral operatorii asagida belirtilen teorem ile

Ozetleyecegiz.

Teorem 4.2.3. U(r,cos6,e"?) = H®(X) sonsuzda bir harmonik fonksiyon; yani
U(r,cosB,e®) = (1/2mi) f| ¢1=1 9. 0)dZ/¢ olsun, burada g(u, {) yukarida (4.37) ile

verilmistir. Bu taktirde g(s, ), U(r, cos, e'?) dan

R 1 g +u)
9(.0) = "Byl = 4mfd€ f e A

-1 :
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ters integral operatorii ile iiretilmistir. Burada u yardimer degiskendir. *B3 U integaral

operatoriine B; —operatoriiniin ikinci ¢esit tersi denir.

Simdi  harmonik  fonksiyonlarin  singiilerlik  terimlerinde = B; —operatoriiniin
singiilerliklerinin lokasyonu ile alakali bir teorem formiile edebiliriz (Gilbert 1958,
1960).

Teorem 4.2.4. S, = {X|r = ®(&,n)} c C3, U(r,&,m) = H*(X) nm singiilerliklerinin
bir global temsili olsun. g(s,{) = *B3U integral temsili ile verilmis iki degiskenli
fonksiyonu (s, {) € C? nin herhangi bir noktasinda ki bu noktanin

G = 62,0 N 62,1 N 62,2

arakesitinde olmama vyada s=s,(n=12:"), Sk, = TP(EL ) ve 1y,

+®(+1,7) = 0’ n bir kokii ile diizleminde olmama sart1 ile regiilerdir. Burada;
i 1
S20 = {(s,i)|5(s,6; & =e(E,n) [E +5(1-¢§%)2 (% + %)] —s= 0}

62,15{(515) g_§=0}. 62,25{(5,5) g—f}=0}
dir.

Ur,&,m) = H*(X) ile

U = = (=5ir[i =] =g [+ | @ - )

y1 anlayacagiz.
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5. SONUC

Stefan Bergman tarafindan 1926, 1928 ve 1930 yillarinda yapmis oldugu ¢alismalarda
ikinci mertebeden (1.1) lineer kismi diferensiyel ¢oziimlerini, bir karmasik degiskenli
analitik fonksiyonlar1 bu denklemlerin ¢oziimlerine doniistiiren integral operatorleri

tanitmigtir.

BuU =u(z, z*) = C,(z,z"; g) integral opetator (1.1) denkleminin ¢éziimiiniin analitik
ozellikleri, holomorf f = f (z) fonksiyonunun analitik &zellikleriyle, Ornegin
tekilliklerin yeri ve tiirli ile yakindan iliskilidir. Ayrica, tam ¢6ziim kiimeleri
Cy(z,2z%;9), {z,} n = 0,1,... gibi holomorfik fonksiyonlarin tam kiimelerinin
dontisiimleri olarak bulunabilir. Bu (ve benzer) ozellikler matematiksel fizikteki
uygulamalarin temelini olusturur. Bununla birlikte, g'nin sinir degerleri ile u'nun smnir
degerleri arasinda onceden belirlenmis bir sinir {izerinde basit bir iligki yoktur. Bu
yiiksek lisans tezinde, ikinci boliimde (1.1) lineer kismi diferensiyel ¢oziimlerine
doniistiiren bu tipten integral operatdrler ve dzellikleri incelenmistir. Ugiincii bdliimde
ise, ti¢ degiskenli Laplace denkleminin ¢oziimlerinin analitik 6zelliklerini Bergman-

Whittaker integral operator yardimiyla incelenmistir.

Bu tezde verilen yontemler temel teskil eder ve genis dlclide daha yiiksek boyutlu, daha
yiiksek mertebeli ve diger (parabolik, hiperbolik ve karisik) tipteki denklemlere
genellestirilmistir.  Bu tezde, iki (veya daha fazla) karmasik degiskenin holomorf
fonksiyonlari, integral déniisiimler kullanilarak ¢dziimlere eslenir. Ornegin, iki uzaysal
degisken z, z* ve zaman t igindeki bir parabolik denklemin c¢oziimleri, integral

dontistimlerle bulunabilir ve iizerinde galisilabilir.
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