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Bu tez caligmasinda, genellestirilmis ()—holomorf fonksiyonlar teorisinden tiiretilmis
matris formda

Lw] == wg(2,t) + a(z)w(z,t) + b(2)w(z,t) + c(2)w(z,t) + d(2)w(z,t)

pseudoparabolik denklemin ¢oziimii i¢in genel integral temsiller elde edilmistir. Burada
w(z,t) = {wi;(z,t)}, m x s tipinde kompleks degerli bir matristir. a, b, ¢ ve d kat-
sayilart ise m x m tipinde () ile degismeli kompleks degerli matrislerdir. Ayrica elde edi-
len integral temsilleri vasitasi ile matris formda pseudoparabolik denklemler i¢in Riemann
sinir deger problemi tantmlanmis ve negatif olmayan indeks icin probleme ait ¢oziimler
sunulmugtur. Tezin birinci bolimii giris kismina ayrilmig ve kaynak ozetleri verilmistir.
Ikinci boliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan ()—holomorf fonksiyonlar
teorisi hakkinda bilgi verilmigtir. Sonraki boliimlerde tez caligmasinin konusunu olugturan
matris formda pseudoparabolik denklem i¢in elde edilen genel ¢oziim temsilleri verilmis
ve negatif olmayan indeks i¢in Riemann sinir deger probleminin ¢oziimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Pseudoparabolik denklemler, genellestirilmis Beltrami sistemleri,
Cauchy-tip integral temsiller, genellestirilmis Q-holomorf fonksiyonlar, sinir deger prob-
lemleri
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In this thesis, general integral representations are obtained for pseudoparabolic equation
in matrix form

Lw] == wg(2,t) + a(z)w(z, ) + b(2)w(z,t) + c(2)w(z,t) + d(2)w(z,t)

which derived by generalized ()-holomorphic functions theory. Here w(z, t) = {w;;(z,t)}
is an m x s complex valued matrix. The coefficients a, b, ¢ and d are m x m complex
matrix commuting with (). Furthermore, the Riemann boundary value problem is defined
by means of obtained integral representations and solutions to the problem are presen-
ted for non-negative index. The first section of the thesis is reserved for introduction
and a summary of the literature is given. In the second section, information about the
(Q—holomorphic functions which are to be used in later sections is given. In the following
sections, obtained general solution representations for pseudoparabolic equation in matrix
form which formed the subject of this thesis are given and solutions of Riemann boundary
value problem are obtained for non-negative index.

Key Words: Pseudoparabolic equations,Cauchy-type integral representation, generali-
zed Beltrami systems, generalized Q-holomorphic functions, boundary value problems
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler Aciklama

N Dogal sayilar kiimesi

Ref(z) f(z) fonksiyonunun reel kismi

Imf(z) f(2) fonksiyonunun sanal kismi

G G bolgesinin kapanigt

C(G) G de siirekli fonksiyonlar sinifi

Be (G) G de sinirli fonksiyonlar sinifi

C Kompleks sayilar kiimesi

L, p normlu fonksiyon uzay1i

C™ (@) m. mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar sinifi
BP (G) p. mertebeden siirekli ve sinirh reel tiirevlere sahip fonksiyonlar sinifi
R Reel sayilar kiimesi

C Riemann kiiresi



1. GIRIS
Cauchy-Riemann sistemi,
Uy = Uy, uy = —VUg

diizlemde birinci mertebeden en basit eliptik sistemdir. w = u + v ve 2 = x + iy olmak

izere, kompleks formda
Wy + iwy, =0 (1.1)

seklinde yazilabilir veya £ = 1 (a% + i%) kismi tiirev operatorii ile Cauchy-Riemann
sistemi kompleks formda wz = 0 olarak tek bir denklem halinde de yazilabilir.
Bilindigi gibi, (1.1) denklemini saglayan C'* sinifindan bir kompleks degiskenli fonksiyon
analitiktir. Tersine kompleks degiskenli her analitik fonksiyon (1.1) denklemini saglar.
Yani (1.1) analitik fonksiyonlar1 karakterize eder. (1.1) denklemi ve kompleks analitik
fonksiyonlar arasindaki iligki, birgok matematikciyi daha genel denklemler i¢in benzer

bir iligkinin gelistirilmesi konusunda motive etmistir.

Douglis (1953),
wy, + iwy + a(z,y) EBw, + b(z, y) Ew, =0 (1.2)

formuna sahip eliptik denklemler i¢in analitik fonksiyonlar teorisine benzer bir teori
gelistirmistir. Burada F, m X m tipinde sabit nilpotent bir matris ve a, b ise kompleks

degerli fonksiyonlardir. Bojarski (1966), Douglis’in teorisini gelistirerek

Du) = (5 - Qo) ) wl) =0 (13)

seklindeki matris denklemleri incelemistir. Burada (), m xm tipinde yar1 diagonal bir mat-
ris, w, m x 1 tipinde matris degerli bilinmeyen bir fonksiyon ve () nun hepsi

kompleks olan 6zdegerleri mutlak degerce 1 den kiigiiktiir.

Diger bir genellestirme de Hile (1982) tarafindan verilmistir. Hile, (1.3) denkleminde w
y1 m X s tipinde bir kompleks matris, () yu ise m x m tipinde kendi degismeli bir matris

yani; kompleks diizlemin bir ® bolgesinde her z;, 2o € D, noktasi i¢in () nun

Q(21)Q (22) = Q(22) Q (21)



degisme Ozelligini sagladiginmi varsaymistir. Boylece Hile, Douglis ve Bojarski’nin teori-
sini ihtiva edecek sekilde analitik fonksiyon teorisinin bir benzerini elde etmistir. Ayrica
boyle bir () matrisi bir benzerlik doniisiimii ile Bojarski’nin yar1 diagonal formuna
doniistiiriilemez. Hile, (1.3) denklemine genellestirilmis Beltrami sistemi adin1 vermis ve

bu formdaki sistemlerin ¢ézlimlerini ise ()-holomorf fonksiyonlar olarak adlandirmigtir.

Hile, Douglis ve Bojarski’nin analitik fonksiyonlarda kompleks z degiskeninin iistlendigi
goreve karsilik gelecek sekilde tanimladigi dogurucu ¢6ziim kavramini benzer bir sekilde
(-holomorf fonksiyonlar icin genellestirmistir. Hile, dogurucu ¢o6ziim olarak (1.3)
denkleminin ¢ (2) := ¢o (2) I + N (z) seklinde kendi degismeli 6zel bir ¢oziimiinii elde
etmis ve bu ¢oziim vasitasiyla (1.3) denklemini saglayan herhangi bir ®(z) matris degerli
fonksiyonunun, kompleks analitik bir f fonksiyonu yardimiyla f(¢(z)) seklinde

yazilabildigini gostermistir. BOyle bir dogurucu ¢oziim vasitasiyla ()-holomorf

fonksiyonlarda, analitik fonksiyonlar i¢in a%’ % kismi tiirev opetorlerinin yiiksek boyutlu
bir karsilig1 olarak,
0 - —\-1|— 0 — 0
a_¢ - (¢Z¢E a gb?gbz) |:¢z£ - ¢z&:|
ve
0 — — -1
= = 2Pz — PzP, zD
9 (0:0:— ¢20.) ¢

kismi tiirev operatorleri tammmlanabilir (Hizliyel ve Cagliyan 2007, s.576). (1.3) denklemi
yukaridaki tiirevler yardimiyla

olarak yazilabilir.

Hizliyel ve Cagliyan (2004a,b), Vekua (1962) ve Bers (1953) tekniklerini kullanarak
0
T2+ aw+ bw =0, (1.4)
¢

denklemi i¢in bir fonksiyon teorisi gelistirmislerdir. Burada w(z) = {w;;(2)}, m x s
tipinde kompleks matris, Q(z) = {g;;(2)}, m x m tipinde kendi degismeli kompleks
matris ve ¢y -1 # 0,k = 2,...m. a = {a;;(2)} ve b = {b;;(»)} matrisleri L,(D,)
sinifina ait ve () ile degismelidirler. Bu formdaki denklemlerin ¢oziimleri genellestirilmis

Q-holomorf fonksiyonlar olarak adlandirilmistir. Bu denklem icin elde edilen sonuclar



Vekua ve Bers’in klasik fonksiyon teorisi ile benzerlikler gdstermektedir.

Analitik fonksiyonlarin integral temsilleri, matematiksel analizin gelisiminde erken
evrelerde ortaya ¢cikmistir ve diferensiyel denklemlerin analitik ¢éziimlerinin acik bir tem-
sili icin oldukga uygun araglardir. Ozellikle eliptik tipten kismi diferensiyel denklemlerin

cOzlimlerine ait bazi analitik 6zelliklerinin elde edilmesinde 6nemlidir.

Iki bagimsiz degiskenli lineer eliptik kismi diferensiyel denklemlerin analitik teorisi Lewy
(1959), Bergman (1961) ve Vekua (1967) gibi pek cok matematikgi tarafindan kapsamli
bir sekilde aragtirllmigtir. Bu arastirma alani analitik fonksiyon teorisi ve kismi diferensi-
yel denklemler arasindaki boslugu doldurur. Analitik baslangi¢ kosullar1 varsayimi altinda
pseudoparabolik denklemler i¢cin uygun bir teorinin gelistirilebilecegi Colton (1972)

tarafindan gosterilmistir. Pseudoparabolik denklemler
Muy]| + L{u] =0

formundadir. Burada M ve L analitik katsayili ikinci mertebeden lineer eliptik operatorler-
dir. Ayrica her bir operatoriin temel kismi1 Laplasiyandir ve M operatorii selfadjointtir.
Pseudoparabolik denklemler viskoz bir sivinin akisi ile ilgili belirli problemlerle baglantili
olarak fizikte ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, ikinci mertebeden diizensiz ve basit kayma
akisinin hizi, bir boyutlu sabit katsayili bir pseudoparabolik denkleme karsilik gelir.
Benzer sekilde konsolidasyon siiresince bir miktar kil i¢indeki hidrostatik basing yine
yukaridaki forma sahip bir denklemi saglar (Colton 1972). Yine bir bagka 6rnek, catlamis
kayalarda homojen sivilarin sizmasi teorisinde ortaya c¢ikmaktadir. Bu durumda,
catlaklardaki sivinin ortalama basinci, pseudodoparabolik tipte bir denklemi saglar
(Barenblat ve ark. 1960, Showalter ve Ting 1970).

Bu calismada, genellestirilmis ()—holomorf fonksiyonlar teorisinden tiiretilmis matris
formda
Liw] := Elw] + Alw] =0

pseudoparabolik denklemin ¢6ziimii i¢in genel integral temsiller elde edilecektir.
Burada £

Elw] = wg(z,t) + a(x)w(z,t) + b(2)w(z,1)



bir eliptik operator ve A
Alw] = c(z)w(z,t) + d(z)w(z,t)

bir cebirsel operatordiir. w(z,t) = {w;;(z,t)}, m x s tipinde kompleks degerli bir
matristir. a, b, ¢ ve d katsayilar1 ise m x m tipinde () ile degismeli kompleks degerli
matrislerdir ve zaman degiskeni ¢ den bagimsizdir. Ayrica bu katsayilarmn C\D bolge-
sinde sifir oldugu varsayilmistir. Burada ® C C sinirli bir bolgedir. Amacimiz, integral
temsilleri vasitasi ile matris formda pseudoparabolik denklemler i¢in Riemann sinir deger

problemini tanimlamak ve ¢oziilebilirligini arastirmaktir.



2. Q—HOLOMORF FONKSIYONLAR

Bu boliimde, Douglis ve Bojarski teorisini ihtiva eden ve Hile (1982) tarafindan verilen
fonksiyon teoriyi ele alacagiz. Burada 6zetlenen fonksiyon teori ayn: zamanda Douglis
ve Bojarski tarafindan verilen fonksiyon teorinin ana hatlarim1 gozden gecgirmeye de firsat

verecektir.

2.1 Genellestirilmis Beltrami Sistemleri ve Kanonik Form

Hile, diizlemde birinci mertebeden

wz(2) = Q(2)w,(z) (2.1)

denklemini g6z oniine almistir. (2.1) denkleminde w y1 m X s tipinde bir kompleks
matris, () yu da m x m tipinde kendi degismeli bir matris ve kompleks diizlemin bir
D, bolgesinde Holder siirekli varsayarak (2.1) denkleminin ¢oziimleri i¢in bir fonksiyon
teori gelistirmistir. Burada Holder siireklilik ile, ®, 1n herhangi bir &K kompakt alt ciimle-

sinde bulunan tiim 21, 2z, € K elemanlar i¢in

1Q(21) — Q(z9)[| < clz1 — 29/*

olacak sekilde ¢ > 0, 0 < « < 1 sabitlerinin mevcut oldugunu anlayacagiz. () nun bu
ozelligini Q € H (D) ile gosterecegiz. Kullanilan matris norm, bir M = (m;;) matrisi

i¢in
|MJ* = trace (M*M) = |mj;|?
1]
ile verilmis standart normdur. Burada M*, M matrisinin eslenik transpoz matrisidir.

Ileride karigikliga yol agmamak igin

w(z) = Z Z wy; (2) €Y (2.2)

i=1 j=1
ile temsil edilmis m X s tipindeki kompleks matris degerli fonksiyonlarin bazi1 uzay-
larini tammlayalim. Burada w;; kompleks degerli bir fonksiyondur. ¥ ise, i. satir j. siitun
eleman1 1, diger elemanlar1 0 olan m X s tipindeki sabit matrisi gosterir. Genelde (2.2)
ile verilmig bir fonksiyonun, eger tiim w;; kompleks fonksiyonlar: belirli bir uzayda ise,

o fonksiyona bahsi gecen uzaydadir denilir. Ornegin, eger tiim w;; kompleks degerli fonk-



siyonlart L, (®) uzayinda ise w € L, (®) denir, burada © diizlemde bir bolgedir. Bu
kriter agikar olarak ||w|| € L, (©) olmasina denktir.

Bilegenleri bir ® bolgesinde m. mertebeye kadar siirekli diferensiyellenebilir fonksi-
yonlar uzayr C™ (D) ile gésterilecek ve m = 0 i¢in C° (D) = C (D) gosterimi kul-
lanilacaktir. Her bir ¢ € R i¢in z € C de sinirli olan fonksiyonlarin uzayr B¢ (C x R) ile

gosterilecektir.
Simdi () matrisinin
Q(21)Q (22) = Q(22) Q(21), 21,22 € Do

ile verilen kendi degismelilik 6zelligini biraz daha genelleyelim. Eger A ve B matris

degerli fonksiyonlar1 ®( da tanimli ve her 21, 2z, € D i¢in
A(Zl)B(ZQ) = B(ZQ)A(Zl)
ozelligini sagliyorsa A ve B matrislerine ®, da degismelidir denilecektir.

A ve B nin C* smifindan ve D da degismeli oldugunu varsayalim. Bu durumda A4, A,,
A, A; tiirevlerinin tiimii ®, da B ile ve B nin birinci tiirevleriyle degismelidir. Ozellikle
A, ®¢ da kendi degismeli ise, A nin birinci mertebeden kismi tiirevleri kendi degismeli,
A ile degismeli ve kendi aralarinda degismelidirler. Ayrica A, ®, da B ile degismeli ise,

A matrisinin tersi mevcut oludugunda, tersi de ©, da B ile degismelidir.
Simdi, bu 6n bilgilerden sonra genellestirilmis Beltrami sistemini tanimlayabiliriz:

Tamim 2.1.1. Eger (), ©, bolgesinde kendi degismeli ve her z € ® i¢in mutlak degerce 1
biiyiikliiglinde karakteristik degerlere sahip degilse, (2.1) sistemine genellestirilmis
Beltrami sistemi denir. Bu sistemin c¢oziimleri ise Q-holomorf fonksiyonlar olarak
adlandirilmistir (Hile 1982).

Bir ® bolgesinde w, m x m tipinde ve v, m X s tipinde iki ()-holomorf fonksiyon olsun

ve w nin Dy da () ile degismeli oldugunu varsayalim. Bu varsayimlar altinda
(wv); = wsv + wvs = Qw,v + wQu, = Q(wv),

yazilabilir ve buradan Q-holomorf iki fonsiyonun carpiminin ()-holomorf oldugu sdylene-



bilir. Ayrica w nin herhangi pozitif bir kuvveti de ()-holomorftur. Diger taraftan,

w matris degerli fonksiyonunun tersinin mevcut oldugu noktalarda ise
(w™h); = —wlwsw ! = —w ' Quaw ! = —Qu T ww T = Q(w ),

yazilabilir. Boylece w, (Q-holomorf ise, w™! de Q-holomorftur. Buradan Q-holomorf ve

tersinir bir w fonksiyonunun negatif kuvvetlerinin de ()-holomorf oldugu séylenebilir.

Douglis (1953) ve Bojarski (1966), (2.1) denklemini () iizerinde ki farkli varsayimlarla

ele almislar ve bu denklem i¢in bir fonksiyon teorisi gelistirmiglerdir. Douglis, () nun

0 o 0
aq 0
Q = as aq 0
| Qmp—-1 ... Q2 QA1 0 |
formunda ve Bojarski ise () nun
Ay 0
Ay
Q=

0 A,

formunda olmasi halinde (2.1) denklemini incelemiglerdir. Burada esas kdsegen tizerinde

bulunan A; ler

A 0
Q51 Ai

Az = (075] a1 /\z
Qim—1 " aii A

seklindeki alt ticgensel bloklardan olusur. Bu sekildeki () matrisleri kendi degismelidir ve
Bojarski tarafindan alt yar: diagonal matris olarak adlandirilmistir. Douglis ve
Bojarski’nin ele aldigi () matrisinin kendi degismeli oldugunu goérmek kolaydir.
Dolayisiyla Hile’in (1982) )-holomorf fonksiyonlar teorisinin, Douglis ve Bojarski
tarafindan gelistirilen teorinin bazi 6zelliklerini icerdigini soylemek yanlis olmaz. Hile

tarafindan ele alinan genellestirilmis Beltrami sisteminin kanonik formu, Bojarski’nin



alt yar1 diagonal formuna yakindir. Buna iligkin olarak asagidaki lemma Onemlidir ve

Jacobson (1953) tarafindan verilen bir teoremin 6zel halidir.

Lemma 2.1.2. {Q,}, m x m tipinde kompleks matrislerin degismeli bir sinifi olmak

uzere,
A1 0
50,81 = As
0 Aan

formundaki her (), i¢in, singiiler olmayan m x m tipinde bir S kompleks matrisi vardir.
Burada A,; ler

seklindedir ve her bir A,; nin boyutu tiim « lar icin aynidir fakat ¢ degisebilir. * ise sifir

olmayan muhtemel terimleri temsil etmektedir (Hile 1982).

Bu lemma, kendi degismelilik 6zelliginin gercekte kuvvetli bir kosul oldugunu gosterir.

Simdi (2.1) sistemi i¢in asagidaki teoremi ifade edelim.
Teorem 2.1.3. (2.1), ® da bir genellestirilmis Beltrami sistemi olsun. O halde m x m

tipinde sabit bir kompleks S matrisi vardir 8yle ki eger v = Sw ve Q = SQS ' ise, (2.1)
denklemi

v: = Qu, (2.3)

denklemine doniisiir. Ayrica Q

Q=) = § 2.4)



formundadir, burada

Ai(2) = ' (2.5)

dir. A;(2) lerin her biri biitiin z ler i¢in ayn1 boyuttadir (Hile 1982).

() matrisi diagonal oldugundan, (2.5) de esas kosegen iizerinde bulunan \;(z) ler Q(z2)
nin 6zdegerleridir. Benzerlik doniisiimii altinda 6zdegerler degismez kaldigindan, \;(z)
ler ayn1 zamanda )(z) nin de 6zdegerleridir. Ayrica Q ve A; bloklarinin ®, da kendi

degismeli oldugu goriilebilir. Her bir A; matrisi

seklinde yazilabilir, burada / birim matris ve /N; esas kosegen lizerindeki elemanlart sifir

olan bir alt iiggensel nilpotent matristir. Her V;(z) matrisi ®, da kendi degismelidir.

(2.4) ve (2.5) matrsilerinden (2.1) sisteminin (2.3) kanonik formunun
v; = Av, (2.6)

seklinde n ayrik alt sistemden olustugu goriiliir. Burada, A, (2.5) seklinde bir matris ve
esas kosegen iizerindeki \(z) terimi D da [A(z)| # 1 sartim1 saglar. Yalnizca v nin ilk

bileseni olan vy i iceren (2.6) sisteminin ilk denklemi
U1,z = /\U1,z

bir adi Beltrami denklemidir. Burada A\ Holder siirekli oldugundan, bu denklemin
herhangi bir v; ¢oOziimii birinci basamaktan Holder siirekli tiirevlere sahiptir. (2.6)

sisteminin ikinci denklemi
Vg z = AUg, + avy;

formundadir. Bu denklem Holder siirekli katsayilara sahip homojen olmayan bir Beltrami
sistemidir ve bdylece v, birinci basamaktan Holder siirekli tiirevlere sahiptir. Bu sekilde
devam edilirse, homojen olmayan adi Beltrami denklemlerinin ¢oziimlerinin 6zellikleri

kullanilarak, (2.3) denkleminin ¢oziimleri ve dolayisiyla (2.1) genellestirilmis Beltrami



sisteminin ¢dziimlerinin birinci basamaktan Holder siirekli kismi tiirevlere sahip oldugu

gosterilebilir.

(2.4) formundaki Q matrisinin, bir benzerlik doniisiimii yardimiyla, Bojarski’nin yar1 di-
agonal formuna indirgenip indirgenemeyecegi acik bir sorudur ki bu Bojarski’nin formu-
nun tiim genellestirilmis Beltrami sistemleri i¢cin kanonik bir form olarak ele alinmasi i¢in

yeterince genel oldugunu ima eder. Bu soruya bir ters érnek olarak 3 x 3 tipindeki

0O 00
Qz)=]4q(z) i 0
r(z) 0 2

matrisini alalm. Bu matris ¢(z) ve r(z) fonksiyonlarinin herhangi secimleri igin kendi
degismelidir. ¢(z) = 1, r(z) = x secimini goz Sniine alahm. Bu durumda SQ = QS
saglanacak ve Q Bojarski formuna sahip olacak sekilde tersinir bir S matrisinin mevcut
olmadig1 kolayca gosterilebilir. Hatta S matrisinin degisken fakat siirekli olmasi

durumunda da ters ornekler mevcuttur. Mesela, n pozitif bir tamsay1 olmak iizere

1 1 1 1
— M in( n+1 il B n <
q(z) ==z sm(x) +x cos(z), r(z) == sm(x) +x COS(x)
ise, Q, C" ! smifina aittir. y-ekseni lizerindeki herhangi bir noktanin herhangi bir
komgulugunda S@) = QS saglanacak ve Q Bojarski formuna sahip olacak sekilde tersinir
ve siirekli bir S(z) matrisinin mevcut olmadig1 gosterilebilir (Jacobson 1953). Boylece
anlagiliyor ki, Bojarski formu, tiim genellestirilmis Beltrami sistemleri i¢in bir kanonik

form olarak ele alinacak kadar genel degildir.

2.2 Genellestirilmis Beltrami Sistemi I¢in P Matris

(2 mutlak degerce 1 biiyiikliigiinde karakteristik degerlere sahip olmayan m x m tipinde

sabit bir matris olmak iizere
P = / (21 4+ 2Q) Y (Idz + Qdz) (2.7)
|z|=1

integralini ele alalim. Burada / birim matristir ve () = 0 ise P = 2mil dir. Anali-
tik fonksiyonlarda 277 sabitinin roliinii, burada P {istlenecektir. () mutlak degerce bir
biiyiikliigiinde karakteristik degere sahip olmadigi i¢in (z/ + z()) matrisinin |z| = 1

cemberi lizerinde tersi mevcuttur. Dolayisiyla (2.7) integrali tanimlhidir.
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Teorem 2.2.1. (2.7) ile verilen P matrisi tersinirdir ve () matrisi ile degismelidir. P mat-
risinin olas1 6zdegerleri yalmizca +27i dir. Eger () nun tiim 6zdegerleri 1 den kiiciik
(biiyiik) ise bu taktirde P = 2mil (—2mil) dir (Hile 1982).

Ispat. Oncelikle |\| < 1 6zelligindeki \ lar icin Q = AJ oldugunu varsayalim. O halde

1
P=1 dz + \dz 2.8

dir. [\| < 1 oldugundan z+ Az ifadesi |z| = 1 tizerinde hi¢bir zaman sifir olmaz ve z birim
daire etrafinda saat yoniiniin tersine hareket ettikce, z ile z + Az nin argiiman degisimleri

aynidir ve 27 dir. Boylece kompleks logaritma fonksiyonunun uygun bir dali i¢in
Po1 / dllog(= + A7)] = 2l
|z|=1

yazilabilir. Simdi |\| > 1 6zelligindeki ) lar igin Q = AI olsun. (2.8) ifadesinde ( = z

doniisiimii yapilirsa, |A|~! < 1 olacagindan

140 . )
P=-I = dé + Ad¢) = —1I Rl W i o
/|c|—1<+A<(C+ 9) /|<|—1C+A‘1C(C+ {) = —2mi

elde edilir. Simdi |\| # 1 olmak iizere () matrisinin ) = AI + N formunda oldugunu
varsayalim. Burada NV sabit bir nilpotent matristir (yani N™ = 0 olacak sekilde pozitif bir

r tam sayis1 vardir). O halde

<
—_

(I +2Q) " =[(z+ AT+ 2N =) (=1)F(z + X 2) " (2)FNE
k=0
ve
(2] + 2Q) ' (Idz + Qdz) = (21 + 2Q) *(Idz + A\ dz + Ndz)
r—1
= (24 A2)"(dz + Ad2)] = ) (—1)* k" d[(z + Az2)*(2)* N*]
k=1
dir. Yukaridaki ifade |z| = 1 cemberi iizerinde integre edilirse, tam diferensiyel iceren

terimler sifir olur. Dolayisiyla

2mil, A\ <1

P:]/ (z 4+ \2)"Hdz + \dz) = .
l2|=1 —2mil, |\ >1.

Simdi ) nun (2.4) formunda oldugunu varsayalim. N; nilpotent kisim ve I birim matris

11



olmak tizere her bir A; matrisi A; = X\;(z)/ + N;(z) seklinde yazilabilir. Bu durumda Q
icin karsilik gelen P degeri Pile gosterilirse

+2mily 0
271l

~
Il

(2.9)
0 +97il,

seklindedir. Burada I;, A; ile ayn1 boyuta sahip birim matristir ve + veya — isareti \; nin
birim ¢emberin i¢inde veya disinda olmasina gore segilir. Son olarak, varsayalim ki (), 1
biiyiikliiglinde 6zdegere sahip olmayan keyfi bir matris olsun. Q, (2.4) formunda olmak
lizere ) = SQS! dir. O halde

SPS~! = S(zI + 2Q)"'S'S(Id> + Qdz) S~

j2=1

— / (2] +2Q) ' (Idz + Qdz) = P
|z|=1

dir, burada P, Q ya karsilik gelen P degeridir. Boylece P = S ~1PS. Buradan P ve P nin
0zdegerlerinin ayni oldugu sdylenebilir. O halde () nun tiim 6zdegerleri birim ¢emberin
icinde (disinda) bulunuyorsa, P = P = 2mil (P = P = —omil ) dir. (2.7) integralinden
P nin @ ile degismeli oldugu goriiliir.

[

Simdi @ = Q(z) nin bir D, bolgesinde tanmimh degisken ve kendisi ile degismeli bir
matris oldugunu varsayalim. Bu durumda P matrisi formal olarak z noktasina baghdir.

Eger @ siirekli ise P(z) nin D da tiim z noktalar1 i¢in ayn1 oldugu gosterilebilir.
Teorem 2.2.2. () = (=) diizlemin bir D, bolgesinde tanimli ve siirekli m x m tipinde

bir kompleks matris olmak iizere () nun ®, lizerinde kendisi ile degismeli ve her z € D,

icin () nun mutlak degerce 1 biiyiikliigiinde 6zdegere sahip olmadigini varsayalim ve
PE) = [T+ QI+ ) 2.10

olsun. Bu taktirde P(z), ® da sabittir ve ( ile degismelidir (Hile 1982).

Ispat. Teorem 2.1.3 yardimiyla, her z € @ icin Q(z) = SQ(2)S~* olacak sekilde

singiiler olmayan bir S matrisinin mevcut ve () matrisi (2.4) formunda oldugu

goriilebilir. Q ya iligkin P degeri (2.9) seklinde bir matristir. () ve dolayisiyla Q, z nin
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stirekli fonksiyonlar1 oldugundan P icin (2.10) integral temsili kullanilirsa, P min da z
nin siirekli fonksiyonu oldugu elde edilir. Boylece (2.9) ile verilen matrisin her bir blogu
icin 4 veya — isaretinin se¢cimi ® da tiim z ler i¢in ayn1 olacaktir ve P bir sabit matristir.
Buradan P = S~ PS ifadesinin de sabit oldugu goriilebilir. P nin () ile degismeli oldugu

ise P i¢in (2.10) ile verilen integral temsilinden elde edilir.

[
2.3 (Q—holomorf Fonksiyon Teori
Diizlemde birinci mertebeden
Uy = Vy, Uy = —Uy
sistemine Cauchy-Riemann sistemi denir. Iyi bilindigi gibi a% = % (a% + ia%) kismi

tiirev operatorii ile Cauchy-Riemann sistemi w> = 0 formunda tek bir denklem olarak da
yazilabilir. Burada w = u + v ve 2 = x + iy dir. Hile (1982), Douglis (1953) ve Bojarski
(1966) tarafindan elde edildigi gibi, analitik fonksiyonlarda kompleks z degiskeninin
tistlendigi goreve karsilik gelecek sekilde (2.1) denkleminin ¢(z) = ¢o(2)] + N(z)
formuna sahip bir 6zel ¢6zlimiinii elde etmis ve (2.1) denkleminin g—% = 0 seklinde tek bir
denklem olarak yazilabilecegini gdstermistir. Hile, bu 6zel ¢oziimii dogurucu ¢oziim ola-
rak adlandirmistir. Elde edilen bu dogurucu ¢o6ziim vasitasi ile analitik fonksiyon teorisine
benzer bir teori elde etmistir. Bu kisimda, dogurucu ¢6ziimiin varligi kabul edilecek ve
bazi 6zellikleri agiklanacaktir. Dogurucu ¢oziim kullanilarak genellestirilmis Beltrami sis-
temleri i¢cin Hile (1982) tarafindan elde edilmis fonksiyon teori aciklanacaktir. Dogurucu

¢Oziimiin elde edilis metodu bir sonraki kisimda agiklanacaktir.

Tanmm 2.3.1. D, da tammli m x m tipnde bir ¢ = ¢(z) kompleks matris degerli

fonksiyonuna

i) ¢, Dy da (2.1) denkleminin C! smifindan bir ¢oziimiidiir,
ii) ¢, ®, da kendisi ile ve () ile degismelidir,

iii) her z,( € Do, z # (i¢in ¢(¢) — ¢(z) tersinirdir,

iv) her z € D, i¢in ¢, (2) tersinirdir,

ozelliklerini saglamasi halinde ®, bolgesinde (2.1) i¢in bir dogurucu ¢oziim denir (Hile
1982).
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(2 nun sabit bir matris olmast durumunda

o(z) =z + z2QQ

ifadesinin bir dogurucu ¢6ziim oldugu kolayca gerceklenebilir. Bu durumda fonksiyon te-
orisi oldukca basitlesir (Gilbert ve Buchanan 1983). (2.1) genellestirilmis Beltrami
sisteminin bir ®, bolgesinde dogurucu ¢6ziime sahip oldugunu varsayalim. () € H(9D,)
varsayildigindan ¢ nin birinci tiirevleri de ® bolgesinde Holder siireklidir (Kisim 2.1°e

bakiniz). z,( € D, ve z ile ¢ y1 birlestiren dogru ®, da bulunsun. Bu durumda,

B(0) — B(2) — B¢ — ) — $:(C — 2)
- / {62z + 1 — 2)) — 6:(2)](C — 2) + [$2(z + (¢ — 2)) — b (C — 2)] bt

yazilabilir. ¢,,¢; € H (D) oldugundan, ¢ > 0 ve 0 < o < 1 6zelliginde ¢ ve « sabitleri

vardir dyle ki z ye yeterince yakin tiim ¢ degerleri i¢in

16(6) = 6(2) = 6:(¢ — ) = (= < [ et*lc — ol = —ic -5l

dir. Ayrica ¢ nin (2.1) denklemini sagladigini1 da goz oniine alirsak, ( — z, z € D i¢in

dogurucu ¢oziimiin yukarida verilen dort 6zelligine ek olarak

V) #(C) = o(2) = [(C = 2)I + (¢ = 2)Q¢=(2) + O(I¢ — 2|**)

ozelligi de gecerlidir (o, z ye baghdir ancak ® 1n herhangi bir kompakt alt climlesinde

degisirken sabit olarak diisiintilebilir). v 6zelliginden

6(0) — o) = (€ — 2)! E%I N Q<z>] .

-1

{mz) [ ven)] o z|a>}

elde edilir. ()(z) matrisi varsayim geregi 1 biiyiikliigiinde 6zdegere sahip olmadigindan

[%I + Q(z)} * matrisi tim ¢ # z igin diizgiin sinirhidir. Boylece dogurucu ¢oziim igin
( — 2,2 € Dyicin

vi) [[6(C) = ¢(2)I7" = O(I¢ — 2|7

tahmini elde edilir.
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Teorem 2.3.2. w = w(z) € C'(Dy), m x s boyutlu kompleks matris degerli bir fonksi-

yon olmak lizere

dw(z)
de(z)

limitinin bir 2 € D, noktasinda mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, w fonksiyonunun

= Jim {8z +A2) = 9(2)} " [w(z + Az) — w(z)] @.11)

z de (2.1) denklemini saglamasidir. Bu durumda

dw(z)
de(z)

dir (Hile 1982).

= ¢, (2)w.(2) 2.12)

Ispat. Varsayalim ki (2.11) ile verilen limit mevcut olsun. v 6zelliginin kullanilmastyla

6=+ 22) = 6(2) =[(A) + (A2)Q()6x(2) + (1A=l
~{ir+ Qo)+ 0fjasl) f as

yazilabilir. (2.1) denkleminde Az = Ax , Az = iAy yazilir ve Az — 0 i¢in limit alinirsa

sirastyla
dw(z) _ 1 -1
ve
dw(z) _ 1 1/
@b [ — Q=) ¢:(2)" (—iwy(2)) (2.14)

bulunur. Buradan (2.13) ve (2.14) ifadelerinin esitlenmesiyle

(I+Q)  'w, = (I —Q) ' (—iw,)

elde edilir. Bu ise (2.1) denklemini verir. Tersine, w, z de (2.1) denklemini saglasin.
(2.11) limitinin mevcut oldugunu gosterelim. ¢ icin verilen v 6zelligi, w i¢in ayn1 sekilde

cikarilabilir. Boylece bir «v igin
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Az + Az) = ¢(2)] M w(z + Az) —w(2)]

= {9+ 1521+ Qeousep )

9 {wz<z> e @(z)]loqu\a)} 2.15)

elde edilir. () nun mutlak degerce 1 biiyiikliigiinde 6zdegeri olmadig1 dikkate alinirsa,

22| = 1 oldugundan

{i—zl +Q(z )] R

matrisi tim Az # 0 icin diizgiin smirhdir. Boylece Az sifira yaklastiginda (2.15)
ifadesinden (2.12) elde edilir. ]

Tamm 2.3.3. w € C! fonksiyonu icin (2.11) limiti mevcutsa, w ya ¢-tiirevlenebilir denir
(Hile 1982).

Eger ¢, C* sinifindan ve (2.11) limiti mevcut ise, herhangi bir n > 0 igin ¢™ kuvveti D

da ¢-tiirevlenebilir ve d(d 5 = = ng" ! dir. z # ¢ olacak sekildeki tiim ¢ € D i¢in

dir.

Klasik fonksiyon teoride iyi bilinen Green formiilleri benzer bir sekilde (2.1) denklemi
icin de ifade edilebilir. Bu formiil, Douglis ve Bojarski tarafindan () iizerinde biraz daha
kuvvetli sartlar altinda ispatlanmustir. Eger ® C ©, ve © bélgesinin I' simr1, parcali
stirekli tegete sahip olan sonlu sayida basit kapali egrilerden ibaret ise, sinirli bir ® bolge-

sine © nin regiiler bir alt bolgesi denir.
Teorem 2.3.4. v, D, da (2.1) denkleminin C*(D,) sinifindan, Q ile degismeli m x m

tipinde bir ¢oziimii olsun. ®, ©y m I' = 9D smuria sahip bir regiiler alt bolgesi olsun.

O halde eger u € C1(D) N C(D) ve D de birinci mertebeden sinirl tiirevlere sahip ise,
/ // — Qu,)dzdy (2.16)
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dir (Hile 1982).

Ispat. v € C *(C) oldugunu varsayalim. Kompleks formda Green formiilii kullanilarak

/(dv)u = / (v,udz + vsudz)
r

= 24 // vau)z — (vsu):] dedy

=2 // (vuz — vsu, )dedy (2.17)
by

yazilabilir. Dikkat edilirse (2.17) ifadesinde ilk ve son integraller v fonksiyonunun
sadece birinci tiirevlerini icermektedir. v € C'(®g) olmasi durumunda (2.17) deki ilk
ve son integrallerin esit oldugu sonucunu ¢ikarmak i¢in, (2.17) ifadesini C*°(C) de bulu-
nan fonksiyonlarin bir dizisine uygulayabiliriz ki bu fonksiyonlar C'' (D) da v ye yaklagir.
O halde (2.17) de v; = Qu, alir ve v, nin () ile degismeli oldugunu kullanirsak (2.16)
elde edilir.

O

Sonug 2.3.5. ¢, (2.1) i¢in ® da bir dogurucu ¢oziim ve D, ® bolgesinin I" sinirina sahip
bir regiiler alt bolgesi olsun. Eger w € C(D) ve w, ® bolgesinde Q-holomorf ise,

JCrs

r

dir (Hile 1982).

Bir sonraki lemma Cauchy integral formiiliin tiiretilmesi i¢in 6n hazirlik niteligindedir.

Lemma 2.3.6. ¢, ©( da (2.1) i¢in bir dogurucu ¢oziim olsun. Eger z € ® ise ve z

merkezli € yaricapl kapali disk ® da bulnuyorsa,

0 o) e =P @.18)
dir, burada P, (2.1) sistemi i¢in bir P-matristir (Hile 1982).
Ispat. Sonu¢ 2.3.5, (2.18) integralinin degerinin ¢ dan bagimsiz oldugunu ve
| — z| = € ¢emberi, z civarinda bir kez dolanim yapan herhangi bir diizgiin egriye

doniigtiiriilse bile bu integralin degerinin de8ismeyecegini gosterir. Boylece (2.18)

integralinin degerini hesaplamak icin, ¢ — 0 i¢in integralin degerinin limitini hesapla-
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mak yeterlidir. Dogurucu ¢oziimiin i. ve v. 6zellikleri ve ( — z = ee? yazinu kullanilirsa

[6(C) — 6(2)] " do(C)
= {[(¢ =)+ (C—2)Q(2)] ¢-(2) + O(I¢ — 2["*)} " 6 (C) [dC + Q(C)dC]

= {[e"1 +e7®Q(2)] 6.(2) + O(e)} " (= + ee”) [ie® — Q(z + ee”)ie ] d

bulunur. Bu ifade (2.18) integralinin sol tarafinda yerine yazilir ve € sifira giderken limit

alinirsa

/0 ’ [eief + e_ieQ(z)] [[iew - Q(z)z’e‘ie} do

4 /|< [CI+¢Q(2)] ™ ¢ +Q(2)d(] = P

elde edilir.

]

Genellestirilmig analitik fonksiyon teorisinde genellestirilmis Cauchy-Pompieu formiilii
(Vekua 1962, s.41) olarak bilinen formiilii Hile matris degerli fonksiyonlar i¢in asagidaki
sekilde ifade etmistir.

Teorem 2.3.7. O, D bolgesinin regiiler bir alt bolgesi ve [' = 99, © bolgesinin siniri

olmak iizere w, ® bolgesinde birinci mertebeden sinirli tiirevlere sahip C*(D) N C(D)

sinifindan m X s tipinde bir matris olsun. O halde bir z € © i¢in

w(z) =P [19(0) - ()] (@) CJu(c)

r

~9ip / / 6 OB(C0) — ()] we(O) — QQwe()dedny  (2.19)
D

dir (¢ = & + in) (Hile 1982).

Ispat. 2 € D ve D, := D\ {C:|C — 2| < ¢} olsun. (2.16) ifadesinde v({) = ¢(() ve
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u(C) = — ¢(2)] 7 w(¢) alinirsa

2i / 6e(C (2)] " w(€) — Q(Q)we(C))dédn
- / (@) — d(2)] M w(C)
- / (@6)(Q)[6(C) — (=) (<) (2.20)
¢—2l=e

bulunur. Son integralde ¢ — 0 i¢in (2.18) ve dofurucu ¢oOziimiin vi. Ozelliginin

kullanilmasiyla

I / (de)(O)[p(¢) — d(2)] " w(¢) — Pu(2)]|

[
/u U llw(€) = w(@)llds ()]
|¢—z|=¢
< (sabit) / 1€ — 2 w(C) = w() 16 (Q)dC + b2(C)dC]|
[(—z|<=¢€
< (sabit) sup {0l - w1}

tahmini elde edilir. w, ¢¢ ve ¢¢ siirekli oldugundan bu son tahmin e ile birlikte sifira
yaklagir. Boylece (2.19) elde edilir.
O

Sonug 2.3.8. w, D bolgesinde Q-homolorf ve D da siirekli olsun. O halde z € D igin

w(z) = P! / (6(0) — Bl2)] " do(C)w(<) @.21)

dir, burada ®, ® 1n regiiler bir alt bolgesidir ve I', ® bolgesinin simiridir (Hile 1982).

Dikkat edilirse w verilen bir bolgede ()-holomorf ise (2.21) temsili w nin ayn1 bolgede
sonsuz kere ¢-tiirevlenebilir ve w nin tiim ¢-tiirevlerinin de ()-holomorf oldugunu goste-

rir. (2.21) ifadesinin ¢ ye gore n. tiirevi

d"w(z)
Ao

— ntp? / 6(0) — 6] d(Ow(C) (2.22)
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temsilini verir. Morera teoreminin bir benzeri ()—holomorf fonksiyonlar igin de

verilebilir:

Teorem 2.3.9. w, bir ® bolgesinde siirekli m x s tipinde matris degerli bir fonksiyon
olmak iizere w nin ® de ()-holomorf olmasi icin gerek ve yeter kosul, kapanigt © de

bulunan tiim R dikdortgensel bolgeleri i¢in

/8 (dp)w =0 (2.23)
R

olmasidir (Hile 1982).

Ispat. w matris degerli fonksiyonu Q-holomorf ise Sonug 2.3.5 den (2.23) elde edilir.
Aksine, w, ® de siirekli ve (2.23) ifadesi © bolgesinde ki tiim 12 dikdortgenleri igin
gecerli olsun. Eger D,., ® de 2z, merkezli herhangi bir daire ise, dikdortgensel bir yol

boyunca alinmig

o2)= [ T dB(Ow(() = / 6 QwlC)de + de(CYw(¢)dT]

20 20

cizgi integrali D, de
v, = P, vz = Pzw

denklemlerini saglayan bir fonksiyon tanimlar. Boylece,

dv
do

elde edilir. Buradan w nin D. de (Q-holomorf bir fonksiyonun ¢-tiirevi oldugu

-1

Vz = ngzw = va

sOylenebilir.
O

Teorem 2.3.10. C de sinirl alt tiggensel bir ()-holomorf fonksiyonu sabittir (Hile 1982).

Ispat. w, C de sinirh alt iicgensel bir Q-holomorf fonksiyon ve T, zy € C merkezli, R

yaricapl bir cember olsun. Cauchy tipi integral temsili kullanilarak

w(z) = P! / (6(0) — o(2)] " do(C)w(©)
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yazilabilir. Bu ifadenin x e gore tiiretilmesi ile

wy(z) = P / 16(0) — B(=)]26u(2)dB(C)w(0)

elde edilir. Dogurucu ¢6ziimiin vi ile verilen norm 6zelligi kullanilirsa

1 S| M
<M | ——|d(| < — Rdf < —2
@l < M [ micl < [ s < o

bulunur. Burada R — 0 i¢in w, — 0 dir. Benzer sekilde ® — 0 i¢in w, — 0 oldugu
goriilebilir. Boylece, w = cq + ic; dir.
O

Asagidaki teorem, (2.21) de [¢(¢) — ¢(2)]~! Cauchy g¢ekirdeginin geometrik seriye
genigletilmesiyle ispatlanmistir. Bu konuyla ilgili benzer sonuclar, Douglis (1953),
Goldschmidt (1979), Hile (1978, 1982) tarafindan verildiginden burada ispat

verilmeyecektir.

Teorem 2.3.11. w fonksiyonu, muhtemel bir z, aykir1 noktas1 disinda ® bdolgesinde
- holomorf olsun. Eger, w 2, noktasinda da ()-holomorf ise, w zy 1n yeterince kiigiik bir

komsulugunda diizgiin yakinsak bir Taylor serisine

w(z) = 3 6(0) — o) Tl @.24)

“— nl dom

seklinde acilabilir. Daha genel olarak, w, zy da bir ayrik singiiler noktaya sahipse, ¢,
L A R CV RS 225)
(=z|=p

olmak tizere

wz)= 3 19(0) — o(:))"en (2.26)

n=—oo

seklinde bir Laurent serisine agilabilir. Burada p, | — z| = p diski © de bulunacak sekilde
secilmigtir. (2.26) serisi, 2z 1n yeteri kadar kiiciik delinmis bir komsulugunda yakinsaktir

ve yakinsaklik bu delinmis komsulugun kompakt alt ciimleleri tizerinde diizgiindiir (Hile
1982).
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2.4 Dogurucu Coziimiin Varhg

Bu kisimda, genellestirilmis Beltrami sistemi i¢in dogurucu ¢oziimiin varli§ina iliskin
teoremler ifade edilecektir. Kompleks diizlemde tanimli ve kompleks degerli g fonksi-

yonlari i¢in asagidaki normlar kullanilacaktir:

1/p
ol =sup (o)), ol = { [[la@Pasay} . 0<p<oc
ze

Eger v = (v;;) C de bilesenleri z nin fonksiyonlar1 olan bir matris ise norm

ol = llvijll, 0<p<oo

i?j

seklinde tanimlanacaktir.

Teorem 2.4.1. (), C de sinirli, Holder siirekli ve kendi degismeli m x m tipinde bir
kompleks matris olsun. C nin her noktasinda Q(z) nin Ay (z), Aa(2), ..., A (2) karakteris-

tik degerlerinin tiimii i¢in

11— N2)]| >  i=1,2,....m (2.27)
sart1 saglanacak sekilde bir € > 0 sayisinin mevcut oldugunu varsayalim. Ayrica

Z — 00 iken Q(z) — Qo (2.28)
ve 1 < p' < 2 6zelligindeki bazi p’ ler igin

Q(z) = Qo € Ly(C)

olacak sekilde bir (), sabit matrisi mevcut olsun. O halde kompleks diizlemin tamaminda
(2.1) denklemi icin Tanim 2.3.1 de verilen i-iv 6zelliklerini saglayan bir ¢ dogurucu

¢Ozlimii mevcuttur ve ek olarak
i) o(z) — 21 — 2Q, C de smirhdir,
i) ¢: — Qo ve ¢, — I ifadeleri 2 ye yeterince yakin p ler i¢in L,(C) siifina aittir,
iii) V 21, 20 € Cigin
[0(21) — ¢(22)|| < Mlz1 — 20|

olacak sekilde M ve «, (0 < a < 1), sabitleri mevcuttur,
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ozelliklerine sahiptir (Hile 1982).

Bojarski (1966) tarafindan kullanilan yontem iizerinde yapilan degisikliklerle elde
edilen metod kullanilarak bir dogurucu ¢6ziim elde edilmistir. Bojarski (1966) kullandig:
yontemde bir ek sart olarak () nun diizlemin kompakt bir alt ciimlesi disinda 6zdes olarak

sifir oldugunu varsaymugtir. Bu yontem, formal olarak

wo)e) = [ Xlacay

(10)(:) = [ [ Hdean

ile tamimlanan 7' ve II operatorlerini kullanir ve bu operatdrlerin 6zellikleri Vekua (1962)

tarafindan ayrintili olarak incelenmistir.

Lemma 2.4.2. (i) 1 <p' < 2,2 < p' < oo olmak iizere v € L,(C) N L,(C) ise o halde
Tv, C de sirh ve diizgiin Holder siireklidir (v = (p — 2)/p). Ayrica

1Tvllee < M(p,p) [0l + llvlly]

(Tv)(z1) = (Tw)(22)] < M(p,p) [lvllp + l[0llp] |21 — 22| 21,22 € C
esitsizliklerini saglar ve C de Sobolev anlaminda
(Tv); = v, (Tw), =Tv
tiirev formiilleri gegerlidir.
(i) II, L,(C) (1 < p < 00) uzayinda
MTvfl, < Ap [l (2.29)

esitsizligini saglayan sinirh bir operatordiir. Burada A, > 0 dir. Ayrica Ay, = 1 dir ve

verilen bir € > 0 sayisina karsilik [p — 2| < § iken
A, <1+e€ (2.30)

olacak sekilde bir § > 0 sayist mevcuttur (Hile 1982).
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Bu ozellikler Vekua (1962) tarafindan v fonksiyonunun skaler degerli olmasi halinde
gosterilmigtir. Ayrica matris degerli fonksiyonlar icin de gecerli olduklar1 kolayca

gosterilebilir.
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3. MATRIS FORMDA PSEUDOPARABOLIK DENKLEMLERIN COZUMLERI
ICIN INTEGRAL TEMSILLER

Bu boliimde, genellestirilmis ()—holomorf fonksiyonlar teorisinden tiiretilmis matris

formda
Liw] := Elw] + Alw] =0 (3.1)
pseudoparabolik denklemi i¢in genel ¢oziim temsilleri elde edilecektir. Burada E

Elw] = wgz(z,t) + a(2)w(z,t) + b(2)w(z, 1)

bir eliptik operator ve A

Alw] == c(z)w(z,t) + d(z)w(z,t)

bir cebirsel operatordiir. w(z,t) = {w;;(z,t)}, m x s tipinde kompleks degerli bir
matristir. a, b, ¢ ve d katsayilar1 ise m x m tipinde () ile degismeli kompleks degerli
matrislerdir ve zaman degiskeni ¢ den bagimsizdir. Ayrica bu katsayilarin C\D de sifir

oldugu varsayilmistir. Burada ® C C sinirh bir bolgedir.

3.1 Temel Coziimler Yardimiyla Pseudoparabolik Denklemin Coziimlerinin Temsili

(3.1) denkleminde, A ve E operatorlerinin agik olarak yazilmasindan sonra, iki tarafinin

t ye gore integralinin alinmasiyla

wy(2,t) + a(z)w(z,t) + b(z)w(z,t) + /0 c(2)w(z,7) + d(2)w(z, 7)dr

= wg(2,0) + a(2)w(z,0) + b(z)w(z,0)

elde edilir. Pompeiu operatorii (/) yardimiyla yukaridaki pseudoparabolik denklem, bir
integral denklem olarak asagidaki sekilde yazilabilir:

w(z,t)—l—J(a(z)w(z,t)+b(z)m>

iy </0t (c(2)w(er) +d(2) (=) dT)

=w(z,0)+J (a (2)w(2,0)+b(2)w(z, O)) + U (2,t) (3.2)
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burada

(JF)(z) = P [c 4$(O)a0) (6(C) — 6 () F(Q)

ggg’t = (0 dir. Burada sabit P matrisi genellestirilmis Beltrami sistemi i¢in

P-degeri olarak adlandirilir (Hile 1982). ¥ (z,t) ise

vE

U(zt)=> ¢*(2)ar(t) (z€CteR), U(z,0) =0,
k=0

seklindedir ve yalnizca ¢ ye bagli olan m X s tipindeki a; matris fonksiyonlar1 i¢in ¢ nin
diferensiyellenebilir bir fonksiyonudur. Her n i¢in ()-holomorf fonksiyonlar i¢cin Cauchy

integral formiiliiniin ¢ ye gore n. tiirevi ile

d"w(z)
dom

— pp! / d6(0)(6(C) — (=) w(C)
[¢—zl=r

temsili elde edilir. Kompleks duruma benzer sekilde ()-holomorf fonksiyonlar igin

Liouville teoremi ispatlanabilir (Kisim 2.3).

w (z,t) matris fonksiyonunun C de siirli olmast sartiyla, her t € R icin U (z,¢), C de
sinirlt Q-holomorf bir fonksiyondur. Boylece W (z, ) sadece ¢ ye bagli bir fonksiyondur.
Bu durumda Liouville teoreminin yardimiyla W (z,¢) = W (¢) yazilabilir. (3.2) denkle-

minde z — oo i¢in
U (t) :=w (o0, t) —w(c0,0), ie. ¥ (0)=0
elde edilir. Boylece (3.1) denklemi sinirli ¢oziimleri i¢in
w(z, t) + J (a(z)w(z, £) + b(z)m)
— ( /0 (o) + d)ulzn) dT) )+ (2) (3.3)
denklemine denktir. Burada

o (2):=w(z,0)+J (a (2)w (2,0) +b(2)w(z, 0)) : (3.4
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Eger w, her bir t € R i¢in z € C de (3.3) denkleminin sinirl ve siirekli bir ¢oziimii ise o
halde

U(t) € C(R), ¢(z)e C(C)

dir. Simdi verilen ¥ € C'(R) ve ¢ € C(C) fonksiyonlari i¢in (3.3) denklemini goz 6niine

alalim.
Lemma 3.1.1. ¥ € C(R), ¢ € C(C) olsun ve a, b katsayilari

dedn_ _ ., 4 (3.5)
¢ — 2|

/@ Ua(Q)] + 1))

esitsizligini saglasinlar. Bu takdirde (3.3) denklemi B¢ (C x R) uzayinda bir tek ¢oziime
sahiptir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Ispat. (3.3) denkleminin ayni baglangi¢ verisine ve 2 — oo durumunda ayn1 asimptotik

davraniga sahip iki ¢6ziimii w; ve wy olsun. Bu durumda w := w; — wo,
w=Tw:=-J (a(z)w(z,t) + b(z)w(z,t))

_ ( /0 : (c(2)w(zm) +d(z)u(z) dT)

homojen denkleminin bir ¢6zlimiidiir. a ve b katsayilarinin sagladigi esitsizlige ek olarak,

dédn
¢ — 2]

/ Ul + 1))
C

ifadesi i¢in bir {iist sinir olarak /3 y1 belirleyelim. Eger

lwlly == sup [lw(z, 1),
2€C,|t|<1

tanimi1 yapilir ise birkag¢ basit hesaplamadan sonra

ITwlly < asupllw|| + 4 supllw] ||

= (a+Blthwll

esitsizligi elde edilir.
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Boylece

11—«

8

|t| < min{1,

}

icin T operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugu goriiliir. Dolayisiyla w = Tw sadece

asikar ¢Oziime sahiptir, yani z € C i¢in

1 -«

B

w(z,t) =0, [t <to:=min{l,

).

w fonksiyonunun siirekliligi dolayisiyla, yukaridaki ifade |t| = ¢, igin de dogrudur.

Boylece (3.1) denklemi ¢ ye gore otonom bir diferensiyel denklem oldugundan bu sonug
w(z,t) =0 (z2€C,teR)

seklinde genisletilebilir.
[

Sonug 3.1.2. w(oo,t) € C(R) ve w(z,0) € B°(C) olsun. Eger (3.5) ile verilen esitsizlik
gercekleniyorsa, bu takdirde (3.1) denklemi B¢ (C x R) uzayinda bir tek ¢oziime sahiptir
(Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Lemma 3.1.3. ¥ € C'(R), ¢ € B'(C) olsun ve (3.5) esitsizligi saglansin. O halde (3.3)
integral denklemi ¢oziilebilirdir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Ispat. Bu lemma iterasyon yontemi kullanilarak ispatlanacaktir. (3.3) denklemi
w—Tw =V + .
formunda yazilirsa, iterasyon metodu yardimiyla ardisik olarak

wo =V + o
wy =V + ¢+ Twy_1, k€N

elde edilir. Buradan (3.3) denkleminin ¢oziimii

w = lim wy, :ZTk(\I/—i-go)
k=0

k—o0

olarak bulunabilir.
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I(Tw) (2, 8)]]

2
1(Tw) (2. 1)] < (aQ + 20t +52%) Jwoll,

IN

(o + B 1t]) [Jwoll,

H(’I[‘kw) (2 t)|| < i (k>ak‘lﬁlﬂ [l wo|
= l T

\

=01 81\ flwll,
ol <302 () 1k e ter)

ifadeleri ile yukarida elde edilen serinin yakinsakligi goriiliir. Burada

lwoll, = sup lwo(z, 7).
zeC,|7|<|t|

]

Simdi (3.1) denkleminin sinirh olan 6zel ¢ozlimleri ile ilgilenecegiz. Eger (3.4) ile verilen

¢ fonksiyonu C de sinirli Q-holomorf bir fonksiyon ise, o halde ¢ sabit olmalidir, yani
p(2) = w(c0,0)
oyle ki ¥ (t) = w (00, t) — w (00, 0) olup
U (t)+¢(z) =w(oco,t)
dir. Boylece 1, t € R nin diferensiyellenebilir bir fonksiyonu olmak iizere
w— Tw =1, (3.6)

denklemini ele alabiliriz. Bu denklemi ii¢ ayr1 durumda inceleyelim.

(i) ¢ reel matris degerli bir fonksiyon olsun. (3.6) denkleminin tek ¢oziimii

D TR = oy
k=0 k=0
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ile temsil edilir. Burada oy, yalnizca z ye baghh m x m tipinde kompleks matris degerli

bir fonksiyondur ve 1), iterasyon yardimiyla

Yo =Y, Yy (1) :=/0 Yp_1(7)dr (k €N) (3.7)

ile tanimlanir. (3.6) denkleminin ¢oziimiinde bulunan oy, fonksiyonlari, . operatoriiniin
katsayilar1 olan a, b, ¢, d fonksiyonlar1 kullanilarak belirlenir ve ¢/ fonksiyonundan
bagimsizdir. a, b, ¢, d € L,5(C), p > 2, oldugundan J bir kompakt operatordiir
(Hizliyel ve Cagliyan 2004a) (L, > uzayimin tamimi Vekua (1962) tarafindan verilmistir).

> agty, (3.6) denkleminde yerine yazilirsa
k=0

> a(2)ti(t) = ¥ + T an(2)Px(t))
k=0 k=0

= —J <a(2) D an(2)yn(t) +5(2)) ak(Z)?/}k@))

—J (/ [C(Z) D an(2)ti(r) +d(2)) @k(z)¢k(7)‘ dT)
) k=0 k=0

=¥ = J ([a(z)ao(=) + b(=)as (o t))
-J (sz)am + b(zmz)m(w)

k=1

—J (Z[c(z)akl(z) + d(z)akl(z)]/o wkl(T)dT>

k=1

elde edilir. Esitligin iki yaninda v, terimlerinin katsayilar esitlenirse £ = 1, 2, ... i¢in

ao (2) + J (a (2) ao (2) + b (2) a (z)) -y

ar () +J (a (2) e (2) + b (2) m) (3.8)

=—J (c (2) a1 (2) +d(2) s (Z))

sistemi elde edilir. (a,b) fonksiyonlarina karsilik gelen dogurucu ciftler (F,G) olsun.

O halde «y, F' fonksiyonu olmalidir (Hizliyel ve Cagliyan 2004b). Yukaridaki sistemin
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coziilmesiyle oy, fonksiyonlar: ardigik olarak elde edilir. oy, fonksiyonlar Fy, ile gosteril-

sin. Reel matris degerli 1) fonksiyonu i¢in, (3.6) denkleminin ¢oziimiiniin

Fy:=F, (Fy)(z,t):=>Y F.(2)Ux(t) (z€C,teR) (3.9)

seklinde oldugu goriiliir. Bu seri icin, (3.8) denkleminde ikinci ifadede, (3.5) esitsizliginin

kullanilmasiyla
[kl < a || Fill 4+ B[ Fr-all

olarak bulunur. Burada £ = 1, 2, ... i¢in gerekli hesaplamalar yapilirsa sirasiyla

Fl < sup||F(z
7] < 72 supl P

/6 2
17l < (125 swlFeal

k
150 < (125) suplel

elde edilir. Ayn1 zamanda

Vo=, = /0 U 1(C)dC

olmak iizere ardisik olarak

dr = / (O

Yo = /0 t /0 " bo(Q)dCds:

wszot /Ok_/o bo(O)dCdsr...dsp 1
!

= m/o (t = 7)o (¢)d¢

elde edilir. Buradan norm 6zelliklerinin kullanilmasiyla



bulunur. Boylece (3.9) ifadesi i¢in bir {ist sinir

)
F X
supllF(2) sup o) oo (1

seklinde elde edilir.

(ii) ¥ sadece sanal kisimdan olusan matris degerli bir fonksiyon olsun. (i) durumuna ben-

zer sekilde (3.6) denkleminin ¢oziimii
Go=G, (GY)(zt):=) Gr(2)tk(t), (z€CtER) (3.10)
k=0

olarak elde edilir. Burada G ve diger GG, fonksiyonlari

(

Go(2)+J <a (2) Go (2) + b(2) Gy (z)) — il

Gr(2)+J (a(2) Gi (2) +b(2) Gi (2) (3.11)

=—J (c(z) Gr-1(2) +d(2) m) '

\

sisteminin ardigik olarak ¢oziilmesiyle bulunur. Sirasiyla (3.9) ve (3.10) da ki Fj ve Gy

katsayilari
Fo(o)=1, Go(oo)=1il, Fp(c0)=0, Gr(co)=0, (keN)
ile normallestirilmistir.
(iii) ¢» = 1 + 11) bir kompleks matris degerli fonksiyon olmak iizere
w — Tw = Py + 11

denkleminin bir ¢6ziimii w olsun. Burada 1; ve 15, ¢ nin diferensiyellenebilir reel degerli

fonksiyonlaridir. Boylece
w 3:w—Fw1—G’¢2

fonksiyonu
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homojen denkleminin bir ¢oziimii olacaktir. ¢/ i¢in verilen iterasyon formiilii ile ¢ = 0 i¢in

(Fpy + Gibg) (2,0) = Foy (2) 91 (0) + Go (2) 102 (0)

yazilabilecegi agiktir. Ayrica z — oo i¢in Fy ve Gg, k € Ny, fonksiyonlarinin

normallestirilebildigi goz Oniine alinirsa

oldugu goriiliir. w, w—T"w = 0 denkleminin ¢6ziimii oldugundan bu denklemi saglayacaktir.

Bu durumda

w — Fip; — Gy
+J<aw _ aFy; — aGby + bio — by — bG_wg)

t
+J (/ (cw — cFip, — Gy + dio — dFep; — dez)dT> =0
0
elde edilir. Yukaridaki ifadeyi ¢ = 0 i¢in diizenlersek

w (27 0) —F (Z) () (0) -G (Z> ) (0)
+7(a(2)w(z0) = a (=) F (=) 41 (0) — a(2) G () 4> (0)
+5(2) 0 (2,0) — b(:) F () 1 (0) — b (2) G (2) 92 (0) ) = 0

buluruz. Burada (3.9) ve (3.10) ifadelerinde bulunan 1), lar icin (3.7) iterasyonu dikkate

alir ve (3.8) ve (3.11) sistemlerinde bulunan ilk denklemler kullanilirsa

v (2) =4 (0)

elde edilir. Burada ¢ fonksiyonu (3.4) ile verilmistir. Sonug olarak, w 6zdes olarak sifirdir.

Boylece 1 nin kompleks matris degerli bir fonksiyon olmasi durumunda, ¢6ziim i¢in
w =Fy + Gy

temsili elde edilir.

Uyan 3.1.4. (3.1) denkleminin ¢oziim ¢ifti olarak @ ile degismeli x*)(z,t;¢,7) temel

cOziimler sistemini tanimlayalim. Bu sistem
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t . T)v+1
(k) RSO _
X (z,6¢,7) = ZX CESNR k=1,2, (3.12)
seklinde kuvvet serisi gosterimine sahiptir. Burada { Xo (z (), x (z, C)} den olusan

¢ift, E[w] = 0 denklemi i¢in bir temel ¢6ziim sistemidir ve

1

5 (=) He(Q) = 9(2)) " explw®™ () — w(¢)]

(0 = 3

ile temsil edilir. Bu sistem Vekua sistemine benzer sekilde elde edilir (Begehr ve Gilbert
1993, Gilbert ve Schneider 1978, Vekua 1962). Burada x) € B*, o = (p — 2)/p, ve
w®(2) = O(|z]") as |z| = oo, k=1,2, (Hizliyel 2006). Yukaridaki seriyi (3.1) denkle-

minde yerine koyarsak ve (¢ — 7) ifadesinin kuvvetlerini esitlersek,

Bl (2,0)] =

EN (2 01+ AP (2,Q)] = 0,(k =1,2,0 = 0,1,2,...).

sistemini elde ederiz. Bu sistem kullanilarak, Pompeiu operatorii yardimiyla

(0 =0,1,2,..), igin

xi’fﬁl( C)+J(axv+1+b ) J(cxv +dxv )+Tu+1( Q) v=0,1,2,..,

temsilini elde ederiz. Burada Tffgl keyfi ()-holomorf bir fonksiyondur. Tfﬁ)l = ( alinarak

Xfﬁgl normallestirilebilir. Ayrica (3.12) serisi i¢in bir tahmin asagidaki gibi elde edilebilir:

[ Gt = 0 -7 = 3l . - 0
S )RGIORE e
S et
() el
- (23) B () Sl o
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1— 3 o8] 5 vt_ v 2 ﬂ Ut_ v
::( ﬁQ) [22(1—a> ’z;w'"§%<1_a> |Uf‘]ﬂmHX9(%Cw

v=0
1—a\® Blt—T| 2 B \'|t—r7]"
:( B > [eXp(l—a)_;(l—a) v! sup‘

elde edilir. Burada Xfng (z,¢) nin (3.8) sisteminin bir ¢dziimii oldugundan bu ifade igin

W (20|

bir tist sinir

(t23) s 0

l—«

seklindedir.

Tamm 3.1.5. L operatoriine ait Q*) temel cekirdekleri
QW (z,6:¢,7) = xV (5, 6:¢,7) + ()@ (5, :¢,7), k=12 (313)

dir. Burada y™ ve x® temel ¢oziimlerdir. Matris icin tanimlanan norm o6zellikleri
kullanilarak, Q) temel cekirdeklerinin yerel asimptotik davramslari Hizliyel (2006)
tarafindan yapilan calismaya benzer olarak

[0 (2,8 ¢.m) = (= 7) (@) = 6 (N =0 (1 = ¢ F It = 7).

(

C—Z%OJ—T%Q%<L

)

199 (2,56, =0 (I =P = 71) . (( =2 > 0t =7 50,2 < 1),

L |9 (257 =0 (I21 T [t =7]), (2 =00, k=1,2),
(3.14)

seklinde elde edilir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Tanim 3.1.6. (3.1) denkleminde bulunan L operatdriine karsilik gelen eslenik operator

Ly = %[U¢ —av — b*bv] + cv + b*dv (3.15)

ile tanimlamir ve burada b* = ¢ ¢, dir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).
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Teorem 3.1.7. w, (3.1) denkleminin D x R de bir ¢6ziimii olsun ve w (z,0) = 0 kosulunu

saglasin. QW ve QO eslenik operatore karsilik gelen temel ¢ekirdekler olmak iizere

Ny (06089 (€t (61) — do ()9 (Gt w, (G dr
rJjo
—w(z,t), z2€D,teR

0, z¢D,tcR

dir, burada I, ® bolgesinin diizeltilebilir siniridir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Ispat. Ispatiyi bilinen Morera teoreminin bir versiyonuna dayanmaktadir. w ve v, sirastyla

(3.1) denkleminin ve eslenik denklemin ¢oziimleri olsun. ¢ = 0 i¢in, egerw = 0ve v =0

Re(5: [ [ 460 v (6w 6myar) =0

dir. Buradan, )Z(Tk) eslenik denkleme karsilik gelen temel ¢oziimler olmak iizere £ = 1,2

ise,

vet € Rigin

/ / (46 (X0 (¢ 72w, (67) = do (O X (¢ 732 D) wr (¢ 7)) dr

(46O G riztywr (€r) = do (O 17 (G 7w, (7)) dr, 2 €D

€

0 ,2¢D

elde edilir, burada I'. = {(:|( —z| =€} ve € yeterince kiiciik pozitif bir sayidir.
k = 2 i¢in elde edilen denklem i ile carpilarak £k = 1 i¢in elde edilen denklemle

toplanirsa

//cw W) 4 5@ (¢, 732, ) wy (G, 7) dr

// do () (7 — ixt )(C,T; 2, ) w, (¢, 7)dr
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f(dcz» O (&, st wy (1) — do () 0P (c,r;z,wa(c,r)) drz €D
0

Ie
0, Z2¢D

bulunur. Temel ¢ekirdeklerin asimptotik 6zellikleri kullanilirsa 2 € ® icin

e—0

i [ [ {do ()00 (¢ izt wn (€.1) - do (O (¢ ity (G fdr

e—0

ﬁm/Jmmw@—mm—mmﬂw

elde edilir. w min siirekliligi dolayisiyla ikinci integralin Pw oldugu gosterilmistir
(Hile 1982). Boylece

/ / 46 (Q) A (52, 0) we (¢, 7) — d (P (¢, 732, 0) w, (C,7)) dr = — P (=, 1)

olup teoremin ispati tamamlanir.
]

Tanim 3.1.5 ve Hizliyel (2006) tarafindan yapilan ¢alismada verilen Teorem 2.8 den ya-

rarlanilarak, (3.1) denklemi ve eslenik denklemin temel ¢ekirdekleri arasinda

(1) : — _OMm :
{Q (2.t:¢,7) %_(sznf), (3.16)

seklinde bir iligkinin mevcut oldugu goriilebilir. Boylece, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.8. (3.1) denkleminin ® x R de bulunan, ¢ = 0 icin 6zdes olarak sifir olan bir

¢cOzimi

P‘l/r/ 6 (C) QW (2,4 ¢, ) w, (¢, 7) — db ()02 (2, ¢, 7) w, (g,T)] dr
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w(z,t), z€®, teR,

— (3.17)
0, 2¢®, teR
ile temsil edilir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).
Ispat. Teorem 3.1.7 ve (3.16) ifadelerinin kullanilmasiyla ispat tamamlanur.
]

Teorem 3.1.9. w (z,t) fonksiyonu her bir t € R icin C\D de Q-holomorf, w; (2, ),
C\D x R de siirekli olsun. w (z,0) = 0, w (00, t) = 0 ve D 1n disinda a, b, ¢, d katsayilart
0zdes olarak sifir olmak {izere
t
P [ [as 02 Goti ¢, mywe (¢, 7) = TR (a1t ¢ 1) r G dr
0T

—w(z,t), 2¢D, tER,

0, ze€®, teR

dir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Ispat. G := {¢:|¢| < R} olsun. Burada 2|z| < R ve ® C Gy dir. Gy bolgesinden bir
z € C\D eleman1 alalim. Teoremin hipotezi geregi a, b, ¢, d katsayilart D nin diginda
ozdes olarak sifirdir. w, (3.1) denkleminin (Gz\D) x R de bir ¢oziimiidiir. Teorem 3.1.8

in sartlar1 w tarafindan saglandigi i¢in

wen=r [ f oz [P0 G tC ) (G)

— d@ﬂf) (z,t;¢,7)w, (¢, T)}dT

yazilabilir. z — oo durumunda w (z,t) = O (|2 "), w, (2,t) = O (|z|™") dir. Boylece,
temel ¢ekirdeklerin asimptotik davraniglarindan dolay:r (3.14) den R — oo i¢in, yu-
karidaki integral iki kisimda dikkate alinirsa, OG'y lizerinden alinan integral sifir olacaktir.

z € © ise Teorem 3.1.8 e gore w(z,t) = 0 olmahdir.
O
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Teorem 3.1.10. w (2,0) = 0 olsun. a, b, ¢, dkatsayilarmnin her biri D bolgesinin disinda

stfir olmak iizere (3.1) denkleminin ® x R de siirekli bir ¢cOziimi

// 46 (C) O (2,4:¢,7) U, (¢, 7)

—d6 (0P (2,:¢,7) U, (G, 7) . (3.18)

ile temsil edilebilir. Burada z € ©, t € R ve U (2, )
¥(e.0):= P [ 40000~ o () w(C (319

ile verilmek iizere z € ® de Q-holomorf, ® da siirekli ve R de ¢ nin siirekli diferensiyel-

lenebilir bir fonksiyonudur (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

Ispat. (3.2) denklemini
w=Tw+ U (3.20)

seklinde tekrar yazalim ve Tw fonksiyonunun z € @\5 ye gore (Q-holomorf, t € R ye

gore siirekli diferensiyellenebilir oldugunu dikkate alalim.
(Tw)(oc0,t) =0, (Tw)(z,0) =0

oldugu kolayca gerceklenebilir. Boylece bir Onceki teoremin hipotezleri saglanir.

Bu teoremin bir sonucu olarak

// 46 () O (2, ¢, 7) (Tw), (¢, 7)

— dp (00 (2,45¢,7) (Tw), (,7) pdr = 0

dir. w ve Tw fonksiyonlar1 ® x R de siirekli oldugundan, ¥ de burada siireklidir ve
z € ® ye gore (Q-holomorf, ¢ € R ye gore siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.
(3.17) denkleminde w yerine Tw + W yazmak suretiyle yukaridaki esitligi de kullanirsak
(3.18) denklemini elde ederiz. Ek olarak, ()-holomorf fonksiyonlar i¢cin Cauchy integral
formiiliinde ¥ yerine w — Tw yazilirsa (3.19) denklemi elde edilir. Burada Tw fonksiyo-
nunun her ¢ € R icin @\5 de @-holomorf olduguna ve z — oo i¢in 6zdes olarak sifir
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olduguna dikkat edilmelidir.
O

Simdi (3.18) ve (3.19) denklemlerini kullanarak (3.1) denklemi i¢in yeni bir temsil

verelim.

Teorem 3.1.11. © disgindaa = b = ¢ = d = 0 olmak iizere (3.1) denkleminin w(z,0) = 0

ozelligine sahip her ¢oziimii
wet) =¥+ [ [ Q@0 e v )
+T@ (2, 8:¢,7) T (C, T)}dT 3.21)

ile temsil edilebilir. Burada W, (3.19) ile verilmistir ve temel c¢ekirdekler yardimiyla
' k= 1, 2, fonksiyonlar1

r® (z,8,¢,7) = _plgW (z,8,¢,7),
r® (z,8;¢,7) = —P7'0 )(z,t; ¢,7)

ST S

seklinde tammlidir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018a).

ispat. (2-holomorf fonksiyonlar i¢in Green 6zdesliginin (Hile 1982), (3.18) denkleminin
sag tarafina uygulanmasiyla

we=tm { - [ [ a6@@ (98 .6 v ()

e—0

+08) (2,4:¢,7) ¥, (¢, 7) ) dr }

+ lim {P‘1 /Ot /|<—z|€ (dcf) QW (z,t:¢,7) ¥~ ((,7)

e—0
—d6 (OO0 (2,:¢,7) W7 (¢ 7)) dr |,

elde edilir. Burada ©., © ve |( — z| > € bolgelerinin kesisimi ile olugan bolgedir. (3.14)
denklemi g6z Oniine alinirsa, ispat tamamlanir.
]
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Sabit (z,t) i¢in (¢,7) nun fonksiyonlar1 olan x*), & = 1,2, pseudoparabolik (3.1)
denkleminin ¢oziimleri oldugu igin, Q) fonksiyonlarinin da asagidaki denklemlerin

¢cOzlimleri olacagi aciktir:

QY (2,4,¢,7) —a(Q) QD (2,5:,¢,7) = b (OB (O (2,8 ¢, 7)

+c(Q) QW (2,4,¢,7) + b(Q)d ()P (2, 8¢, 7) = 0,

O (2,6:¢,7) = a (0P (2,:¢,7) = (b () &Y (2,1, ¢, 7)

+c ()P (2,t:¢,7) + b*(Q)d (¢) QW (2, 8¢, 7) = 0.

Yukaridaki denklemler

P (z,:6,7) = —a(Q) 8 (2,1:6,7) = 5B (=,1:¢.7)

+c(Q) QW (z,:¢,7) + b*(Q)d (O)QP (2,8 ¢, 7),

PT? (z,t:¢,7) = =a (O (2,8:¢,7) = 5 Ob () & (2,8:¢,7)

+e (0P (2,8, 7) +07()d () QY (2, 1:¢, 7).
seklinde tekrar yazilabilir. Burada b* = ¢_ ¢, dir.

3.2 ikinci Cesit Coziimler Icin Integral Temsiller

Bir onceki boliimde, (3.5) esitsizligi gdz Oniine alinmig ve sonuglar bu varsayim altinda elde
edilmigtir. Ancak bu bolimde bu varsayim olmaksizin benzer bir yaklasimin yapilabilecegi

gosterilecektir. Bir diger integral temsilini elde etmek igin,
wg + aw +bw =0

denklemine ait Q) (z,¢), k = 1,2, temel ¢ekirdeklerini kullanalim (Hizliyel 2006). Kompleks

duruma benzer olarak (Vekua 1962), (3.1) denkleminin 6zel ¢éziimiiniin

wizt) -2 [ [ 00 .0 [e© e+ d© u ]

+0) (2,0 [c(Qu G +dQu (¢, n) | Jr = w (1) 322
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integral denklemini sagladig1 kolayca goriilebilir. Burada ¥ fonksiyonu
\I’q;t +CL\Ift + b@t = 0

denkleminin ¢oziimidiir. Bu ifade, © bolgesi, . ve |( — z| < € olmak iizere iki bolgeye ayrilirsa,

(3.22) denkleminin ¢ ve ¢ ye gore diferensiyellenmesiyle gerceklenir.

(3.1) denkleminin C x I, I € R, bolgesinde sinirh ¢oziimii ile ilgilenelim. w, baz1 ¥ fonksi-
yonlari i¢in (3.22) denkleminin sinirl bir ¢6ziimii olsun. Boylece her bir ¢t € R igin Wy(z,t), C
de

wa—kaw—i-bwzo

denkleminin sinirlt bir ¢6ziimii olmahdir. (Fy, Gp) son denklemin dogurucu ¢ifti olmak iizere

(Bolim 3.1), her sinirli ¢6ziim
Fod + Gop
seklinde yazilabilir, burada \ ve u reel degerli sabit matrislerdir. Boylece ¥(z, t)
U(z,t) = Fo(2)A(t) + Go(2)p(t)

formunda yazilabilir. Burada A ve p, ¢ € R nin reel diferensiyellenebilir matris fonksiyonlaridir.

Simdi A ve u ye gore genel ¢6ziimii inceleyelim.

(i) A = p = 0 olsun. (3.22) denkleminde bulunan integral operatérii P’ ile gosterelim:

#e =2p [ [ as@a@{a0 .o [V €+ V)

+0® (2,Q) [c(QV G + dQV (¢ 7) | par.

Bu durumda ¢oziilmesi gereken problem
w—Pw=0 (3.23)

dir. P operatdrii i¢in

122 [ [lasc)@a@] deli+ 1) (J]o .0 + 22 .0]) < < o
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sinirint dikkate alalim ve

|wll,, == sup [lw (2, 1)
z€C,
K[t[<1

olsun. Boylece z € C and & |t| < 1 igin (3.23) denklemi yardimiyla
lw (2, )] < & flwll, [2]

esitsizligi saglanir. Kolayca goriilebilir ki z € C ve s |t| < 1 i¢in w 6zdes olarak sifirdir.
L operatoriiniin otonom olmasindan dolayi, w, C x R de 6zdes olarak sifirdir. Dolayistyla

(3.23) denklemi sadece asikar ¢oziime sahiptir.

(ii) © = 0 olsun. Bu durumda
w — Pw = Fy (3.24)

denkleminin c¢oziimiinii arayacagiz. Bu ¢Oziimii bulmak igin iterasyon metodunu

kullanalim, yani;

00
wg = Fo\,  wi := wo + Pwi_q (k € N), w = klglc}o Wg = Z]P’kwo.
k=0

Eger bu seri yakinsak ise w fonksiyonunun tek olarak tanimli oldugu sdylenebilir. Coziimii

Z]P)kFo)\ = ZFk)‘/ca (k € NO)?
k k

seklinde alalim ve (3.24) denkleminde yerine yazalim. Burada
t

Ag = A, )\k(t) :/ )\k_l(T)dT (kZEN,tER),
0

Fe= 2P~ [ ao(Q@a0{a (2.0 () Pt (O + 4 Fa (©)

02 (2.0) (R (O +d 1 (0) f. - (329)
dir (k € N). Ayrica

[ Fxll = sup [|[Fx ()], [[Aelly == sup [[Au(7)I],
zeC [7|<]¢]

43



olsun. Iterasyon yardimiyla

t) = /0 t Ao(T)dr
- /0 t A (T)dr

)\k(t) :A )\kfl(T)dT: (k—ll)'/o (t_»]—)k_l )\O(T)dT

elde edilir. Yukarida tanimlanan norm kullanilirsa

1 ! k-1
/0 (t—7)""" Ao(r)dT

MA@, < o1

_
< L o)l

yazilabilir. Benzer sekilde P operatorii i¢in yukarida elde edilen iist sinirin kullanilmasiyla
k € Ny i¢in

1ER]l < & || Fol
bulunur. Elde edilen ifadeleri géz 6niine alirsak yakinsaklik elde edilir dyle ki
o0
t):=> Fu(2)\(t), z€CteR, (3.26)
¢oziimdiir ve A\, F}, asagidaki ozellikleri saglar:
/\k(O):O, Fk(OO) =0 (kEN), F()(OO) =1
(iii) A = Oolsun. Eger u, ve Gy, sirastyla (i¢) durumundaki Ag, ve F}, ya benzer sekilde tanimlanirsa,
w — Pw = Gop

denkleminin tek ¢6ziimii
(Gu)(z,t) ZGk 2) gt (z € C,t €R) (3.27)
dir. Ayrica py, ve G,

,uk(O) =0, Gk(oo) =0 (k S N), Go(OO) =il
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ozelliklerini saglar.

(iv) X ve u keyfi olsun. (ii) durumuna benzer sekilde hareket ederek
w—Pw = FoA + Gou (3.28)

denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim.

oo
wo := FoX + Gopo, wi :=wo+Pwg—y (E€N), w:= klim wy = ZPkwo
—00
k=0
seklinde bir tanimlama yapalim. Aranilan ¢dziim icin
oo [e.e]
> PF(NFy + 10Go) = > (Fidr + Grir), (k € No),
k k

ifadesini (3.28) denkleminde yerine yazalim. Kargilikli olarak Ay ve gy terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse, Fj, (3.25) ifadesindeki gibi elde edilir. Benzer sekilde G da
bulunabilir. Boylece (3.26) denklemindeki F}, (3.8) denkleminin 6zel ¢oziimii oldugu icin
yukarida gecen F operatorii (3.9) denklemindeki ile aymidir. Benzer sekilde, (3.27)
denklemindeki G, (3.11) denkleminin 6zel ¢6ziimi oldugu icin yukarida gecen G

operatori (3.10) denklemindeki ile aynidir. O halde ¢6ziim
w=F\+Gpu

ile verilir. (3.8) veya (3.11) sistemlerinde k. denklemin iki ¢Oziimiiniin farkini ele alalim.
Bu fark

w¢;+aw+bw:0

denkleminin bir sinirli ¢o6ziimiidiir ve sonsuzda sifirdir. Bu ¢6ziim yalnizca sifir ¢oziimii
olabilir. (3.5) ile varsayilan kisitlama olmaksizin, benzer yaklasim L, »(C) uzayma ait

katsayilar i¢in yapilabilir.

(v) (3.22) denkleminin homojen olmadigi durumu orneklendirelim. W(z,¢) = f(z)¢ olsun. Bu
durumda (3.22) denklemi

(w—Pw)(z,t) = f(2)t, (f € Lp2(C),p>2)
seklindedir. Burada f yalnizca z nin fonksiyonudur. Yukaridakilere benzer hesaplamalarla,
(ii) de verilen iterasyon yardimiyla Ao = ¢ olmak iizere

tk—‘rl
(k+1)!

g =
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olarak bulunur. (3.26) ifadesinin kullanilmasiyla tek olarak belli olan ¢dziim

0 tk+1
“2 G

k:0

ile verilir. Burada

fO ::fa

fu @) =27 [ o QT{2Y (:20) (€0 s (O + (O Fa ©)
C

@ (2,0) (C(C) fre—1(Q) + d(C) fre—1 (O) }

dir.
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4. PARCALI SUREKLI COZUMLER

Bu kisimda singiiler integraller ile limit degerleri arasindaki bagintiy1r konu alan ve Riemann

probleminin ¢6ziimiinde 6nemli bir role sahip olan Plemelj formiillerinden bahsedilecektir.

4.1 Plemelj Formiilleri

Bu boliimde, analitik fonksiyon teorisinde kapali bir egri boyunca onceden verilmis sinir
sartlarin1 saglayan tam bir analitik fonksiyonu bulma problemi olarak iyi bilinen Riemann sinir
deger problemi, genellestirilmis analitik fonksiyon teorisinden tiiretilmis pseudoparabolik

denklemler icin ¢cok baglantili bir bolgede ele alinacaktir.

(3.1) denkleminde tanimlanan L operatoriiniin a,b,c ve d katsayilarinin sinirh regiiler bir ©
bolgesinin kapanisinin disinda 6zdes olarak sifir ve bir p > 2 i¢in LP(E) sinifina ait oldugunu
varsayalim. © bolgesinin siirt olan I' sinirly, diizgiin, kesismeyen ve kapali 'y, (0 < k£ < m)
egrilerinin sonlu birlesiminden olusan bir egri olsun ve diger egriler I'g egrisinin i¢inde kalsin.
Dy ile Ty, (0 < k < m), egrileri tarafindan sinirlanan bolgeler gosterilsin. Ayrica D7 ile
Ty ile simirlandirilmig bolgenin igi ve I'y, - -+, I',;, egrileri ile sinirlanmis bolgelerin digt olan
(m + 1)-baglantih bolge gosterilsin. Tiim kompleks diizlemde ®* + I" nin tiimleyeni olan bilge
ise ®~ ile gosterilsin. Buna gore ©, simrsiz bir bolgedir. Alisilmig kabullere gore, I'g egrisinin
saat yoniiniin tersine ve diger egrilerin saat yoniinde yonlendirildigi kabul edilecektir. Bu kabul-
ler altinda, genellestirilmig analitik fonksiyon teorisinde Riemann probleminin ¢6ziimiinde 6nemli
bir rol oynayan Plemelj formiilleri, genellestirilmis () —holomorf fonksiyonlarda tanimladig: gibi

(Hizliyel 2006) pseudoparabolik denklemler icin de tanimlabilir:

I, R de bir agik aralik olmak iizere, I' x I da kompleks degisken z ye gore Holder siirekli, reel
degisken t ye gore C'! sinifindan bir § (z, t) fonksiyonu igin

® (=.0)i= P71 [ d6(0) (6(0) = 9() 6 ()
seklinde tanimlansin. Burada singiiler Cauchy integrali, Cauchy esas degeri anlamindadir. Cauchy

integralinin Holder siirekliliginden (Gakkov 1966), ® (z,t), hert € I i¢in ®T ve D~ bolgelerinde

Holder stireklidir ve ¢ ye gore siirekli diferensiyellenebilir olup

By (1) = P! / 46(0) (6(C) — 6()) L6 (2.1)
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ifadesini saglar. Ayrica, singiiler Cauchy integrali kullanilarak elde edilen Plemelj formiilleri

asagidaki sekilde verilebilir:

OF (2,t) 1= @ (2,t) + 30(z,1)
, (z,t) eI x 1.
D (2,t) 1= @ (2,t) — 30(z,1)

Bu formiiller, Hizliyel tarafindan 2006 yilinda yapilan ¢aligmaya benzer olarak ispatlanabilecegi

icin burada ispatina deginilmeyecektir.

Lemma 4.1.1. (3.1) de tanimlanan L operatdriiniin a, b, ¢, d € Lp(§+) katsay1lari D nm disinda
ozdes olarak sifir olsun. & (z,t), z ye gore Holder siirekli ve ¢ icin C'* smifina ait m x s tipinde

kompleks matris olmak iizere eger z € I"i¢in ¢ (z,0) = 0 ise
t
w(z,t) = P! / / {460 (.1, 7) 67 (¢ 7) = dBOA (=,G:1,7) 5, (C7) f dr (@.D)
0 Jr

C\I" nin her bir bileseninde genellestirilmis Q-holomorf fonksiyondur ve 6zel olarak (C\5+ da
wg, = 0dir. Ayricaw (z,0) = 0 ve

wt (2,t) = w(z,t) + 36(2,t)
(z,t) €T x R. (4.2)
w” (2,t) = w(z,t) — 36(2,t)

Burada Q) ve Q)| L operatoriiniin temel ¢ekirdekleridir ve (4.1) de ki ilk integral Cauchy esas

degeri anlamindadir.

Ispat. |¢ — z| — 0 iken (3.14) ile verilen ¢ekirdeklerin lokal davranisi ve integrallerin bagiml

degiskenleri i¢cin Plemelj formiillerinden (Gakhov 1966, s. 51)
(w—(I))+ (Z,t) = (w—(I)) (Z,t) = (wiq))i (Z,t),(Z € th € R)

elde edilir. Boylece (w — @), I lizerinde bile siireklidir ve (4.2) elde edilir.

O
Teorem 4.1.2. v,
Lv = 9 <1ﬁ —av — b*%> +ev+b'dv=0 (b =¢.'9.) (4.3)
ot \'¢ ? ’

eslenik denklemin bir ¢oziimii olsun ve 7' € R olmak iizere her z € C i¢in v(z,T) = 0 saglansin.
I iizerinde verilen Holder siirekli §(z, t) fonksiyonunun, ® bolgesinde (3.1) denkleminin Holder

siirekli ve baglangi¢ verisinde dzdes olarak sifir olan bir ¢6ziimiiniin sinir degeri olan w™ y1 temsil
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etmesi igin gerek sart

T
Im/o Ad¢(C>Ut(Cvt)5t(Cat)dt =0 (44)
ve
[ [ {0600 .cit.7)5: (€.1) — B0 -,:1,m) 5 € dr =0 (€ D)
(4.5)
olmasidir.

ispat. Oncelikle (4.4) ifadesinin ispatina bakalim. Green 6zdesliginin (Hizliyel 2006, s. 537)

kullanilmasiyla
. T
5 | [ 48(Outc.na
0r

oD (06,) dédndt

o¢ [avt&g + (ﬁglwvﬁ(h — cvdy — (bgl@mi — avsly — bvedy — cvd — dvtg] d&dndt

[@Ftét — ¢<C (vé)t — @5515 — ¢<b'l}t(57t — ¢Cd’l}t5 + ¢Cd'l}(57t — qbcdv@ dédndt

O — g Ty Ty T —
UQ UQ UQ UQ

[2iIm (¢ bvsdr — dedvdy) — dec (v6), — ped (vd),] dédndt

T
2 0/ / / Im($¢ (bo; — dv) &;)dedndt

elde edilir. Burada teoremin baslangi¢ verileri iizerindeki hipotezleri kullanilmigtir. Dolayisiyla

(4.4) dogrudan elde edilir. (4.5) ifadesinin ispat1 icin

ur(z,t) —w(z,t), z€edT teR
u(z,t) == (4.6)
uy(z,t), zeD,teR

ve

T _
wet)i= [ [ {40000 (1Gt.7) 67 (Cr) = dBOR (2, G:,7) 5 G dr
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ifadelerini g6z oniine alalim. Bu fonksiyonlarin I" xR iizerinde

ut —u” =uf —uy —wt =6 —w'
sinir kosullarini sagladigi ve her t € R igin u(z,t) = O(|z|™!) (z = o0) oldugu agiktir. Eger
I' xR iizerinde w™ = § ise u, C xR de siirekli Q-holomorf bir fonksiyondur ve u(z,0) = 0,

u(oo, t) = 0 gergeklenir. Lemma 3.1.1 in ispatindan u 6zdes olarak sifirdir. Bu da ispati tamamlar.
O

Teorem 4.1.3. §(z,t) fonksiyonunun, ®* x R bolgesinde (3.1) denkleminin bir ¢dziimiiniin sinir

degeri olmasi i¢in (4.5) kosulu yeterlidir.

Ispat. (4.6) ile verilen u fonksiyonu 1 x R ve ®~ x R de (3.1) denkleminin ¢éziimiidiir ve sinir

tizerinde
uf —uy =9 4.7)

dir. Hipotez geregi (4.5) gecerli oldugundan, z — oo i¢in ®~ de u; 6zdes olarak sifirdir. (4.7)
ifadesinin kullanilmasiyla I' X R iizerinde ©; = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.5) saglandiginda,

u fonksiyonunun D" x R iizerinde simir degeri 6(z, t) dir.
O
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5. SINIR DEGER PROBLEMIi

Cauchy tipi integrali olarak isimlendirilen

9(z) = - / ()2

T omi (—z

tipindeki integraller klasik kompleks analizde 6nemli bir yere sahiptir. Aynt zamanda bu integral
ve I basit kapali diizgiin egrisine yaklasim sonucu ortaya cikan Plemelj-Sokhotzki formiilleri
sinir deger problemleri icin onemlidir. Bu sinir deger problemlerinden biri Riemann sinir deger
problemidir. En basit hali ile bir Riemann sinir deger problemi asagidaki sekilde tanimlanir: T',
kompleks diizlemi i¢ (GT) ve dis (G~) olmak iizere ikiye ayiran basit, diizgiin ve kapali bir
egri olsun. H(z) ve h(z), I egrisi iizerinde tanimlt ve H(z) # 0 olacak sekilde Holder siirekli

fonksiyonlar olmak iizere I egrisi lizerinde
OT(2) = H(2)® (2) veya ®7(2) = H(2)® (2)+ h(2)

kosullarindan birini saglayacak sekilde G* da analitik, ®*(2), G~ (z = oo dahil) de analitik
&~ (z) fonksiyonlarinin bulunmasi problemine Riemann sinir deger problemi denir. Bu problem
h(z) = 0 ise homojen ve h(z) # 0 ise homojen olmayan problem olarak isimlendirilir. Burada
H(z) Riemann probleminin katsayisi, h(z) ise serbest terimidir. Daha 6nce yapilan ¢alismalarda
bu problem “Hilbert problemi”, "Riemann-Hilbert problemi”, “Hilbert-Privalov problemi” veya
”Riemann-Privalov problemi” gibi farkli isimlerle kullanilmigstir. Bu problem ilk olarak Riemann
tarafindan aciklanmig ancak Riemann kendi formiile ettigi problemi ¢dzmek i¢in bir girisimde
bulunmamuistir. Klasik Riemann sinir deger probleminin ¢dziimlerinin arastirilmasinda en temel
husus indeks kavramidir. Problemin katsayisina ait indeks ayni zamanda problemin indeksidir
ve soz konusu fonksiyonun logaritmik degisiminden veya integral temsilinden hareketle ifade
edilebilir. Homojen skaler problemin ilk ¢6ziimii Hilbert tarafindan Fredholm denkleminden yola
cikilarak 1904 yilinda yapilmustir. Daha sonra 1927 de Picard ayni1 yontemi daha genellestirerek
sunmustur. Indeksin sifir olarak kabul edildigi homojen problem icin kapali formdaki ¢oziim
ise ilk kez Plemelj tarafindan 1908 yilinda verilmistir. 1937 de Gakhov, skaler Riemann prob-
lemi i¢in tam bir ¢6zlim sunan ilk bilim adami olmus ve daha sonra vektorel Riemann problem,
Plemelj, Gakhov, Muskhelishvili ve genisletilmis sekilde Vekua tarafindan incelenmistir. Bu

boliimde negatif olmayan indeks i¢in Riemann sinir deger problemi ele alinacaktur.

5.1 Riemann Simir Deger Problemi

Bu boliimde
0 _ _
Lw:= g [w(;; + aw + bw] + cw + dw, w(oco,t) =0, w(z,0)=0, G.D
wh=gw +hw-+v, T'xR 5.2)
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problemi ele alinacaktir. Burada Q, Q ile degismeli, a, b, c,d ve g, Q ile degismeli ve v, m x s
tipinde kompleks degerli matristir. a, b, ¢, d katsayilarinin regiiler sinirli © bolgesinin kapaniginin
disinda 6zdes olarak sifir oldugunu varsayalim. Ayrica a,b,c,d € Lp(ﬁ), p > 2,olsun. g, h,y
fonksiyonlarinin ise I {izerinde z ye gore Holder siirekli oldugunu varsayalim. Burada det g # 0

dir. Ayrica -, t nin siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyonudur ve y(z,0) = 0.

Teorem 5.1.1. w, C x R iizerinde (5.1)-(5.2) probleminin pargali siirekli bir ¢oziimii olsun. v
fonksiyonu, baz1 T € R ve her z € C i¢in v(z,T) = 0 olacak sekilde (4.3) eslenik probleminin

herhangi bir ¢oziimii olsun ve I' x R iizerinde

dp\ ™"
T =vtg—vth—- ] — 53
v vITY s <d3> (5-3)
kosulunu saglasin. Burada Z : 8—¢d— + g—g%, ds yay uzunlugu parametresidir (Hizliyel 2014).
O halde
T
Im/ / do {vy (z,t) wy (2,8) + v (2,8) 1 (2,8) } dt = 0. (5.4)
0 JU

Ispat. (5.2) yardimiyla

T
Im/o /qubvzr (z,t)wi (2,t) dt

T
:Im/ /dqﬁ v;” (z,t) g (2)w; (2,t) +v; (2,8) h(2)w; (2,t) + v (z,t) % (z,t)}dt

=t [ [ aolor tyur 0 40T R 2 f) wp (1)

+ o (2,t) h (2)w; (2,t) + v (2,8) ¢ (2,1) } dt

yazilabilir. (5.3) denklemi ve Q-holomorf fonksiyonlar i¢in Green 6zdesliginin kullanilmasiyla
(5.4) elde edilir (Hizliyel 2006).
O

v = 0 olmas1 durumunda

T T
Im/ /d(j)v;' (z,t)w; (2,1 dtzlm/ /d(;ﬁvt_ (z,t)w; (2,t)dt =0 (5.5)
0 r 0 r

esitligi elde edilir. I orijinden ge¢meyen basit bir ¢evre olsun ve h 6zdes olarak sifir olsun. Bu

durumda ¢aligilacak problem

Lw=0, (C\T) xR
(5.6)
wt=gw™ +v, I'xR
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problemine indirgenir.

Tanmm 5.1.2. (5.6) probleminin indeksi

1 1 4
= —A =— [ dl = § A
k=g _Ararggo =5 /F 0g 9o 2 ks

ile tanimlanir. Burada )\, = %Apk arg go, k = 0,...r, ve I'g, pozitif yonde yonlendirilmigtir
(Hazliyel 2006).

Bu boliim boyunca buradan sonra agagidaki notasyon kullanilacaktir:

wh(z,t), 2€DT teR
w(z,t) :=
w(z,t), z€D,teR.

(Q ile degismeli bir f fonksiyonu f = foI + Ny olarak yazilabilir ve logaritmasi

m—1 . \k—1
log f =1log fo+ ) ) o 1,2 (]X

k=0

k
) , fo#0

ile tammhidir (Hizliyel 2006). Burada fo, f matrisinin esas kdsegeni ve Ny de f matrisinin
nilpotent kismidir. Logaritmanin diger tiim Ozellikleri bu tamim kullanilarak benzer sekilde
tiiretilebilir. Simdi analitik durumda oldugu gibi (Gakhov 1966, Hizliyel 2006), () ile degismeli

olan g = gol + N, matrisinin kanonik faktorizasyonunu bulalim. Oncelikle I' sinir1 iizerinde

X" (2) = g(z)x"(2) =0

sartin1 saglayan ve @ ile degismeli olan Q-holomorf bir fonksiyon arayalim. () ile degismeli bir
matris i¢in det g # 0 ifadesinin gy # 0 ifadesine denk oldugu agiktir. Yukaridaki ifadede iki

tarafin logaritmasi alinirsa

log x*(2) —log x ™ (2) = log g(2) (5.7)

elde edilir. Matris degerli fonksiyonlar icin logaritmanin tanimindan tek degerlilikle ilgili tiim
ifadeler log gg tizerine indirgenir. Buradan, tiim I'y sinir egrilerinin yonlendirilmesinden sonra
eger go n argiiment de8isimi sifir ise log g tek degerlidir. z, € T'x, (k = 1,2, ..., ) sabit bir nokta

ve
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olsun. ¢(z) " R(z)g(z) nin esas kdsegen terimi

¢0(2) ™" [T [#0(2) = do(z)1™ 90(=)
k=1

seklindedir ve argiiment degisimi

r

Ar, arg |go(2) " [ [ [¢o(2) — do(z)M go(2) | =0, k=0,1,...,7
=1

dir. Boylece ¢ = log[¢(2) " R(z)g(#)] almirsa esas kosegen teriminin argiiment degisimi sifir
olacagindan, §(z) nin tek degerli ve Holder siirekli oldugu goriiliir. Buna gore (5.7) tekrar

diizenlenirse

log [R(2)x " (2)] — log [¢(2)"x " (2)] = 4(2)
elde edilir. Bu durumda Plemelj formiillerinin bir sonucu olarak

R(z) " exp (P71 [do (O)[6(0) — 0 (2)] ' 9(0)) , = € ©F
x (2) = (5.8)
6 (=) Fexp (P [ do () [#(0) — 6 ()] 9(0)) » 2 € D

elde edilir. Boylece (5.7) sartindan g(2) = x*(2)(x~ (2)) ! yazlabilecegi ve
e ex -1 — z -1z z -
@ = e (P [ 4000 01 9(0) (D)

olmak {izere (5.8) ifadesinden x (z) = & (2) " (xo(z))"! oldugu dikkate alimirsa
g=x"(2)xg (2) ¢ (2)" (z € I),dir. ¢ ve g, Q ile deZismeli olduundan x, de Q ile degismelidir
(Hizliyel ve Cagliyan 2004a, 5.438). z € DT igin

R exn (P! 6N a
V() = R(2) p(P [ 81660~ 602 g<<>)
— exp (P—l [ 81660~ 00 atc) - ZogR<z>)
—: exp(n(2)
notasyonunu kullanalim.
Tanim 5.1.3. Eger

(i) x(z), ®" da bir Q-holomorf fonksiyon, tersinir ve Q ile degismel,

(i) xo0(z), ©®~ de bir Q-holomorf fonksiyon, ®~  J {oo} de tersinir ve Q ile degismeli,
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(iii) ~ bir tamsay1

ise g(2) = xT (2) xg (2) ¢ (2)" (2 € T), g nin kanonik faktorizasyonudur (Hizliyel 2006, s. 549).

Simdi (5.6) problemine tekrar doniiliir ve verilen bir w fonksiyonu icin

xR w(zt),zeDF teR
w(z,t) =
xo(z)w(zt),zeD ,teR

doniistimii yapilirsa, bu doniisiim altinda (5.6) problemi

% w¢g—|—aw+2@} + cw + dw = 0, w(oo,t) =0, w(z,0) =0,

5.9
wr=¢"w  +5 I'xR
problemine doniisiir. Burada 7 = y ! ve
x oy, z € ©F
b=
xobxo L,z €D
X tdx,z € ®F
d:=
Xod%_17z €D,
i) & = 0 olsun. Indeksin sifir olmasi durumunda (5.9) problemi
(i) 0ol Indek fir ol d da (5.9) probl
% wa)—i-aw—&-i)w} + cw+dw =0, w(oo,t) =0, w(z,0) =0, (C\T)xR)
(5.10)

whr=w"+9 T'xR

halini alir. a, b, ¢, d katsayilarina kargilik gelen temel ¢ekirdekler Q) (k =1,2) ile gosterilsin. O
halde

oGt = 0= [ [ (#0000 Gaen €] dr

o [ @800 i3 @) e
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(5.10) probleminin
w(z,0)=0 (2 €C), w(zt)=0 (|zr1) (2 = 00, € R)
ile tek olarak tanimlanan ¢oziimiidiir. Bu ¢6ziime (5.10) denkleminin
w(2,0) =0 (2 €C), I (t) :=wp(oo,t) #0, (V(t) € C' (R)),

ozelligindeki sinirlt bir wy(z,t) ¢oziimii eklenirse, (5.10) probleminin z ve ¢ verisine sahip bir
¢oziimii elde edilir. Bolim 3.2 de gosterildigi gibi, bu smirlt wy(z,t) ¢oziimii, (5.10) denkle-
mine karsilik gelen ve sirasiyla (3.26) ve (3.27) yardimu ile verilen F ve G operatorleri ile temsil
edilebilir. ¥ (t) = A (t) + ip (t) olmak iizere bu ¢oziim

wolz,8) =F () A(8) + G (2) (1)

formuna sahiptir. wy (2, t), (5.10) denkleminin

wl(z,O) - ﬂ(z) # Oawl(oovt) = B(c0)

ozelligindeki ¢ozlimii ve u,

o _ . —
g [qu+au+bﬂ] +cu+du=cB+dp

denkleminin bir 6zel ¢oziimii olmak iizere Boliim 3.2 de gosterildigi gibi

oo (i1
u(z,t) = ;)fk (2) [k
f1:=-B(2)

+0 (2,0 (¢ fia © +d (O fe1(Q)) |k € No,

ile ifade edilir. O halde w; — 8 + w (5.10) un homojen kosullara sahip bir ¢oziimiidiir. Boylece

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.1.4. (5.10) denkleminin genel ¢coziimii

th+1
w = (I7) ka G TP HEE@AO+GE)u ()

ile verili. Burada B8 € C(C), B(00) = lim,nB(2) € C, \,u € C'(R),
A(0) =0, p(0)=0.

(ii) > 0 olsun. Bu durumda (5.9) denkleminin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak i¢in oncelikle
lim; o0 @ (2)"w(z,t) = 0(t) (t € R, 0 € C* (R)) ve w(z,0) = 0 (z € C) dzelligine sahip bir

¢Oziim arayalim. Bu 6zellikteki w(z, t) ¢oziimleri i¢in

wt(z,t), 2€DT,teR
wi(z,t) == (5.11)
¢ (2)"w (2,1), z€®,teR

seklinde bir doniisiim yapilirsa bu doniisiimden sonra problem

2 [wig + awy + biwi] + cwr + diwr =0, (C\T) xR
(5.12)
wi =wy +7, ' xR

halini alir. Burada

dir. Ayrica wy
wi(2,0) =0,z € C, wi(z,t)=0 (|z|_1) (z = o0, t € R)

ozelligine sahiptir. a, by, ¢, d1 katsayilarina karsilik gelen temel cekirdekler ng) (k =1,2) olmak

tizere, bu problemin ¢oziimii
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aret) = (1) (20 = 27 [ [ a6 0 (o750 6]

A I e P

ile tek olarak verilir. ¥ = 0 durumunda (5.12) homojen probleminin sadece asikar ¢oziime sahip

olmasindan dolay1 ¢dziimiin tekligi garantilenir.

wy ¢oziimiini kullanarak, (5.11) doniistimii yardimiyla, yani

wi(z,t), 2€DT,teR
w(z,t) =
¢ (2) "wi(z,t), zeD,t €R.

ile (5.9) probleminin bir 6zel ¢oziimiinii arayalim. Genel ¢oziimii tamamlamak i¢in, homojen

problemin ¢oziimlerini inceleyelim (7 = 0).

% w$+aw+1§w}+0w+ciw:0, (C\T)xR

(5.13)
wh=¢"w, T'xR
homojen problemi ele alalim. (3.26) ve (3.27) yardimiyla, I@‘k, Gk ,0 <k <kigin
0 —k ko —k ko
a[wé—{—aw-l-bl (2) ¢(2) "W| +ew+dip(2) ¢(2) "w=0 (5.14)

denklemine karsilik gelen operatorler olmak tizere
wo := Fp\ + G

(5.14) denkleminin siirl bir ¢o6ziimiidiir. Burada A ve p, ¢ € R nin reel siirekli diferensiyellene-

bilir matris degerli fonksiyonlaridir. Ayrica wq fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

wo (00, 8) = Ej (00) A (£) + G (00) p (t) = A (t) + i (1),

~

wo (2,0) = Fj, (2) A(0) + G, (2) 1 (0) .
Burada (Ey, G, (a, blﬁkqﬁ (2)7%) katsay ¢iftine kargilik gelen dogurucu cifttir.
(Fx®) (2, 1) = d(2)" (Fx®) (2, 1),
(qu))(zv t) = ¢(Z)k(qu))<zv t)
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ile tanimlanan Fk ve Gk operatorleri (5.12) denkleminin 4 = 0 iken sonsuzda k. mertebeden
kutba sahip olan ¢éziimlerinin olusturulmasi i¢in kullanighdir. Bu operatérler & = 0,1, ..., s i¢in
R iizerinde lineer bagimsizdir. Daha genel olarak Ay ve ug, m x s tipinde reel degerli matrisler

olmak tizere

K

(Fk)\k + Gk,uk) (2,t) =0,
k=0

ise

K

¢ (2)"" (Fk)\k + @kuk> (2,t) =0
k=0

dir. z — oo icin Ay, = 0 ve pu,, = 0 dir (Hizliyel ve Cagliyan 2004b, s.945). Bu sekilde devam
edilirse 0 < k < k igin

Ak +ipp =0

R 7/ ye
elde edilir. Diger taraftan (Fk/\k + Gkuk>, (5.13) probleminin 4 = 0 durumunda ¢ € R i¢in
k=0

reel siirekli diferensiyellene_bilir, Ak, b fonksiyonlarinin her bir sistemi i¢in sonsuzda  ya esit

veya daha kiiciik kutba sahip olan bir ¢oziimiidiir. Benzer sekilde £ = 0, 1, ...,  i¢in

& (2)F (Fk@) (2,1),z€ D*,t e R
(Fké) (2,1): = (5.15)
¢ (2)F " (Fk@) (2,1),z€ D™t € R

¢ (2)F (qu>) (z,1),z€ Dt t € R
(@k<1>> (2,1) : = (5.16)
¢ (2)F " (qu>) (z,t),2€ D-,t€R

ile tanimlanirsa

K

Z (Fk)\k: + @k,uk) (5.17)

k=0

ifadesi (5.13) probleminin bir ¢oziimiidiir.

Lemma 5.1.5. (5.13) homojen probleminin ¢ = 0 i¢in dzdes olarak sifir olan her ¢oziimii (5.17)
formundadir. Burada A\;(0) = px(0) =0 (0 < k < k) dur.

Ispat. &, (5.13) homojen probleminin & (z,0) = 0 6zelliginde keyfi bir ¢oziimii olsun. a, b,c,d

katsayilar1 sonsuzda 6zdes olarak sifir oldugundan, her ¢ icin & sonsuz civarinda ()-holomorftur
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ve
&(z,t) =0 (|Z|H) (500, tER, 0< k< k)
asimptotik kogulunu saglar.

M (£) + i () := lim [qj (z)ﬁ—’fw(z,t)}, (t € R)

Z—00

secelim. Burada Ay, us, € C! (R) reel matrislerdir ve A;, (0) = s, (0) = 0 dir. & — (FpAp—Gropr)

ifadesi (5.13) denkleminin bir ¢dziimiidiir. Ayrica

lim ¢ (2)" " |& — Fehe — Gkﬂk} (z,t) = lim [éf) (2)"F o — g — Gkﬂk} (z,0) =0

Z—00 Z—00

dir oyle ki

lim ¢ (=) [& = Fid = Grne| () = Mo () + g1 (8

Z—00

dir, burada A1, pir—1 € C1 (R) ve A\p_1 (0) = pp_1 (0) = 0 dur. Tiimevarim yardimiyla (5.13)

denkleminin bir ¢oziimiiniin

formunda oldugu goriiliir. Burada wy
wo(z,0) =0, wo(z,t) = O(|z| 1), (z > o0,t € R)
ozelligindedir. Boylece
wy, 2€DT,teR
$(2) wy,zeD ,teR
(5.12) homojen probleminin C x R de sinirlt bir ¢oziimiidiir ve bu ¢dziim
G0 (2,0) =0 (2 € C), & (2,1) = O (|z|_1) (2 = 00, € R)

ozelligindedir 6yle ki &y sonsuzda 6zdes olarak sifirdir. Boylece w = Zﬁzo(lﬁ' vy + @U,uv)
olarak bulunur.
O
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Teorem 5.1.6. (5.6) denkleminin genel ¢oziimii

1wz¢>:exp(P11}wwo[¢@>—¢<a11@)

% R(2)"" {wo(z, £) +(z) + (Fkxk + Gkuk) (2, t)}
k=0

bicimindedir. Burada

1

MA)* (2, 8) = 3520 fu (2) gy 2 €DT,tER

wo(z,t) :=
el

6(2) " [(MA)~(21) — S50 i (2) ooy | z€ Dt e R

ve ), Mg, pr (0 <k < K), fu (v € Np), w fonksiyonu iizerindeki baglangi¢ verisi yardimiyla

verilmistir. f, (5.19) ile tanimlidur.

Ispat. o, (5.13) denkleminin v(2) := Wy(z,0), (2 € C) dzelligine sahip keyfi bir ¢oziimii ol-
sun. Burada wy(z, t) fonksiyonunun, her ¢ € R i¢in sonsuzda singiilerligi yoktur. Ayrica u
O Tug b i = R
5¥@¢+Mkku-wm+ @ =1, (C\T) x (5.18)
ut =¢"u~, T'xR
homojen olmayan problemin bir 6zel ¢6ziimii olsun ve u(z,0) = 0 (z € C) ve
u(oo,t) = 0 (¢t € R) kosullarini saglasin. Burada ¥ := ¢y + dip dir. O halde @ := &y — ¥ + u
(5.13) denkleminin @(z,0) = 0 (2 € C) 6zelligine sahip bir ¢oziimiidiir. Boylece, Lemma
5.1.5 yardimiyla, ¢ = 0 i¢in 6zdes olarak sifir olan her @ ¢oziimii A\x(0) = 0, ug(0) = 0,

0 < k < k olmast sartiyla (5.17) formunda verilebilir. Homojen olmayan (5.18) probleminin

bir 6zel ¢oziimii icin

(2.1) ut(z,1), €Dt teR
v(z,t) =
¢ (2)"u(z,1), ze€®,teR.

doniiglimiinii ele alalim. O halde bu fonksiyon
0 - _ _
g [v¢+av+blv} +cv+div = f,

probleminin bir ¢6ziimii olmalidir. Burada

o U, zedt,
Tl 6(x) T, zeD,
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ve by, d; katsayilari

seklindedir. O halde boyle bir ¢6ziim,
v—Pw= ft,
integral denkleminin ¢6ziilmesiyle bulunur, burada

P o=2ip [ t L ao@@0{a .0 [e©vcn) +d OvED)
+01 (2,0 [c (v (€7 + & (v (¢, 7) ] ar

ve
F2) = =2iP 7 [ 000 (9, 01(0) + 9 (2. OF Q)
ng), k=1,2,1ise
wa—i—aw—}—blwz 0.

denklemine kargilik gelen temel ¢ekirdeklerdir. Bu integral denklemin ¢oziimii

o0 1
ile verilir, burada
fo=—f
fi(2) : = 2iP~! /C 46 (¢) do () [2M (,0) (¢(Q) fi1 () + 1 (O) fr1(0))
+0 (2,0 (¢(©) i1 (O +d (O fi1 Q) |k EN (5.19)

ve fr(c0) = 0, k € N dir. Bu ise ispati tamamlar.
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6. TARTISMA

Begehr ve Gilbert tarafindan 1978 yilinda yapilan ¢alismada, analitik fonksiyon teorisinde, be-
lirli bir egri boyunca 6nceden belirlenmis bir sigramaya sahip tiim analitik fonksiyonlari bulma
problemi olarak bilinen Riemann sinir deger problemi, genellestirilmis analitik fonksiyonlar te-
orisinde kompleks diferensiyel denklemden tiiretilen pseudoparabolik bir denklemin ¢éziimleri
icin incelenmistir. Bu inceleme pseudoparabolik denklemler icin integral temsillerinin elde edil-
mesiyle miimkiin olmustur. Bu ¢alismadan hareketle bu doktora tezinde, {i¢iincii boliimde (3.1)
denklemi ile ifade edilen matris formda pseudoparabolik denklem ele alinmistir. Bu denklemin
coziimleri i¢in integral temsillerin elde edilmesi asamasinda, Hile (1982) tarafindan verilen -
holomorf fonksiyonlar teorisine ihtiya¢ duyuldugundan ikinci boliim bu teorinin temel tanim ve te-
oremlerini igeren bir 6nbilgi niteliginde diizenlenmistir. Tezin li¢lincii boliimiinde genellestirilmis
Q-holomorf fonksiyonlar i¢in verilen temel cekirdekler yardimiyla (3.1) denklemi i¢in (3.17),
(3.18) ve (3.21) ile verilen integral temsilleri elde edilmistir (Saglam Ozkan ve Hizliyel 2018).
Bu integral temsiller, Begehr ve Gilbert (1978) in ele aldiklar1 pseudoparabolik denklem icin elde
ettigi integral temsillerin, bilinmeyen fonksiyonu ve katsayilar1 matris degerli fonksiyonlar olan
pseudoparabolik bir denklem icin yiiksek boyutlu bir benzeridir. Dort ve besinci boliimde ise Ri-
emann sinir deger problemi i¢in problemin katsayisina ait indeksin sifir ve pozitif bir tamsay1
olmast durumda ¢o6ziimler elde edilmigtir (Teorem 5.1.4, Teorem 5.1.6). Genellestirilmig analitik
fonksiyonlar teorisinden tiiretilmis (Vekua 1962) pseudoparabolik denklemler i¢in, literatiirde var
olan siir deger problemleri, uygun integral temsilleri elde edilerek ¢oziilmiistiir. Bu ¢aligmanin
15181nda, Riemann sinir deger probleminin ¢dziimii icin elde edilen integral temsillerin yiiksek
boyutlu benzerleri, diger sinir deger problemleri i¢in de elde edilebilir. Ancak bu sinir deger prob-
lemleri incelenirken, yiiksek boyutta calismanin getirdigi zorluk sebebiyle, sinir sartlari iizerine

konulan kogullar secilirken dikkatli olunmasinda fayda vardir.
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