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LEONTİEF MODELİNİN BİR MARKOY ZİNCİRİ İÇİNDE 

İNCELENMESİ 

. 
Doç- Dr. İsmail iLıBAN 

I - GİRİŞ 

Marlrov zincixlıeti, oll.asıhk lrura!rurun sosyal biılimlreıre uy.guılaruşmdıa, değerli 

bir ~ olmaı oyolunda gün geçtikçe artıanı lfu ön.Eıı:ne sahip olmaktıad'lr· Maı1rov 

zincir~r.inin, (bağımlı olasııl:ıklaın.n hiırı üaıd:e şelkli olduğu göz önüne alındığında 

uy.gulama alanl.ıa.rıırun genişl~lhllme 'imk!ru aıaklk~ ilM kaneya v~biHr· 

Bir ınai1kıov zinciri !bilinen bir diıu·uıud;an veya d\ılrUmlardaın. bel'Li olıaı;ıılıfkii~Ia 

bir ibaşka ·duııwn veya dtmıml.MQ geçen (ldöniiJen) olay yaı da olayilann Rk 

edıımı (veya dÖnemi)izlle~ aıdı.m1aır scmı.mda erişeoelkler.i' dıMıum1ıann olasllık­
laırmı adım .aıdıım takipetme oJana.ğı verebi'lmEikted'iT. Bu analWe ıgi.il'lilşrnıecl; önce 

ınai"kxw :zıiıncirlıeninin temel WlSIIllrlai'miai ve ö:l:elli!C!Erirıe ~saca: dıeğıinmek gerek­

~tedir· 
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2. ST.o.KASTİK MATRİSllER 

Bir a:naırlkov z.inciTüım teımel öğesi • .g~ o1aSı!l1ldaırı matr.isi veya a ra mat­

ri& adı verillen sıtx:ılkıaıstiık ıliitr matrisıtirr. Bu nıed'enle stok.ast.iık matr ilslare i1ikiın. 

kısa bilgi. sunma:k. yarar.lı ol.acaktırr /kanasınıdlaıyız. 

S·tokastk .birr mıatris, maii1k.orv mncirleri çerçevesinde, bir d'izt ,olayın oolfri btr 

durum :ya da dununla.rdan. başka dıu.ruıınlara geçişlıerini, geçıi.şin olıaS'Ilıklarına 

1bağlı oliarak ·~ bir ikaıre ma:tıristiır (1 ) . Birr. maııkov zmcir.inıin .taan p'lır 
r aik tanımll3.Illll'Lffisı, geçiş olıasl!lıkl.'arı matriS.i rile b irliikte b ir d"e: baş'lıanıgıç dwrum 

ve~ü denrilen ıbiır s.atır ~ ıbelii'llenm.esıi He o1Jnaktadı.ır. Ancak, ileride 

değirni1~ olan .bell!i: durumlarda, aldım saıyısı 'aı'ttılkça, olayın de~işi11ı dı.ı.rumr 

Jam erişme olasılııkları ibaŞtll!Il/gıç durumunıaı b.a®lı buh.ıımıaımaktaı. Bu ne-
' <fenle bi:r stıdkıastik mat:ris daihi tek ba.şıına hirr ma.rllrov süreci oluştıurabi!mek-

tedir· Bi.2ıim buırakiaı inceleyeceğiım1z p roblem de .böy'}ıe l:lir ara: matcise sahip 

bUlunmaktadır. 

2·1 Bir ısrtıoıkıast.ilk Ma·trisinin GeçiŞ Olasılıklaırmıın Tan.ıanll.anması 

Her biııi !E;, E 2 ••• • • • •• •• • • lE ol.a:ralk ilıimılıern.dıirHimiş ıbulıuınaın. M sayıdıa 
m 

(m so.nlu bir sayı) o1ası dıurumu içeren bi:r sistem gozö.niinıe aılıılunı. !Bu s is-

temlde heır ıbir d'UTWildan diğerine geçiş dlıasılı'kları P lJ olaıra!k birliınm~İ>r· 

Öyleiki P lıj elemanı, E ; duırumuın..dakiı oJayın bi>r ıardımda (veya 1bir dönem 

sonra ) E ; durumuna erişme ol:aıs:ıılıı.ğı olmalktadıı>r. Bir o1ayın ibeili ibir anda 

çıeşitli durumla:rıdJa lbullunaıhWmıe oJası·L11kları fxı!'pLamı l'e eşit ol:acağıaıdian bir 
tn 

sto:kıastiık mat:riste obic satır e lemanlan top.1ıam1 olan ~ P .Vj = 1 Oilmak z.onm­
J: ı 

dadlır. Bir :ba.şloo .ifade iJe ıbu eşitlik, b rr olaıym şöylle yıaı ıda böyle -gerçelk.leşm.esi 

cilasılıkları toplamınıın l 'e eşit olanasmm doğal ~ sonuculdur. 

Aşağlldaı rm=6 farlklı dırıuımıa sahip ıbir sistemin geçiş olasıllıklann-ın bi-r 

gr.aıf ile ~ıkllaru·şı göstıeriilmişfu. Geçiş yol'lıarı ü.zeııindelk:i. dk işa-reti, bir a­

ıdıımla geçişiın. hlanigi. dıuırumdıan hıaaııgi: duruma olıduğı.ıınru:, P iJ J.er ise, ibu geçişin 

hangi; olasJ.ilık1a, o'l.duğunu -gösterrn:ektedlı-· Örneğin, E 4 d'urumundaı bulli!Ilan 

'bir olay ~k aıdunı1a (veya ibir dön em S'Onra) E1 durumuna erişmE> olasillğı 

(l )--Gülçür , Fazıl ; İşl~tımelıerd.Ja Faıa.Ji:ye't Araştıırmalan; İTİA· Yaıyın;ı no:38-195 

istanbul 

-'DesroreiHe J ; Researche Operat ion:al; Durı.od P.ARİS 
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Geçişim Grafı Şekil - 1 

P4u=0.1, E 2 durumun.aı erişme olasıl!ğı P•,2 = 0,3 !& durumuına erişme olasılığı 

P4,s= 0,4 ve ~e ayna. (E,) d~ kalmoaı olasıılığı P•,4 = 0,2 olm.akıtadıa'. 

Gö:rilldıüğü giıbi, stOkastik matriste !bir saıbr <>1ıuştlll'acak ohın bir dunımd8in 

çikış olasılılklan 1x>p1amı (E4 dıurumu içiın.) 

Her b ir P ij ele.ııııam !i.~in, 

y;azıla.bhleoeği açı!k.tır. Ş.Lındi ~ .geçişimler 3rafıırı.ıa uyg'Uını sookastilki 

matıris lrolaylık1a ıbeliırJ:enebilıir. Bu matı:ıise ['M] ıdiye'ce!k o'lursalk, 

E ı 

E2 

EJ 
M= E4 

E5 

E6 

--...-

Pı.ı"'o P.ı2=0, 6 

22,1=0,12, 2"'0, 3 

.P,:ı,ı=O PJ, 2=0,6 

P4 ,J.. aO,l 'P 4 , 2=0.3 

Ps, ı-=o P5,2=0 

P6 , ı=0 P6,2=0 

Pı)=O .Pı , .ı-=0 

1'2, 3=0•7 1'2, 4=0 
Pı , s=O 

P2, 5"'0 

P1 , 6=0 , 4 

P2, G=O 

PJ, J"'0 ,4 1'), 4 =0 P3,_5=0 P316=0 

P4, 3=0, 4 P4, '4"0_, 2 P4, 5=o P4.r;"'O 

P5, 3=0,5 P5 , 4=0,J 1'5,5=0 1 P5, 6=Q, l 

P6 , J '"0 3 1'6 , 4=0 l'6 , 5=0· lt .?6,6=0, 3 

( ı . ı ) 
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Buna göre, öıın~ ana-ttisin lbi!ninci satrr.ı, E.ı durumu ile :başlaıyan bir olayın 

bir adiım (ya dıaı t giıb.iı ibiir dönem) sıonra diğer durumLaırın bar birine e~biıl­

me olasılıklanru tmıımlamaktadı!r. Btt a:dııın sonra ıbu oLıcy- P:ı,2=0,6 olasrlıikıla 

LE, diurımnıına, sıfl!l" dlıasıl.ıltlaı (Pı ,a=Pı ,•= Pı ,5=0) !E,,,.EJ,4 ve :&1 ,1 diurumlarma 

ve ni.ıhayet P 1,6= 0,4 olası:liklıa. E6 diırumuna er.i.şıneıktedi.r. 

Genel olaırakı, E; diurumu ile baş~ biır olayın Nır.bir.iınW ~yen so:niLu 

sayıda adımları müteaıkıip harıgıj, oLasilildarla han:gi dur.ıım1.ara eııişmıi:ş 'olacağım 

.bu matris yıard!mru. 'ill:e h-esaplamak mümikün ~. Örneğin E. d'uırwmı 

ille başlayattı lb'iır ola~ 4 adım (veya 4 dönem) soımı. )"ine E. te b\ı.lunu)'Or 
4 

olması olasılığı, P .,. olma:ktadlır. Bu e leman M• matl'lis.inin 3. saıtıır 3. sü~:.mun 

kesiştiği nıoktad'a bwlu.nran e'Leınarı! oi.makta..dı,r· Aynı .biçimde !E. ille ha~laıyan bu 

" olıayr' ·me '4 adlm roma: E. dturumun.a er..işme olasılığı p o,5 olup .bu ele:mıa.nda 

tM]" m~trisinin 3· satıır 5· si.iıtun'Uill !keSiştiği e lema.... olmaktaıd.ıır· Genel :bir 

•biçimde Eı durumu ile başlayan :bir olayın (n) adım somJiDda. (n SQll'lu ·bir 

D 

saıyı) !Ej d'U:r!UimUn.ıdıa •bulıunmaısı o1Jas1!lığı P >ıJ elernam !ile hiıliiniyOT Olup h u 

eleman [M] matrisinde i-inci satt.ı.r' ile jJınci: sütunun ~ elemanı olmak­

tadır (2 ), 

2·2- Stokıastik Maıtırds.lerin ÖZellilkleri ve 

Öııel Durumlar 

Bur~da, stokastilk matrislıere ~in temel özel.lilklJere ve bazı özel ~ 

lara i.'şaret edileoelkıtir. :Bu özelli!lder w özel tlımıumllar Ş()yle SU'alaınabilir ,<3) . 

D 

a ) Eğer (m)ı stıokastilkı bir maıtrl$ ö.se (ıM) (ın=0,1 ,2,G .. .... ) matrisi ~ 

[tdkıastik ~k ma1ıriıs ~ur. 

b) Eğer (M) stokıastilk. ·matr.is.inih tüm satıırlran ' özdleş · jse ~ taktirde, 

D 

(IM) 1 = (!M) (n=1,2, ...... ) 

(2) Bkz.. dııhanı ·İsmaıi.l· Markov Zfu.clı-lıeri BiTı:A. ~~~. CHJt ili No: 1 s-219 1 1 1 I,I..,I'Ç;..&.~ 

('3) A. Kaıuıfmann ; Metnııo.d'es e t MOO:eles d!e la Reeharoh.e Opera tionne11e, 

tom· 2. ıDı.mod PAJmS; 's· 386 
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c) ·Eğer (M) .ınatrisi 

. M=[: :] 
(1,2) 

Şe'klade ·ise (ı'buradıt A ve 1D kare alt ma'frisle'l'dir·) Al aç:i:!Öe bWıtmı.anı bir <W­

rumaan ID içlındelki bir dı.ırumaı erişmleik ~ ıbi:r !biÇimde 01üı ~lJdiır. Bu §eo . 

. k;Hdelti bir (M) stOkastik matr-isine indiı'genebilic· (!ReductG.bJe) matris ıdenili.r. 

Aync.a ıbu i'ki durum lkıümesine (A ile D) y.a!lıtrlımş (tercih ediiJmjş) durumLar 

adı veri'tir. Böy:l>e bir stokıastik matris ve onun geçişim:ler gııaf.ı. aşaiubıı olduğu 

giıbidir. 

el, 

el.l o, 2 
e 21 0 , 6 

M =3 ı -~ -
e4 1 O 

e5 .... O 

e2 e.3 
0,8 o 
0 , 4 o 

o 1 o , ı 

o 0 , 6 

o 1 o, 3 

Geçişimler Grafı, 

Şekil 0,3) 

e4 e5 

o o 
o o 

- --
0, 5 0 , 4 

0 , 2 0 , 2 

0 , .3 0 , 4 
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d) Eğer (M) matr.isi (A ve D aitma:fırıi.slı!ri Yline birer !kare Illl8.trisiı olmak 

üzere, ) 

A O 
M= 

c D 

D 

Şeklinlde ise (iM) maıt~inde (n:)• arttıkça (111= 1,2 ...... . . . ) sisteıııinin, D nin 

içindeki d'uruınlaıı<hıın herıbiriııx:fu lbulıumnasıı olasılığı monotoaı. olarak arıalıx· 

~le bir yoap~ya sa:h'ip stokastilk matris :ii9inde D durumlannden A dUl"Wllll.aınn. 

geçiş müım]Qün, fakat buınıun tersi' lnıi.iımlldinı tieğilıdir. Böyfle bir dluruınun ge­

çişiın gra!ı aşağıda görıiilm.e:kted'i· 

Şekiı)i ( 1,3) 

e) Eğer (M) matrisi!, (Oı) matrisleııi birer •kare aı1t matns olmak üzere, 

B 

o 
şek.liıne saih:iip ise 'bu 'dıuııı.ımda (M) 'llliln. çift lkıuvve1llıeri 

A 
{M )2 i = (Mç ) = 

o 
: J {i=J,2 .... ) 

(1,6) 
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. ' 

tek lku vvetl.er.i, 

o B 
(M)2i+ı = (M T ) = '(i=1.2) 

c o (1,7) 

şekline sah.iıp stolkıas1ıilk matrisler Olıur· IBöylle bıir dlurumdıa; S'İ~'e cpercy-odiik 

sist-em. ıd~ill.mektediır- -Bu talktiııde sisıtem, ru illti aıl.t dıı.ırumlaır kıümesi: arasın-

ııa ibi.r salınıma sahi;p ol.maktadır-

f) Eğın' ·bir (ıM) &tok.as.ti!kı matrjsi.ıni'n (n) inci kuvvetinde hiç bir sıfır 

eleman ı ydk ise (M) ye düzgünl (.R:egUlaır) ibir matıı.is deniır. Böyle d'Ü7ıglÜ.n bir 

ara matrise. sahiıp bir mıaııikQv ziaıciriı şu özel:tiğe sah:iıpti:r: Öylle lb.io:" N sa'YlSi 

v.ard'ıır ki bir S 1 d'uırumundan. ıdliğe biır sık ·~ N adlımda gıiıtmelk 

mürn.k.üııadriir. Bun.ıa. ,göre Sı dan ıS k ' y.aı gid.iJp geJ.nı.ek 2N adımid'a mıümllcün olacaktır-

2.3- Bir U arkov S~inde E.t<godik Özelli1k 

(ıM) .matırisi, daha ösce taaıım.lanmış olıa!n stolkastilk matris olmak üzere eğer, 

1>luyorsa koi ,burada (M) limi1ıi yine ibi:r stokastik maıtiisth", bu d\m"ıııııda sis-

tem ergodilkıtir ıdenir. Vıeyoa (iM) matrisine ergod:iık. m.aWis arllı. verill.iır. Böyıl.e 

bir du::-umda sistem olasılık yönünden kararlı (doogıelıi.) bilr dlurum '(staıble en -probaıl;ilite) orlıa:ya. koyar. lli.ır <M) matrisi ne inmrgenebiHr ne' de periyodik 

ise ibu matııis erıgod;i)mi·r '(4) · 
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Eğer (M ) ma11r.i.s:i tüm satırlan ö7Xfeş b i'r matiris oluyorsa. (5) 

o tıa!ktixde sisteme tam erıgodik (Completemenıt ergı:ııdi,que) si!stem deaıilir. B11; 

dunmıd:a, (n ) yeterince bü.ıyi1k ıaJınmalk: okşu:lu ıi.le (n) ad'ıım sonra sistemin 

du.rumlıarı s~ ibaşlaıngıç durıumlıanırıdan ba~ız olmaktadır· Gerçekten, 

,...., 
., p(o) • (~) • (P) 

(P) . (M ) lim.it matrisin Ö7Jde§ satıl'larmıd'ıan bir:is:i; olımaktaıdıır. 

2~ Bir Stıc&astik Maıtriste Emen Durumlar 

' Stok.asti!k: bir CIM) ~e, ibir. satıııııdıalkiı herhangi birr PıJ .e:Iemaru. l 'e 

eŞiıt ise (PıJ =l) buı sfxmıstik mıatrıiste i'inci· satır lbir emen durum meydana 

0,3 0,4 0,3- 40/151 55/151 56/151 

l if!\ ( M)" . \ '"' 
o 0,2, 80 o~)o. 40/151 55/151 56/151 

n '""' cıo n-..-
0,5 0,5 o 40/151 55/151 56/151 

olmaktad'ı:r. 
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getiTiır . .Bu duııumaı erişen ibir olaıy oradan çııkıamaz .veya• dunımu terkedemez· 

A.şağlıdaki ('M) maıtris_fnıin 2 ve '4 nolu şatırlan birer emen duırum. olına'kıtadır · 

:tleriıde biz bu durumu ·banka durumu adeyle yenid~n gözönüne alacağı;z. Aynca 

stıdkıasti:k 

e ı 0 ,1 0,5 0,4 o 

e :ı o 1 o o 
M -

e3 0,3 0,3 0 ,2 0,2 

e4 o o o 1 

bir matrisin emen biır zincir (veya satır) vermesi llooşulLarma ileride yine 

değıiınilcoektiır. 

3. Leontief Gird~-Çlk.tı Modeli· 

ikıinci D:ünyıa \Savaşındlan ön:ce Waibbiyş Yleolılk.1f'in ABD e1ronomisi içlıl 

giilişti.ııdiği model lbu .g;ün iktisatçıların ıelkonomik analizlerinde .'ku'1Jlandıki1'aırı 

ywarlı ve g1eTÇE(k .biır teknik rolmu:ştıur. 

Üretim ile i:lgıi:li ıkıüçülk yaı ıd:aı bü.yıUk bir f irma değişilk cinste b.aımmadıd!aler 

· alaralk 'bunları mamul hale ge~r· Yine, aıyn~ cinS malı 'üıreten firma­

lar aıyru c:inıs giırdillıer :kiı.illanarak firetim :y.aıpan belli .g,ruplıaır olıuıştuımııak.tad'ıir­

J.ar. N!!hayet, fbir ulusa'~ ekonominim tiianıüı ıgö'ZÖnıÜ!n~ ıalımrsa bütün bir üı-etim 

san<eyi.i gi'ııdller .alıp :buruarı çıktı:I.ara dönıüştürmelktediır· İşte Leontief'in girdi\­

çııktı modeli: ibu i.Iişkilıeaıi matemaı~ lbiQimdıe tanı:mfiıaımayı ıbaşarmrş, bu yfu:­

'Clen de -elkonomik faraliyetierin iooe'lenım~die 9Qk onemli ibir aırıaç niteliği lta­

zaınmıştJT . . Biz ibuırada, Leontiıef moıcfulini ıınarko.v zincirleri !kuramı ç.eTÇevesin­

de taımmlamaıyıa ve çözüm koşulUrarını aıraştı.rmaya çaı1ışacağız. 

3-1- Stati!kı Bi'r Lecmtief Modelinin Taınrmı 

Markov zinciTlert Bru.;:ıamı: çerçevıe&iınde Hgil~~ğiınldrL modelin ıstati.k bir 

modlel olma5ı :onu kısaca .tımı~a ~ ()Lrn;~t~-

.. Mateanatikser bir model :o'l'aın Leontief mıodeliınin ıdle~Şk:enleri yani Ül'etdm 
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1ıEiknıik katsayılan -ele alman zaman (ıd:önem) . içinde dleğişmez ve zaman unsu­

ru bir ıdleğiŞklen olarıalk aıl.ınmaıı.s>aı model stat~'k olımıaktad'ır-• 

Ayı·ıca zaıınan unsuru ile y~ iliŞkili olan stokil.ar veya: lkapi.taıl biri­

~i statilk ıl'IlfO<ieTıde gwönriine ıalıınım:adığından bı.mlaT.a iLişkin katsay;lar sı!ır 

değe~!in'· Sta~ bir Illl0de1 stollıı sev.iı~iınıdieki: 'hıeı:ıha!lllgi lbir de'ğişmey.i kalbul 

etmediği giıbi aıra mal stokılan dile de ügilerunemekteıdir-

Heırhangi bir imalat firmasının üıretim iböWmler~ v~ satış ıbölıümü arasın­

dJa:Jcl gird>ilcriın ve ç~ktılıann alkışıarı 5aJYAsaıl oo-aırak staıtiJk .biır mıoıdle.l ile if'<lde 

ed'iil:ebiilıir. B una göre, fiirmaaıın ıü.retim1 .böliimlerin<m 'üretilen ürünler ve tülke­

til€1ll ,girdiJer bilr balk.ımıa, nıQdelin dieğişkenıletiJd,irl<er. Buı dıuıru:Ill\ bir çoik sa.­

naıy.i kolunu jÇi.nde bu1und'u.ran bi.ı:ro elkonami için de ıooyle olmaktadır (6}. 

:ilçin~e (n) sayıda sanaıy.i !kolu olaın ıbir ekonomi gözönÜ!nıe alalım- Kolıaylı'k 

sağolama ıbaikımınıda.n da her saooyi. kolunun \S'aıdece biır cins mal ürettiğıni 

v.aırsayacağız. Ayrıca, ibir Leontief mod.ıeliniın genelı varsaıyııml'anına ek olaTak 

(7), üretim, aırazi, yapı ve taibiiı kaynaklar gibi fak.törıJ.erin paırasız ~ağlanıdı·ğı, 

bu nıEidenle fuetiılmiş maJları.n maliyetlıerme ibunlaırın bir ıetlkıi;de ıb.uluınmadığı 

kaıbul edi1melktedir· n sayısııda sanaıyi kolılarmdan ıbiriısi 'örnıeğiın, •emeik· oJ.a. 

raık gözöni,ine ıalınırsa diğer tüm sanayli !kolıları bu sektör:-ün çıktliSJnın b ir kıs­

mını g;ıım olarak lkendi üıretimle.rinde kiullan.maktadırlar. Genel ,dlaııalk s~ayi 
•kollıarı ibirbiırleıi ile öıy;le J.l.i§lkiilıidir!l.<erki üretebilmek içm her biri ·diğeırinin 

üretimi.ıııdlen !bir kısımmı gi.ııdJi. olaralk satıın. alınalk zıorundadır. Tekmoloji katsa­

Tılan aşağıd!a olduğu ,giibi' tanımlanır-

aıJ ; ~ saınıayi ko~ooıun :kıendi üreıtıiminden ( 1) ib:iırim (1 TL) l iik gelır 

sağlaması için (j) sanayi, kol!unun çı~tısından saıtm alması gerek~i m;ık,taırm 

pal'al9a.l (TL. olarak) de.ğeriıdıir· Bu nedelll!l.e, 

al.maık rorundOO''lr. Sabit biır (i) değer;i · içi:n ( aii ) lerin toplamı (i} inci sa-

l 6) Ömüı1k, Mımet; Firmanın ıeik:on:omi:k ıkarartannda Le<mti'ef mıod.eli ve bir 

tek1stıil yüınlü fiırımasına 1\ey'~ulılı.nmaısı İ.T-İ-A- Yayıaıı 1979 ~- 46 Bursa 

(7) Leont :ef modeılin:iın genel vaırsayrmlan. için bu :konuıya yer vermiş herhangi 

bir iktisat kitabına bakılıaıbili.r. 
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nayıiiın lkendti. ü:re11iınind~n ı 'DL·lıkl gelir saığlaması içiın. ~inme duyduğu 

girdı1'eri:n toplam de~ olıruıktadl!l'". ~r (i) ıinci: sanaıyi lkolu \kar sağl-ayabiL 

liyorsa ya da en .azından ur ar etmi~, .bu ilioplam onun .Ç:ı!ktı değerilltd~n 

kıü9fik veya ona eşit olmak duırumıundachr. (Böylece, 

yazıılır. B:u ıtoplaın· i9in .eşi~lıi.k işareti ıdıoğnuı ise t-iınciı saına~ k.oılu ~lı, 

eşiti~ geçeı"li jSe b u sanayıi. kolu !karsız (maJiyıetine ii:OO'tim yapı;yıor) olacak­

tır. Burada, tüm (i:) 1ıer için ·(2) baığıntıısı.nın· geçerlll oldluğıu, ~i• hter firma­

nın ya !k!ar etti~iı ya ıda maliyetine pretıim yaptığı varsayrmı:nı:ı kaıbul edıilld-i­

ğiıni ıbe1i.rıtımel~· Böyl~ ıbazı sanaya •kollarmm mıııan.n.aı üretim yıapaıbil~ği 

olasFl.ığı.na yer verilıniemiş Otlmaktad.ır (S) . ,Bu duıru.ma i leride yeniden değini­

l ecaıctiır. 

Şim-d!i, · eğer (A), elemım'lıan (ıa ; J) olan (nXill!) matri&i. vıe (iE) tüm ele­

m-anlan l 'e eşit h:iır sütun vektörü ise (1) ve {2) koşUlolarını bunlar yard'ı.mı 

He, 

olaralk tıarumla!YQ'biliriz. 

a~o 

AE ~E 
(3) 

Sanayi tko1laırırun :giıidii~.ri.ru 1bu •b]Qimdıe _tanımladıktan sonra çıiktılannı da 

tamml~ çaılrşalıan. X. , (i) inci sanayi kıdliunun çılktıS:ıımn TL. olarak: değe­

rini .1anıım1asm ve X = (X1 , X 2 , .. ; ...... ,X .,) ~tH sanaıy'.L daUarıann çılktıılaınnı 

tarumlıı.yan satw vteıktöru olsun· Ekonomihi.n, (X) velktörıiiıniiın elemanlan olıa'­

rak verlllten ç~l!lıaa-lta işl~bilmesi .için, :(i)· · ınci saına;yi ~ınun (j) imlci saınıaıyi 

Joolıu çılktısmdan ibir X1a11 
miktıaıruıa ilhtiıyacı oltacaktır. Bu durum tüm 

(8) 'E·J .Ootgan, J .G•Kemer;y, G·L·Thompsıon; R·Z.Noı:ma.nı; J .i4Snell; Mbdem 

Matematik Metodları ve Modfeılferd, LI. ç. N~be U.ııgören, MiıLLi Eıitim 

Basımevi 1<968 ıfstanbul, s~ 202 

136 



(J, j = 1,2, ...... n) dieğerleri ~in geçerlid:iir. Bwıa göre, ömeğıin, (j) ıinci sanayi 

kolu, etiğer sanaıyıi ılrollaırmm gereksinimlerini kı<N'şılayabilın~ )çin 

değerinde ç~ı üxeıtrnıeıs•1 ·gıerekmıektedk. Bu ıbir velkıtör olaırak !kısaca, XA §ek­

linde yaz:rJ.ahlli!r. 

Bi'r cloononrinin, sade<:e sanayi :kolJ.a;rmın .birtbi.rlerinıin ili.tiyacı olaını girdhleri 

üretme!kle işlerli'ğe kıavuşamzya:cağ"ı. aıçıktır. IHemen hemen heT ~ kolu 

nihaıi tUkef.im içiln de üır:e1üım yıap~r· Karşıt olarak nihaiı ıbiikıetim lç.in 

üretim ~pan llıi!r :filrmamn ıüııettiği. :bazı ıaramaıHaır da ibuilıunmal~ta:dır· Şimdi 

sözkonusu -e1ronoıniaı.in (n) sanayıL lro.lıund:an hwbirİ.nini çıktılarından bir 

Wı (i:=1,2 . .. ...... n) maactıarmı nihai- tOOtetiıın için ürettiığini die varsaıyımlanmıza 

.eıcleyeldm. W= (W'l, W2, • • • ••••• • W.,) vektörü ibir tük et ian ve~tömi ·o1ara.'k winıt 
Jeıidiri>lebilir. Negatilf tüketim o1ımaya.oa:ğı dçin, 

' 
(5) 

dır. Bfr elkon.omLde· ilietimre tüıketim diemıgeı<fu olkl:uğu vansaıyımı gere~tnce, 

X=XA + W . (6) 

yazıılaibHmesi ıgıerekımekıteıd.i;r. IBLIIIlıuaı anlamı; Çıktll ~:rıiinıün, sanayti. kolları 

oo-asmc:aki talıep vek.töri! He nihai tükıetiım V'ekt'örıü toplam:ı.rnı. ~şit olduğuıdwr· 

(6) eşitliği, 

X (1- A ) = W (7) 

şeklinde yaz~llabi!liır. Bu oon eşitimk (n) ıbiljnmeyıen.I:iı (nı) dıen!klemden Oıluşan 

•bir siste-mf tarumlamalkıtad'lıl"'· Bu ıdenk.bmı: sisteminin çÖ7JÜ:m V'eidörü, 

xı = n ...:.... A) -ı . w (8) 

ol~adJ>r. Ancak ekıon<Xmıilk açıdan ·anlamlı olmaSı i~ (8) çözüıriılıerinin ne~ 

gatif o1maması gel'eikımeıctedir. A~ıd:aı, ,bu nıiteı:tktıe ÇÖ2JÜ.mle.rin eldle ediil.~i:J.t­

meslnin ~rek: ve yeteır ikıoşulları <A ) tıeknolx>ijiık matııisiın.e .hli-şk;in ol~ak ta­
nunlıanıacaktM-· 

3·:?1-- Negıatiif Olmaıyaın Çözümlrerin Varhğı Koşuılilan 

Bu :Jroşulla·rd'aın i'llk.i (8) çözüm v~ de göriiıl.l(],üğü .giibi (1-A) mat-

risiınin ibi.r tıeıııs matı-ise Sıhllıi.p olnias.ı koşuludur. 

İkıinaisi, · (1-A)·- 1 ma.tris:aı:n hiç .bir .bi'le§eni nıegaıtiıf olmama1ı.drr. Aneaik 

o zamar.. (7) s~n her W velktöru için n.egaJtif olm~an ibiorı çözÜIİlıü ~-
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caktır ( 9). ( 1-.A) · t matrisinin negatif olım:ariıasını sağlayan lkPşullar ise ŞU 

teoreın i'lıe tanımlanına!ktaıdlr. 

Te-o.rem. a- Biır (A) stJokastük: maıtrilsiınde liıın (A) =(O) oLuyorsa, ıbu ~-

n->· c:o 
tim~ (1-A ) matrusmin negatif ofuıayıan ıbir 'bers matrisi ,vmdı.r· 

b- Anelik ve y;alıruz 1im (A~ n = (0) fure, sonsıız ~ 

D- J. <X> 

1+ A+ A 2 + .. ..... ..... +An+ ... tıopkunı yaıklnsaktı·r· 

Teoremin aspah içiın aşağıdaikr Ö2Jdeşliği gözönıüne •hm . 

0'--A) (l +A+A'+ .. ... ... .. .. + An>= (l-A01 > (9) 

bu:radan, 

0+ A+ N= .... . ... .... -/-Ao..)=(f - Ar~ (1 - A 0 + 1 ) (10) 

elıdle edi!lıi:r. Bu son eş1tliğiın ikinci yanında A >, O oıld'u~dan her (n) için 

An>Ü olur. Bu nedenle l - A 0 +1,(I olUT. {1 - A>-ı>o kaibul ed:iıkliğinden, 

(1+ A+ N+ ............ +An)<(l-A)·' {ll) 
yazılahilir. Bu 'bağmıtımn -birinci tı:n'af~ yı.mard!aı'ki! SOMuz seriniın Hk .<n) te· 
r.i.minin kı.smt top1amıdır. (1-A)-I ·gilbi son•lu ve pozitiıf 'b:i!r sayı ile üstten sı­

nıırlı oldıuğuiıdan hu seri tyıalkınsalktu. Ayrıca, .böyle bir serininı yak.ulsak ol.ıa:­
ıbilmesi ,anoalk ·Iıiro (A)n = (0) olıdıuğıu zaman miimkiüın.dür (lO). Diğer yıandan, 

n - >, c:o 
!~m (A)n sllfııraı yaık!ıaştığında (9) özdeşliğinin her ı!kr y.aınıınıdallti determimınt 

ll- > C:O n+ ı 
değe~re!'iı gözönüne -aılalım. n - > ~ için sağ 1taraftaıki (1-A matrisi: (!) 

matrisine yaltlıaşır· Y<aiilli, 

olur ve detenninant değeri' de l 'e ~Iaşıır ki bu pozitif ib.iır değerıdiT. Aıyru. 

d'ui.'Wll ,öroeşliğin sol y.aını içiını dıe doğrudur. Şu hal!de (1-A) matlii.sinıin sıfır­

dan far:klı biT deteıımiınaınıtı vıar<W-, hu ınedıenle de hi'l' -ters matrilsi olıa.oaktıır-

Bu ters matris (10) num.arolı eşitliOt.ten görüleceği ,üzere, ,(l+A+A'+ ........ . 
+An) soınsuz serisi: olmaktadır. Bu serinin 'hiç biırı elemanı negatif deği'ldıh-. 

(9) Burada W dıış tal~p vıelktör>Ü keyıfir o1all:Ulmekte, bu nede.nJıe (7) sistem-i 

genellilkle ~omogen bir deıilldem sistemi olmamaiktadJıır. ZWa homogen biır 

sistem: için lwşullar dıeğişMjr. 

(10) liıın (A)n = (()) olması, (Ab.n matııis.i.ıüın tüm elem.anLannuı aıyn ayn 

n-> CO 
sıfııra gitmesi· ıaııl>amıtıra geliır. 
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BöWıleoe {1- A ) nın/ negatif olmayan b k teTS matirse ~sahlıp ol'Clıuğıu k!am tlan­

ıru§ olu·r· 
1 

ib) Eğer l+A2+A2+········ · +An + ······ serisi yaıkıssa\k ise An sıfıra yakl.a-

~caktır, veya dilğer ·şeıkilde An - > O ise (.a) dan dolayı b.1:r ters ımatris va r ­
-ı 

drır, ( ll ) den ~Yl y.alkınsa:ktıır ve { 1-A) 'e y.alkı1a.Şl!r . 

4- Midelm !Bir M:aııikov Zinciri: :llçine ,Yerleştiriı!mesi 

Yiuürorıdaı stokastiik .bir mıa.<tris lbiçiırnind~ taruml:a:nabilece~ne lkısaca değin­

diğimiz iLeontief .modlelmin n e .zaman poztif çözünrle r vereceğiıni biır teorem­

den yal1arlammaık helirlemeğe çaılışt.ık· Leontiief modelinin pooıi:tif çözümler 

ve rmesinin ·~ ve ~ter koşullannın ibu piçimde açılklıaanşı (A) mırtmisinıin 

çeşitli ikuv;vetlıerinıinı hesa~:ının zol'1uğu ve: ekıonorniiık. yoruma elverişli 

olmaması nedeniİ i le ı)"E!terıiınce açık ~ u~~bi<lioc- ıgörünmemelktedriT. Modeli 

ibi:r maırBtov zincimi: il;i.ne yedeştirrnek mode'liaı oo. ·zaman ıb'ir ıpoziıtif çöııümü 

old~u saptamalk ~in çok önemli ıbk yöntem elıdıe edilımesine olanalk sağla:~ 

1Jlalk.tadır. Buır.aıda Leorrtief modelıini ıbir maıilrov zinciri içind-e tQrumlamağa ça-

1ışacağlll. 

4-1 - Te~ıojıilk Kıatsaıy:ılıaınn, Stokastik Matris IElemaınlıan Oloım-ak 

Tıarumlan:ması 

Elemanılan a.ıJ Qlıan A k arre matrlsinıdıe iher bir SSJtın tıQpllamı o'l•an, 

(12) 

ise lbu mıaıtris marilrov ı:iın.W"lıerinin geçiş o1ası1ıklan (ara) matr.isi olaTak göz­

önüne ralınaibiJıir. Ancak :bu durumda (1- A) mams~ singüireriıdiır.. Yani aynı 
mertelbedieın ıdıetermi.nantı sıfır olur. !Bu ~i.:ndie ise ( 1-A) nıını tws matr isa 

olaırmyaca·ğın'Clıaaı (7) !Cfunkleım sistemıini.ın w çÖ7ıÜm.ii ıbuil.uınamıyacalkıtır. Bu ne­

denle bundaın somıaı bu ıdıuııuanaı meydan vermemek ·rçiın ~ece en arz; bir karlı 

duııuımu .bullımaın, yani' en az bir satır e~ top-1amı l 'den kiüç·ük olan, 

(13) 

modelleri: ,gözönüne alacağlız. Böyl~, ilm' !Leiontiıef modlelini.n mıaııı'kıo'V zi:ncil'i 
1 

a§ağıda~ özıellilklere sahip olaoalk;tır. 

a) (M)• maıikov zincirinin durumLan Leonti.e'.f mudellni:n (n) sayıdalki sek· 

törler .aırası fuktör akııını ile banka durumu olıaırıak mtel~ :bir (n +l) imi 
ek ıdıurumıdiaın ~barettir. 

b) (M) m.aT"loov .zinc.il'linin geçi§ olasılılklıa.n matrıisi! (ara ımatıris) eııemanlan , 
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{j:: ı,~. • • • el\) 

ve nihayet 

P n + ı, n+ 1 = 1 oJmaktad'ı.ır. Buı elemanlardan ol'UŞall P mıatnisi 

açık oLaralk ~ösVerilmi§t.ir;· 

St s,_ S· Sn. S"+' 
l 1'\ 

s .ı ... 11 812. 3ıj 11ıll ı- :r. •ıj 
j::.l. 

s2. az.ı ~22. 3zj ~21t 
1\. 

ı-ı:. 
. j:o.ı " 

~2j 

P=- ..... . ................ ,. , •••••• ,. ~ ... . .. .. . . #'>., •• 

si &i ı. ~iZ 3tj &in. ı-
n 

~ 
J:Ol. 

'ıj 

• • t. • • • • . . . . • • • • • • • "f Sn ~lll. .1\2. anj - 8 nn ı- ~M 
~:ı. 

s~ o o o o ı 

YUkam laki anatris daha kısa ıbiır biçimde, 

t:· ' 
r ... t ·~ • 

' Jae 
P::- ı .. • • • • . 

o· 1 1, 
1 

.. 

şe!ldin.::l~ pe gösterilir· Bu şelkiılıdJe tamımıanan maa'l«>v ziınoirini <aşağ'ııda, nlduğu 

giıbi: yoruımlıamalk ger~ekteıdiir-

i sek~Dü, ikı.rllanmaık fue.re sıağlıadığı ı TL-lı1k •kaynağın (a1/ kadm-ım 

• ·p matrisini biır Ç!Oik 'ka:ynıaıkta oldıuğı.ı ve bizim dıe haıştanafta 'g.österdiğimi-z 

gibi, 

: \ - ' ' 1 '[ ... -........ 
P- f - ı 

·= . t~ ~au ı-
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1. nolu sektörden i!hfWacı olan faıktörü ~ Iiçin, (aı2) ilmdaı-mı 2· nolu sek­

törden ihtiyıacı olıan faktönü almak için, ınıihayle.t <a,n ) ik.aıdanm .<n) nolu 

sektörden ihtiyaç olan LaiktöliÜ ·~ için sar::fet~d'ir. 1 TL dıaın geriye 

kalan ınıilktar (eğer kalmış ise) f .. ~ a ij ise, i, se!kıtö11Ünün, bankaya . tjo& 
ıyatıroığını vaınsaydl.ğımız am.n ıolmalktıad:ı.r. P aıra matrois·in ISOn satırmda so­

:1llll1cu 'el:emaıt dı.şındoalkiı elemanların tüınıü.nüın sııfır olması banb durumu ola­

I'alk ıad.l-and!uıdı.ğımız buı (n+ ı) in"Ci d'uırıwnun 'bir emen dur:um oldiuğunu göster-
' 

mektedir· BU!Il:tın aınkmB, 'baınikıanm paırWJ. aklı,ğı f.ak.ıııt haxcamadığı şeklindOOıi r. 

BaŞka: bir tanımlıa, :<fiğıer duruın1anıdıan banka durtımuna ·giır~ mümkün, aıncak 

o durumrdian çıikış m'Üm!kiin olmamaktıaıdıır. 

4.2- !Neğıatiıf ol!ın:aıyOO. Bıir ÇÖZÜ!Ill!Ün: Kıoşu;llaırı 

Şimdıi (7) dıenklem sisteminıiiı ıo:e.gatii olmayan :lıir çözümün,ün ibuluna'bil­

rnlesi için, ·gerek ve yeter koşuNoarn iki teoremden yaırar~raJk: iki - aşamada 

saptamağa çalışalım. 

Thorem 1- Ancallti 
1
ve yalruz M mai:ıkov zinciri içinıdekiı herhaıngıi. bir du­

mıımıd!an ıbanka durumuna giı~ <·bir ve.ye. d~ 90'\t ~) anüınkün ise 
D 

(n) ıbüyifdiiikçe A sıfıra y.akliaşır. 

Teoremi. ispatlımıak için, 

matrisini gözönüne alaılım- .Bu matriste (•) işaıreti ile gösterilen elemanlar-dan 
a n 

en .arı: birjsiı ~n~iır· A 'in ~ıra y~laşması ancak P 'de ron sütun eleman· 

lannın l'e diğer -~ütun elıemaınkıirınıın sıfıraı yıalt1aşması ille ~ olıur· Bu 

scm:ı~nçu ~ ise, ~laınıgıç durumu ne olurşa, olsun, ancak :Qllarlrov zm· 
ciri biır ~~ durum ile b,itersıe 'Oil'taıya çlka,r · Buı ·aa. ygllnliZOa ih~r'hangiı bir 

durumdıaın !banb durumuna gjıtanek ~üın1p.iin alıd'ujuınıdla. doğ,rn.ııdur- fBö.ylece 

teoi'elll ispatl.anmış olur· 

TeOrem 2- (7} ıd.enlklem sisteminin ancak ve ;yalmzca·, eğer !Jeonıti!eıf mo­

deli ile iıl!gili ınarlrov zinciri! emen ibiır zi!ncw ise negoaıtiif olma.yan bir çözümü 

vardır. 

(A) matrisi (3) koşulılannı sağla.yıa.n bir matıis ise, ~ ve sakfuee -rlgili 

maricov 2linciri emen biri zincir iŞe ve tek emme dunımw olarak ( Sn+ı ) 
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baaıata .du.rıumun.a sahipse (7) denkllim sisteminin h'er ( n > O ) için negatil 
olmayan çÖ'ZÜmlleri 'bUiıuna:bilir. Eğer hix emen zincir için tek emıen d·ıırum 

( s 71· + J) ise, ' 
-ı 

<l-A) =N 

eşit'1iğini sağlayıan ve negatif olınaıyruı bir N değeni 

X= N. W (19) 

4.l- iDu.rumun Ekonomilk Açılklaınışı 

(18) 

- Yı.ııkanda!k.i. sonucı.ıın ılıasit bir ekooııo:m.ik yoruınu yapvl:aibilir. Bu sooıuç heır 
i , 

C Si ). d'uırwn'llllda.n (i= 1,2 ...... :n) ıbaınıka dlurumun.a ulaşmarun ın:ümllcün oldu~ 

ğunu ortaıya .k.oyıar . .BanJta. d'UrUIIluna ıı.ı1aşnaik ilk iı Şetkilde mümkıün olnmk-tıa.dır· 

1- ıRankaya dbğru<ian u'laşan dıuınumJ.aır ıkh bunkı.r ~arlı seGdöıılerinı durum­

la.ndu-, 

2- Banka.yıaı bir kArlı. SEktör amcılığı ile ulaşan durumLaırıdi!!f· Yulkıarıdaki 

sonıuç J:ııer "karsız endüst;rinin bir :karTı end'üsbri aracilığı ile baJYk.a> dillTWnuna 

ulaşma1k -z()J'lU!ldıa olıdu~Jun,u da. göstern'leld.tedir. Bw :nedenle Leo:n.tief m'Odelinin 

bi:r .maır'lrov 7liru:iri ile tan.mılanmtas.ıınıo... temel Jroşı:ılt]aır;dan .birisi ınodielde- ye~ 
a-Lan herbir selktörün yaı ikalı o.lma.sıı y.a ıd'a k{l:-11 biir sekıtqrfe lbaığliıı olıınıasldir -

Örneğin, tüm SEI!rtörlerin ~ i!rektfu:üne 'bağlı -olduğumı ve eınıelk s:eı~ün 

die lkaıılı ıliiT sekıtör olduğıımı (~.ğ!e askari geçlın ııeviyw .merinıdle üore.t ö- . 

d~ği ,aniamma. ,geliır) vıarsayarsak, ~usu 1;;enıel ~()f}Ul~ sağlanmış 
ofur ve tüm talepler yerıine getir.ftebi.liıl" (ll)· 

!Eğer ~rıdaki. koşu(l! Yıar.me >getirileınetı ise ekonomi mümkün :talı!ıplerin 
·b.iır !kısmını llda!rşı];a;rama:z. Böyle bir dwıumdlaı ekaııomin~ ~ine getirebileceği 

taleplerin ç-eşitleri nel'eir: olabtlir?· Önce hiç bir karl'ı sektörıün olmaidlığ~ durur 
mu :elıe ıalıa:Imi. Bu,· her sektöııün, fuetti:klerfnin tümıi.inıü k-endi üretimlerinin 

girdisi ıolıallalk •kullaıup hiç bhr dış ta.lıelbi: :karşılay.an:tadılk:ları anlamına ~leoek-

1ıir· Bunun ispaıtı lknlayrl'n'ı. 

Eğ-eır, ılıiÇ kAl'lı sEiktör yoksa, ibuı talktiTde (A) matrisindie her satır toplamı 

l'ıe eşit oiuır. Bu nede-nre, 

~=E (-20) 

(ll) Kemeny id1n G., Snetı J-Laurire; Finit.e Markov Ch:a.in;; 

Van 'Nots.tııand' Rleinooıd: Oompamy 'New York 1960 

sı. 200-205 
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dır. şiındli, (6) eşitliğinin ikıi yıanıau da (E ) ile çarpalı.m. 

X ·E" = XA. E + WE (21) 

olurr- AıE = E olduğu için dıe 

XEI=XE + WE (22) 

uLıup, lur.aıdaın WE= O sonucuna vanlır- (Bu sonıuç tıürn taıliep1er toplamının sı­

fır olduğu vıeya hiç ibir pozitif ıtaleıbiın karşıl.anaınad:ığt anlamına geüır· 

Şimdi ıdıe yıu!ka:rlJd:a ,belirtilen tem el •koşulun ih la.l edii·lkfi'ğiınıi yana·, markov 

zinci!r.ın:i.n. t ek illir emine: dıurumun.a sa:hiiıp olmadığını va·rsaoy.alıım• Bu dıuruanda 

( S 11 +ı ) dıen. baŞka biır <eııgodıik küme olması <gar;ekiır. Yani, hiç ,biri karlı 

olm ayan ve gıruıp dı.şı;nıdıaki .h iç bir se!ktqre J>ağmıılı ibulunı:n:aıyan kapalı bir 

sektör gıııu.bu· olıması rgerelkir. Bu sıınrltan olan se!kıtörlıeriın lrumetsini y.ani 

( .; n + ı ) iın dışındaiki tüm eııgodik kümelerin billeşimini alaJım. Bu seiktör-
·-

lrerin (A ) ailıt matrisiı ~dm gibi 

AE = !El 

özelliğine sahiıPtia- ve bu yıiirLde.n hiç ıbir dlŞ talebi •karşılayamaz. Böyle olunca 

da •bu sektörlerdleaı oluşan oopyEUmin biT '€1konomi, selktörlerin. üretti•ği .maııa~·a 

olan diş ıtıalepreriın hiç hiriın:~ karşılay.amar.ı:. A 'j'llll zaman da üretimlıeır i' i:çlı1 bu 

sektörler biırbirle:ııinden de girdi saığlaıyamazlaır. 9ilırlcii, böyle birr durum dahi 

kapalı sek törler içm dlş talep niteligindıedir· 

Fakat, eğJer ıkıars1z sektörller •kıapalı ·grrulbunıu ve bı.mlaıra iba,ğlı sektö~'lerin 

tümünü mıood'clden çılkaırtı.rsak ger iye kalan &-."iktör~r (eğer klalırsa) •koşulu 

sağlm- ve mümlkün >ta.Jıeıpleri lka:rşılai,Yaıbiılirr· Bu sonuçlar şöylece özetlenebilir· 

IEğ~ !karlı o~ıyıan ve 'hiıç biır karlı sektör-e d!e ibağh olına;yan. ~ektöırler 

varsıa •bunlaır ve hunLaır.a bağlı oJan endıi.istnilter hiç bitr dış tale!bi karşılayamaz· 

lar· G~ri lkia1aın sektörler hwhang~ ibiır dış tıaıe:bi. karşrl.aıy·abi!liırler. 

Harı;gi selktörlerin bir dış talebiı !k.ar-şılayıaıb1lieceğin:il bulınıalk iÇıin a.şağıdaki 

ko~ aJ,gori:tma diurumla~rm sımflandınlm.asıaııdıa 'kıuıl1anı1aıbilmektedir ( 12 ). 

a- (Al maıtrisindoe .elemımıl.arı toplamı olan her satır 

işaretl;cnıiT· Bu satırları- kar1ı sektöırlıere kıaorşılılk. gelmı dU'l'Umlardı.r. 

b-- İşaret1e:nmiş satı.rlarl.a aynı iinıdisleri o1aın süturusır işaretlenk ve bu 

sütun1aırm içiınıele poziıtif elıemaınlan olan s:atır1aT yenıiden lşaretleniır· 

c- (•b) deıkıi iş1em hiç bir ~emi saıtırr lkalmayıncaya ikaıd~ devam ettirillk 

.B,ı işLemlerin SIO'llunıdıa ŞUI ilki d'uırıuımdıan ibiri ger9elklıeşmiş olacaktır: 

1-- Bütün sıa:tıııloar işaretlenmiştir (maırkoıv zinciıri emen biT zim.oiırdiir) 

r 12) Cog.aın R J. vıe diğerleri A ·g·lk-, S· 208 
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2- Bazı satıi'lar işareUenmemiştir. Bu taktiırde markov ~ciTi emen bir 

zincir değild'ir. 

:Yıtikıarııdaki. a·1goriitım.aıy.ı yoruanlam:alkı zor olı:namaıktaıdiııı:. (a) adlım1 öyılıe du· 

rum!l.an ta.runillıaırki bıu dıuııumlann heı:lbirinde.n sıaıdıece biır aıd.iı.mdıa: barıJka. du ­

ınım'lllla gitmek (erişnelk) müınlkıünd~r. Bu nedenle, eğer ('C:ı ) <;Iurumu ortaya 

çıkarsa .ilgili marko.v zincid tek emıme duruırnlu , (S n+ 1 ) emen bir ziaıcirdıir 

ve negatif olmıayran herhangi ibir diış taQep ik!arşılanahiJiır. 

(ıb) ıadımıinm işaretlenıdlirıdıiği d'll!rUlllJıann heııbirinden. örııcedlen i~tlemni~ 

bir duruma (a adıımının işaretlend'irııdiği d'ı.ı.rl.lm!larn) bir adımdıa gitım;k mü.mr 

ıkündür· Bu ıned!enle, (,b) n1n işaretl'ediği d'u.rumlıaroan ıijanjka ÔUTU!Inl.llla ancak 

ıbi.rden ~azla ıad'ıımla ıgiıbnıelk: .ınfunkıün.dıür. Bu ibiçimıd:e doe ol5a (A l m atrisinin 

hütıün satırlan i~aretleruniş .ise markov :Zıinclıi yin:e emen lbi:r zmcir olıup sek· 
.• 1 

tör ler ·herhanlgi biır dış tal~bi ika:rşılıa<yabillirler· 

Eğe:: (C2 ) d'ım.ımu ortaya çılmrsa, işaretlenrnemiş sı.Talar (A) ma trisind.e 

toplamlan ı·e eşit ulan ( ;>- a 11 = 1 ) k§.rsız ikıaıpalı saktör gruplanına telkabül 

edlerler· BımJıaxa bagJ.ı olıaın durumılları dlaı (ıb) yil tekmr telk:ııar uyıgulay-arak 

ıbelii\rlre~b.i'liriız. Bu tür satıriara tekrubül eden sektörlier ibi:r dıı.ş talebiı .lkıarşılıa:­

yama2lar· 

!Böy·lece, elkonıomlııin hangi sekitörlerinin hangi ~ talebi kıaı:;şılayabilciıeği 

.wrusunıa ıb.u algoritma ihlr yıaınııtı s-ağlamış olıur- Al.gıoritmıa çdk gen.:ış kapsamlı 

matrisl~ ıiçiln dahi lrolıaJyl'ıncla 'U'Y'~looaıbiliir· AŞa·ğı.ıdıa heııha'lllgi ilki Leontiıef 

modeli (A) matrislerinin, yuıkıandlaki a.}goritmayaı göre işıaTetlenişi görülmekte­

dir. 

ı ı· o ı X , ı o o ı x. 
t3 6 3 ~a ı 2 4 xf8 1 
ı ı ı X o ı o ı o -2 3 2 6 3 

A.-
ı 3 ı Al- o o 3 2 

5 5 5 o 
Xb 1 

5 5 

o ·O 1 ı Xb2 
o o ı ı 

-2 2 2 2 

(25) '(24) 

Algoritma ilk ma~i&iın <Aıt> bir emen Jll:Mioo.v zinciri yıeırd!iği;ni, A2 niın ise 
bir emen zinciır vermıediğin± göste.rlr . 
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Hiç bir dış tal~bi karşılıa.yamaıyan sektörlerin ekonolll!İttl.j,n gerellts>iz 

l.ümiinü o1'u§Vuııdluğu ıdiişünces:inden ha~t ederek böyle sek törlerin 

nara bırn!kıl<blklaırını, yıani mod.lelie alınmadtk1anını varsaıydı~mııız 
-ı 

( ı-Al m atrisi vardır. 

4.4- Se!Mörler .Amsı Para A.kliill 

b1r bö· 
1 

bir ke­

talktirde 

ZaTar eden sek tör1edn model dışı ıbırakılıdıklarmaı tekra·r işaret e<ttikten 
sonra, burad!a şu soruya yanıt, . ge:ti·rmıeik ist iyoruz. Bir mıüşteri i Sektörüne, 

siııJariş oetti'ğ~ maJı lkıaır.şı.fuğı olaııa!k ı TL- veııdıi~i zaıman ıbu ı TL. çeşiılli sek­

törlere hangi miıktarlıarda ulaşaoalktır? 

ş:mdi tek bir '€1ffien ·durumun (/banka dtıliumunurn) gıözönıünıe a!Jmdı~ını 

v<ıTsayaJ ım. E1iımıi.ııd'e i'mci ıbileşeniı ı , di:ğer bileşenleri sıfıır dlan bi:r Wi· talep 

ve'kt örü lbuiliunsun. 

Bu t aktirde, 
- 1 

X = WiO-A ) = Wi. N (26) 

eşitliği ·basit olm-ıak (N) matrisiıni!1 ı'inci: satrrında:n :i:baııet olur- iBu dıurum 
(N) nin eleman'l<!Kına dıoğrudanı .bir yorum sağlıa.mc&taıdııT. Bunıa göre ( n .. ) 

ı J 
(n 1J E'N> i s-e!ktöri.iınıe ~apılan ı TL-~ siıp.aıiişiı karşılıamak için j sektörünıi.iın 

üretm~.;i gıereken milimarın parasal d~ğıeriıdiir ( 1,3). J enıdiiıstrisi (1) bi.r.iml~k 

üretimindlen P. kaidar k ar sağlıad1ğmdian yıUkıanda sıooıduğ;umu-ı: oor unun 
J,n+ ı 

yanıtı şöy.lie olacalktır: 

Eğer- (i), sEiktörünıe ı .TL. verilirSe ( j ) s~rünün karı n .. P . olur-
ı .r JO+ I 

Karlann tümünün toplamı: 

f "rı.PJ,"+'• - Pn.,,~, ~ l lll) 
<liı'· [ Çiiınllcii P , te!k emen ( ıbankıa) durumudUT ]. Bu :::onıuç, tüket id ta-

n:ın+ı 

rafmd'an yapıJ.an ı liralılk harcamanın lkft.r eden sektörlerin mn o·banı!k ban:ka 

dıurumuna intilkjal ,ebtiğiiili gösterım1:!k~iır. 

Buna ha~lı biir s:>ru da; (i) endıüstrisine: ı lıhıalıfk. <bir ıs~pa.riş y.~ı~dığında 

bunun t üm en.dıüstri daUarına nıe k adar b i;r ıüretime y.o1 açaca,ğrd'ır? (i) sek­

tönüne yıaıpılan bu mliktar sipaırişin (j) sektörü.nıdle ( n . ) kıadaır \nretıime yıol ça­
l J 

tığı yukar:ııda :belıiııtilıdi. Diğer tüm endli.i'stri da~rında · ise toplam olaralk, 

"-~ nu •tı 
J:ö l . (28) 

ka:da1r .üretimıe yoıl açar- Burada ( tı ) , 

03) Bkz. :Şenıel Musa; Ma tematiksel İlktisat; ~tThA.. Yaymı no : 187/118 s.211·2 ı6 
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NE = T (29) 

eşitli~ini sağlay'an (T) matr.i.sin:in (iı), inci bilıi!şeni oJ.mı&ıtadır. Bu bi~ nor­

mal olar~ !'den çak ıcfubıa, ılı~ (t. i > 1) ofur. W kadar ıbir sipariş veni.Mt­
ğind'e meyıd:ana gelecekı tıop1am üret~m ise, 

WN1E = W T (GO) 

olmciktaiehr· Aşağıda bu aç.ılkllamal'31r ıbir örnek üzerinde ko laıy 111kılıa iıl.enebi:le-

cektıir. 

4-5- (8~ Örnek U~l:ama 
Altı sakıtörlü bir -e!kıoıromiı i9in rte'kınolojiik .matris aşağıdaki (A) matrisi 

olsun. 

SJ s2 s, s4 Sı. s6 
-s, 1/4 o 1/4 o l /4 o 
s2 o o ı o o o 
s. o 314 l/4 o o o ( 31 ) A= s4 o o o t/2 o 1/2 

s. o O• o l /4 1/4 1/4 

s. o o o l/2 o 1/4 

Bu m atrisi b ir ,-~ oLasılıkları (stokastiık ) ma~isine qqnüştürelim. 

s. · -s .ı s2 s. s4 36 s, 
Sı 1/4 o 1/4 . o· ~Y4 o l /4 

s~ o o ı o o o o 

s. o 314 l/4 o o o o 
P= o o o 1/2 o 1/2 o ( 32 ). 

s. 
s, o o o 1/4 114 1/4 1/4 

86 
o o o 1/2 o 1/4 1/4 

87 o O· o o o o ı 

P matr'..siınin son sütunundan · (ibu si,itun 1- ~ aij elemanLaırından oluşmuştur) 

S.ı, S.; ve .S6 saıtırlıarı.nın kaı'lı endüstri kollarını temsiılı ettiği· görülmektedir. 

Daha önce .açikladı~umz basit ıalg:ıırritma, 8 2 ve S.. ~örlerinin hi:ç lbir dış ta­

lebi ~ılayaımayacağıru, ~nca, , (S-ı) \Selk.törıünıün kArlı bir sclctör olmasına 

karşın (S2 ) sektörıüne -bağımlı olmaısı ınedleni'Y'lıe (S
2 

canıen ıbh· duı:wnıdlT) S
7 

du-
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nımwıa erişemiıyece~ini, bu nedenle bu .ü ç d'urumun ıbk ergodik. sını! (kapa.Jı 

sektör'ler .grubu) olı~turdıuğıınu ortaya ikıoymalkıt:adır. Bu yiizden bu grup mo­

del dışı ıbıralkıl.ac~kıhr· (S4) sektörü k:arsız ,olmasınıaı Ü{,aırşın (8 6 ) sektöıiine bağfı 

olıcJu.ğıu için modıelde yer a'lacaktl'r· lDurumların sınrllandıırııJ~ı şena.ı (4ı,l) de 

görıü1mektedıi.r. (14)· 

(Şe!ldJı 4) 

K.ısaltllnuş geçiş olasılık~an mıa.tııisi olarak mimlendh.ıeceğiım.iz ,Yeni· p stokas· 

ük ma:trisi, 

s. 1/2 o 1/2 o 

So 1/4 1'/4 li 4 1/4 

P= 1/2 o 1/ 4 1 14 
( 33 ) 

Se 

s7 o o o ı 

-ı 

· olnııalktadıT. (1--'A) =N ma tm ıb:-esapılantt"Sa• ,(15), 

s. Sı; Sa 

4 o 4 
,.. 

s4 

N= s. 2 4/3 .f/3 34 

S a 2i o 4 

e de ediliır· Buradan, · NE= T ~itli.ği gereğince 

(14) Bkz. Keınenıy Jdhn G· Sne11 ,i. Lauriıe· A,g.k., s. 205 
(15) N'in hesaplanmasında (A) m.atrisi .yerine 

o 

A= 
gıeıııeğin.oe indirgemniş (Aı) ma.trisi tt~mmıştır· 

c D 
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( 35 ) 

sonucu buliuniur. Şiandıi, ~lıdle etti<ğimiz bu sonruçlıarı aıçrklaycıfuUirJz. Örneğin; 

S. selktörüne yaptl/oon 1 ıbir.imliik (1 TL·) 'Siiıparlş, _ S4 den 2, & den 4/3 V'e S 6 dıan 

8/3 olm~ üzere 6 hlrim.lilk (TL.) tqp'Joam üretim meydana gelmesini soağ'la>­

ma!Madı·r · Bu 1 TL.lılk siparişten 

!Ekonomide ıdlış ta:lelbiın, örneği nı W= (2,3,1) vek:t~ ile temsil ed!ilıdiğial!i. 

val'Say.aırsak, bu tıalktiırde çeşitli s~törleroe üreti:lJe.n miiktar, 

4 o 4 
W.N. = (2,3, l ) 2 4 8 = (16,4,20) 3 - --3-

2 o 4 
(36) 

biTim vlmalktadır. B u üç selkıtörün topl.am ,üretiminin parasa1 de.ğeri ise, 

W.T. - (2.3.1 (; ): (16+ 18+ 6) - 40 TL. 

(37) 
olıacalktır. 

Bazı IPrat.ilk sorunlar yü2'ünd.len :kesap'LaımaLar zor olabiılir· Buı ned.lenle çoğu 

kez elkonomi•nin parçalara aynlımış bir modelini oluşturar<ik ~zümlemeye git­

mek daha ikillaıy olıalb.ilmelkted1r. Eknnominin parçatanaıbilidik kıoşwl:u ise şöyle 

tamm1ar.a'bilıi.r: Bir eıuııüttniyel gi'UJp içfu'ııde Y:~ aLan herlıaıngiı bir enıdüsıtri, bir 

başka enıdiistr1ye1 ,grubun (veya kendiı gııuıbunU!n) b1r üıyesi vey.a ıüye'leri ile 

bi:rim -başına aynı talepleTICfu bulruınursa (ilm taktirde bu şelkiJJdek:i tüm emdıüst­

riler birim başına aynı kıarı sıağlaıyaca1kl.ıaırdıT) ellronomi selrotörloc ar'ıasmda par-
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çal<anabilir (16) . Ancak, ibu lkoşuhın ~ olarak gerçekleşmesi gen:ellikle ola­

naksızdır. .Bu dlı.ı.rumdla pa.l"çalramaı ıi~lemıi.ndtn yıaıpıla!bHanesi için mallwl yuvarla­

malar (yakın değerler) yıapılalbiUr. YuilmTıd!a ele alıdığıanız örnekte (33) no'lu 

(P) matTisi S 4, Sı., S6, S 1 olarak paırQalanC!!bil.i.i' · !Buna ıgöre ('P) matris:inin yeni 

" 
şeklini P ile göstıel"i4's€1k, 

1/2 1/2 o 
A 

p - 1/2 1/4 1/5 
(38) 

o o 1 

yıa:z.ı.Yaıbilıir · Bura'Cla, & sek.törıü.nıiin dlğer sektörlerden tıale,pleri S6 selktöırün.ün 

taleplerine .benzediği kıa:bu!l ediılerek s. sektörü s6 taıra:fındaın temsil edi!lmiş­

tir. s, ve s6 sElktörleri biır endiistri~el grup olar-alk .. hare ket ediyorlOOTniŞ gibi 

düşünülmektedir. Bu işlem end'iistfiYel gTuba dahil s ektörlerin h er.btrine olan 

taleplerin ıay.rı ayn hesapbırun!aSınıa ~Laımılk vermemeıkte, aneaik ~ba y~ılan 

toplam talebin elde eıdilebHmesane ıolıanak vcetrmektedir. Bu ıda, 

4 :] 8 
" T= (39) N - 2 6 

-
olur. Örneğin, 

i, - (2,4) için) VJ • ~ - (16,24) ve 0 ·1'=(2 ,4) - :J = 40 TL. 

nuır. Göııüldüğü g~bi· gerelk fi:zikse1 üretim mi!kitarı ger~ parasal miktaır top· 
1ıa.m iıtlhaıri:y'le paırçalanmıaınış s-elktörler durıumunıdalk.i d1eğerl'erm C!JYtlı ol.maktar 

dır· Baş vurul>an ibu yöntem ibize, endüstriyel ·grıupkın teme1 unstıırlar ~larak 

alııp, modeli küçültme ve hesaplama.laırı koı1ay1a~tırma olan:ağı veren fıaydalı 

bir yöntem olmaiktaıd'ıa-. 

Bu .ııınalıi'Z, lk8.rlıı ;sdkitör için ibiiD banka diunum.u o1uşttmmalk, ;yıanrl: maııkov 

zincirinete bJMe:n çok emen d'urıumlıara yer veı-mıek; suretiyle ida!ba geniş ·:ıı:ap­

samlıı olaTak da. yaprlabilli.r. Ancak iburıuda, )konunun, amao ~ ölQliletde 

(16) Kemıeny, Joılm G·, Sne ll J. Laul"i.e ; A.g.nt., s.20~ 
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genişlemesinıe meyıdan verllll~nıek için lbw anaLize ıgirişilın;eınqtir· 

Sö:Ylece, maırltov zincirieti lkıuramıınm çdk ıd!eğişilk aJanliar.da ,uygW.ama iım-

kfuı,ı ibulumııbileceğini ve lbiTÇok ıddişilk: •bi"tgiıleıı ~laıyabileoeğint Söylemek. 

ıniimkün olmaktadır. · 
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