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1 2 GITRI'E

Markov zincirleri olasihik kuraminin sosyal bilimlere uygulamiginda, degerli
bir arag olma yolunda giin gectikce artan bir éneme sahip olmaktadw. Markov
zineirlerinin, bafmmih olasihklarin bir ifade gekli oldugu gbzonime alindifinda
uygulama alanlarmin genigleyebilme ‘imkény hakkmda bir kamya vardabilir.
Bir markov zinciri bilinen bir durumdan wveya durumlardan belli olasihikilarla
bir bagka durum veya durumlara gecen (ddniigen) olay ya da olaylarm ilk
adim (veya donemi)izleyen adimlar sonunda erigecekleri durumlarin olasilik-
larmi adim adum takipetme olanag: wverebilmektedir, Bu analize girigmeden énce
markov zincirleninin temel unsurlarma ve ozelliklerine kisaca deginmek gerek-
mektedir.
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2. STOKASTIK MATRISLER

Bir markov zincirinin temel 6gesi « gecis olasiliklar1 matrisi veya ara mat-
risi adi verilen stokastik bir matristir. Bu nedenle stokastik matrislere ilikin
kisa bilgi sunmak yararli olacaktir kamsindayiz-

Stokastk bir matris, markov zincirleri gercevesinde, bir dizi olaym belli bir
durum ya da durumlardan bagka durumlara gecislerini, gegisin olasihiklarina
bagh olarak tanimlayan bir kare matristir (1). Bir markov zincirinin tam ola-
rak tanimlanmasi gegig olasibklari matrisi dile birlikte bir de baglangic durum
vektori denilen bir satir velktoriiniin belirlenmesi ile olmaktadir. Ancak, ileride
deginilecek olan belli durumlarda, adim sayis: arttikea, olaym degisik durumr
lara erisme olasiliklar: baglangic durumuna bagh bulunmamaktadir- Bu ne-
denle bir stokastik matris dahi tek bagma bir markov siireci olusturabilmek-
tedir- Bizim burada inceleyecegimiz problem de bdyle bir ara matrise sahip
bulunmaktadar.

2.1 Bir Stokastik Matrisinin Gegis Olasibklarmnm Tanimlanmasy

Her biri B, B, .cccoverees iEm olarak isimlendirilmis bulunan M sayida
(m somlu bir say1) olas1 durumu igeren bir sistem gozonine alalim. Bu sis-
temide her bir durumdan digerine gecis olasiliklar1 P1j olarak bilinmektedir-
Oyleki P elemam:, E; durumundaki olayin bir adimda (veya bir dénem
sonra ) E; durumuna erigme olasilifi olmaktadir. Bir olaym belli bir anda
gesitli durumlarda bulunabilme olasiliklari toplarmi 1'e egit olacagmdan bir

m
stokastik matriste bir satir elemanlar: toplami olan = Pij = 1 olmak zorun-

j=i
dadir. Bir bagka ifade ile bu esitlik, bir olaym séyle ya da boyle gerceklesmesi
dlasiliklar: toplaminin 1‘e egit olmasmm dogal bir sonucudur.

Asagida m=6 farkli duruma sahip bir sistemin gegis olasiliKlarimin bir
graf ile aciklamig: gosterilmistir- Gecis yollar1 Uzerindeki ok isareti, bir a
dimla gecisin hangi durumdan hangi duruma oldufunu, Pij ler ise, bu gecisin
hangi olasiikla oldugunu gostermektedir. Ornegin, B, durumunda bulunan
bir olay bir adimla (veya bir dénem sonra) E, durumuma erigme olasilifi

(1)—Giilgilir, Fazil; Isletmelerde Faaliyet Arastirmalar; ITIA. Yaymi no:38-195
Istanbul

—Desbazeille J: Reséarche Operational; Dunod PARIS
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Gecisim Grafi Sekil - 1

P,,=01, E, durumuna erigme olasilif: P:,=03 E:; durumuna erisme olasilig1
P, =04 ve yine aym (E,) dwumunda kalma olasiligi  Pi,=0,2 olmaktadir,
Goriildigii gibi, stokastik matriste bir satir olusturacak olan bir durumdan
cikis olasiliklar: toplami (E; durumu igin)

Py +Pio+ Prot Pt PstPi=01403 +04402 +04+0=1 olmaktadur.
Her bir Pij elemam igin,
Pij£

vaziabilecegi agiktir. Simdi yukaridalki ’-gegigim];er grafina uygun stokastild
matris kolayhikla belirlenebilir. Bu matrise [M] diyecek olursak,
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Buna gore, dmegin matrisin bininci satin, E, durumu ile baglayan bir olaym
bir adim (ya da t gibi bir dénem) sonra difer durumlarin her birine erigebil-
me olasiliklarmi tanmmlamaktadir. Bir adwm sonra bu olay P,,,=0,6 olasirkla
E,; durumuna, sifir olasiikla (Ps,=Pi,.=Pis=0) E.,.E(; ve Eis durumlarma
ve nihayet P,,—04 olasilikla E, durumuna erigmektedir.

Genel olarak, Ei durumu ile baglayan bir olaym birbirini izleyen sonlu
sayida adimlar:i miiteakip hangi olasibklarla hangi durumlara enigmis olacagm
bu matris yandum ile hesaplamak miimKiin olmaltadir: Ornegin B, durumu
ile baglayan bir olaym 4 admm (veya 4 donem) sonra yine E; te bulunuyor

4
olmasy olasilifi, P,, olmaktadir. Bu eleman M' matrisinin 3. satir 3. sii‘unun
kesigtifi noktada bulunan eleman olmaktadir- Ayn: bigimde E. ile baglayan bu
‘ 3
olayy~ “ine 4 adim sonra Es durumuna erisme olasilifi P,s olup bu elemanda
[M]* matrisinin 3. satir 5- situnun kesigtiZi elema.. olmaktadir. Genel bir
bicimde Ei durumu ile baslayan bir olayin (n) adim sonunda (n somlu bir
* n

say1) Bf durumunda bulunmas: olasihifi P:i; elemam ile biliniyor olup bu
eleman [M] matrisinde iinci satir ile j.inci situnun kesigim eleman: olmak-
tadar (2),

2.2 Stokastik Matrislerin Ozellikleri ve
Ozel Durumlar

Burada, stoastik matrislere iliskin temel ozelliklere ve bazi ozel durum-
lara isaret edilecektir, Bu ozellikler ve &zel durumlar soyle suwralapabilir (3)-

stokastik bir matris olur-
b) Eger (M) stokastik matrisinin tiim satirlar ozdes ise bu taktirde,

(M)/ = (M) (n=12

r

(2) Bkz flhen, fsmail; Markov Zincirleri BIiTIA. Dergisi Cilt III No: 1 219
(3) A Kaufmann; Métmodes et Modéles de la Recharche Opérationnelle,
tom 2. Dunod PARIS; s. 386
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c) Eger (M) matrisi

y: | 0

SR 0 (1,2)

Seklide ise (burada A ve D kare alt matrislendir) A dcinde bulunan bir du-
rumdan D icindeki bir duruma erismek hi¢ bir bicimde olasi defildir- Bu ge-
kildeki bir (M) stokastikk matrisine indirgenebilir. (Réductible) matris deniljr.
Ayrica bu iki durum kiimesine (A ile D) yaltilmig (tercih edilmig) durumlar

ada verilir. Boyle bir stokastik matris ve onun gecigimler grafi agagida oldugu
gibidir.

e, ®2 33 e4 es -

. e 0,8 ; 0 0 4

e, 0,5 0,4 0 0 0

i

TR i Baalierte o ralit oy
o) | 0 10,1 0,5 0,4
ey] © 0 oyb Wy2 9,2
65 0 (0] 4 033 O!3 Ol4‘

L

e

Gegigimler Grafy
Sekil (1,3)
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d) Eger (M) matrisi (A ve D altmatrisleri yine birer kare matrisi olmak
iizere,)

A O
M=
LG D | (14)
Seklinide ise (’M)'I matrisinde (n) arttikca (n=12......... ) sisteminin D nin

igindeki durumlardan herbirinde bulunmasy olasihf monoton olarak azalir-
Boyle bir yapiya sahip stokastik matris icinde D durumlarinden A durumlarina
gecis miimKkiin, fakat bunun tersi miimkin degildir. Boyle bir durumun ge-
cisin grafi asagida goriilmektedir.

Gegigimler Grafi ;o Sekil (1,3)

e) Eger (M) matrisi, (0) matrisleri birer kare alt matris olmak lizere,

0 B
M=
L e S (1,5)
gekline sahip ise bu durumda (M) nin ¢ift kuvvetleri
A 0
(M)2 = (M )= (1=1,2....)
. 9 D (1,6)
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tek kuvvetleri,

0 B
(M)2it = (Mt )= (1=1.2)
C o (1,7)

sekline sahip stokastik matrisler olur- Boyle bir durumda siteme «periyodik
sistem, denilmektedir- Bu taktirde sistem,6 buw iki alt durumlar kiimesi araﬁr
ra bir salimma sahip olmaktadir-

f) Egar bir (M) stokastik matrisinin (n) inei kuvvetinde hic bir sifir
eleman: yok ise (M) ye diizgiin (Regular) bir matris denir. Boyle diizgiin bir
ara matrise sahip bir markov zinciri su ozellife sahiptir: Oyle bir N sayisi
vardir ki[birSj durumundan dige bir Sk durumuna N adimda gitmek

miimkimdir. Buna gore S; den S L Yo gidip gelmek 2N adimde miimkiin olacaktir-
2.3— Bir Markov Siirecinde Ergodik Ozellik

(M) matrisi, daha 6sce tanimlanmis olan stokastik matris O]IlhE:lk iizere eger,
10 " (W
R>co =

oluyorsa ki burada (M) limiti yine bir stokastik matristir, bu durumda sis-

tem ergodiktir denir. Veya (M) matrisine ergodik matris ady verilir. Boyle

bir durumda sistem olasibk yoniinden kararli (dengeli) bir durum ‘(stable en
: i

probabilité) ortaya Xoyar. Bir (M) matrisi ne indirgenebilir ne de periyodik

ise bu matris ergodiktir (4)

(4) A. Kaufmann, Agk, s 387
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Eger (M) matrisi tiim satirlar1 6zdes bir matris oluyorsa: (5)
o takfirde sisteme tam ergodik (Complétement ergodique) sistemy denilir. Bu
durumda, (n) yeterince biiylikk alinmak oksulu ile (n) adim sonra sistemin
durumlan sistemin baglangic durumlarmdan bagimsiz olmaktadir- Gercekten,

[P(ﬂ)] =[P(°)] o ["] g

esitlifinde n -~ 5> co icin iki yamin limiti almarak,

nis P = 1 {["m] - (M) = pey;atm 00"

n-»ce

=P(°}' G}:(p) sonucuna varihr. Burada

(P) . (M) limit matrisin 6zdes setirlarmdan birisi olmaktadur.
2.4 Bir Stokastik Matriste Emen Durumlar

‘Stokastik bir (M) matrisinde, bir safirdaki herhangi bir Pij elemam 1'e
egit ise (Piyy=1) bu stokastik matriste i'inci satw bir emen durum meydana

(5) Ornegin:
0,3 04 08:°
0 0.2 08 olmak {izere n—»> cc igin
R : ; bu matrisin n’in
0505 4
a kuvveti
03 64 0.3 40/151 55/151 56/151

m e i | O 02, 80 <M= 407151 55/151 56/151

0,5 05 0 | 40/151 55/151 56/151



getirir, Bu duruma erigen bir olay oradan ¢ikamaz wveya durumu terkedemez-
Asagidaki (M) matrisinin 2 ve 4 nolu satirlari birer emen durum olmaktadir
Heride biz bu durumu banka durumu adiyle yeniden goézéniine alacagiz. Ayrica

el 0 €5 G4 B

= 08 0,3 02 02

bir matrisin emien bir zincir (veya satir) vermesi kosullarmna  ileride yine

deginilecektir.

3. Leontief Girdi-Ciktr Modeli

Ikinei Diinya ‘Savasmmdan once Wabbiys Yeohkifin ABD ekonomisi icin
geligtirdigi model bu giin iktisatgilarin ekonomik analizlerinde ‘kullandiklar:
yararl: ve ger¢elk bir teknik olmugbur.

Uretim ile ilgili kiigik ya da biiyilk bir firma degisik cinste hammaddeler
- alarak bunlari mamul hale getirmektedir. Yine, ayny cins mal fireten firma-
lar aym cins girdiler kullanarak Oretim yapan belli gruplar olusturmaktadir-
lar- Nihayet, bir ulusal ekonominin tiimii gézéniine ahmrsa biitiin bir iiretim
sanayii girdiler alip bunlarr ¢iktilara doniigtiimektedir. iste Leontiefin gindi—
cikt: modeli bu iligkileni matematksel bigimde tamimlamayr bagarmig, bu yiiz-
den de ekonomik faaliyetlerin incelenmesinde ¢ok dnemli bir arac niteligi ka-
zanmistir. Biz burada, Leontief modelini markov zincirleri kurami gergevesin-
de tanmmlamaya ve ¢bziim kosullarmmi arastirmaya galigacagiz.

3.1— Statik Bir Leontief Modelinin Tanmmi

Markov zincirleri kuram: gergevesinde ilgileneceimiz modelin statik bir
model olmas: onu kisaca tanmitmamiza vesile olmugtur-
«Matematiksel bir model olan Leontief modelinin degigkenleri yani firetim
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teknik katsayilar: ele alinan zaman (donem). iginde degismez ve zaman unsu-
ru bir depiskien olarak alinmazsa model statik olmalktadir.»

Ayrica zaman unsuru ile yakindan iligkili olan stoklar veya kapital biri-
kimii statik modelde gozoniine almmadifimdan bunlara iligkin katsay:lar sifir
degerdedir. Statik bir model stok seviyesindeki ‘herhangi bir degismeyi kabul
etmedigi gibi ara mal stoklar1 ile de ilgilenmemektedir

Herhangi bir imalat firmasmim dmretim boliimleri ve satig bolumii arasin-
daki girdilerin ve g¢iktilarin akislarr sayisal olarak statik bir model ile ifade
edilebilir. Buna gore, firmanm diretim bolimlerinde ‘iretilen iiriinler ve tiike-
tilen girdiler bir bakimia modelin degigkenleridirler. Bu durum, bir cok sa-
nayi Kelunu iginde bulunduran bir ekonomi icin de bdyle olmaktadir (6).

fcinde (n) sayida sanayi kolu olan bir ekonomi gézéniine alalim. Kolaylik
saglama bakmmindan da her sanayi kolunun sadece bir cins mal iirettigmi
varsayacagiz. AyTica, bir Leontief modelinin genel varsayimlarma ek olarak
(7), Uretim, arazi, yapi ve tabii Kaynaklar gibi faktorlerin parasiz saglandig,
bu nedenle diretilmis mallarin maliyetlerine bunlarin bir etkide bulunmadis:
kabul edilmektedir- n saymida sanayi kollarindan birisi brnegin, «emek» ola-
rak gbzoniine almirsa diger tiim sanayi kollar:i bu sektdriin ciktismin bir Kis-
mim girdi olarak kendi firetimlerinde kullanmaktadirlar, Genel olarak sanayi
kollar: birbirleri ile oyle iligkilidirlerki {iretebilmek igin her biri digerinin
tiretiminden bir kmsmini girdi olarak satin almak zorundadir. Teknoloji katsa-
vilar1 agag:da oldugu gi-bi‘ tanimlanir.

ayy; 1 sanayi kolunun kendi {iretiminden (1) birim (1 TL) lik gelr

saglamasi igin (j) sanayi kolunun giktismdan satin almasi gerekli miktarin
parasal (TL. olarak) degeridir- Bu nedenle,

W=2>o (1)

olmak zorundadir, Sabit bir (i) degeri- icin (a, ) lerin toplami (i) inci sa

(6) Osztiirkk, Ahmet; Firmanin ekonomik kararlarmda Leontief modeli ve bir
tekstil yimld firmasina uygulanmasi I TiA. Yaymi 1979 s, 46 Bursa

(7) Leontief modelinin genel varsayimlar: igin bu konucya ver vermis h:ezhangl
bir iktisat kitabma bakilabilir.
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nayiin kendi iiretiminden 1 TLlk gelir saflamasi i¢in gereksinme duydugu
girdilerin toplam degeri olmaktadir, Eger (i) inci sanayi kolu 'kir saglayabi-
liyorsa ya da en azindan zarar etmiyorsa, bu toplam onun c¢ikti deferinden
kiigiik veya ona esit olmak durumundadir. Bdylece, ‘

) a LR RO ] :-;
gaij AR TR +8, £ (i=,2.,..n) (2)

yazilir- Bu toplam icin egitsizlik igareti dogru ise i inci samayi kolu kérh
esitlik gecerli ise bu sanayi kolu kérsiz (maliyetine iiretim yapiyor) olacak-
tir- Burada, tim (i) ler igin (2) bafmtmsmin gegerli oldufu, yani her firma-
nmn ya kar ettifi ya da maliyetine gretim yaptigni versaymuinin kabul edildi-
gini belirtmeliyiz. Boylece bazi sanayi kollarmin zararina iiretim yapabilecegi
olasilifina yer verilmemis olmaktadir (8). Bu duruma ileride yeniden degini-
lecelktir-

Simdi, eger (A), elemanlarn (ai;) olan (nxm) matrisi ve (E) tim ele-
manlar1 1l'e egit bir siitun vektorii ise (1) ve (2) kosullarmu bunlar yardimi
ile,

a=o ;
= 3)
AE & E

olarak tanymlayabiliriz.

Sanayi kollarmin girdilerini bu bigimde tanimladiktan sonra ciktilarin da
tanmmlamaga cahigalm. X , (i) inci samayi kolunun c¢iktismn TL. olarak dege-
rini tammlasm ve X=(X;, Xgeoeeree X)) cesitli sanayi dallarmmin ¢rktilaring
tanimlayan satr vektsrii olsun. Ekonominin, (X) vektériiniin elemanlari ola-
rak verilen ¢iktilarla isleyebilmesi dgin, :(i)fi'noi samayi kolunun (j) inci sanayi
kolu qiktisindan bir Xa, miktarme ihtiyaci olacaktir Bu durum tiim

(8) E.J.Cogan, J.GEKemery, GLThompson;, R-ZNorman; JL.Snell; Modern
Matematik Metodlar: ve Modelleri, II. C. Nakibe Uzgéren, Milli Efitim
Basimevi 1968 lIstanbul, s 202
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G j= 1,2,......n) deBerleri igcin gegerlidir. Buna gire, ornegin (j) inci sanayi
kolu, diger sanayi kollarmm gereksinimlerini karsilayabilmesi igin

xlaaj +¥z’21‘+ ITIXIIIIRY Y. 4 rn?'.‘a cj-"-‘ I,zu ser ll.) c4’

degerinde cilcti iiretmesi gerekmektedir. Bu bir vektér olarak kisaca, XA gek-

Bir ekonominin, sadece sanayi kollarmn birbirlerinin ihtiyaci olam girdileri
tiretmekle iglerlife kavugsamiyacagi §c1ktxr- Hemen hemen her sanayi kolu
nihai tilketim icin de diretim yapmaktadir- Kargit olarak nihai tiiketim igin
tiretim yapan bir firmanm divetti®i bazi aramallar da bulunmaktadir- Simdi
sozkonusu ekonominin (n) sanayi kolundan  herbirinini ¢iktilarindan  bir
Wi (i=12......... n) miktarii nihai tliketim icin direttifini de varsayimlarimiza
ekleyelim. W= (W,, W,........ W, ) vektorii bir tiiketim vektdrii olarak isim-
lendirilebilir. Negatif tiiketim eclmayacag: igin,

% >0 (5)
dir. Bir ekonomide iiretimle tiiketim dengede oldufu varsaymn geregince,
X=XA + W (6)

yazilabilmesi gerekmektedir- Bunun anlami; Cikt: wvektoriiniin, sanayi kollar:
arasmdaki talep vektdrii ile mihai tiiketim wvektérii toplamina esit oldugudur.
(6) esitlifi, :
X(1—A) =W )]
geklinde yazilabilir. Bu son egitlik (n) bilinmeyenli (n) denklemden olusan
bir sistemi tanimlamaktadir. Bu denklem sisteminin ¢oziim vektérii,
X=01=-80"'Ww (®)
olmaktadir- Ancak ekonomik agrdan anlamli olmasi icin (8) ¢ozlimlerinin ne-
gatif olmamas: gerekmektedir. Asagida bu nitelikte coziimlerin elde edilebil-
mesinin genek ve yeter kiogullari (A) teknolojik matrisine iligkin olarak ta-
nimlanacaktmr
32— Negatif Olmayan Coziimlerin Varlign Kosullar
Bu kogullardan ilki (8) ¢bziim vektorinde de goriildiigii gibj (1—A) mat-
risinin bir ters matrise sahip olmas: kosuludur. :

Ikincisi, (1—A)—! matrisin'n hi¢ bir bilegeni negatif olmamaldir. Ancak
¢ zamar (7) sisteminin her W vektdrii igin negatif olmayan bir ¢oziimii ola-
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caktir (9). (1—A) ! matrisinin negatif olmamasmi saglayan kogullar ise gu

teorem ile tanimlanmaktadir.

Teorem. a— Bir (A) stokastik matrisinde lim (A) =(0) oluyorsa, bu tak-
n—- <

tirde (1-—A) matrisinin negatif olmayan bir ters matrisi vardur-

b— Ancak ve yalmz lim (A) " = (0) ise, sonsuz saymda

n— o
1+ A4+ A 4., +An . toplami yakmsaktir.
Teoremin dispat: icin agaBidaki Gzdegligi gozoniine alalim.
(1—A) A4+A+A+...... FA=(]-A™) 9)
buradan,
(Ll Ay BP=ieniiinn & FA"M=— A)y! (1—A"th) (10)

elde edilir. Bu son esitlifin ikinci yammnda A , () oldufundan her (m) igin
A"> () olur. Bu nedenle | — A"+ ] olur. (1 —A)'s( kabul edildiginden,

(1+ Ad Al4ciiinnies _}.A“)i(]_ A)" ( 11 )
vazilabilir. Bu bagmtinmn birinci tarafi yukardaki sonsuz serinin ilk (n) te-
riminin kismi toplamidmr, (1—A)-1 gibi sonlu ve Pomhi bir say: ile iistten si-
nrli oldugundan bu seri yakinsaktir- Ayrica, boyle bir serinin yakmsak ola-
bilmesi ancak lim (A)n = (0) oldugu zaman miimkiindiir (10). Diger yandan,
n—»»e

lim (A)n sifira yaklastiginda (9) ozdeslifinin her iki yamndaki determinant
n—»eco nt+1

degerleri gézoniline alaltm. n ) 4 i¢in sag 4taraft;mki (1—A ) matrisi (I)
matrisine yaKlagmr Yani, -

lim (AT =2 (9)

olur ve determinant degeri de l'e yaklagir ki bu pozitif bir deferdir. Aym
durum ozdesligin sol yani i¢in de dogrudur. Su halde (1—A) matrisinin sifir-
dan farkli bir determinant: wvardir, bu mnedenle de bir ters matrisi olacaktir-
Bu ters matris (10) numarali egitlikten goriilecegi fizere, (14+A4+AM.........
+An) sonsuz serisi olmaktadir. Bu serinin hi¢ bir eleman: negatif degildir.

(9) Burada W dis talep vektorii keyfi olahilmekte, bu medenle (7) sistemi
genellikle homogen bir denklem sistemi olmamaktadur. Zira homogen bir
sistem igin kogullar degisiktir-

(10) lim (A)n = (0) olmasi, (A)n matrisinin tiim elemanlarinin  ayr ayn
n—»eo

sifira gitmesi anlamina gelir.
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Biylece (1—A) mn negatif olmayan bir ters matirse sahip oldufu kanitlan-
:mg olur- . ’

b) Eger 14A24A......... ARG ... serisi yakissak ise An sifira yakla-
gacaktir, veya diger sekilde An_, 0 ise (a) dan dolayi bir ters matris var-

-1
dir, (11) den dolay: yakmsaktir ve (1—A) ‘e yaklagmr-

4— Midelin Bir Markov Zinciri Igine Yerlegtirilmesi :

Yukarida stokastik bir matris bigiminde tanimlanabilecefine kisaca defin-
digimiz Leontief modelinin ne zaman poztif ¢oziimler verecegini bir teorem-
den yararlanilarak belirlemege c¢alistik. Leontief modelinin pozitif coziimler
vermesinin gerek ve yeter kogullarmin bu -Pichm:le agiklanigi (A) matrisinin
cesitli kuvvetlerinin hesaplanmasinin zorlugu ve ekonomik yoruma elverisli
olmamas1 nedeni ile yeterince agik ve uygulanabilir gérfinmemektedir. Modeli
bir markov Zineiri icine yeilestirmek modelin ne zaman bir pozitif ¢6zimi
oldugunu saptamak !icin cok oOnemli bir yontem elde edilmesine olanak sagla-
maktadir. Burada Leontief modelini bir markov zinciri iginde tanmmlamaga ca-
higacagiz. .

41 — Teknolojik Katsayilarm Stokastik Matris Elemanlari Olarak

Tanimlanmasi
Elemanlar: asj olan A kare matrisinde her bir satir toplamu olan,

3 3= (12)
= 9

ise bu matris merkov zincirlerinin gecig olasiliKlar1 (ara) matrisi olavak goz-
¢niine almabilir. Ancak bu durumda (1—A) matrisi singileridir. Yani aym
mertebeden determinant: sifir olur- Bu taktirde ise (1—A) nm tans matrisi
olamiyacagmdan (7) denklem sisteminin bir ¢éziimii bulunamiyacaktir. Bu ne-
denle bundan sonra bu duruma meydan vermemek icin sadece en az bir kirh
durumu bulunan, yani' en az bir satir elemanlar toplami 1iden kiiciik olan,

n
dultl
jZﬁ U (13)
modelleri gozéniing alacagz. Bbylece, bir Leontief modelinin markoy zineiri
agagidaki oOzelliklere sahip olacaktir.
~ a) (M) markov zincirinin durumlan Leontief modelinin (n) sayudaki sek-
torler aras) faktér alum ile banka durumu olarak niteledigimiz bir (n-4-1) inci
ek durumdan ibarettir.
b) (M) markov zincininin gegig olasihklar: matnisi (ara matris) elemanlar:,
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j' = Oj. Q"F Cil ij:"- 1’20-..-[\,} 1
! : n (14}
Pi,nea™ 1= 2. 955 efer (3= 1,2.....n)

J=1
Prasys =0 G L2useean)
ve nihayet
Ppni4i, n+1 = 1 olmakiadw. Bu elemanlardan olusan P matrisi agagida
acik olarak gosterilmigtir.

S
rSf S1. 5 Sn “ZM' ‘l
T R e ¢ %35 1+ 2 %3
n
x 1-3. 2
Szl . %22 L TR T G
P: E SL PRI AT IP PO PARIR B AT FAaalBP e b Tt nare”
= n
Syl ?2: %2 PR T TR A T
IVO T4 * B8 ¢ & T v s o b 8@ e o -£ e @
Snl Pz ®n2 Pad Venr 1- 4o °nn
(o] o 1] o 1 -
Sniz |,

Yukar:daki matris daha kisa bir bigimde,

A t l‘qiag *
f =
P'? * o L S B & 4 » b
g }

seklinde de gosterilir- Bu gekilde tamimlanan markov zincirini asagida oldugu
gibi yorumlamak gerekmektedir-
i sektorii, kullanmak iizere safladig: 1 TL-ik kaynagin (a,)" kadarm

« P matrisini bir ¢ok kaynakta oldufu ve bizim de bagtarafta gisterdigimiz
gibi,
1% o

A

P=
; l-i_au

Formunda yazmak da miimiiindiir-

— g
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1. nolu sektorden ihtiyaci olan faktorii almak icin, (ai,) kadarmm 2. molu sek-
torden ihtiyaci olan faktdri almak i¢in, mihayet (g, ) kadarim (n) nolu
sektorden ihtiyac olan faktorii almak igin sarfetmektedir. 1 TL dan geriye

kalan miktar (efer kalmig ise) l-—%}'_ﬂaﬁ ise, i sektdriniin, bankaya
vatirdifina varsaydigimiz kidr olmaktadir. P ara matrisin son satirinda so-
nuncu eleman disindaki elemanlarin tlimiiniin sifir olmas: banka durumu ola-
rak adlandirdifimiz bu (n+41) inci durumun bir emen durum oldugunu goster-
mektedir- Bunun anlami bankanin parayi a]ﬂIi@l fakat harcamadifi seklindedir.
Bagka bir tanimla difer durumlardan banka duruimuna giris miimKkiin, ancak
o durumdan ¢ikis mimlkiin olmamaktadir,

42— Negatif Olmayan Bir Coéziimiim Kosullar:

Simdi (7) denklem sisteminin negatif olmayan bir ¢ozlimiiniin bulunabil-
mesi icin gerek wve yeter kogullar: iki teoremden yararlanarak iki asamada
saptamagia ¢aligalim. '

Teorem 1— Ancak Ve yalmz M markov zinciri i¢indeki herhangi bir du-
rumdan banka durumuna gitmek (bir veya daha gok adimda) mimkiin ise

n
(n) buylidikce A sifira yaklagir.
Teoremi ispatlamak igin,
Alt

P"'aA S stans

0

-

- o

- - g -

matrisini gozoniine alabm- Bu matriste (*) isareti ile gosterilen elemanlardan

en az birisi pozitiftir-. An 'in sfira yaklagmas: ancak P“ 'de son siibun eleman-
larmmin 1’e diger siitun elemanlarmm sifira yaklagmas: ile miimkiin olur- Bu
sonuncu d:ummdialse, baslangic durumu ne olursa, olsun, ancak markov zin-
ciri bir emen durum ile biterse ortaya ¢ikar- Bu da yalmzea herhangi bir
durumdan banka durumuna gitmek miimkiin oldufunda dogrudur- Boylece
teorem ispatlanmig olur-

Teorem 2— (7) denklem sisteminin ancak ve yalmizca, eger Leontief mo-
deli ile ilgili markov zinciri emen bir zincir ise negatif olmayan bir goziimi
vandir.

(A) matrisi (3) kogullarim saglayan bir matris ise, sadece wve sadeee ilgili
markov zinciri emen bir zincir ise ve tek emme durumu olarak ( Sp+g )
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banka durumuna sahipse (7) denklem sisteminin her ( n- () ) igin negatit
olmayan cozimleri bulunabilir- Efer bir emen zincir igin tek emen durum

(Sn+n ise,

1
—1

(1—-A) =N (18)
egitligini saglayan ve megatif olmayan bir N deferi vardir. Bu nedenle;
X =N W (19)

istenen ¢oziim olur
43— Durumun Ekonomik Acgiklanis:

" Yukaridaki sonucun basit bir eKomomik yorumu yapilabilir. Bu somug, her
(Si ) durumundan (i= 1,2...... n) banka durumuna ulagmanin rmimﬂnun oldu-
gunu ortaya koyar. Banka durumuna ulagmak iki gekilde miimkiin olmaktadir-

1— Bankaya dogrudan ulagsan durumlar ki bunlar karh sektérlerin durum-
laridir,

2— Bankaya bir kirlh selktor gracihifr ile ulagsan durumlardir- Yukaridaki
sonu¢ her KAirsiz endiistrinin bir kérli endiistri araciig: ile banka durumuna
ulagmak zorunda oldufunu da gostermektedir. Bu nedemle Leontief modelinin
bir markoy zinciri ile tanmlanmasmio. temel kogullardan birisi modelde yer
alan herbir sektoriin ya kéli olmas: yada k&rlh bir sekttre baglh olmasidir:
Ornegin, tiim sektorlerin emek sektbrime bagh oldufunu ve emek scktdriiniin
de karh bir sektor oldugunu (emefe askari gecim seviyesi dizerindes iicret &- -
dendigi anlamma gelir) varsayarsak, sozkonusu temel kogulummuz saglanmg
olur ve tiim talepler yerine getirilebilir (11)-

Eger yukaridaki Kosul yerine getirilemez ise ekonomi mimkin taleplerin
bir kismm: Kargilayamaz. Boyle bir durumda dkomommm verine getirebilecegi
taleplerin cesitleri neler olabilir? Once hi¢ bir karli sektoriin olmadify dumi-
mu ele alahm. Bu, her sektériin, trettiklerinin timinii kendi fretimlerinin
girdisi olarek kullanip hi¢ bir dis talebi kargilayamadiklar: anlammna gelecek-
tir- Bunun ispaty kolaydm.

Eger, hic kirh sekfor yoksa, bu taktirde (A) matrisinde her satur toplami
T'e esit olur. Bu nedenle,

AE = E (20)

(11) Kemeny iohn G., Snell J-Laurie; Finite Markov Chains; 8. 200—205
Van Nostrand Reinhold Company  New York 1960 i
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dir. simdi, (6) esitlifinin iki yanmi da (E) ile carpalmm.
XE = XA E + WE (21)
clurr AE= E oldugu icin de
XE = XE + WE (22)

ciup, Luradan WE= 0 sonucuna varilir- Bu sonu¢ tim talepler toplaminin si-
fir oldugu veya hic bir pozitif talebin karsilanamadigr anlamina gelir-

Simdi de yukarida belirtilen temel kosulun ihlal edildigini yani, markov
zincirinin tek bir emme durumuna sahip olmadifmi varsayalim- Bu durumda
(.‘S“_H ) den bagka bir ergodik Kime olmas: gerekir- Yani, hi¢ biri karh
olmayan ve grup disindaki hic bir sektdre bafimli bulunmayan kapali  bir
sektor grubu olmas: gerekir. Bu smiffan olan sektorlerin  kiimesini  yani
(i n-+1 ) in digindaki tiim ergodik kiimelerin bilesimini alalim. Bu sektér-

lerin (A) alt matrisi yukandaki gibi
AE = E (23)

ozelligine sahiptir ve bu ylizden hi¢ bir dig talebi karsilayamaz. Boyle olunca
da bu sektérlerden olugan topyelsiin bir ekonomi, sektorlerin {rettigi mallara
olan dis italeplerin hi¢ birini Karsilayamaz. Aymi zamanda diretimleri i‘gi.n bu
sektorler birbirlerinden de girdi saglayamazlar- Cilinkii boyle bir durum dahi
kapali sektorler igin dig talep niteligindedir-

Fakat, eger kérsiz sektorler kapali grubunu ve bunlara baglh sektoplerin
tiimiinii modelden cikartirsak geriye kalan scktorler (eger kalirsa) kosulu
saglar ve miimkiin talepleri karsilayabilirr Bu sonuclar sbylece tzetlenebilir-

Egar krlh olmayan ve hig bir karh sektore de bagh olmayan sektdrler
varsa bunlar ve bunlara bagh olan endiistriler hic bir dis talebi kamgﬁayamaz-
lar- Geri kalan sektorler herhangi bir dis talebi karglayabilirler.

Hangi sektorlerin bir dig talebi karsilayabileceginii bulmek igin asagidaki
kolay algoritma durumlarin smiflandsrilmasinda kullamilabilmektedir (12).

a— (A) matrisinde elemanlar: toplami zaij{' 1 olan her satir

isaretlenit. Bu satirlar karh sektérlere karsilik gelen durumlardir,
b— Igaretlenmis satirlarla aym indisleri olan siitunlar isaretlenir ve bu
siitun’arin iginde pozitif elemanlar: olan satirlar yeniden isaretlenir.
c— (b) deki islem hic bir yeni satir kalmaymcaya kadar devam ettirilir.
Ba islemlerin sonunda su iki durumdan biri gergeﬂdemié olacaktir:
1— Biitlin satirlar isaretlenmistir (markov zinciri emen bir Zzincirdir)

(12) Cogan EJ. ve digerleri A.gk., s. 208
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2— Baz) satirlar isaretlenmemigtir. Bu taktirde markov =zinciri emen bir
zineir degildir.

Yukaridaki algoritmay: yorumlamak zor olmamaktadir. (a) adim oyle du-
rumlar: tanimlarki bu durumlarin herbirinden sadece bir adimda banka du-
rumuna gitmek (erismek) miimkiindiir. Bu nedenle, eger (C,) durumu ortaya
cikarsa ilgili markov zineciri tek emme durumlu (S, 4+1) emen bir zincirdir
ve negatif olmayan herhangi bir dis talep karsilanabilir-

(b) admmnin isaretlendirdigi <durumlarin herbirinden onceden isaretlenmis
bir duruma (a admminmm igaretlendindigi durumlara) bir adimda gitmek miim-
kiindii;- Bu medenle, (b) nin isaretledigi durumilardan banka durumuna ancak
binden fazla admmla gitmek miimkiindiir., Bu bigcimde de olsa (A) matrisinin
biitiin satirlar igaretlenmis ise markov zinciri yine emen bir zincir olup sek-
torler herhangi bir dis talebi karsilayabilirler. ;

Eger (C,) durumu ortaya cikarsa, isaretlenmemis simalar (A) matrisinde

toplamlar: 1'e egit olan (;‘ a]jzl) kéarsiz kapali sdktor gruplarma tekabiil
ederler- Bunlara bagh olan durumiar: da (b) yi tekrar tekrar uygulayarak
belirleyebiliriz. Bu tiir satirlara tekébiil eden sekiorler bir dis talebi kargla-
yamazlar-

Boylece, ekonominin hangi sektbrlerinin hangi dis talebi karsilayabilecegi
sorusuna bu algoritma bir yanit saflamig olur- Algoritma cok gen’s kapsamli
matrisler icin dahi kolaylikla wuygulanabilir. Agafida herhangi iki Leontief
modeli (A) matrislerinin, yukaridaki algoritmaya gore isaretlenisi gériilmekte-

1 1 0 1 Iy 1 0 0 1 Ix
3 6 B !a] 2 n A
1 1 1 I [ I | 0 o 2
e e L R g El
A= A=
1 3 1 =] o 0 3
B e s o L e
5 5 5 0 5 5
0 0 1 1 |Xb, 0 0 1 1
= TJ B N
(25) (24)

Algoritma ilk matrisin (A,) bir emen markov zinciri verdigini, A, nin ise
bir emer zincir vermedigini gosterir.
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Hi¢ bir dig talebi karsilayamayan sektorlerin ekonominin gereksiz bir bo-

nara bwakildiklarini, yani modele alinmadiklarmi  varsaydigmmiz taktirde
-1
(1—A) matrisi vardar.

44— Sektorler Amasi Para Akmm

Zarar eden sektorlerin model disi birakildiklarina tekrar isaret ettikten
sonra, burada su soruya yamt getirmek istiyoruz. Bir miigteri i sektoriine,
siparig ettigi mal karsgilifi olarak 1 TL. verdifi zamanm bu 1 TL. cesitli sek-
torlere hangi miktarlarda ulagacaktir?

Simdi tek bir emen durumun (banka wdunumﬁn-un) gozomiine alindigim
varsayalim- Elimizde i‘inci bilegeni 1, diger bilesenleri sifir olan bir Wi talep
vektorit bulunsun-

Bu taktirde,

-1

X = Wi(l—-A) = Wi. N (26)
egitligi baisit olarak (N) matrisinin l'inei satirimdan ibaret olur- Bu durum
(N) nin elemanlarma dogrudan bir yorum saglamaktadir- Buna gbre ( nij )
(nij EN) i sektoriine yapilan 1 TL:Iik siparigi kargilamak icin j sektdriiniin
tiretmesi gereken miktarin parasal degeridir (13). J endiistrisi (1) birimlik
tiretiminden P. by kadar kir sagladigindan yukarida sordufumuz sorunun

b
yanit1 goyle olacaktir:
Eger (i), sektorline 1 TL. verilirse (j) sektérinim kar1 n.. P . olur-

1 jn+

Kérlarmn timiinin toplama:

F " Phne ™ Preiynes =L (20)

4ir. [Ciinlit Prj — tek emen (banka) durumudur]. Bu sonug, tiiketict ta-

rafindan yapilan 1 lirallk harcamanin kér eden sektorlerin karr olarak banka
durumuna intikal ettigini gostermektedir,

Buna bagli bir soru da; (i) endistrisine 1 liralik bir siparis yapildigmda
bunun tim endiistri dallarina ne kadar bir diretime yol acacagidir? (i) sek-
toriine yapilan bu miktar siparisin (j) sektdriinde ( n]j) kadar iretime yol ca-

tif1 yukarida belirtildi. Diger tiim endiistri dallarmmda ise toplam olarak,

1

Ny =%
,z. g (28)

kadar iiretime yol agar- Burada (ti),

(13) Bkz.:Senel Musa; Matematiksel iktisat; EITIA. Yaymi no: 187/118 s.211-216
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NE

(29)

esitligini saglayan (T) matrisinin (i), inci bileseni olmiaktadir- Bu bilegen mor-
mal olerak l'den cok daha biiyiik (t ; > 1) olur W Kkadar bir siparig verildi-
ginde meydana gelecek toplam iiretim ise,

WNE = W T

(30)

olmaktadir. Agagida bu ag¢iklamalar bir ornek iizerinde kolaylikla izlenebile-

cektir.

45— Bir Ornek Uygulama
Alt1 sektérlt bir ekonomi

igin teknolojik matris asagidaki (A) matrisi

olsun.
S, s, & o, S, S,
S, 1/4 0 174 0 1/4 0
S, 0 0 1 0 0 0
P 0 34 14 0O 0 o b (a1)
A=,
0 0 0 1/2 0 172
Se 0 0 0 1/4 1/4 1/4
Se 0 0 0 1/2 0 1/4
Bu matrisi bir g s olasiliklari (stokastik) mairisine doniistiirelim.
S, 8, - S: 8, & oS 8,
S 1/4 0 14 0 1/4 0 1/4
s, 0 0 IR 0 0 0
s, 0 3/4 1/4 0 0 0 0
B 0 0 o 0 12 o ¢ (32)
Sy
= 0 0 0 1/4 1/4 1/4 12
& 0 0 R 7 0 /4 14
6
S. 0 0 0 0 0 1

P matrisinin son siitunundan (bu situn 1— J' aij elemanlarindan olusmustur)
S, 8 ve Sy satirlarinin kKirli endiistri kollarimi temsil ettigi goriilmektedir.
Daha 6nce acikladifimz basit algiritma, S, ve S sektorlerinin hi¢ bir dig ta-
lebi kargilayamayacagmi, ayrica, (8;) sektériinin karlh bir sektér olmasma
karsin (S,) sektériine bagimh olmasr nedeniyle (S, emen bir durumdir) S . du-
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rumuna erigemiyecefini, bu nedenle bu iic durumun bir ergodik smf (Kapali
sektorler grubu) olusturdugunu ortaya koymaktadir. Bu yiizden bu grup mo-
del dis1 barakilacaktir. (S,) sektorii karsiz olmasmma karsin (S;) sektdriine bagh
oldugu icin modelde yer alacaktir- Durumlarmn smiflandirilisi sekil (4.1) de
goriilmektedir (14)-

——@

(Sekil 4)
Kisaltilmis gecis olasiliklam matrisi olarak isimlendirecegimiz yeni P stokas-
tik matrisi,

ss Lz o e o]
a /4 V4 14 14 7
x5 3«
bl 2. 0 174 1/4 fed)
]
s, Lo 0 0 1

- olmaktadir. (1—A) =N matrisi hesaplanirsa (15),

S Ss Se
s, 4 0 4 N
N=' & 2 4/3 4/3 (34)
S, 2 0 4

elde edilir Buradan NE= T esitlifi gereZince

(14) Bkz- Kemeny John G- Snell 3. Laurie- Agk., s 205
(15) N'in hesaplanmasmmda (A) matrisi yerine

geregince indirgenmis (A1) matrisi almmugtir-
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T= (35)

o O~ @O

sonucu bulunur. Simdi, elde ettifimiz bu sonuglam agiklayabiliriz. Ornegin;
S; sektoriine yapilaon 1 birimlik (1 TL-) siparig, §, den 2, Ss den 4/3 ve Sy dan
8/3 olmak fizere 6 birimlik (TL.) toplam iiretim meydana gelmesini sagla-
maktadir:- Bu 1 TL.lik siparigten

By o> 1y P = ety b = B s el

1 i
= j T—— Z—— ve S;n;. P, = 20 = 0 TL kadar kir saglanmaktadir-
3 % » *

Ekonomide dig talebin, ornegin W= (2,3,1) vektorii ile temsil edildigini
varsavarsak, bu taktirde cesitli sektorlerce tiiretilen miktar,

0 4
W.N.=(231) | 2 ¢t = (164,20
0 4
Tig e (36)

birim clmaktadir. Bu iic sektoriin toplam iiretiminin parasal degeri ise,

{8

W.T. = (2.3.1 l6 S (16+18+6) = 40 TL.
6

(37)

clacaktir.

Bazi pratik sorunlar yiiziinden kesaplamalar zor olabilir. Bu nadenle g¢ofu
kez ekonominin parcalara ayrilmis bir modelini olusturarak coziimlemeye git-
mek daha kolay olabilmektedir. Ekonominin pargalanabilirlik kosulu ise goyle
tammlanabilir: Bir endiistriyel grup icinde yer alan herhangi bir endistri, bir
bagka endiistriyel grubun (veya Xkendi grubunun) bir {iyesi veya iiyeleri ile
birim basmma ayni taleplerde bulunursa (bu taktinde bu sekildeki tiim endiist-
riler birim bagina ayni kéri saglayacaklardir) ekonomi sektbrler arasmnda par-
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calanabilir (16). Ancak bu kosulun tam olarak gerceklegmesi genellikle ola-
naksizdir, Bu durumda pargalama igleminin yapilabilmesi igcin malkul yuvarla-
malar (yakm degerler) yapilabilir Yukarida ele aldifmuz drnekte (33) no'lu
(P) matrisi S,, Ss, S;, S, olarak parcalanabilir. Buna gore (P) matrisinin yeni

seklini P ile gosterirsek,

(38)

yazilabilir. Burada, S; sektoriiniin diger sektorlerden talepleri S, sektoriiniin
taleplerine benzedigi kabul edilerek S, sektorii S, tarafindan temsil edilmis-
tir, 8; ve S, sektorleri bir endiistriyel grup olarak hareket ediyorlarmus gibi
diisimiilmektedir. Bu jslem endiistriyel gruba dahil sektorlerin herbirine olan
taleplerin ayr1 ayr1 hesaplanmasma olanak vermemekte, ancak gruba yapilan
toplam talebin elde edilebilmesine olanak vermektedir. Bu da,

4 4 8
N=| 4 3 6 (39)
olur. Ornegin,
A 8
o~ A & = A A
W = (24) igin) W+ N = (16,24) ve W "T=(2,4) = 40 TL.
6

nur- Goriildiigii gibi gerek fiziksel iiretim miktar: gerekse parasal miktar top-
lam itibariyle pargalanmamig sektdrler durumundaki deferlerin aymi olmakta-
dir- Bag vurulan bu ydntem bize, endiistriyel gruplari temel unsurlar plarak
alip, modeli kiigliltme ve hesaplamalar kolaylagtirma olanafy veren faydal
bir yéntem olmaktadir.

Bu analiz, kirly seltdr igin bir banka durumu olusturmak 6 yani markov
zincirinde birden ¢ok emen durumlara yer vermek suretiyle daha genis kap-
samh olarak da yapilabilir Ancak bumuda, konunun, amac asacak dlgiilerde

(16) Kemeny, John G-, Snell J. Laurie, A.gk. s.205
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geniglemesine meydan vermemek i¢in bu analize girigilmemigtir.

Biylece, markov zincirleri furamumn ok degisik alenlarda uygulama im-
kan: bulunabilecegini ve bircok deisik bilgiler saflaysbilecegini Siylemek
miimkiin olmaktadir. *
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