MARKOV ZINCIRLERI

Ass. Ismail ILHAN

Bagimh olasilik problemlerinin biiyiik bir boliimiiniin ¢oziimii ve
aydinlatilmasinda bagar1 ile uygulanan «Markov zincirleri teorisi»
matematik temellere dayanan bir teoridir. Bu teoriden yararlanilarak
gelistirilmig olan «Markov zincirleri metodu» Biyoloji, Tib, Iktisat
ve Isletme gibi bir ¢ok bilim dalinda genis uygulama alanlar1 elde
etmigtir. b

Gecmig zamanlarda ve simdiki zamanda gerceklegsmis olasilik-
lardan yararlanarak ayni olay veya olaylarin gelecekteki olasilikla-
rin1 bulmak Markov zincirleri metodunun esasini olusturmaktadir.
Markov zincirleri teorisinde bir deneyimin sonucunun olasiligi ondan
onceki deneyim’in sonucuna bagh oldugu kabul edilir.

Markov Zincirleri Teorisi

I — Tamm

(n) durumlu bir olaymn cesitli durumlar icindeki olasihiklar: bir
(P) matrisi ile belirlenebilirse, ozellikleri asagida belirtilecek olan
boyle bir matrise Markov zincirlerinin «Baglangic Olasiliklar1 Mat-
risi» ya da «Baglama Matrisi» ad1 verilir.

& a ao az .. e an
a Pii Piz Pz coeeciinnennnns Pia |
a P21 P2z P23 «oooiiiinninnn Pon
P=
an L pnl png p“_g ............... pnn ]

(P) matrisinde (a;) ler cegitli durumlar tammlamaktadir.
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Matrisin herbir elemam (p;;) bulunulan durum iginde olayin o an-
daki gergeklesme olasihgim vermektedir. Ornegin (pss) elemam
(az) durumu ile baslayan bir olayin (a;) durumunda bulunma ola-
sithgim tamimlamaktadir. P matrisinin biitiin p; elemanlan sifir ya
da pozitif sayilar olmak durumundadir. Bunun nedeni, ‘bir olaymn
gerceklesme ya da gerceklesmeme olasiliklarinin negatif olmasimin
so6zkonusu olamiyacag:’ dir.

(pis) =0ve (py) <1 (4i,j =1, 2,3, ...., n). Ayrica bir olayin
gerceklesme ve gerceklesmeme olasihiklar: toplami (1) oldugundan
(P) matrisinde her satirin toplami (1) e esittir.

Putpez+ps+.+ pu=1
Po1 + Po2 + P2z + coooo + P2 =1

Pn1+Pn2+Pna+.....—}— pm1=1 (2)

P matrisinin her bir satirina «olasihk vektorii» adi verilir. Or-
negin, (pi1, Piz, Pis, -.. Pia) satinn bir olasihk vektorii olup bas-
langic durumundan sonra gelecek adimlarda durumlarin herbirine
erisme olasiligim gostermektedir. P matrisinin son bir 6zelligi
(nXn) boyutlu, yani bir kare matris olmasidir. Bu 6zellikleri tasi-
yan bir matris Markov zincirlerinin gecis olasiliklar: matrisi (Ara
Matris) olarak alinabilmektedir. Gecig Olasiliklar1 Matrisi kavra-
mina daha bir aciklik getirmek icin bir 6rnek iizerinde bu matrisin
tegkili agagida gosterilmistir.

1.1 Ornek.

Uc durumlu bir Markov Zineirinin durumlar1 a,, a., as olsun.

1 &, 2
a; den a. ye gecis olasihig: 3 ve yeniden a; e doniis olasihig1 = as

T Y
den ag e gecis olasihigi 1 ve a; ten a, e gecis olasihgl i yine as e
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-

1

doniig olasihig: . olsun. Gegisme durumlar1 asagidaki diyagram

iizerinde de gosterilmege calisilmigtir (1).

W

Wl

1

o

S
4

Boyle bir olayda gecis olasihklarl1 matrisinin elemanlar: goyle
olacaktir:

p21=0 F32=0 p23=1

(1) BRUNEL, D. Les Mathématiques Modernes, Technique de Décision, Dunod,
1969, Paris. s. 94
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3

1
P31=I piz= 0 P33=Z-
P gecig olasiliklari matrisi ise :
‘al as Az i
a 2 1
b A R L
3 3
P=ay 0 0 1 3)
3
ag —_ 0 —1-
| 4 4 | olacaktir.

Bu matris, bir baslangic durumundan hareket eden herhangi bir
olayin cesitli devrelerde (adimlar sonunda) cesitli durumlara ulas-
ma olasihiklarini izleme olanag: saglamaktadir,

Gegis olasihiklar: matrisi (3) ile belirlenmis olan olaym, ii¢ dev-

re (adim) sonra hangi olasiliklarla a;, a. ve az durumlarinda bu-
lunacagi,

(3) (3) (3)
Py Py P
(8) (3) (3)
P® = Py, 23 Py (4)

(3) (3) (8)
Py Py, Py

matrisi ile tammlanmaktadir. Soéyle ki: a; durumundan baslayan
bir olay ya da hareketin, {ic adim sonunda yine

a; de bulunma ola-
sithigr p(l? olup,

3 33 :
P(s):(_2_)3.;._l><1><__=-—— dir.
Sy 3

108

Yine a; den baglayan bir hareketin iic adim sonra a, ve a; du-
rumlarinda bulunma olasiliklarn,
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-
p’(s)=_é__x1=f_
ey 27
: & ik 1 1
n(3) =_,_>_<___><1+_x1_><i=—1 olmaktadir.
ML | AGETE 3

4 36

Aymni olaymn a, durumundan yani (0,0, 1) olasihiklar: ile basla-
mas1 halinde iic adimin sonunda diger durumlarin her birinde bu-
lunma, olasiliklar1 aym bir diigiiniigle,

33

1 3 3 2
nB) =1 X — X —F+1IX—X—=—
ot 4 4t 4 3 8
= e YT
P 4 | AN
< Sy, i
l) o R AL Ny
s '&4 4 16

olayin a; durumundan baglamasi halinde ii¢ admm sonra her bir du-
rumda bulunma olasiiiklan ise,

1 1 1 2
p(3)=—_>_<_—~><i+——><—?:-><——-—+-3—><2—><-2—=§1'—
81 4 4 4 4 4 3 4 3 3 576
1 3 1 ) S 1 33
PA=—-X—X—F+—X—X—=——
32 4 4 3 4 3 3 144
1 3 1 49
p® = (—-)*4+—X—X1=—— " bulunur. Buna gére P®
33 4 4 3 144

matrisi (ki ii¢ adim sonunda durumlardan her birinde bulunma ola-
sihklarim icermektedir) asagida gosterildigi gibi olacaktir.
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33/108 4/27 11/36
P@®) = 33/43 3/12 1/16 (5)
291/576  33/144 49/102

Bir Markov zincirinde A = {a,, az, ...... , 8y} ile tammlanan
sonlu bir durumlar ciimlesi, yukarida tamimlamaga calisilmig olan
(nXn) boyutlu bir gecis olasiliklarn matrisi ve baglangi¢ olasihik

vektorii denilen bir p(® = ( POy Al Pl )vektiiriiniin tanim- -
-] i

lanmig olmasi gerekmektedir. Bunlar bilindigi takdirde a; durumu
iginde p(® olasihg ile baglayan bir sistem durumlarin adimla-

rim izleyerek devam eder. Eger herhangi bir zamanda (adimda) a;
durumunda bulunuluyorsa ondan sonraki adimda p;; olasiliga ile yine
a; durumuna varilir. py, gecig olasihiklar1 matrisinin i nineci satir
ve j ninci siitunundaki elemamdir (2). Asagidaki érnek ile duruma
aciklik getirilmege calisilmigtir.

12 Ornek.

Hareketli bir parcacigin bir dizi adim yaptig1 varsayiliyor. So6y-
leki; Saga ya da sola bir birimlik her adim olasihg 1/2 dir. Eger bu
parcacik bir sifir (0) noktasina ya da sifirin saginda dért birim
uzakliktaki bir noktaya gelirse orada emilmis olarak siiresiz kalmak.
tadir. Buna gore durumlar A = (0, 1, 2, 3, 4) tiir. Gegis olasihiklar
matrisi ise agagida gosterildigi gibidir.

0 1 2 3 4
0 1 0 0 0 0
1 1/2 0 1/2 0 0
P=2 0 1/2 0 1/2 0 I2.1
3 0 0 1/2 0 1/%
4 | o 0 0 0 1

(2) COGAN, E.J; NORMAN, R.Z; KEMENY, J.G; THOMPSON, G.L;
SNELL, J.L; Modern Matematik Metodlar1 ve Modelleri, I
Milli Eqitim Basimevi, istanbul, s. 126-128, (ceviri)

Prof. Dr. Nakibe UZGOREN
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Islemin &6zel bir durumdan bagladigr varsayilarak iic adim sonra
bu parcacigin emilmemis olmas: olasiligi arastirilacaktir, Soru’nun
yaniti icin dnce gekil 2. de gésterilen 6l¢ii agac1 cizilmistir.

’//2% i a, /3
, 2
; T 1/3
\ V0 .
a 1/8
o | . 4 /

o (0 a; A/

Parcacigin emilmemis oldugu yolundaki bir yargi a, ve a; yol-
lan i¢in dogrudur. Olcii agacinda bu yollarin her birine verilen dlcii
1/8, 1/8 dir. Buna gire parcacigin emilmemis olmasi olasiig
1/8 + 1/8 = 1/4 olmaktadir.

Markov zincirleri teorisinde baslica amag ve ig sistem ile ilgili
her tiirlii olasihklar: her zaman bir 6lcli agacina bag vurmadan bul- |
ma yollarini genisletmektir. Ornek 2. deki gibi bir olayda adimla-
rin sayisimin daha da artmast ile bir 6l¢li agacinin 'pratik olmaya-
cag agiktir (3).

Bu kisimda daha 6nce olavin tek bir adimi icindeki durumunu
belirtmek iizere kullamilmig olan bir ifade genel durumu aciklaya-
cak bir teorem olarak sunulacak, sonra yeniden Ornek 1.2 ye donii-
lecektir.

(3) Bkz: KEMENI, J.G; and SNELL, J.L; Fiite markov chains, van nostrand
reinghold company, New York, 1960
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1.3 Teorem.
Bir Markov zincirinin gecis olasihiklar: matrisi P olsun. Sistem

a; durumundan basladigina gére n adim sonra a; durumuna gel-
me olasihgl pE;’) dir. Burada pi(j“) Pr matrisinin i nei satir

ve j, nei siitunundaki eleman: olmaktadir. (3)

Ispat : a, den a; ye iki adimda gidebilmek igin bu iki durum
arasinuakl buar a; durumundan ge¢mex gerekudir. $u halde: p:j-'?
olasilig,

P’ =, PxPu

olarak yazlabilir. Bu ise matrislerde carpim ozelligi geregince P2
matrisinin i, neci satir ve j, nci siitundaki elemanidir. Su halde
teorem n =2 ig¢in dogrudur.

Ayni gekilde a; den a; ye iic adimda gidebilmek igin yine
bir a, druumundan ge¢cmek gerckmektedir, Buradan,

p xg _§_ i & Py yazilabilir. Fakat P2 = P2-P yazlabi-

leceginden p®) olasihigi'min P? matrisinin i, neci satir ve j, neci
g i

siitundaki eleman1 oldugu anlasilir. Boylece n=4,5, - ,n olarak
alinip devam edilirse matematik tiimevarim ile p(i';’ olasihigimin

P* matrisinin i, nci satir ve j, nci siitundaki elemani oldugu bu-
lunmus olur. (4)

Teoremin bir uygulamas: sekil 2. de bir &lgii agac: ile goste-
rilmis &rnek icin sdyle olacaktir; Olcii agacinda (1) durumundan
baglayarak iic adimda diger durumlardan her birine varma olasi-
liklari,

(3) = ( pl 1 :
"= (o, B BY PR B
vektorii ile bilinmektedir. Bu vektériin elemanlari,
p®)=1/8+1/2=15/8
p(fz) = 0 (Ciinkii, fic adimin sonunda yollardan hi¢ biri basla-

diginin aym olan bir duruma gelmemektedir.)

(4) COGAN, E.J. ve Digerleri, Agk, s. 127-128
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PO =1/8+1/8 = 1/4
2 =0
p{» =1/8 olup,

p® = (5/8, 0, 1/4, 0, 1/8) dir. Su halde bu vektor yar-
dim ile 1 durumundan baglayan bir olayin {ic adim sonra 5/8 olasi-
hig ile sifir durumunda, sifir olasihg ile 1 durumunda, 1/4 olasihg
ile 2 durumunda, sifir olasiigr ile 3 durumunda ve 1/8 olasihig:
ile 4 durumunda bulunacag anlasilmaktadir, Ayni olaya ait daha
once yazilmig olan gegis olasihiklar1 matrisi yeniden gozoniine alinip
bu matrisin iiglineii kuvveti alinirsa,

0 1 2 3

4
o a 0 0 0 0 |
Y Em e ST g 18
g Fe e e 1 122
N G e A
£ 0 0 0 e

bulunur. Bu matrisin 1 durumuna karsilik gelen ikinci satirimin da
ayn1 vektor oldugu goriilmektedir. '

p® =(5/8, 0, 1/4, 0, 1/8)

Su halde herhangi bir durumdan baglayan bir olaym (n) adim
sonra diger durumlara erigebilme olasihklari, P (Gecis olasihik-
lar1) matrisinin mn. mnei kuvveti igcinde o duruma karsilik gelen p®
satir vektoriiniin elemanlan ile belirlenmektedir. Bunun gibi Ornek
2. deki parcacigin 6 adim sonra durumlarin her birinde bulunma
olasihklar1 P® matrisinin satir vektorleri ile belirlenecegi aciktir.
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1 [+ RN 0 0
1t 1 N 1 3
16 16 16 16
7 2 7
L g 0 i 0 s
Pt = 16 16 16 1.2.3
3 i 3 1 11
16 : {; 16 16
0 0 0 0 1 |

Ornegin verilisi esnasinda yamit istenen soru hatirlamirsa, bu-
rada sunlar s6ylenebilir; 1, 2 ve 3 durumlarindan hangisi baglangic
durumu olursa olsun 6 adim sonunda parcacigin sifir ya da dort
durumlarinda emilmemis olmasi olasihig: 1/8 dir. Emilmig olmasi
olasihigl ise 14/16 = T7/8 olmaktadir.

II. Durumlari, bir olasilik vektorii ile belirlenecek olasiliklar-
la, baglayan Markov Zincirlerinin davranisg: :

Durumlarin, bir olasilik vektérii ile belirlenecek olasihiklarla
baslamas: halinde Markov Zincirlerinin davraniglarini tammlayan
6nemli bir teorem bu béliimde verilecektir. Teoremin tamim ve ispa-
tim vermeden (Olasilik Vektorii) hakkinda kisa bir aciklama ya-
rarli olacaktir.

II.1 Baslangic Olasiik Vektorii : Olasihiklar igeren eleman-
larn p!® gosterim'i ile genel olarak belirlenen Baglangic Olasiik

Vektorleri,

k- ©

0= ploY, p®, PO, . p¢ (5)
1 = a 6)]

pP=0P, PP, PP o P, |

............................................. (II.1.1)

p® = p® pgl) p(;l) s S plgﬂ)

egitlikleri ile tamimlanip p@, bu durumda baslangic olasiligini,

(5) Bkz: LEE, T.C.; JUDEE, G.G. and ZELLNER, A: Enstimating the para-
meters: of the markov probality model from aggregate Time series data -
North - Holland puplishing campany. Amsterdam 1970
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n1(0) , p'® baslangi¢ olasihk vektorii icinde i nei duruma uygu-

lanan (veya ait olan) olasiligi, p® ise (n) adim sonraki olasilik
vektoriinii ve p® de (n) adim sonra (veya n si¢rayistan sonra)

a; durumu iginde kalma olasihigim belirtmektedir. Bu vektiirﬁ_n ele-
manlari icin de:

12p(j“20 ve p(li) +pt +pg) A +pr =1

Cistsi i

olacagi aciktir.

1.2 Teorem :

., p®, bir baglangi¢ olasiik vektorii olsun. ' p{ sistemin (n) -

adim sonra a; durumunda bulunma olasiigi olup p™ olasihk
vektoriiniin i, neci elemam ise;

b— p®=pb.P egitlikleri ger¢eklenir. (6)

ispat :

m

p(» olasihg; p» = 2 p» -p®  olarak yazlabilir.

—1

Teorem 1.3 ten dolayr Vpg;ﬂ , P® matrisinin i nei satir ve j,

nei-slitundaki elemamdir. Buna gore:

p®™ =p@ P bagintis1 elde edilir.

”

b — Elde edilen son egitlikten,
pe1) =pl® . pr1l  egitliginin yazlabilecege aciktir. Esitligin
iki yam P ile carpilirsa,

pe D . P = p® . Pr = p bulunur. Asagida verilmis olan
ornek, Teoremin bir uygulamas: niteligindedir.

(6)  COGAW, EJ; ve Digerleri: Agk,'s. 120
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11.2.1 Ornek :

Bir pazarda satilan farkh nitelikteki deterjanlarin ahg topla-
mi E olsun. Bu deterjanlardan (a) markali olaninin alig toplam

A, diger biitiin marka deterjanlarin ahg toplami1 A olsun. (A, A),

E toplam arzinin parcalaridir. Diger markalar: belirleyen durum (a)
olsun. Bir pazar aragtirmasi gostermektedirki, arastirma anina ka-
dar gegen belli bir dénem icinde (a) markasini almg olanlarin yeni-
den (a) y1 alma olasihiklar: % 70 tir. Ancak % 30 alicinin tercihi di-
ger markalara kaymigtir. Eger belirtilen dénem icinde bir tiiketici
alig sirasinda (a) y1 segmemigse % 80 olasilikla yine (a) y1 segme-
yecektir. Ancak % 20 olasilikla Tercihini (a) markasina yonelte-
cektir. Buna gore olayin Gegig Olasihiklar1 Matrisi,

e a a
E 070 030 (I11.2.1)
& 020  0.80

Belirtilen dénemde adi gecen mamul icin pazarin % 60 1m (a)

markasi, % 40 1m da (a) diger markalar kendine ¢ekmis olsun. Aym
zaman birimi ile 6lciillen daha sonraki zaman birimlerinde alieilarin
ne sekilde davranacaklar: bilinmek istenmektedir. (7)

E1=fA1,A1) A1=%60,A1=%40
Yukardaki teoremde belirtilen p‘® baslangic olasihk vektorii,

p©® = (0,6 , 04) tir.

Buna gore, Ornegin; ii¢ devre sonra alicilarin davranisi,

07 03 13
= . y II-2-2
p® = (06 , 04) [ 0.2 08 ] ( )

(7) BRUNEL, D; Agk, s. 96
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ifadesi ile ya da,

p® = (06 , 0,4)8[ g'; g’g] (11.2.3)

ifadesi ile belirlenir. Bu da,

o 0475 0525 | ¢
p® = (0,6 , 04) [ 0,35 0.65 ]—(42,5 ., B1,5)

olmaktadir. Elde edilen bu vektériin anlam, ii¢c devre sonra alicilarin
% 425 inin tercihlerini (a) markasi yoniinde, % 57,5 inin de diger
markalar yoniinde kullanmakta olacagidir.

ITI. Emen Markov Zineirleri :

III.1 Emen Markov Zingciri tanimi;

Bir a; durumu p;; = 1 ise a; bir emen durumdur. Bagka bir
soyleyisle, bu durumu terketmek olanaksizdir. Ornek 1.2 nin gecis
olasiliklar1 matrisi olan (1.2.1) P matrisinde (0) ve 4 durumlarina

kargilik gelen satirlarin birer «Emen Durum» oldugu kolayca soy-
lenebilir,

Eger bir Markov zinciri en az bir Emen Durum igeriyorsa ve
emen durum olmayan herhangi bir durumdan en az bir emen duru-
ma gitmek olagihgl varsa boyle bir Markov Zincirine (Emen Mar-
kov Zinciri) denir. Yukarda verilmis 6rnekteki matriste emen du-
rumlarin digindaki 1, 2, 3 durumlarindan her birine «Ara Durums»
bu durumlarla belli satirlarin hepsine birden «Ara Ciimles denil-

mektedir. Ara Ciimlede durumlarin herhangi birinden digerine git-
me olasihig vardir.

I11.2 Diizgiin Ara Matrisler :

Markov Zincirlerinde ara durum olmayan bir durumdan bagla-
yan bir Markov Zincirinin davramisi, bir ara durumdan baglayan
Markov Zincirinin davramgindan farkli olmaktadir. Bir P matrisi-
nin P* kuvvetinde hi¢ sifir elemam yoksa P matrisine «Diizgiin
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(Reguler) matris» denir (8). Olasiik teorisinde, ara matrisi diiz-
giin bir matris olan Markov Zinciri i¢in 6yle bir n sayis1 buluna-
bilirki, bir- a; durumundan bagka bir a, durumuna n adimda
gitmek miimkiindiir, ve a, den a, ya gidip dénmek 2n adimda
miimkiin olur. Béyle bir zincirin ara durumu yoktur. Ancak bir Er-
godik Simf’1 olur. Bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani, yal-
niz bir Ergodik simifi bulunan Markov zineiri bir Ara Durum ol-
mayabilir. Fakat Diizgiin Ara Matris degildir. Durumu bir &rnekle
actklamadan o6nce Ergodik Ciimle hakkinda kisa bir aciklama ya-
rarl olacaktir.

II1.2.1 Ergodik Ciimle :

Bir Durumlar evreninde U, biitiin durumlarin ciimlesi olsun.
Eger a; durumundan a; durumuna gitmek miimkiinse U igin-
deki T baglantis1 (9) a; T a; ile tamimlanir. T ile ilgili olan tercih
baglantist S, de a;Sa; olur. S tercih baglantisi, a, den a; ye git-
menin miimkiin ancak geri dénmenin miimkiin olmadigim belirt-
mektedir. R Denklik Baglantis1 da a;R a; ile tarif edilmsi olup,
‘a; den a; ye gitmek ve geri dénmek miimkiindiir’ durumunu tamm-
lamaktadir.,

R baglantisi, R nin Denklik Simflar1 Ciimlesi,
U= Lu‘l, u;, u;, u;) icinde T ile belirtilen kadar kis-

mim tammlar. Yani T kismi siralamasim belirtir. Ciinki her zayif
siralama Denklik Siniflar: ciimlesi icinde bir kismi siralama belirtir.

Bu baglanti, ancak ve yalniz u; icindeki herhangi bir durum-
dan u} igindeki diger bir duruma gitmek miimkiinse u’ T*u] ile

belirtilir. Iste bu u; simfi  ‘Kismi Zayif Siralama Baglantisi’ olan

(8) COGAN E.J ve Digerleri: Agk, s. 141

(9) T, U genel durumlar ciimlesinde her bir durumdan bir digerine gidilip
gidilemiyecegi esasina gore durumlari siralayan bir Zayif Siralama Bag-
lantisi’dir. Her bir a, den yine a; (kendisine) ye ve  a; den bir a, duru-
muna gtimek miimkiindiir.
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T* nin bir minimal eleman: (10) ise, u‘; bir Ergodik Ciimle’dir
denir. Her Markov Zincirinde en az bir ergodik ciimle vardir.

Herhangi bir olasiik matrisinin biitiin elemanlar1 pozitif ise
bunun bir diizgiin ara matrisi olacagr aciktir,

a1 : ao
Py il 0 (IIL.2.1)
1/2 1/2

as

matrisi diizgiin olmayan bir matristir. Ciinkii a; durumu bir ara
durum olmaktadir.

Diizgiin ara matrisleri olan bir Markov Zincirinin tipik bir dzel-
ligi agagida belirtilmege calisilmigtir.
0 1 0

P=1| 0 0 1 : (I11.2.2.)
1/2 2.0

matrisi bir diizgiin ara matristir. Bu matrisin karesi, dordiincii ve
sekizinei kuvvetleri alindiginda,

0 0 -
Proa. bop/2 v /9 0 (111.2.3)
0 S s )

0 1/2 2 11
_P* s g b SRR 171 TR, (V] (111.2.4)
L1/ f 12 1/4

(10) T nin bir Zayif Siralama ve S nin onunla belirlenen bir tercih baglan-
tis1 olmast durumunda cesitli elemanlar (ozel tipte) tamimlanabilir. U nun

bir q elemanina U da, q Sy olacak tarzda highir y bulunmamas1 halinde
q ya ‘Minimal’ denir.
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4/16 6/16 6/16
3/16 7/16 6/16 (II1.2.5)
3/16 6/16 7/16

I

P2

52/256 102/256 102/256
P = 51/256 103/256 102/256 (II1.2.6.)
51/256 102/256 103/256

P#® matrisinde satirlarin birbirine ¢ok yakin degerler tagidiklar: go--
riilmektedir. Nihayet P® matrisinin de karesi alindiginda hemen he-
men biitiin satirlar ayni olmaktadir. P* matrisinin i, nei satirimin
a; durumundan baglaylp (n) adimda diger durumlarin her birine
varma olasiliklarim tanimlamakta oldugu daha once belirtilmisti.
Buna gore, Baglama (gegis olasiliklari) matrisi «Diizgiin Ara Mat-
risi» olan bir Markov Zincirinde yeteri kadar adimdan sonra degi-
sik durumlara varma olasiligl ayn olup baslangi¢c durumuna bagh
olmamaktadir.

Eger bir Q matriginin her g; elemanm igin l_i>m . pg}” = qy
n—>oo

esitligi saglaniyorsa P® matrisi @ matrisine yaklasiyor denir. Yani,

P diizgiin bir ara matris ise P* matrisi n—>oo icin her satirinda ayni

q vektorii olan bir @ matrisine yaklasir. q vektorii,
ap =4q
sartin1 saglayan tek olasihk vektoriidiir. g niin biitiin bilesenleri
pozitif ve toplamlar: bir'e egittir. @ limit matrisini bulmak icin
gp = q bagintisim1 gercekliyen (q) olasilik vektoriinii bulmak ge-
reklidir. Bu da; asagida verilen érnekteki diizgiin ara matris icin
goyle hesaplanmaktadir (11).
0,3 0,2 0,5
P= 01 08 01 (I11.2.7)

0,4 0,4 0,2

(11) HOWARD, A. Ronald: Dynamie Probabilistic Systems, Volume I. Markov
Models, John Wiley-Sons, inc., New York, 1971, s. 26, 27

227



Ass. Ismail ILHAN

03:qi+01-9:+04-d3s=10

02 ai+08: g+ 04-as=0as  (ma2s)

05-9:+01:9:+02-093 =43

a1 + Qz + gz =1
esitliklerinin ¢oziimii ile,
q: =02 =08 ve q3=02
yahut,
a=1(02 08 02

bulunur. Buna gore limit matris,

0,2 0,6 0,2
Q= | 02 0,6 0,2 (111.2.9)
0,2 0,6 0,2

~ matrisi olmaktadir.

Markov Zincirleri ile ilgili daha bircok ozellikleri bu g¢aligma-
min kapsami icinde verebilmek olanag bulunmamaktadir. Bu ne-
denle Markov Zincirleri ile ilgili bu genel aciklama ile yetinilmistir.

IV. Markov Zincirleri metodunun Isletme problemlerine uygu-
lamsi;

Markov Zincirleri Metodu, bagimli olasiliklar iceren her konu-
daki problemlerin ¢oziimiine uygulanabilmektedir. Ozellikle Biyo-

loji’de, Iktisat’ta, (Imput - Autput, Hizlandiran modeli gibi model-
lerin ¢oziimiinde) Igletme’de (Karar Problemlerinde) yaygin bir bi-

¢imde kullamlmaktadir. Bu béliimde Markov Zincirleri Metodunun
Pazar Boliinmeseri ile ilgili bir Isletme probleminin ¢dziimiinde na-
a1l kullanilacag gosterilecektir.
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IV.1 Ornek Uygulama :

Bir bolgede aym bir mal iireten ve pazarlayan ii¢ isletme ol-
dugu varsayilsin. Pazarda, rekldm, servis sartlar ve diger baz ne-
denlerle alicillarin zaman iginde bir igletmeden digerine gectikleri
bilinmektedir. Eger igletmeler kazandigi ve kaybettigi miigterileri-
nin sayisini kaydediyorsa uygulama yapmak kolay olmaktadir. Ha-
ziran ve Temmuz aylarinda igletmelerin sahip olduklar: miisteri sa-
yis1 agagida tabloda gosterildigi gibi olsun.

Tablo IV.1.1
Miisteri sayis1
Isletmenin Haziran Temmuz
adi basinda basinda
A 200 220
B 500 490
C 300 290

Yukardaki veriler ¢6ziim icin gerekli ve 6nemli olan ayrintili

bir durumu- yansitmamaktadirlar. Ciinkii, Ornegin, temmuz ayinda
10 miisterisini kaybetmis goriinen B igletmesi i¢in bu sonuc nihai
bir sonuctur. Yani, B igletmesi diger igletmelerden miisteri kazan-
mig, ancak sonug olarak 10 adet miisterisini kaybetmigtir. Bu ay-
rintilar1 da iceren bir tablo agagida verilmigtir,

Tablo IV.1.2
=5 3 Haziran ay1
isletme 1 Haziranda 5. g 1 Temmuz
icindeki
ad1 durum son durum
Kazang | Kayip |
A 200 60 .40 220
B 500 40 50 - 490
C 300 35 45 290
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Yukardaki verilerden yararlanarak hesaplanan gecis olasihk-
lar1 adi verilen oranlarin yardimi ile ileri dénemlerde pazar béliin-
mesinin ne gekilde olacagini ve pazarda nasil bir denge kurulacagini
saptamak miimkiin olmaktadir. Gegis olasiliklari, yani eski miiste-
rileri bir sonraki devrede ellerinde tutabilme olasiliklar:;

200 —40

A igin = 0,80

500—5
By M:O,go
500

300—45
300

€ = 0,85

(IV.1.3)

olacaktir (12).

Belli miktardaki bu miigterilerin igletmeler arasindaki kayisi

agagdaki tabloda ayrintilar ile belirtilmistir.

Tablo IV.1.4
fglet. |1Haz- | ;Kazang Kayn 1 Temmuz
meler ran & B o T ; , B | P
A 200 0 35 25 0 20 20 220
B 500 20 0 20 35 0 15 490
C 300 20 15 0 25 20 0 290

Bu tablodaki kazan¢ ve kayiplar yiizde (%) itibariyle hesapld—
Markov zincirinin Gegig Olasilhiklar: Matrisi elde edilmig olmaktadir.
mp bulunan degerler bir (P) matrisinin sira ve siitunlarina yazilirsa,

| A B C
160 20 " I ey
PR ey T S Y, | e R T
200 200
35 450 15
P=B 4 =01, 0. &2 2 008
500 500 Te.Ls
c 25 20 295
A 0, y —— =10, b 0,85
| 300 300
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Bu matriste siralar her bir igletmenin kaybettigi miisterilerin,
siitunlarda bu isletmelerin kazandig: miisterilerin yiizde itibariyle
miktarlarin1 gostermektedir. Aylarin her biri bir devre olarak ah-
nacak olusa Eyliill 1'deki miisteri gecis olasihiklari yani, iki devre
sonra her igletmede bulunacak olan miisterilerin % itibariyle dagil-
ma olasiliklar;

0,8 0,1 0,1 0,655 0,225 0,168
P2 = 0,07 0,9 0,03 |=| 0121 0,819 0,060
0,08 0,07 0,85 0,137 0,131 0,733

IV.1.6
olarak elde edilir. :

Ayrica 1 Temmuz tarihinde yapilan bir arastirmanin toplam
miisterinin % 22 sinin A igletmesi mamuliinii, % 49 unun B nin ma-
muliinii, % 29 unun da C nin mamuliinii tercih ettigini saptadig
varsayilsin. Bu durum bir (Q) satir vektorii ile, Q = (0,22, 0,49,

. 0,29) olarak gosterilebilir. Buna gére pazarin 1 Eyliilde igletmeler
arasindaki béliinme olasiliklar:, P? - Q ifadesi ile belirlenmektedir.
Bu da,

0,655 0,225 0,168
P2-Q= 0,121 0,819 0,060 (022 - 049  0,29)
0137 0,131 0,733 (IV.1.7)
yani,
P2-Q= (0,270 , 0,485 , 0245) olmaktadir.

Son elde edilen satir vektoriiniin aciklanmas gerekirse, 1 eyliil
tarihinde meveut miigterilerin % 0270 inin A isletmesi ile, % 0485
inin B igletmesi ile, % 0245 inin de C isletmesi ile aligveris yapa-
cag anlagilmaktadir. Bunun gibi érnegin 5 devre sonraki pazar
béliinmesi olasihiklarim da, -

P5.Q ifadesi ile tespit etmek miimkiin olmaktadir. Yukarda-
ki iglemlerden de anlagildify fizere Gegis Olagsihiklar1 Matrisi’nin

231



Ass. Ismail ILHAN

(P) ve baglangic olasihiklar: vektoriiniin (Q) bilinmesi ile daha son-
ra gelen zamanlardaki herhangi bir devrede pazarin igletmeler ara-
sinda nasil paylasilacaginin olasihiklar: kolayca hesaplanabilmekte-
dir. Burada aym sonuglarin,

P°-Q=P-Q° esitligi nedeni ile bagka sekilde de bulunabi-
lecegi aciktir.

Sonug

Markov Zincirleri Teorisinin igletme ve iktisat problemlerinin
bir kisminin ¢oziimiine katkisi gelismis bati ekonomilerinde olduk-
ca onemli bir yer tutmaktadir. Bu durumu konu ile ilgili bat1 lite-
ratiirii belirgin bir bicimde kanmitlamaktadir. Bagimh olasihga da-
yanan her tiirlii belirsizlik durumlarinda genis bir uygulama ola-
nag bulan bu teorinin Tiirkiye’de heniiz taninmamg ve tamtilma-
mig oldugu tereddiitsiiz soylenebilir. et

Bu calisma icinde Markov zincirleri teorisinin tanimi, bir kac
temel teoremi ve cok genis uygulama alanlarindan yalmzca pazar
boliinmesine iliskin bir uygulama ile yetinilmistir. Markov zincir-
leri teorisi ile ilgili Tiirkce bir literatiiriin yoklugu, va da yok de-
necek kadar azlig dikkat cekmektedir. Bu durum, yurdumuzda il-
gili konudaki bilimsel arastirmalarin ve genis uygulama alanlar-
nmin cok biiyiik yararlar1 olabilecegini umdugumuz bu teori’den ge-
rektigi gibi yararlanamadiklar1 sonucunu birlikte tasiyor.
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