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GOK DEGISKENLIi KONTROL GRAFIKLERI
ve BIiR UYGULAMA

Ayse OGUZLAR'
Ozet

Bir siireci etkileyen ¢ok sayida degisken oldugu g6z oniine alindiginda, tek
degiskenli kontrol grafiklerinin yetersiz kalacagi agiktir. Bir siireci etkileyen ¢ok
sayida degiskenin birlikte ele alinmasi ve bunlarin ayni grafik iizerinde gosterilmeye
baslanmast sonucunda ¢ok degiskenli kontrol grafikleri giindeme gelmistir. Ilk
olarak Shewhart kontrol grafiklerinin ¢ok degiskenli karsiligi Hotelling tarafindan
gelistirilmistiv. Hotelling T° grafigi olarak bilinen bu grafik, ¢ok degiskenli
Shewhart veya i’ grafigi olarak da adlandirilmaktadir. Bu grafikler 1,50 veya daha
biiyiik kaymalarin arastirdmasinda etkilidir. 1,50 dan daha kiigiik kaymalarda
etkili olan ¢ok degiskenli kontrol grafikleri arasinda ise Cot, Mcusum ve Mewma
sayabilir. Calismanmn uygulama kisminda, bir otomotiv yan sanayi firmasindan
elde edilen verilerden yararlanilmistir. Verilere oncelikle degisken sayisinin
azaltilmasina yonelik olarak faktor analizi uygulanmistir. Ardindan Hotelling T° ve
MEWMA grafikleri MINITAB paket programinda olusturularak yorumlanmaya
calistimistir.

Anahtar Kelimeler: Hotelling T° grafigi, Mewma grafigi.

Abstract
Multivariate Control Charts and an its Application

When it is taken a lot of variables which effect the process into
consideration. It is clear case of dissatisfaction of one variable control charts. In the
result of conmsidering together with a lot of variables effecting this process and
embarking on to show their on the same graph, multivariate control charts are put
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on the agenda. Firstly, the multivariate response of Shewhart control graphs has
been improved by Hotelling. This graph is known as Hotelling T° graph is called
multivariate Shewhart or y° graph too, which has effect on 1,5¢ or investigation of
bigger slipping. Cot, Mcusum and Mewma are showed among multivariate control
charts which effect on slipping smaller than 1,50. In practice section of this study,
firstly factor analysis towards the reducing of variable number is carried out based
on data from which are acquired the firm of by-automotive industry. Then, Hotelling
T’ and Mewma graphs are stemmed from by MINTAB packet program is
interpreted.

Key Words: Hotelling T° chart, Mewma chart.

I. GIRIS

Isletmeler rekabet edebilmek igin kosullarmi yeniden inceleyerek
farkli 6nlemler almak amaciyla siirekli olarak yeni stratejiler gelistirmeye
caligmaktadirlar. Bu amagla uygulanan igletme stratejilerinden birisi de kali-
tesi yliksek diizeyde mal ve hizmet liretmektir. Kalitenin kontrol edilmesi

icin de bir takim istatistiksel yontemler ara¢ olarak kullanilmaktadir (Cilan,
2005: 1).

Istatistiksel siire¢ kontrolii, siire¢ duraganligmin gergeklestirilmesi
ve degiskenligin azaltilmasi amaglarina yonelik olarak, yeterliligin arttiril-
masinda kullanighi problem ¢dzme tekniklerinin biitiinliine verilen isimdir
(Montgomery, 1991: 101). Istatistiksel siire¢ kontroliiniin nihai amaci siireg-
teki degiskenligin ortadan kaldirilmasidir. Siirecin degiskenligini ortadan
tamamen kaldirmak miimkiin olmasa bile, istatistiksel siire¢ kontroliinde
sikca yararlanilan kontrol grafikleri degiskenligin miimkiin oldugunca azal-
tilmasinda yararlanilan etkin araclardir.

Uretilen pargalarin kalitesi birden ¢ok ozelligin birlikte degerlen-
dirilmesi ile belirlenebilir (Kutay, 1989: 83). Istatistiksel siire¢ kontrolii ile
ilgili ¢aligmalarda bir parcay1 etkileyen ¢ok sayida degisken oldugundan,
bunlarin esanli olarak goriintiillenmesi tek tek goriintiilenmesi durumunda
gizlenen bazi bilgilerin agiga c¢ikarilmasi agisindan 6nem tagimaktadir. Gii-
nlimiizde bilgisayarlar ve otomatik veri toplama araglar1 sayesinde g¢ok
sayida veri toplanabilmektedir (Fuchs ve Kenett, 1998:4). Bir parcayi etkile-
yen ¢ok sayida degiskenin esanli goriintiilenmesi sayesinde, bu degiskenlerin
biitiiniinden aciga c¢ikabilecek kaynagi belirlenebilir nedenler de ortaya
cikarilabilir. Kaynagi belirlenebilir nedenler sans nedenlerinin bir pargast
degildir. Bir siire¢ kaynagi belirlenebilir nedenler altinda islem goriiyorsa
kontrol digidir (Giirsakal ve Oguzlar, 2003:176).

Bu calismada ¢ok degiskenli kontrol grafiklerinden olan Hotelling T*
ve Mewma grafikleri agiklanmaya caligilmistir. Cok degiskenli kontrol
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grafiklerinden biri olan Hotelling T? grafiginin uygulanabilmesi i¢in, diger
cok degiskenli kontrol grafiklerinde de oldugu gibi X;’ lerin (j=1,2........... ,p
i¢in) ortalama vektorleri ile bagimsiz ¢ok degiskenli normal rassal vektorler
olduklar1 varsayimi gegerli olacaktir. Bagimsizlik varsayimi saglanamiyorsa,
kontrol-dis1 sinyaller anlamsiz olmaya baslayacaktir. Bu ¢alismanin
uygulamasinda bagimsizlik varsayiminin saglanmasi amaciyla faktor analizi
uygulanmig, bu sayede hem bagimsizlik ve hem de degisken sayisinin
indirgenmesi basarilmistir.

II. COK DEGISKENLi SHEWHART (HOTELLING T?)
GRAFIGI

Hotelling' in (1947) gelistirdigi ¢ok degiskenli kontrol grafigi, T?
degerlerine bagli olarak olusturuldugundan, Hotelling T? grafigi olarak ad-
landirilmaktadir (Bkz. Ozdamar, 2002:95). Baz1 kaynaklarda ¢ok degiskenli
Shewhart kontrol grafigi veya x2 grafigi olarak da isimlendirildigi gortil-
mektedir (Montgomery, 1991:326). Bu grafige 2 grafigi de denilmesinin
nedeni T? degerlerinin %2 dagilimi gdstermesindendir. Cok degiskenli
Shewhart grafigi olarak anilmasinin nedeni ise tek degiskenli Shewhart
grafiklerinde oldugu gibi, ortalamada meydana gelebilecek kiiciik kaymalara
kars1t duyarsiz olmasidir. Bu grafikler 1,56° dan daha biiylik kaymalarin
arastirilmasinda etkindirler. Hotelling T?grafigi, 6rneklem sayilarina kars: T?
degerlerinin ¢iziminden olugmaktadir (Ryan, 1989:216). Grafikte yer alan T?
degerleri asagidaki sekilde bulunmaktadir:

(1) nolu esitlikteki a degiskenlerin genel ortalamasini veya hedeflenen

ortalamay1, X; nxp boyutlu gézlem matrisini ve Z_Ipxp boyutlu varyans-
kovaryans matrisinin tersini gostermektedir. Hotelling T2grafigi icin UKL
(Ust kontrol limiti), merkezi ¢izgi ve AKL (Alt kontrol limiti) asagida
goriildiigii gibidir:

UKL = (i)
Merkezi ¢izgi = Tiz )
AKL=0

Hotelling T?grafigi, Tiz > UKL durumunda bir kontrol dis1 sinyal iire-

tecektir. h degeri belirli bir kontrol i¢ci ARL' yi saglayacak bi¢imde belir-
lenen bir kritik degeri sembolize etmektedir.
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Hotelling T?grafiginin ARL degeri, d ile gosterilen merkezi olmayan
parametre araciligiyla yalnizca ortalama vektorii p ile kovaryans matrisi X’
ya baglidir (Oguzlar, 1998:44):

d= +[(u—a)'2_l(u—a)]”2 3)

(3) nolu esitlikte a hedeflenen ortalamay1 gostermekte ve bu ortala-
manin da degeri 0’a esittir. ARL’yi d’nin bir fonksiyonu olarak diisiinmek
miimkiindiir. ARL degeri tek degiskenli Shewhart grafiklerinde oldugu gibi
bulunmaktadir:

ARL=1 )

p

(4) nolu esitlikte p = P(T2 > xz(a;p)) olarak elde edilir. Genellikle

cok degiskenli kontrol grafiklerinin ARL performanslarina iliskin kiyaslama
yaparken kontrol i¢i ARL 200 veya 500 olacak sekilde segilir. Bu kontrol i¢i
ARL degerlerini, Hotelling T2 grafigi igin p serbestlik dereceli y° dagilimimnin
99,5. ve 99,8. santilleri saglamaktadir.

III. COK DEGiISKENLi EWMA (MEWMA) GRAFIGIi

Ortalama vektoriindeki kiiglik kaymalarla ilgilenildiginde, Mcusum
veya Mewma grafikleri cok degiskenli Shewhart veya Hotelling T* grafigine
iyi birer alternatif olusturmaktadirlar. Mewma tek degiskenli Ewma gra-
figinin bir genisletimi olarak diisiiniilmelidir. Sunu da belirtmek gerekir ki
Mcusum grafiklerine gére Mewma grafigi tek degiskenli karsiligina daha
biiyiik benzerlikler gostermektedir.

Tek degiskenli Ewma istatistigi asagidaki bicimde ifade edilebilir
(Domangue ve Patch, 1991:300):

Zi=rX;+(1-r)Z;_;  i=1,23....n (5)

(5) nolu esitlikte Zg =pg =0 ve r gegmis gozlemlere verilen agirlik

katsayilaridir (0<r<1). X; ise nx1 boyutlu gézlem matrisidir. r i¢in en sik
kullanilan degerler 0,08, 0,10 ve 0,15 degerleridir (Montgomery, 1991: 306).
Bu degerlerin i¢inden 0,10 degeri kiiglik kaymalara etkin oldugundan en gok
kullanilan degerdir. (5) nolu esitlikte gozlem degerleri yerine ortalama
degerler kullanilarak da Ewma grafigi diizenlemek miimkiin olmaktadir.
Ewma grafigi orneklem sayilarina karsilik Z; degerleri ¢iziminden olus-
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maktadir. Ewma grafiginin ortasindan gegen merkezi ¢izgi ortalama deger
veya hedeflenen ortalamay1 gostermektedir. Bu merkezi ¢izginin her iki
yanminda uzanan kesikli cizgilerle gosterilen degerler UKL ve AKL’ni
gostermektedir. Bu grafikte her bir rnekleme iliskin Z; degerlerinin UKL ve
AKL bulunarak Z; degerlerinin ilgili limitler igine diislip diismedigi
incelenerek siirecin kontrol dis1 sinyal iiretip iiretmedigine bakilir. UKL ve
AKL, merkezi degere 3o Z, eklenerek ve ¢ikarilarak elde edilmektedir.

Cok degisken s6z konusu oldugunda Ewma vektoriiniin genisletimi
asagidaki bi¢cimde elde edilir:

Z; =RX; +(1-R)Z;_; i=123,......n (©6)
(6) nolu esitlikte Zy =0, R= kosegen (r,r,........ JIp) ve 0<r<l
G=12,......... ,p) bicimindedir.

Mewma grafigi asagidaki esitsizlik saglandigi durumda kontrol dist
bir sinyal iiretir:

T2 =7;27'2.7; > hy 7)

(7) nolu esitlikte yer alan hy (>0, st kontrol limit degeri hesaplanigi
icin Bkz. MINITAB Help), onceden belirlenmis bir kontrol i¢ci ARL’ yi
gergekleyecek bigimde secilir. Ayrica yine yukaridaki esitlikte yer alan X7 ,

Z;’ nin kovaryans matrisidir. Ele alman p degisken i¢in ge¢mis gozlemlerin
farkli bir bigimde agirliklandirilmasi i¢in onciil bir sebep bulunmadiginda;
== ..., =r,=T olur.

Hotelling T> ve MEWMA grafikleri ile ilgili olarak yukarida
belirtildigi sekilde kisa bilgilerin verilmesinin ardindan, son bdliim olan
dordiincii boliimde anlatilanlar ile ilgili olarak bir uygulamaya yer verilmeye
calisilmistir. Uygulama boliimiinde yararlanilan faktor analizi SPSS 10.0 ve
cok degiskenli kontrol grafikleri ise MINITAB 14.0 paket programinda
gerceklestirilmistir.

IV. UYGULAMA

Uygulama bolimiinde Bursa’da faaliyette bulunan bir otomotiv yan
sanayi firmasindan alinan alternatér pargalarindan birine iligskin veriler
kullanilmustir. Tlgili parga iizerinde 10 farkli degiskene iliskin dlgiimler ya-
pilmaktadir. Veriler rassal olarak segilen 20 giin boyunca yapilan toplam
5000 o6l¢tim sonucundan olugmaktadir. Her bir degiskene iliskin toplam 500
gozlem degeri bulunmaktadir. Ele alman degiskenler 2 farkli daire ¢ap1
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(Capl, Cap2), 5 farkli uzaklik (Uzl, Uz2, Uz3, Uz4, Uz5), 1 merkez
kacikligr (M.Kag.) ve 2 ac1 (A¢il ve A¢12) degerinden olusmaktadir.

Calismada yer alan 10 farkli degisken ile calismanin zorlugu ve
bagimsizlik sartinin saglanmasi gerektiginden verilere oOncelikle faktor
analizi uygulanmstir. Burada faktor analizi uygulanmasi i¢in gerekli 6rnek-
lem biiyiikliigiiniin yeterliligini belirten KMO testi degeri 0,519 bulunmus ve
orneklem biiyiikliigliniin smirda da olsa kabul edilebilir olduguna karar
verilmigtir. Ayrica, Bartlett Testi 0,05’den kiigiik bulundugundan (0,043),
analize dahil edilen degiskenlerin birbiriyle yiiksek korelasyon iginde
olduklar1 anlasilmigtir. Bu iki sonugtan yola ¢ikilarak faktor analizi uygula-
nabilecegine karar verilmigtir. Faktor analizi uygulanmasi sonucunda,
Varimax dondiirmesi sonucunda ¢ok daha anlamli sonuglara ulagilabilmistir.
Ayrica uygulanan dondiirme sonucunda da anlamli sonug¢ elde edilmeyen
Ac1l degiskenin degisken kiimesinden ¢ikarilmasina karar verilmistir. Kalan
dokuz degisken tizerinden gerceklestirilen faktdr analizi sonuglar1 Tablo 1 ile
gosterilmistir. Elde edilen dondiiriilmiis faktor yiikleri matrisi ise Tablo 2 ile
gosterilmistir.

Tablo 1. Faktor Analizi Sonuc¢lari

l}aslanglc Dondiiriil- Dondii-
Ozdeger- memis riillmiis
leri
Bilesen- | Toplam | Varyan- | Kiimiila-| Toplam |Varyan-|Kiimiilatif| Toplam |[VaryansinKiimiila-|

ler sin %’si | tif % sin %’si % %’si tif %
1 1.505 16.725 16.725 1.505 16.725 | 16.725 1.320 14.666 | 14.666
2 1.396 15512 | 32.236 1.396 15.512 | 32.236 1.300 14.443 | 29.109
3 1.165 12.941 45177 1.165 12.941 | 45177 1.263 14.028 | 43.137
4 1.051 11.675 | 56.852 1.051 11.675 | 56.852 1.234 13.715 | 56.852
5 991 11.009 | 67.861
6 .848 9.425 77.286
7 738 8.197 85.482
8 .682 7.583 93.066
9 .624 6.934 100.000

Tablo 2 ile gosterilen dondiiriilmiis faktor yiikleri matrisine bakil-
diginda; faktor 1 iizerinde Uz2 ve Uz5 degiskenlerinin, faktor 2 iizerinde
Cap2, Uz3 ve Uz4 degiskenlerinin, faktdr 3 iizerinde Uzl ve M.kag
degiskenlerinin ve faktor 4 iizerinde de Capl ve A¢i12 degiskenlerinin faktor
yiiklerinin agirlikta oldugu anlasilmistir. Elde edilen 4 faktor icin oncelikle
normallik varsayiminin saglanip saglanmadigi arastirilmak istenmistir. Elde
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edilen bu dort faktériin de normal dagilim gostermedigi anlasildigindan,
orijinal degiskenlere doniilmiis ve bu kez orijinal degiskenlerin normal
dagilim gosterip gostermedigi incelenmistir. Uygulanan grafikler ve SPSS ve
MINITAB’ da uygulanan bazi normallik testleri sonucunda, Capl, Uz3,
M kag. ve Ac12 degiskenlerinin normal dagilima yakin sonuglar gosterdigi
ve analize alinmasi gerektigine karar verilmistir. Cok degiskenli normalligin
saglanmas1 durumunda genellikle her degiskenin tek degiskenli normal
dagilima uydugu gozlenmektedir. Ancak ele aliman tiim degiskenlerin tek
degiskenli normal dagilima uygun olmasi veri kiimesinin ¢ok degiskenli
normal dagilima uydugunu garanti etmemektedir. Ancak yine de bu
yaklagim ¢ok degiskenli normalligin arastirilmasinda iyi bir baslangic
noktasi olarak kabul edilmektedir (Nijhuis, Jong ve Vandeginste, 1999: 110).
Dolayisiyla normal dagilima yakin dagilim gosteren Capl, Uz3, M.kag. ve
Ac1 2 degiskenleri i¢in olusturulan genellestirilmis varyans grafigi Sekil 1°de
gosterilmistir.
Tablo 2. Dondiiriilmiis Faktor Yiikleri Matrisi

Faktorler
1 2 3 4

CAP1 .149 4.126E-03 -.116 .834
CAP2 -2.219E-02 .645 .180 -1.167E-02

UZ1 -.128 -.120 -.658 -.171

UZz2 .676 155 -.203 5.555E-02

uZz3 154 -.664 337 4.191E-02

UZ4 383 .614 182 213

UZs 704 -.151 137 -.110
M.KAC -.197 -2.533E-02 725 -.136
ACI2 345 -5.615E-02 -.226 -.655

Generalized Variance Chart of gapl; ...; aci2Z
4.0000E-11

UCL=3.7296E-11

3.0000E-11 4

2.0000E-11

|S|=1.1608E-11

Generalized Variance

1.0000E-11 4

0.0000E+00 - LCL=0

1 3 5 7 9 1113 15 17 19 21 23 25
Sample

Sekil 1. Genellestirilmis Varyans Grafigi
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Sekil 1°den genellestirilmis varyans grafigindeki tiim 6rneklem nok-
talarinin kontrolde oldugu anlasilmaktadir. Bu grafik kontrol durumunu gos-
terdiginden dolay1, ikinci asama olan Hotelling T* grafiginin uygulanmasina
gecilmistir. Hotelling T* grafigi ise, Sekil 2 ile gosterilmistir.

Tsquared Chart of capi; ...; agi2]

50

Tsquared

UCL=17.49
104
Median=3.25

— T T T T T T T T T T T T
1 3 5] 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
Sample

Sekil 2. Hotelling T’ Grafigi

Sekil 2 incelendiginde Hotelling T* grafigindeki iki 6rneklemin (1.
ve 21. 6rneklem) tist kontrol limiti disina diistigli anlasilmaktadir. Dolayi-
styla Hotelling T* grafigi kontrol dis1 bir durum sergilemektedir. Birinci ve
yirmibirinci 6renklem noktalarina geri doniilerek, kontrol disiliga yol agan
etmenlerin arastirilmasi gerekmektedir. Ayrica bu grafik bize, siirecin 1,50’
dan biiyilk kaymalar gosterdigini anlatmaktadir. Siirecin ayni zamanda
kiigiik kaymalar (1,5¢” dan daha kiiciik) gosterip gostermedigi ise Sekil 3 ile
gosterilen Mewma grafigi ile aragtirilmustir.

Multivariate EWMA Chart of capl; ...; ag2]

UCL=4.747

— T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
Sanple

Sekil 3. Mewma Grafigi
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Sekil 3 incelendiginde siirecin kontrol altinda oldugu anlasilmak-
tadir. Ele alinan siiregte kii¢iilk kaymalarin mevcut olmadig1 da bu grafikle
ortaya konulmustur.

V.SONUC

Bu caligmada, bir parcayr etkileyen ¢ok sayida degiskenin esanli
olarak kontrolde olup olmadiginin belirlenmesinde, en ¢ok kullanilan iki ¢ok
degiskenli kontrol grafigi olan Hotelling T> ve Mewma grafiklerinin kisaca
aciklanmasi hedeflenmis ve bu konuda yapilan bir uygulamaya yer veril-
mistir. Cok degiskenli kontrol grafikleri, bir pargayr etkileyen ¢ok sayida
degisken i¢in tek tek uygulanan kontrol grafikleri durumunda, gizlenen bazi
bilgilerin agiga ¢ikarilmasi agisindan kullanigh araglardir.

Calismada oncelikle 1,5¢° dan daha biiylik kaymalarin arastiril-
masinda etkili olan Hotelling T* grafigi ve ardindan da 1,56 dan daha kiigiik
kaymalarda etkili Ewma grafiginin ¢ok degiskenli genisletimi olan Mewma
grafigi hakkinda kisa teorik bilgiler verilmeye c¢alisilmistir. Bunun ardinda
uygulama kisminda, bir alternator parcasina iligskin olarak 10 degisken ele
almmis ve bu degiskenlerin birlesiminden olusan 4 faktor, faktor analizi ile
elde edilmistir. Faktor analizi uygulanmasi sirasinda anlamli sonug elde
edilemeyen bir degisken ise analiz disinda birakilmistir. Ardindan elde
edilen faktorlerin normal dagilima uygun olmadig1 anlasildigindan orijinal
verilere geri doniilmiistiir. Orijinal veriler igerisinden normal dagilama yakin
bir dagilim sergileyen Capl, Uz3, M.kag. ve A¢1 2 degiskenleri i¢in ¢ok
degiskenli kontrol grafikleri uygulamasina gegilmistir. Oncellikle uygulanan
genellestirilmis varyans grafigi kontrol altinda bir durum sergilediginden,
Hotelling T* grafiginin uygulanmasina gegilmistir. Hotelling T> grafigi
stirecin kontrol altinda olmadigina isaret etmektedir. Dolayisiyla ilgilenilen
siiregte 1,56 dan daha biiyilk kaymalarin mevcut oldugu sonucuna varil-
mustir. Hotelling T* grafiginin ardindan siiregte 1,5¢° dan daha kiigiik kay-
malarin bulunup bulunmadigini arastirmak iizere Mewma grafigi olustu-
rulmustur. Mewma grafigi siirecin kontrol altinda bulundugunu goster-
diginden siirecte kiigiik kaymalarin da bulunmadigini (1,5¢6” dan daha kiiciik)
sOylemek miimkiin olmustur.
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