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YONLENDIRILMIS GRAFLARIN MATRISLER TEORISINE
BAZI UYGULAMALARI
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OZET

Bu ¢ahigmada, yénlendirilmis bir grafa modZ2 tamsayilarindan olusan bir
malris tekabiil ettirmek yerine; reel elemanh bir M = [mij]nxn matrisine bir Gy (M)
bagintigrafi tekabiil ettirilmigtir. Béylece, reel elemanli matrisler ve bagmntigraflar:
arasinda bir iliski kurulmaya ¢ahgilmigtr. Bu iliskiden yararlanilarak, verilen bir M
matrisinin determinantini, ¢arpimsal tersini ve 6zdegerlerini bulma problemleriyle

ilgili olan grafsal metodlar geligtirilmistir.

SUMMARY
Some Applications to the Matrix Theory of Directed Graphs

In this work, instead of corresponding to a directed graph a matrix which
consists of integers mod2; a matrix M = [m,-j]mm of real elements is corresponded
to the relagraph Gy (M). Thus, it is tried to set up a relation between matrices of
real elements and relagraph. By using this relation, graphical methods are developed
related with the problems of finding determinant, inverse and eigenvalues of a given

matrix M,
GIRiS

T sonlu ve bog olmayan bir kiime olsun. TXT nin bir R altkiimesine T kiimesin-
de tanimh bir ikili bagint: denir. T kiimesinin elemanlari diizlemde noktalar olarak
belirlenir ve (t;, tj)ER ise, t; noktasmdan tj ye giden yonlii bir ¢izgi ¢izilir. Boylece
dizlemde olusan sekle R bagintisinin grafi ya da kisaca bagintigrafi denir ve bu
Gy (R) ile gosterilir. Bu gosterimdeki y indisi, bagintigrafinin yonlendirilmis graf
oldugunu gostermektedir. T nin t; elemanlarina tepeler ve R nin (t;, t;) elemanlarina
da yénli aynitlar denir ve ap = (i, tj) ile gosterilir. A = [ag = (t;, t]-) | (%, tj)ER]
kiimesine de ayritiar kiimesi denir.

Uc noktalan cakisik olan bir aynta bukle denir. Yansiyan bir bagintiya ait
olan bagmtigrafinin her tepesinde bir bukle vardir. Ters-yansiyan bir ikili bagintiy
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temsil eden bagintigrafinda ise, higbir bukle yoktur. Yansima ve ters-yansima gibi
bagintilara ait tiim ozellikler, bagintigraflarina bakilarak somut bir gekilde goriile-
bilir.

Ormegin, T = [t;, t,, t3, t4, ts, t] kiimesiyle bu kiimede tanimlanan bir ikili
bagmti R = [(t,, t5), (12, t1), (£, ta), (L2, t3), (ta, t3), (L3, ts), (L5, ta), (ta, ts),
(ts, ts), (ts, t)] bigiminde verilirse, bu bagintiy: temsil eden Gy (R) bagmtigrafi
Sekil 1'deki gibi ¢izilir.

Sekil: 1
Gy(R) bagintigraf:

Genel olarak n elemanh bir T kiimesinde bir R ikili bagintis: verildiginde; satir
ve situnlar t;, t,, t3, ..... , tn tepeleriyle numaralanarak ve (tj, tj)ER ise bij =1

(5, t,j)(—'_‘R ise bij = 0 alinarak olugturulan B = [bij]nxn matrisine G,, (R) bagintigra-
fimin komgu-tepe baglanti matrisi denir. Ornegin, Sekil 1'deki Gy (R) bagmtigrafi-
nin komgu-tepe baglanti matrisi;

oty b b ts g
{001 0 1 0 o]

t (1 0 1 0 0 O
"t {0 0 0 0 1 1
B= wlo o1 01 o
ts |0 0 0 1 0 o

te [0 0 0 0 0 1

dir. l‘."t‘iylece,“sekill 1dek1 Gy(R)'bagmtngraflna bu- B = [bij]6x6 mod2 tamsayilar
matrisi tekabiil ettirilmigtir. 1954'den beri topolojik sentezler olarak bilinen [1, 2,
3,4,5,6,7, 8, 9] graf - matris tekabiilii matematikciler ve elektronikgiler icin yeni
bir ¢alisma sahasi olmustur.
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Sekil 1'deki Gy(R) bagmntigrafinn A = [a,,a,, a3, 84,85,86,8- 4. ,49.3, |
ayntlar kiimesinin A, = [a;0], A = [a;, a; ], A; = [a4, 23], Ay = |a<. a,.a-]alt-
kiimelerine sirayla; bir, iki, ii¢ aynth yénli ¢evreleri denir. Bu yonlii ¢evrelerden
komsu durumdaki A; ve A, gevrelerinin birlesimi olan A;UA,; = [a;, a4, a4, ag]
kiimesine Gy{R) bagmntigrafinin kuvvetli olarak birlegtirilmis maksimal altgrafi ya
da kisaca kuvvetli parcast denir. Komsu durumunda olmayan A; ve A, yonli cev-
relerine de Gy(R) bagntigrafinin kuvvetli parcalar: denir. Ayrica yonlendirilmis bir
grafm bir asih ayntinm u¢ noktasida grafin kuvvetli bir pargasidir. Genel olarak
yonlendirilmis bir grafin, komsu olmayan yonlii ¢evreleri, komsu yonlii cevrelerinin
birlesimleri ve varsa asih ayntinin u¢ tepesi alinarak tiim kuvvetli pargalan bulunur.
Ornegin, Sekil 1'deki Gy(R) bagintigrafinn A; = [a;0], A2 = [a1, 3,], A3UA, =
[as, ag, a7, ag ] olmak iizere ii¢ tane kuvvetli pargasi vardir. Bu kuvvetli parcalardan
herbiri bir tepeyle ve bunlardan birini diferine birlegtirecek sekilde ¢izilmis olan
tiim yonlii aynitlar da bir tek yonlii ayritla temsil edilerek ¢izilen yeni bir yonlendi-
rilmig grafa, Sekil 1'deki Gy(R) bagmtigrafinin stkigtmrilmig: denir ve bu G, ile
gosterilir (Sekil: 2).

A, =[a;,az]
[33.34]

AU A4 =[as, a6, a7, ay]
Gg

A, =[a10]

Sekil: 2
Gy(R) bagintigrafinin sikigtirilmisi

Yonlendirilmis bir grafin bir t; tepesinden diger bir t; tepesine giden yonlen-
dirilmig bir yol varsa, t; tepesine gidilebilir tepe denir.
Yukaridaki tanimlardan,
1- Yonlendirilmis bir grafin bir kuvvetli pargasinin stkigtirilmig: sadece bir
tepedir,
2. Yonlendirilmis bir grafinin sikistinlmig: hi¢bir yonli cevre icermez,
3- Yonlendirilmis bir Gy grafimin kuvvetli olarak birlestirilmis olmasi i¢in ge-
rek ve yeter kosul, Gy deki her tepeye diger tepelerden gidilebilir olmasidir,
sonuclanna vanhr. Bu iic sonu¢ bir Gy(R) bagmtigrafindaki tiim kuvvetli pargalarm
dogru olarak bulunmasini saglar. Bulunan kuvvetli parcalardan yararlanarak bir
matrisin determinantinin, inversinin ve dzdegerlerinin bilinen yontemlerden ¢ok da-
ha basit olarak hesaplams: agagida sergilenmistir.
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MATERYAL VE METOD

Reel elemanli bir M = [m‘ Inxn matrisi verildiginde; t;, t;, ts, ... ., i gibi n ta-
ne tepe alarak ve M deki herblr mijj #* 0 elemaniyla agirhklandmilmig olan bir (tl,t,]
yonlii aynit1 gizerek bu matrisi temsnl eden bir Gy(M) bagmtigrafi ¢izilir (Sekil: 3).

t1 tg t3 tq,

|0 0 4 0

M_ta 0 4 0 0
ts]|3 0 2 —1[,GyM):

Sekil: 3
M matrisi ve bu matrisi temsil eden Gy(M) grafi

Sekil 3'deki Gy(M) bagintigrafinin yonlii ayntlan a; = (t;, t,), a2 = (t4, t3),
az = (ty, ta), 22 = (t2,t3),85 = (t3,t2), 36 = (ta, t1),27 = (ta, t3), ag = (ta, t4) ge-
killerinde adlandirilirsa A = [a;,8,, 23,84, 85, 86, 37, ag | ayntlar kiimesi elde edilir.
Anm A; = [a;], A, =[ag], As = [a3,86], As = [a4, a5 ] altkiimeleri (Sekil: 3'deki)
Gy(M) bagintigrafinm yonlii ¢evreleridir. Bu yonlii gevrelerden komsu durumdaki
A,, Ay, A; cevrelerinin birlegimi olan A; UA,UA; = [a,, a3, a6, ag | kiimesi Gy(M)
grafinin bir kuvvetli pargasidir. Komsu durumda olmayan A, yonli gevresi de
Gy(M) grafimn ikinci bir kuvvetli parcasidir. Bu iki farkh kuvvetli parcaya gore
Gy(M) grafinin T = [ty ty, t3, ta] tepeler kiimesi Ty = [t;, t3]ve T, =t,, t4] ol-
mak iizere iki altkiimeye ayngir. Bu ayrigima gore M matrisinin satirlan ve siitunlan
permiite edilerek yeniden diizenlenirse,

fq tgl tl tq
ty 0 4 1 0 0
i i L ) O
=T T
{00 2] A=a Pay - Pya
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geklinde bir alt iicgen blok matris elde edilir. P matrisinin esas kosegeni iizerin-
de bulunan P,; ve P,, altmatrisleri sirayla (Sekil: 3'deki) G (M) grafinin A, ve
A;UA,UA; kuvvetli parcalarinn agirhiklandrilmis komgu- tepe baglant1 matris-
leridir. P matrisi, M matrisine R;, - R;3 = C;, = C,; seklinde elemanter satir
ve siitun operasyonlan uygulanarak elde edildiinden M ~ P ve detM detP dir.
Diger taraftan, detP = detP; ; detP,, oldugu gézoniine alinarak

detP = [0 4 1 1
4 0 3 -1
= (—18) (—4)

bulunur. Buradan da det M = 64 oldugu sonucuna varilir.

Verilen M matrisi, bu matrisi temsil eden Gy(M) grafinin kuvvetli pargalarina
gore bir alt liggen blok P matrisine denk sekle getirilmis ve P nin determinant: da-
ha kiiciik boyuttan P, ,, P,, matrislerinin determinantlari yardimiyla kolayca he-
saplanmigtir. Bu hesaplamada bir matrisin bloklara aynlmasiyla, matrisi temsil eden
grafin kuvvetli parcalara ayrnlmas: arasinda ¢ok yakin bir iligki kurulmugtur.

Genel olarak

P=
P‘). 1 P‘Z 2
seklindeki bir alt iiggen blok matrisin esas kosegeni iizerindeki P,, ve P,, altmat-
rislerinin P]} ve P;) inversleri varsa, bunlar matrisler teorisinin bilinen yéntemle-
riyle hesaplanarak ve
-1
0
Pl = (1)
-1 -1 -1
—P,, P Py P2

esitliginden yararlanilarak P~' matrisi bulunur. Ornegin,

0 4| igin 0 4
P, = [4 OJ detP,, = [4 0] =—16 du. (2)
=< ekP
ekP,, = g =4 ve P = ———  dir. (3)
—4 0 detP, ,
o 4
(2)ve (3)den, P, = elde edilir. (4)
sk 0
4
1 1 1 1 .
Pzz = icin, det Pg) = = — 4 diir. (5)
3 -1 3 -1
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—1 =1 1 ekP‘zl

ekP,, = ve P35 = —mz— dir. (6)
-3 1

1. X
-1 4 4

(5) ve (6) dan, Py, elde edilir. %)
™ =
4 4

0 -9
Elde edilen P;! ve P;} matrisleriyle P nin P,, = " 4 altmatrisi (1)

esitligindeki yerlerine yazilarak ve gerekli iglemler yapilarak,

t2 ta t ts
ta |0 1/4 0 0
ts |1/4 O 0 0

t) 0 0 1/4 1/4
te |1/2 O 3/4 —1/4
matrisi bulunur. Bulunan P~! matrisinin satirlarimi ve siitunlarini M matrisindeki si-

raya gore yeniden diizenlemek igin, daha 6nce M matrisine uygulanan elemanter sa-
tir ve siitun operasyonlan ters sirada uygulamir. Buna gore,

tl tq t3 tq
t, |1/4 0 0 1/4

yiw B |0 0 1/4 0
t3 [0 1/4 0 0

te [3/4 12 0 —1/4

olur. Béylece verilen M matrisinin ¢arpimsal tersi olan M~ matrisi bulunur.

Verilen M matrisini temsil eden Gy (M) bagintigrafinin kuvvetli pargalar1 bulu-
narak, bu kuvvetli parcalara gore Gy (M) grafinin tepeler kiimesinin aynsim belir-
lenmis ve bu ayngima uygun olacak sekilde M matrisinin satir ve siitunlarina eleman-
ter operasyonlar uygulanarak M matrisi bir alt iicgen-blok P matrisine denk gekle
getirilmigtir. M ~ P oldugundan, M ve P matrislerinin &zdegerleri birbirinin aymsi-
dir. P matrisinin 5zdegerleri, esas kdgegeni iizerinde bulunan P,, ve P,, altmatris-
lerinin 6zdegerlerinden ibarettir. Bu 6zdegerler,

0—A 4
4 0—A

[P, ;—AL|=0= =0=’7\2—-16=0=”7\1=—4,7\2=4;

1—2X
[Py,— AL |=0= =0=’7\2—4=0=°7\3=—2, Ag=2

3 —1—A
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seklinde hesaplanarak, M matrisinin * 4, + 2 olmak iizere dort tane ozdegerinin
bulundu@u sonucuna varihr.

SONUC VE TARTISMA

Daha soyut yonlendirilmis graf tamimu da yapilabilir. Soyutluktan kacinmak
icin yonlendirilmis grafin daha kisitlanmug bir tamm olan bagmtigrafi tamm goz-
oniine almmigtir. Boylece reel elemanl matrislerle bagintigraflar arasinda daha ko-
lay bir iligki kurulmustur. Bir grafin B = | bij Jnxn komsu-tepe baglant: matrisinin
olusturulmasindaki kural, verilen bir M matrisinin satir-siitun bagintis: gibi diisiiniil-
miigtiir. Gergekten de verilen M = | mj; Jnxn matrisinin sifirdan farkh herbir elema-
m silinerek yerine 1 yazilmak suretiyle elde edilen mod2 tamsayilar matrisi Gy (M)
bagintigrafimn B = [ bj; Jpxn komsu-tepe baglant: matrisi olmaktadur.

Birden fazla kuvvetli parcasi olan bir bagintigrafiyla temsil edilen bir matrisin
determinantimn, inversinin ve 6zdegerlerinin bulunmasini basitlestirmek igin gelig-
tirilen bu grafsal yontem, bir tek kuvvetli parcas: olan bir bagintigrafiyla temsil
edilen bir matris i¢in gegerli degildir. Boyle matrislerin, determinantmin, ¢carpimsal
tersinin ve 6zdegerlerinin bulunmasinda matris teorisinin Kklasik hesap yontemleri
daha elveriglidir. Gelistirilen grafsal yontem; bir indirgeme yontemi olarak bilhassa
biiyiik boyutlu matrislerin determinantlarinin, carpimsal terslerinin ve 6zdegerleri-
nin hesaplanmasinda biiyiik kolayhklar saglamaktadir.
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