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ÖZET 

Bu çalışmada, yön/endirilmiş bir gra{a mod2 tamsayılarından oluşan bir 
matris tekabül ettirmek yerine ; reel elemantı bir M = [mij]nxn matrisine bir Gy (M) 
bağıntıgra{ı tekabül ettirilmiştir. Böylece, reel eleman/ı matrisler ue bağınhgra{ları 
arasında bir ilişki kurulmaya çalışılmışhr. Bu ilişkiden yararlanılarak, verilen bir M 
matrisinin determinanhnı, çarpımsal tersini ue özdeğerlerini bulma problemleriyle 
ilgili olan gra{sal metodlar geliştirilmiştir. 

SUMMARY 

Some Applications to the Matrix Theory of Directed Graphs 

In this work, instead of corresponding to a directed graph a matrix which 
consists of integers mod2; a matrix M = [mijlnxn of real e lemen ts is corresponded 
to the relagraph Gy (M). Thus, it is tried to set up a relation between matrices of 
real elements and relagraph. By using this relation, graphical methods are deueloped 
related with the problems of finding determinant, inuerse and eigenualues of a giuen 
matrix M. 

GiRIŞ 

T sonlu ve boş olmayan bir küme olsun. TxT nin bir R altkümesineT kümesin­
de tanımlı bir ikili bağıntı denir. T kümesinin elemanlan düzlemde noktalar olarak 
belirlenir ve (tı, tj)ER ise, tı noktasından tj ye giden yönlü bir çizgi çizilir. Böylece 
düzlemde oluşan şekle R bağınhsının gra{ı ya da kısaca bağıntıgrafı denir ve bu 
Gy (R) ile gösterilir. Bu gösterimdeki y indi~, ba~mtıgrafmın yönlendirilmiş graf 
oldu~nu göstermektedir. T nin tı elemaniarına tepelerveR nin (tı , tj) elemaniarına 
da yönlü ayntlar denir ve ak = (tj, tj) ile gösterilir. A = (ak = (ti, 1> 1 (tı, tj)ER) 
kümesine de aynilar kümesi denir. 

Uç noktalan çakışık olan bir aynta bukle denir. Yansıyan bir bağıntıya ait 
olan b~ıntıgrafmın her tepesinde bir bukle vardır. Ters-yansıyan bir ikili ba~ıntıyı 
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temsil eden ba~ıntıgrafında ise, hiçbir bukle yoktur. Yansıma ve ters-yansıma gibi 
b~ıntılara ait tüm özellikler, ba~ıntıgraflarına bakılarak somut bir şekilde görüle­
bilir. 

ömejtin, T = [t1 , t2, t3, t4, ts, t6 ] kümesiyle bu kümede tanımlanan bir ikili 
b~ıntı R = [(t1 , ~). (t2, tı), (t1 , t4), (t2, t3), (t4 , t3), (t3, ts), (ts, t4), (t4 , ts), 
(t3 , t6 ), (t6, t6)] biçiminde verilirse, bu bajtıntıyı temsil eden Gy (R) bajtıntıgrafı 
Şekil l 'deki gibi çizilir. 

Şekil : ı · 
Gy (R ) bağınhgrafı 

Genel olarak n elemanlı bir T kümesinde bir R ikili bajtıntısı verildiltinde; satır 
ve sütıınlar t 1 , ·ıı, t3, ..... , tn tepeleriyle numaralanarak ve (tj, tj}ER ise bij = ı 

(ti, 1)ER ise bij = O alınarak oluştıırulan B = [bij1nxn matrisine Gy (R) bajtıntıgra­
fının komşu-tepe bağlantı matrisi denir. ömejtin, Şekil l 'deki Gy (R) baltıntıgrafı­
nın komşu-tepe baltlantı matrisi; 

. t.ı t2 h t4 t s t6 
tı o ı o ı o o 
t2 ı o ı o o o 

e 
t3 o o o o ı ı 

B = 
t4 o o ı o ı o 
ts o o o ı o o 
t6 o o o o o ı 

dir. Böylece, Şekil ı'deki Gy(R) bajtıntıgrafına bir B = [bij1SxS mod2 tamsayılar 
matrisi tekabül ettirilmiştir. ı954 'den beri topolojik sentezler olarak bilinen [ı 2 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] graf ~ matris tekabülü matematikçiler ve elektronikçiler için ;enl 
bir çalışma sahası olmuştur. 
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Şekil ı 'deki Gy(R) baitıntıgrafının A = [a 1 , a2 , a3 , a.ı, as, a6 , a". a,, a" , a 1 0 j 
ayntlar kümesinin Aı = [aı 0 ] , A2 = [aı, a2 ] , A3 = [a7 , as ], A4 = [a, . a,,. a" 1 alt­
kümelerine sırayla; bir, iki, üç ayrıtlı yönlü çevreleri denir. Bu yönlü ~· P vrelerden 

komşu durumdaki A3 ve A4 çevrelerinin birleşimi olan A3 UA4 = [as , a6 , a7 , as ] 
kümesine Gy(R) baltmtıgrafının kuvvetli o larak birleştirilmiş maksirnal altgratı ya 
da kısaca kuvvetli parçası denir. Komşu durumunda olmayan A1 ve A2 yönlü çev­
relerine de Gy(R) baitıntıgrafının kuvvetli parçaları denir. Aynca yönlendirilmiş bir 
grafın bir asılı ayntınm uç noktasıda grafın kuvvetli bir parçasıdır. Genel olarak 
yönlendirilmiş bir grafın, komşu olmayan yönlü çevreleri, komşu yönlü çevrelerinin 
birleşimleri ve varsa asılı ayntının uç tepesi alınarak tüm kuvvetli parçalan bulunur. 
ömeıtin, Şekil ı 'deki Gy(R) baıtıntıgrafının Aı = [a1 0 ] , Aı = [aı, aı ], A3 UA4 = 
[as, aı;, a7 , as] olmak üzere üç tane kuvvetli parçası vardır. Bu kuvvetli parçalardan 
herbiri bir tepeyle ve bunlardan birini dilterine birleştirecek şekilde çizilmiş olan 
tüm yönlü ayntlar da bir tek yönlü ayntla temsil edilerek çizilen yeni bir yönlendi­
riimiş grafa, Şekil ı 'deki Gy(R) baitıntıgrafının sıkıştırılmışı denir ve bu Gs ile 
gösterilir (Şekil: 2). 

u s 

A 2 = [aı , aı ] 

A 1 = [aıo] 
Şekil: 2 

Gy(R) bağıntıgrafının sıkıştırılmışı 

Yönlendirilmiş bir grafın bir ~ tepesinden dilter bir tj tepesine giden yönlen· 
dirilmiş bir yol varsa, tj tepesine gidilebilir tepe denir. 

Yukandaki tanımlardan , 
ı- Yönlendirilmiş bir grafın bir kuvvetli parçasının sıkıştırılmışı sadece bir 

tepedir, 
2- Yönlendirilmiş bir grafının sıkıştınlmışı hiçbir yönlü çevre içermez, 
3- Yönlendirilmiş bir Gy grafının kuvvetli olarak birleştirilmiş olması için ge-

rek ve yeter koşul, Gy deki her tepeye diiter tepelerden gidilebilir olmasıdır, 
sonuçlanna vanlır. Bu üç sonuç bir Gy(R) bağıntıgrafındaki tüm kuvvetli parçalarm 
doitru olarak bulunmasını saitlar. Bulunan kuvvetli parçalardan yararlanarak bir 
matrisin determinıı.ntının, inversinin ve özdeiterlerinin bilinen yöntemlerden çok da­
ha basit olarak hesaplanışı aşajtıda sergilenmiştir. 
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MATERYAL VE METOD 

Reel elemanlı bir M= [mij1nxn matı'isi verildl~inde; tı, t2, t3, .... ,tn gi.bi n~­
ne tepe alarak ve M deki herbir mij *O elemanıyla ~ırlıklandınlınış olan bır (ti,~) 
yönlü ayntı çizerek bu matrisi temsil eden bir Gy(M) b~mtıgrafı çizilir (Şekil: 3). 

Şekil : 3 
M matrisi ue bu matrisi temsil eden Gy(M) grafı 

Şekil 3'deki Gy(M) b~ıntıgrafınm yönlü ayntlan a1 = (t1 , t 1 ) , a2 = (t1 , t3 ), 
a3 = (t1 , t4), a4 = (tı , t3 ), as= (h, t2), ll(;= (t4 , tı ), a7 = (t4 , t3), as= (t4, t4) şe­
killerinde adlandırılırsa A = [aı, a2, a3 , 84, as , ll(;, a7 , as ] ayntlar kümesi elde edilir. 
Anın A1 = [aı], A2 =[as ], A3 = [a3 , a6], A4 = [a4, a5 ] altkümeleri (Şekil : 3'deki) 
Gy(M) b~mtıgrafınm yönlü çevreleridir. Bu yönlü çevrelerden komşu durumdaki 
A1 , A2, A3 çevrelerinin birleşimi olan Aı UA2 UA3 = [a1 , a3, ~,as] kümesi Gy(M) 
grafının bir kuvvetli parçasıdır. Komşu durumda olmayan A4 yönlü çevresi de 
Gy(M) grafmın ikinci bir kuvvetli parçasıdır. Bu iki farkl,ı kuvvetli parçaya göre 
Gy(M) grafının T = [tı , tı , h , t4] tepeler kümesi Tı = [t2 , h] ve T2 = [t1 , t4] ol­
mak üzere iki altkümeye aynşır. Bu aynşıma göre M matrisinin satırlan ve sütunlan 
pennüte edilerek yeniden düzenlenirse, 

:: tL3_Lt_ij = [Pıı 
p = tı o -2 ı ı ı 

t4 o 2 1 3 - ı p2 ı 
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şeklinde bir alt üçgen blok matris elde edilir. P matrisinin esas köşegeni üzerin­
de bulunan P11 ve P2 2 altmatrisleri sırayla (Şekil: 3'deki) Gy(M) grafının A4 ve 
A1 U A2 U A3 kuvvetli parçalarının ağırlıklandırılmış komşu-tepe bağlantı matris­
leridir. P matrisi, M matrisine Rı2 -+ R23 -+ C12 -+ C23 şeklinde elemanter satır 
ve sütun operasyonları uygulanarak elde edildiğinden M - P ve detM = detP dir. 
Diğer taraftan, deıP = detP 11 detP2 2 olduğu gözönüne alınarak 

d etP 
= ı~ ~ı l! 
= (-ıs) (-4) 

= 64 
bulunur. Buradan da det M = 64 olduğu sonucuna varılır. 

Verilen M matrisi , bu matrisi temsil eden Gy(M) grafının kuvvetli parçalarına 
göre bir alt üçgen blok P matrisine denk şekle getirilmiş ve P nin determinantı da­
ha küçük boyuttan P 11 , ·p 2 2 matrislerinin determinantları yardımıyla kolayca he­
saplanmıştır. Bu hesaplamada bir matrisin bloklara aynlmasıyla, matrisi temsil eden 
grafın kuvvetli parçalara ayrılması arasında çok yakın bir ilişki kurulmuştur. 

Genel olarak 

~Pıı P = 
P2 ı 

şeklindeki bir alt üçgen blok matrisin esas köşegeni üzerindeki P1 1 ve P2 2 altmat­
rislerinin P!! . ve P2-~ inversleri varsa, bunlar matrisler teorisinin bilinen yöntemle­
riyle hesaplanarak ve 

ı ı 
p -1 = 

[ 

p - 1 

-P;~ pı ı p~: 

eşitliğinden yararlanılarak p- ı matrisi bulunur. örneğin, 

(ı) 

Pı ı = [~ ~] için detP1 ı = [~ ~] = -16 dır. (2) 

(2) ve (3) den, 

ve 

p - ı 
tt 

p2 2 = [ı ı] 
3 -ı 

p- ı = 
ll 

ekPı ı 

detPı 1 

dir. 

elde edilir. 

(3) 

(4) 

için, detP22 = lı ıl = -4dür. (5) 
3 - ı 
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[-1 -lı ekP22 = 
-3 ı 

-ı 
(5) ve (6) dan, P2 2 

ve 
ekP22 

Pi~=--~­
detP22 

dir. 

[; _!J elde edilir. 

Elde edilen P ll ro -~ 
ve Pi~ matrisleriyle P nin Pı ı = ~ 

2
j 

eşitli~indeki yerlerine yazılarak ve gerekli işlemler yapı1arak, 

h t 3 tı t4 

t, o 1/4 o o 
t3 1/4 o o o 

p- 1 = 
tı o o 1/4 1/4 

t4 1/2 o 3/4 -1/4 

(6) 

(7) 

altmatrisi (1) 

matrisi bulunur. Bulunan p-ı matrisinin satırlarını ve sütunlannı M matrisindeki sı­
raya göre yeniden düzenlemek için, daha önce M matrisine uygulanan elemanter sa­
tır ve sütun operasyonlan ters sırada uygulanır. Buna göre, 

tı t, t 3 t4 

t ı l /4 o o 1/4 

M- ı = 
t, o o 1/4 o 
h o 1/4 o o 
t4 3/4 1/2 o -1/4 

olur. Böylece verilen M matrisinin çarpımsal tersi olan M-ı matrisi bulunur. 
Verilen M matrisini temsil eden Gy (M) ba~mtıgrafının kuvvetli parçalan bulu­

narak, bu kuvvetli parçalara göre Gy (M) grafınm tepeler kümesinin aynşıını belir­
lenmiş ve bu aynşıına uygun olacak şekilde M matrisinin satır ve sütunlarına eleman­
ter operasyonlar uygulanarak M matrisi bir alt üçgen-blok P matrisine denk şekle 
getirilmiştir. M- P oldu~ndan, M ve P matrislerinin özde~erleri birbirinin aynısı­

dır. P matrisinin özde~erleri , esas köşegeni üzerinde bulunan P ı ı ve P2 2 altmatris­
lerinin özde~erlerinden ibarettir. Bu özde~erler, 
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4 ı = O=> A.2 -16 = 0 => A. ı = -4, A.2 =4 ; 
0 - A. 

ı 

3 -1-A. 



şeklinde hesaplanarak, M matrisinin ± 4, ± 2 olmak üzere dört tane oldeğtmnin 

bulundu~ sonucuna varılır. 

SONUÇ VE TARTIŞMA 

Daha soyut yönlendirilmiş graf tarıırnı da yapılabilir . Soyutluktan kaçınmak 
için yönlendirilmiş grafın daha kısıtlanmış bir tanımı olan ba~ıntıgrafı tanımı göz­
önüne alınmıştır. Böylece reel elemanlı matrislerle ba~ıntıgrafları arasında daha ko· 
lay bir ilişki kurulmuştur. Bir grafın B = [ bij lnxn komşu-tepe bağlantı matrisinin 
oluşturulmasındaki kural, verilen bir M matrisinin satır-sütun ba~ıntısı gibi düşünül· 
müştür. Gerçekten de verilen M = [ mij lnxn matrisinin sıfırdan farklı herbir elema­
nı silinerek yerine 1 yazılmak suretiyle e!de edilen mod2 tamsayılar matrisi Gy (M) 

ba~tıgrafının B = [ bij lnxn komşu-tepe ba~lantı matrisi olmaktadır. 
Birden fazla kuvvetli parçası olan bir bağıntıgrafıyla temsil edilen bir matrisin 

determinantının, inversinin ve özde~erlerinin bulunmasını basitleştirmek için geliş· 
tirilen bu grafsal yöntem, bir tek kuvvetli parçası olan bir ba~ıntıgrafıyla temsil 
edilen bir matris için geçerli de~ildir. Böyle matrislerin, determinantının , çarpımsal 

tersinin ve özde~erlerinin bulunmasında matris teorisinin klasik hesap yöntemleri 
daha elverişlidir . Geliştirilen grafsal yöntem; bir indirgeme yöntemi olarak bilhassa 
büyük boyutlu matrislerin determinantlannın, çarpımsal terslerinin ve özde~erleri· 
nin hesaplanmasında büyük kolaylıklar sa~lamaktadır. 
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