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Bn Boole Graflarinin Karakteristik
Polinomlan ve Tayflan

Mehmet ARISOY
OZET

Bu ¢alismada, ozvektorler ve dzvektorler uzayimin boyutu ile ilgili temel kav-
ramlar kullanilarak ve Bn grafimin n. ci dereceden regiiler bir graf oldugu gozéniine
alinarak ilg teorem ispatlanrmigtir. Bu teoremler B1, B2, B3 graflanna uygulanarak
sonuglar tarisilmigar. n pozitif tamsayisiin, By grafimin ¢okkatlhih$ bir olan en bii-
yiik 6zdegeri ve —n negatif tamsayisimin da Bn nin ¢okkathlih bir olan en kiigiik 6z-
degeri oldugu gostenlmz;nr Buradan Bi, B3, B3 graflanmin ra);ﬂanna ve karakteris-
tik polmomlanna uygun bir genelleme yapilarak, By (n € Z*) graflanmin tim tayf-
- lannin ve karakteristik polinomlannin bulunmasyla ilgili genel formiiller ortaya ko-
nulmugtur.

ABSTRACT
On The Spectrums and The Characteristic Polynomials of
Boolean Graphs Bn

In this paper, three theorems are proved by using the fundamental concepts
concerning with the eigenvectors and the dimension of the space of the eigenvectors
and by considering that the graph By, is a regular graph of the n' degree The re-
sults are discussed by applying these theorems to the graphs B1, By, B3 It is shown
that the positive integer n is the largest eigenvalue of By so that the multiplicity of n
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is one and the negative integer —n is the smallest eiegenvalue of Bn so that the mul-
tiplicity of -n is one. Hence, by making a suitable generalization to the spectrums’

and the characteristic polynomials of graphs B1, B2, B3 general formulas are pre-

sented related with the discovery of the all spectrums and characteristic polyno-
mials of graphs Bn (ne Z%).

GIRis

B grafinin tanim ve temel ozellikleri® (s. 5-31) de ortaya konulmustur.
Aym zamanda Bj, grafinm Ap baglant: matrisinin

An ! 1
Ay = Ef‘“"}“?&,:‘] W

yapisinda ve simetrik bir matris oldugu? (s. 23) de belirtilmistir. Ay baglant: mat-
risinin belirtilen rekiirsif ve simetrik yapisindan yararlamlarak, bu matrisin ve'
dolayisiyla B, grafinin maksimal dzdegeri ile ilgili agagidaki teoremler ispatlan-
mugtir. Buradaki Ap, 2". mertebeden ve elemanlan 0 ile 1 olan bir kare matristir.

MATERYAL VE YONTEM

Teorem 2.1: Bn grafimn regiilerlik derecesi olan n pozitif tamsayisi, Bn
nin bir dzdegeridir.
Ispat: GF (2) cismi iizerinde tamimh, simetrik ve esas k(');egcni iizerindeki
tiim elemanlan sifir olan An matrisiyle garpilabilen ve sifir vektorii olmayan Vp
= || 1 1..1 ||2nx siitun vektorii dikkate alimirsa

AnVn = D.Vn (2)

oldugu goriiliir. Karakteristik polinom ve 6zdeger tanimlarina gore, (2) esitliginin
saf tarafindaki n garpaninin A, baglant: matrisinin ve dolaysiyla By grafinmn bir
ozdegeri oldugu ortaya gikar. Boylece By grafinin regiilerlik derecesi olan n tam-
sayisiiin Bp nin bir 6zdegeri oldugu sonucuna varihir,

Teorem 2.2: By grafimin bir dzdegeri olan n pozitif tamsayisimin gokkatihif

1 dir.
Ispat: Uy = Vj olmak iizere,
AnUn = nUjp (3)
esitlifini saflayan ve sifir vektorii olmayan bir Us = ||ujuz...u2”||2"a siitun

vektoril gbzoniine alinsin. Ap baglanti matrisinin (1) de belirtilen rekiirsif yapisi
ile simetrikligi ve Bp grafinin da n.dereceden regiiler ve birlestirilmis olusu dik-
kate alinirsa (3) esitligini saglayan Uy siitun vektoriiniin tiim elemanlarmin esit
(u1 = w2 = .. = w2") oldugu goriiliir. Buna gore, Up, siitun vektoriiniin (2) de
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belirtilen Vp, 6zvektoriiniin bir kat: oldugu ortaya ¢ikar. Boylece, By grafinin n
Ozdegerine kargilik gelen, Vy ile Up 6zvektorlerini de igeren, 6zvektor uzayinin
bir boyutlu oldugu ve bu nedenle n 6zdegerinin gokkathlhifinin da 1 oldugu sonu-
cuna varilir,

Teorem 2.3: By, grafinin her \ 6zdegeri igin, |\| < n dir.
Ispat: » = n olmak iizere,

AnTn =X Tn (4)

esitligini saglayan ve sifir vektdrii olmayan bir Tn = | |tot1t2...t2"1] |2nx siitun
vektorii gozoniine ahnsin. Bu siitun vektoriindeki indisler By grafinin tepe numa-
ralarim1 gdstermektedir. to, 0 nolu tepeyi; t2".1 de 2"-1 nolu tepeyi simgelemekte-
dir. t (i = 0,1,2,...2"-1) tepesinin mutlak degeri olarak, i indisinin mutlak degeri
diisiiniilerek

Ito] < |t1] < |t2] < .. < |2"4] Q)
ifadesi yazilabilir. Buna gore, Tn siitun vektdriiniin elemanlarindan mutlak
degerce en bilyiik olam t2".1 dir. (4) esitliginden,

(AnTn)2n. satin = A t2n-1
ve buradan da ,
Tt=At" 1 6
1

elde edilir. (6) esitligindeki toplam (2"-1) nolu tepeye baglantili olan, n tane i no-
lu tepeler iizerinedir. (6) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinarak ve
mutlak degerle ilgili genellegtirilmis licgen egitsizligi kullamlarak,

I 1e%] = |2 6] < 3 [6] <n e @)
bulunur. (7) deki son esitsizlik, (5) den faydalamilarak yazilmistir. Boylece, A »=

n igin, (7) den
[A] <n ®

sonucu ortaya gikar. Teorem 2.1 e gore; Bn grafimn regiilerlik derecesi olan n
pozitif tamsayisi, By nin bir 6zdegeri (» = n) oldugundan ve A, nin simetrik ya-
pisindan (A = - n)

I\ =n ©)
Al =n (10)

dir. (8) ve (9) dan,

sonucuna varilir,

Teorem 2.1, Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 iin bir uygulamast olarak Sekil:1
de gosterilen By, Bz, B3 graflarinn regiilerlik dereceleri olan 1,2,3 tamsayilarinin
bu graflarin gokkatlihig 1 olan en bilyiik 6zdegerleri oldugu agagida sergilenmistir
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Sekil 1’deki Bj, Bz, B3 graflarimin A1, Az, A3 baglanti matrisleri sirayla,

0 1110
% 1} po oo AT
‘ E 0 : 1010 1 M
01 .1 0
0 1 10! 10 0 0]
100 1,0 100 (1)
100 1,00 10
o1 1010001 ka1
S PR e A Sk e N PO
01001100 1
0 01T 0] 10 0 1
0 0 0 1 {0 1 1 0]

bigimindedir. (1) ve (11) den A; bilinirken Az, A2 bilinirken A3, A3 bilinirken
A4...Aq bilinirken Aq+1 baglanti matrislerinin yazilabilecegi ortaya gkaaktadu’
(11) de belirtilen A1, A2, A3 matrisleri igin,

A1V1 = 1LV, A2V2 = 2.V, A3V3 =3.V3 (12)

oldugu iki matrisin garpimi tammndan kolayca goriiliir. Ozdeger ve dzvektor ta-
mmuna gore, (12) deki esitliklerin sag taraflarindaki 1,2,3 ¢arpanlarmnin sirastyla
A1, A2, A3 baglanti matrislerinin ve dolayisiyla By, Bz, B3 graflarimin birer oz-
degeri oldugu sonucuna vanlr. Varilan bu sonug Teorem 2.1 in By, Bz, B3 grafla-
n igin saglandifim ifade eder. Buna gore, (2) esitliginin ¥V n ¢ Z* igin saglana-
caf, Ap matrisinin rekiirsif yapisina dayanan tiimevarmmla goriilebilir. -
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U; =lluyuzll, Uz = lluyuuzugll, Us = jlu; uuzugusuguqug |l (13)

siitun vektorii gdzoniine alinsin. (11), (13) ve AU = LU esitliginden,
U =uy (14)
elde edilir. (11), (13), (14) ve A2Uz = 2.U2 esitliginden

_ Ul =W = u3 = Wy (15)
bulunur. (11), (13), (15) ve A3U3 = 3.U; esitliginden
Ul =W =U3=UW=U5=1U§=U7=1us (16)

oldugu ortaya gikar. Bu muhakemeye devam edilirse (3) esitligini saglayan U, sii-
tun vektorii igin

=w=uw=,.=un" 17

oldugu goriiliir. (2), (3) ve (17) den By, grafinin n 6zdegerinin gokkatliliginin 1 ol-
dugu sonucuna vanlir. Varilan bu sonug, Teorem 2.2 nin Sekil: 1'deki B1, B2, B3
graflan icin saglandifim ifade eder.
Ta = | |tot1t2 ... t2".1] | siitun vektoriinden n = 1,2,3 igin,
Ty = litot; I, T2 = lltotitatsll, T3 = lltot tatatatstetsll (18)

elde edilir. (18), (11) ve n = 1,23 igin (4) esitligini saglayan T1, T2, T3 siitun
vektorleri ile (5), (6), (7) deki muhakeme dikkate alinarak,

A <m,(n=123) (19)
bulunur. (9), (10) ve (19) dan
I = n,(n=123) (20)

elde edilir. Boylece Teorem 2.3 iin $ekil: 1’deki By, B2, B3 graflan igin saglandi
goriiliir. (12), (17) ve (20) den; B1, Bz, B3 graflannm regillerlik dereceleri olan
1,2,3 tamsayilarimn bu graflanin gokkathilif: 1 olan en bilyiik d6zdegerleri oldugu
ortaya gikar.

SONUC VE TARTISMA

Teorem 2.1, Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 ile bu teoremlerin By, B2, B3 graf-
larina uygulanmasmin sonucu olarak, B, grafinin regiilerlik derecesi olan pozitif
n tamsayist bu grafin gokkathlifs 1 olan en bilyiik dzdegeridir. Ayrica (10) esitsiz-

ligi :
-n<A<n (21)

seklinde de yazlabildiginden, — n tamsayisinin B, grafinin ¢okkatliig: 1 olan en
kiigiik 6zdegeri oldugu sonucuna varilir. Teorem 2.3 ve (21) esitsizlifine gore, By
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grafimin tiim dzdegerlerinin [-n, n] kapah arabginda bulunmasi kogulu, smirlayici
bir kosuldur. Bu smurlayici kosul By graflarim karakterize etmek igin yeterlidir.
Teorem 2. 1 vc (21) den By grafimin Kpn (M) karakteristik polinomunun bir gar-
paninn (A —n ) oldugu ortaya gikmaktadir. §ekil: 1’deki B1, B2, B3 graflarimin
(11) deki A1, A2, A3 baglanti matrislerinin karakteristik polinomlar:

det WI-An) , (n=123) (22)
ile hesaplanirsa,
Kp1 (\) = M-12,Kp2 () = (2-29) 2% Kpz () = \2-3%) 021’
@)

oldugu goriiliir. (23) deki karakteristik polinomlardan herbiri ayn ayn sifira esit-
lenerek Bj, B, B3 graflarinin 6zdegerleri bulunur. Bulunan 6zdegerlere gore; By,
B2, B3 graflarimin tayflar sirayla,

I =1 2 0 —2 31 —-1-3
tan B] = 5 tayf B2 = ’ tayf B3 ==
1 1 1 2 1 13 AR

(24)

dur. (24) deki tayflarin ikinci satirlarindaki gokkathliklara dikkat edilirse, bunla-
rin sirasiyla n = 1,2,3 igin, (a+b)" nin Binom agiimindaki katsayilar oldugu go-
riliir. Goriilen bu durum agafida agiklandigy gibi genellestirilebilir. Eger n pozi-
tif gift tamsayx ise,

n n—2 ... 2 0 —2...—(n—2) —n)

G () (_:x_é_) (;2) )

25)

tayt By= (

dir. Eger n pozitif tek tamsay: ise,

2

ol Ty e
B & °

dur. (26) daki [0/2], 0/2 nin tamdegerini ifade etmektedir. (25) ve (26) da ortaya
konulan Bp grafinin genel tayf ozelliklerine gore, bu grafin karakteristik polino-
munun asagidaki genel ifadeleri elde edilir. Eger n pozitif ¢ift tamsay: ise,

n\/n
n —
I ) =2)2)
Kg, M=("=n’)  N-@n-27% O*—(@-4)).. AZ-22) A

7
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dir. Eger n pozitif tek tamsay ise,

n n_
n 7 o n—2 n
(0) : (1) [ 2 ] [2
Kg M=*=n’) N-@—-27) ..0*-3) A*—1%)
(28)

dir. (25), (26) ve (27), (28) e gore, Vn e Z™ igin By graflarinin tayflan ve karak-
teristik polinomlan bulunabilmektedir. Boylece By graflarimin genel bir karakte-
rizasyonu elde edilmistir.
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