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ÖZET 

Bu çalışmada, özvektörler ve özvektörler uzayının boyutu ile ilgili temel kav­
ramlar kullanılarak ve Bn grafının n. ci dereceden regüler bir graf oldugu gözönüne 
alınarak aç teorem ispatlanmıştır. Bu teoremler Bı, Bı. B3 graflanna uygulanarak 
sonuçlar tartışılmıştır. n pozitif tamsayısının, B n graftnın çokkatlılıgı bir olan en bü­
yilk özdegeri ve -n negatif tamsayısının da B n nin çokkatlılıgı bir olan en küçük öz­
degeri oldugu gösterilmiştir. Buradan B1, Bı. B3 graflannın tayflanna ve karakteris­
tik po/inom/anna1 uygun bir genelierne yapılarak, B n (n Ez+) graf/annın tüm tayf­
lannın ve karakteristik polinom/annın bulunmasıyla ilgili genel formüller ortaya ko­
nulmuşiur. 

ABSTRACf 
On The Spectrums and The Characteristic Polynomials or 

Boolean Graphs Bn 

In this paper, three theorems are proved by using the fundamental concepts 
canceming with the eigenvectors and the dimension of the space of the eigenvectors 
and by considering that the graph Bn is a regular graph of the n1h degree. 17ıe re­
sults are discussed by applying these theorems to the graphs Bı, Bı B> It is shown 
that the positive integer n is the largest eigenvalue of B n so that the multiplicity of 11 
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is one and the negative integer -n is the smallest eiegenvalue of B n so that the mul­
tiplicity of -n is one. Bence, by making a suitable generalizatian to the spectrums1 

and the characteristic polynomials of graphs Bı. B~ B3: general fonnu/as are pre­
sented related with the discovery of the all spectrums and characteristic polyno­
mials of graphs Bn (n e z+ ). 

GIRiş 

Bn grafının tanımı ve temel özellikleri2 (s. 5-31) de ortaya konulmuştur. 
Aynı zamanda Bn grafının An b~antı matrisinin 

An = tf~l-~- -~~;j (1) 

yapısında ve simetrik bir matris oldugu2 (s. 23) de belirtilmiştir. An ba~antı mat­
risinin belirtilen rekürsif ve simetrik yapısından yararlanılarak, bu matrisin ve· 
dolayısıyla Bo grafının maksirnal özde~eri ile ilgili aşa~daki teoremler ispatlan­
mıştır. Buradaki An, ın. mertebeden ve elemanlan O ile 1 olan bir kare matristir. 

MATERYAL VE YÖNTEM 

Teorem 2.1: Bn grafınm regülertik derecesi olan n pozitif tamsayıst, Bn 
nin bir özde~eridir. 

Ispat: GF (2) cismi üzerinde tanımlı, simetrik ve esas köşegeni üzerindeki 
tüm elemanlan sıfır olan An matrisiyle çarpılabilen ve sıfır vektörü olmayan V n 
= ll ı ı ... 1 ll ınxı sütım vektörü dikkate alınırsa 

(2) 

olduğu görülür. Karakteristik polinom ve özde~er tanımianna göre, (2) eşitli~ nin 
~ tarafındaki n çarpanının An ba~antı matrisinin ve dolayısıyla Bn grafının bir 
özde~eri olduğu ortaya çıkar. Böylece Bn grafınm regülerlik derecesi olan n tam· 
sayısının B n nin bir özde~eri olduğu sonucuna vantır. 

ı dir. 
Teorem 2.2: Bn grafının bir özde~eri olan n pozitif tamsayısının çokkatlılı~ 

Ispat: Un ;ot Vn olmak üzere, 

AnUn= n.Un (3) 

eşit~ ~ayan ve sıfır vektörü olmayan bir Un = lluıuı ... uınllınxı sütun 
vektörü gözönüne alınsın. An ba~antı matrisinin (ı) de belirtilen rekürsif yapısı 
ile simetrikli~ ve Bn grafınm da n.dereceden regüler ve birleştirilmiş oluşu dik­
kate alınırsa (3) eşitli~ sa~ayan Un sütun vektörünün tüm elemanlarının eşit 
(uı = uı = ... = uın) olduğu görülür. Buna göre, Un sütun vektörünün (2) de 
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belirtilen Vn özvektörünün bir katı oldu~ ortaya çıkar. Böylece, Bn grafırun n 
özdeğerine karşılık gelen, V n ile Un özvektörlerini de içeren, özvektör uzayının 
bir boyutlu oldu~ ve bu nedenle n özdeğerinin çokkathlığının da ı oldu~ sonu­
cuna vanlır. 

Teorem ~.3: Bn grafının her >.. özde~eri için, 1 >.. 1 s n dir. 

Ispat: >.. ~ n olmak üzere, 

(4) 

eşitli~ sa~ayan ve sıfır vektörü olmayan bir Tn = ll totıtı ... tın -ıli ınxı sütun 
vektörü gözönüne alınsın. Bu sütun vektöröndeki indisler Bn grafının tepe numa­
ralarını göstermektedir. to, O nolu tepeyi; tın-ı de 2n-ı nolu tepeyi simgelemekte­
dir. ti (i = 0,ı,2, .... 2n-ı) tepesinin mutlak değeri olarak, i indisinin mutlak de~eri 
düşünülerek 

ltol < ltıl < ltıl < ··· < ltın-ıl (5) 

ifadesi yazılabilir. Buna göre, Tn sütun vektörünün elemanlanndan mutlak 
de~erce en büyük olanı tın -ı dir. ( 4) eşitli~den, 

(AnTıı)211• satın .. >..tın-ı 
ve buradan da 

(6) 

elde edilir. (6) eşitli~deki toplam (211-ı) nolu tepeye b~antılı olan, n tane i no­
lu tepeler üzerinedir. (6) eşitliğinin her iki tarafının mutlak değeri alınarak ve 
mutlak değerle ilgili genelleştirilmiş üçgen eşitsizliği kullanılarak, 

l>..lltı11-ıl = 1~ til s.I ltd <n ltın-ıl (7) 
ı ı 

bulunur. (7) deki son eşitsizlik, (5) den faydalanılarak yazılmıştır. Böylece, >.. ~ 
n için, (7) den · 

. P·l <n (8) 

sonucu ortaya çıkar. Teorem 2.ı e göre; Bn grafının regülerlik derecesi olan n 
pozitif tamsayısı, Bn nin bir özdeğeri (>.. = n) oldu~dan ve An nin simetrik ya­
pısından(>.. = -n) 

dir. (8) ve (9) dan, 

sonucuna vanlır. 

1>..1 =D 

1>..1 S D 

(9) 

(10) 

Teorem 2.1, Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 ün bir uygulaması olarak Şekil:l 
de gösterilen Bı, Bı, B3 graflarının regülerlik dereceleri olan 1,~,3 tamsayılarının 
bu grafların çokkatlılı~ 1 olan en büyük özdeğerleri oldu~ aşa~da sergilenmiştir 
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Şeklll'deki Bı, Bı, B3 graflarımn Aı, Aı, A3 ba~antı matrisleri sırayla, 

[ ı ı ı ı Aı = ~ ~ Az= 
ı __ o __ : _ _!> __ ~ 

= ~~~-~j ı o : o ı ı Aı 
o ı : . ı o 

o ı ı .o ı ı o o o ı 

ı o o ı 
ı o ı o o ı (11) 
ı 

ı o o ı ı o o ı o 
ı 

t~'-~!~ o ı ı o ı o o o ı 
A3 = --------1--------- = 

ıooo ıoıı o I ı A 
ı ı 

o ı o o ı ı o o ı 

o o 1 o ı 
ı o o ı ı 

o o o ı 
ı o ı ı o 1 

biçimindedir. (1) ve (ll) den Aı bilinirken Aı, Aı bilinirken AJ, A3 bilinirken 
A4 .. An bilinirken An +ı bağlantı matrislerinin yaiılabilece~ ortaya çıkmaktadır. 
(ll) de belirtilen Aı, Aı, A3 matrisleri için, 

AıVı = 1.Vı, AıVı = 2.Vı, A3V3 = 3.VJ (12) 

oldu~ iki matrisin çarpımı tanımından kolayca görülür. Özde~er ve özvektör ta­
nımına göre, (12) deki eşitlikterin sa~ taraflarındaki 1,2,3 çarpanlarının sırasıyla 
Aı, Aı, A3 b~antı matrislerinin ve dolayısıyla Bı, Bı, B3 graflarmın birer öz­
de~eri old$ sonucuna vaniır. Varılan bu sonuç Teorem 2.1 in Bı, Bı, B3 grafla­
n için ~andııun ifade eder. Buna göre, (2) eşitli~in V n e Z + için s~ana­
ca~, An matrisinin rekürsif yapısına dayanan tümevarımla görülebilir. 
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sütun vektörü gözönüne alınsın. (11), (13) ve AıUı = 1.Uı eşitliğinden, 

uı = uı . ' (14) 
elde edilir. (ll), (13), (14) ve AıUı = 2.Uı eşitli~den 

uı = uı = U3 = \14 (15) 

bulunur. (ll), (13), (15) ve A3U3 = 3.UJ eşitli~den 

~=~=~=\14=~=~=~=~ ~~ 

oldu~ ortaya çıkar. Bu muhakemeye devam edilirse (3) eşitli~ s~ayan Un sü­
tun vektörü için 

' . 
uı = uı = U3 = .... = uın (17) 

oldu~ görülür. (2), (3) ve (17) den Bn grafının n özde~erinin çokkatlılı~nın 1 ol­
du~ sonucuna varılır. Vanlan bu sonuç, Teorem 2.2 nin Şekil: l'deki Bı, Bı, B3 
graflan için saglandı~ ifade eder. 

Tn = ll mtıtı ... tın -ıli sütun vektöründen n = 1,2,3 için, 

T1 = 11totıll, T2=lltotıt2t3ll, T3=lltot1 t2t3t4tst6t,ll (18) 

elde edilir. (18), (ll) ve n = 1,2,3 için (4) eşit. ~ayan Tı, Tı, T3 sütun 
vektörleri ile (5), (6), (7) deki muhakeme dikkate alınarak, 

IA.I < n, (n = 1,2,3) 

bulunur. (9), (10) ve (19) dan 

IA.I s n, (n = 1,2,3) 

(19) 

(20) 

elde edilir. Böylece Teorem 2.3 ün Şekil: l'deki Bı, Bı, B3graflarıiçin~andı~ 
görülür. (12), (17) ve (20) den; Bı, Bı, B3 graflarının regülerlik dereceleri olan 
ı,2,3 tamsayılarının bu graflann çokkatlılı~ ı olan en büyük özde~erleri oldu~ 
ortaya çıkar. 

SONUÇ VE TARTIŞMA 

Teorem 2.ı, Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 ile bu teoremlerin Bı, Bı, B3 graf­
larına uygulanmasının sonucu olarak, Bn grafının regülerlik derecesi olan pozitif 
n tamsayısı bu grafın çokkatlılı~ ı olan en büyük özde~eridir. Ayrıca (ıO) eşitsiz­

li~ 
- nsA.sn (2ı) 

şeklinde de yazılabildi~den, - n tamsayısının Bn grafının çollatlılı~ ı olan en 
küçük özde~eri oldu~ sonucuna varılır. Teorem 2.3 ve (2ı) eşitsizli~ne göre, Bn 
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grafının tüm özdeğerlerinin [-n, n] kapalı aralığında bulunması koşulu, sınırlayıcı 
bir koşuldur. Bu sınırlayıcı koşul Bn graflarını karakterize etmek için yeterlidir. 
Teorem 2.ı ve {2ı) den Bn grafının Kan (A.) karakteristik polinom~nun bir çar­
panının (x.Z-n2) olduğu ortaya çıkmaktadır. Şekil: !'deki Bı, Bı, B3 graflarının 
{ll) deki Aı, Aı, A3 bağlantı matrislerinin karakteristik polinomları 

det (A. I - An) , (n = 1,2,3) (22) 
ile hesaplanırsa, 

Koı (A.) = x_2- 12 'Kaı (A.) = (A.2- 22) x_2, KBJ (A.) = (A.2- 32) (A.2- 12)3 
(23) 

olduğu görülür. (23) deki karakteristik polinomlardan herbiri ayrı ayrı sıfıra eşit­
lenerek Bı, Bı, B3 graflarının. özdeğerleri bulunur. Bulunan özdeğerlere göre; Bı, 
Bı, B3 graflarının tayfları sırayla, 

~yf B, ~ G -~} '•>i B, ~ G : - 2) 'tayf B
3 
= (3 ı - ı - 3) 

ı ı 3 3 ı 

(24) 

dır. (24) deki tayfların ikinci satırlarındaki çokkatlılıklara dikkat edilirse, bunla-· 
rın sırasıyla n = ı,2,3 için, (a + b)n nin Binom açılımındaki katsayılar olduğu gö­
rülür. Görülen bu durum aşağıda açıklandığı gibi genelleştirilebilir. Eğer n pozi­
tif çift tamsayı ise, 

n -2 2 o -2 ... - (n-2) 

( ~) (·~2)(;) (·~2) . (~) 
(25) 

dir. Eğer n pozitif tek tamsayı ise, 

n -2 ı -ı .. . - (n - 2) 

(~) (~) 

(26) 

dır. (26) daki [n/2], n/2 nin tamdeğerini ifade etmektedir. (25) ve (26) da ortaya 
konulan Bn grafının genel tayf özelliklerine göre, bu grafın karakte~istik polino­
munun aşağıdaki genel ifadeleri elde edilir. Eğer n pozitif çift tamsayı ise, 

(~) (~) 
(~? -(n - 2)2 ) 
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dır. Eğer n pozitif tek tamsayı ise, 

~ n] ( n~ (~) __ (~) [n;2] : · 
KBn (A)= (A'- n') (A'-(n-2)') ... (A'-3' ) (A'.,-1') [ 

(28) 

dır. (25), (26) ve (27), (28) e göre, V n € Z + için Bn graflarının tayilan ve karak­
teristik polin o ıniarı bulunabilmektedir. Böylece Bn graflarının genel bir karakte­
rizasyonu elde edilmiştir. 
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