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POZITIF KATSAYILI FARK DENKLEMLERI YOLUYLA 
LINEER ELIPTlK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN 

TAHMINI 

Aydın OKÇU* 

ÖZET 

x gerçel n-boyutlu uzayda x 1, x 2 , •.• , x u koordinatlı bir nokta olmak üzere; 

ı 
L ((u)) =2 

au 
bj (x ) a;:- + c(x)u 

J 
(1 ) 

diferansiyel ifadesi ve m8 de msi (j = 1,2, .. n) intepral bileşenlin-boyutlu bir vektör 
· uzayı, h ağ uzunluğu olmak üzere; 

Lh((u)) = L csfx. h) u (x + msh) (2) 
s=o 

sonlu fark ifadeleri tanımlanarak teorem ve tanımlar bu ifade lere dayalı olarak yapıl­
dı. Bazı sınırlamalar yapılarak bu ifadelerin benzerliği üzerinde duru ldu. Bazı şartlar 
sağlanmak üzere, bir sonlu (arlı ifadesinin bir d iferansiyel denk leme dönüştürülmesi­
nin mümkün olabileceği üzerirıde duruldu. 

Ejjer sınırlı bir bö lgede ; 

es (x, h) > O, (s-:/: O) , c0 (x , h) <O 

veya en azından 

es (x , h) >o, (s * O) , c0 (x, h) ..;;; O 

koşulu gerçekle gerçekleniy orsa ve 
N 

L es (x , h)..;;; O 
< = o 

(3) 

(3a) 

(4) 

ise bu d urumda Lh ((u)) = O fark denklem inin çözümleri eliptik diferansiyel denk­
lemler gib i m aksim um prensibini gerçek ler. Matematiğin temel prensipleri o lan var­
lık , tek lik ve yakınsak lık bu teoremlerde de geçerlidir. 

Eğer (3) veya (3a) koşulu gerçek leniyo rsa (2) fa rk denk lemine pozitiftir veya 
negatif değildir diyeceğiz. 

* Doç . Dr.; U. tJ. Necatibey Eğitim Fakültesi Ma tematik Anabilim Dalı, Balıkesir. 
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n birden büyük olmak üzerex'in herhangi bir komşuluk sistemi verilsin. Bu 
komşulukta pozitif fark denklemine benzer olmayan L(u) diferansiyel ifadesinin x'­
de eliptik oldu~u gösterildi. 

L(u) nın x'in sınırlı bir B bölgesinde, düzgün sınırlı ve yakınsak kat sayılara sa­
hip olması halinde yeterince küçük bir h için L(u) ya benzer pozitif tipte bir Lh(u) 
fark denkleminin varlı~ı gösterildi. 

X ler n-boyutlu Euclidean uzayında a~ uzunlu~u h olan bir ortagonal kafes ol­
sun. V(x) sınırlı alanın dışında sıfır, E-B de sınırlı bir fonksiyon olmak üzere; 

N 
C

8 
(x, h) ~o. (s= I, .... N), ~ C

8 
(x, h)~ I 

s= ı 
x€13 

için 
N 

ı 
~ es (x, h) u(x + msh) x€B 
s= ı 

u(x) = 
v(x) xEE-B 

şeklindeki fark denkleminin çözümünü düşünelim. E~er u(x)'in B deki maksimum 
ve minimumu E-B deki bir noktaya ba~lı kalıyorsa 

min v(x) ~ u(x) ~max v(x) 

oldu~u ispatlandı. 

SUMMARY 
The Approximation of Unear EDiptic Differential Equations 

By Difference Equations with Positive Coefficients 

Considering a differential expressian of the form 

I 
L((u))=-

2 

n ou 
~ b

1
-(x) -~- + c(x)u 

ı= ı uxj 
(1) 

where X is the point with coordinates X ı, X2 , .. . ,X u in real n-dimensional space and 
besides that a finite difference expressian of the form 

Lh((u)) = f csfx. li) u (x + m
8
h) 

s= o 
(2) 

where m8 is an n-dimensional veetar with integral components m8j (j =I, ... n) and h 
is the mesh length. 

We can prove the subject matter theorem by expressions (I) and (2). By put­
ting so me limitations, we can explain the similarity between these two expressions. 
It can be seen that a finite difference expressian can be transformed in to differen­
tial equation by providing certain rules. 

if 
c

8 
(x, h) > O, (s* 0), c0 (x , h) <O 

or at least 
c

8 
(x, h) ~o. (s* O), c0 (x, h) ~ o 

is satisfied in so me bounded region and if the co ndition is present 

N 
~ es (.x, h) ~ O 

s= o 
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then it is easy to proue that, the solutions of the difference equation Lh((u)) =O sa­
tisfy a maximum principle analogous to elliptic differential equations. 

The main mathematical principles of existence, uniqueness and conuergence 
are also applicable to these theorems. 

A difference expressian (2) will be said to be of positiue or of non-negatiue 
type if conditions (3) or (3a) are satisfied. 

Let n> ı and any neighborhood system of x is giuen then L((u)) differential 
expression, which is not positive difference equation in the neighborhood system, is 
shown that it is elliptic at x. 

If L((u)) has uniformlly bounded coef{icients at the bounded region B of x, 
For a sufficiently smail h, the existence of a difference equation Lh((u)) of positiue 
type analogous to L((u)) is shown. 

Let x be a point which depends on a orthogonallattice having h mesh length 
in the n-dimentional e uelidiean space. 

Let u(x) is zero outside the bounded region anda bounded function in E-B as 
well under conditions. 

N 

es (x, h)> O, (s= ı, ... N), }; c
8 

(x, h) <ı, 
s= ı 

x€B 

Lets thinkabout the solution of the difference equations in the form of 

N 

ı; es (x, h) u (x + msh) 
s= ı 

x€B 

u 
u (x) x€(E - B) 

If the maximum and the minimum of u(x) in B depend on o point in (E-D). 

min u(x) < u(x) <max u(x) 

is proued. 

GIRIŞ 

x, gerçel n-boyutlu uzayda x 1 , x2 , ••• xu koordinatlı bir nokta olmak üzere; 

ı n a2 u n au 
L((u)) = -

2 
}; ~k(x) a : a '"1 · . ı ~.bj(x) ,___..._a . + c(x)u- (1) 

ı,k=ı xı xk ı= ı x 

şeklindeki bir diferansiyel ifadeyi ele alalım. m5; msj (j =ı, ... n) bileşenli bir vektör 
h da a~ uzunlu~u olmak üzere 

N 

}; es (x, h) u (x + msh) 
s= o 

(2) 

bir sonlu fark ifadesi olsun. Genelli~i bozmadan s =1= t için ms =1= mt ve m0 ında bir 
sıfır vektör oldu~unu kabul edebiliriz. Şayet x noktası civannda (2) deki u(x + msh) 
ın Taylor açılımlan L((u)) ya oransal bir şekilde başlıyorsaveya di~er bir söyleyişle 
sıfıra eşit olmayan x veya h a eşit olan bir :\ (x, h) fonksiyonu varda (2) ile verilen 
sonlu farklar ifadesi L((u)) ya benzerdir. 

N 
}; es (x, h)= h2 

:\ (x, h) c(x) 
s= o 

(3) 
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N 

s~ ı es (x, h) ~j =h A (x, h) bj (x) (j = ı, ... n) (4) 

N 

1: c5 (x, h) msi·msk = A (x, h) aik(x) (i ; k= ı, _. .. n) 
s= ı 

(5) 

Genel olarak, verilen bir diferansiyel denkleme benzer olan sonsuz tane sonlu fark­
lar ifadesi olacaktır. Pek çok uygulamada; 

es (x, h)> O (s* O) , c0 (x, h) < O (S) 

veya en azından 

es (x, h) ;;;;,o (s* O) , c0 (x, h) ~ O (Sa) 

şeklindeki ifadeleri kullanmak gerekecektir. özelliklede eliptik diferansiyel denklem­
lerin sınır de~er problemlerinin çözümlerinde bu özellik geçerlidir. 

N 

Şayet (S) ifadesi sınırlı bir bölgede sa~lanıyorsa ve 1: c' s (x, h)~ O ise bu 
s= o 

durumda Lh ((u'))= O fark denkleminin çözümleri eliptik diferansiyel denklemlere 
maksimum benzerlik prensiplerini sa~lar. Bu konu üzerinde ileride daha geniş şekil­
de durulacaktır. 

Bu şekildeki bir prensibin varlı~ı, tark denklemlerine ait sınır de~er problem­
lerinin çözümünde h -+ O iken çözümün varlı~ı, tekll~i ve yakınsaklıj!ı gibi standart 
yöntemlerin uygulanmasını sal!lar. Ayrıca sonlu farklar lineer olmayan diferansiyel 
denklemlerin çözümlerini ihtiva eden problemierin çözümünde de kullanılır. 

Bu çalışmanın asıl amacı verilen bir eliptik diferansiyel denklemin S ve (Sa) 
koşulunu saj!layan Lh ((u)) fark denklemine benzeyip benzemedi~inin araştırılma­
sıdır. 

POziTIF TOROEKİ FARK DENKLEMLERI: 

Sık yazdı~ım!z eg (x, h), A (x, h) ifadelerini sadeleştirmek için, ej!er S veya Sa 
gerçekleşiyorsa (2) fark denklemine pozitiftir veya negatif dej!ildir diyece~iz. x + 
rngh ın komşuluj!undaki her x noktasına ait vektörler ms dir. Dolayısıyla bu vektör­
lerle tanımlanmış kafeslere ait komşuluk sistemlerinden bahsedebiliriz. (S) koşulun­
dan yararlanmadan bazı komşuluk sistemlerini kullanarak, her L((u)) Için benzer 
bir Lh ((u)) bulmak mümkündür. Gerçekten + ı, - ı, veya O bileşenli tüm vektör­
lerio m kümesini almak yeterlidir. İlk teoremimiz, Lh((u)) nun pozitif tipte olması 
halinde bunun artık doj!ru olmadıl!ınt göstermektedir. 

TEOREM 1: 

n > ı olsun. Herhangi bir x noktası ve rastgele bir komşuluk sistemi alalım. 
Bu komşuluk sisteminde negatif olmayan tip fark denklemlerine benzer olmayan 
L((u)) eliptik diferansiyel ifadesi bulunabilir. 

ISPAT: 

n mertebeli bütün [x11.J simetrik matrislerinin n.(n + ı)/2 boyutlu n uzayı-
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~nı ele alalım ve n daki bütün pozi tif tanımlı matrislerin kümesini D ile gösterelim. 

'

tepesi orjinde olan pozitif yarı belirli matrise karşılık gelen Det [xik] =O yüze­
nin r kısmı ile sınıriandırılan bir konveks koni olsun. D çok yüzlü bir koni değil· 
r. n = 2 için r nin bir naplı dejenere bir quatratik koni olduğu açıktır. n> 2 olma­
halinde, f ile Xik = 0 (i, k > 2) ile tanımlanan doğrusal alt yüzeyinin kesişimini 

düşünelim. 

\ Bu kesişim X ı 1 xıı - xi 2 ~O e şitsizli ğini gerçekleyen doğrusal nokta küme-
ı 

sidir. Bu nedenle f, (2 n (n + 1)- 1) boyutlu düz kısmı kapsamaz. 
\ 

[msi, mskl matrisi,,pozitif yarı tanımlı bir matris olduğundan n nın [xiıd = 
[msj, mskl ' (f =ı, ... N),şeklindeki N noktaları r üzerinde bulunurlar. Cs ~o oldu-

ğu yerlerde n nın E csıiısi·msk koordinatlı tüm noktaları D deki o, konveks çok 
s 

yüzlü konisinde bulunurlar. D çok yüzlü olmadığından D 1 de bulunmadığından D 1 

de bulunmayan d ışınları 'D de vardır. Verilen L((u)) diferansiyel ifadesinin aik(x) 
değerleri, verilen bir x noktasına d üzerinde bir nokta karşılık getirirse bu durumda 
(5) denklemleri (Ga) denklemi ile uyuşmaz, örneğin; fark ifadesinin negatif bir tip 
denklem olduğu varsayımı. gibi. İspatın bir sonucu olarak x noktasında tanırnsız 
[aik(x)] matrisli L((u)) diff ransiyel ifadesinin negatif türden olmayan bir fark ifa­
desine kesinlikle benzemediği ni görürüz. 

Aynı komşuluk sisteminin tüm diferansiyel denklemlerde kullanılır isteğini 

ortadan kaldırdığımız zaman aşağıda verilen 2. teoremdeki olumlu olmayan ifade 
1. teoremdeki negatif olan ifade ile değiştirilebilir hatta (Ga) yerine (6) koşullarının 
alınması daha iyi olur. 

Şayet L((u)) eliptik ve de Det [aik(x)] >-:sabit> O ise bu durumda L((u))'ya 
B nin B" kesiminde düzgün eliptiktir diyeceği z. 

TEOREM 2: 

L((u)) x·uzayının sınırlı bir B bölgesinin bir B kesiminde düzgün eliptik ve B 
de düzgün yakınsak katsayılara sahip bir diferansiyel ifade olsun. Bu durumda yete­
rince küçük h için L((u)) ya benzer pozitif t ipte bir Lıı((u)) fark denklemi vardır. 

Rankı bir olan n. mertebeden pozitif tanımlı matrisler kümesinde dj, (j = 1,2, .. 
n) n, gerçel bir sayı olmak üzere bütün [dj, d ıd matrisleri sıfır değildir. n nın 
noktaları r üzerinde olurlar. mj (j = 1,2, ... n) tam sayılar olmak üzere özellikle 
[mi, m k] şeklindeki ınatrjslerle ilgileneceğiz. Bu matrislere ra nk ı bir olan integral 
türde matris ler diyeceğiz. 

YARDlMCI TEOREM: 

D deki kapalı sınırlı her G kümesi; ran kı bir olan integral türden pozitif tanım· 
lı matrisler!_ karşılık gelen r nın noktalarının oluşturduğu konveks çok yüzlü koniyi 
içine alır. G nil_!_ bir noktasını temsil eden teşkil edilmiş noktaların lineer bileşimin­

deki katsayılar G nin sıfırlarından uzak düzgün yakınsak olarak seçilebilir. 

iSPAT: 

Her pozitif kuadratik form n lineer formun karelerinin toplamı şeklinde yazı· 

labileceğinden, D nin her noktası rankı bir olan negatif olmayarı matrislere karşılık 
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gelen r !!_Oktalarının oluşturdulu çok yüzlü Içinde kalır. Borel'in örtme teorisi yar· 
dımıyle G nin böyle belirli sayıda çok yüzlü konUerin bileşlml içinde kalacaAını söy­
leyebiliriz. Bu konilerio oluşturulan tüm kenarlannın meydana getirdlgi tek bir çok 
yüzlü D* konisi G nü Içine alır. Her [dı, dk) matrisi integral türden [mt. mk] mat­
risi yardımı ile kolayca tahmin edilebilir. Her iki matrise karşılık gelen n daki ışınla­
rın doRruJtu Cosinüsleri izin verdiAlmiz ölçüde farklıbk gösterebilirler. ldj-mj/njl < 
1/n:ı~blacak şekilde bir mj/Dj ra8yonel sayısının varlıAı sonucu olan bu gerçeAin Is­
patını atlıyoruz. Bu nedenle yardımcı teoremdeki Dı den istenen özellikleri taşıyan 
bir koni ile D* konisi deeiştirilebilir 

Yardımcı teoremimizdekl ikinci Iddiayı Ispat etmek için m boyutlu sınırlı bir 
konveks çok yüzlünün herhangi bir Iç noktası tüm bileşenlerin pozitif kat sayılı li­
neer bir bileşimidir diyebilir veya pozitif gösterime izin verebiliriz. Gerçekte pozitif 
P bir iç nokta olsun ve pozitif gösterimll bazı iç noktalarda O olsun. R de OP ile 
çok yüzlü sınırının kesimi olsun. R nin negatif olmayan gösterimi ile O gösteriminin 
pozitif kat sayılannın uygun lineer bileşimleri oluşturularak P gösterimi elde edile­
bilir. Böylece P nin sonuçlanan gösterimi pozitif olur. 

Şimdi P yi G nin herhangi bir noktası olarak alalım. P den geçen her hiperalan 
1r konveks çok yüZli.6ündekl Dı ile keslşir. lkinc!_!>larak bu hiperalan öyle seçllmeli· 
dirki 1r smırlandınlsın, ömeeın hiperalan D1 fn Dı kısmında olan orjine do~u her­
hangi bir ışına 2._aralel deeııdir. Bu sonuçla pozitif olmayan kua~lk forma karşılık 

gelmediAl için Dı nin herhangi bir ışınma zıt olmayan bir ışının Dı de olmadıeı an­
laşılır. Buna paralel olan hiperalan istenilen özellikleri taşıyacaktır. Süreklilikten 
dolayı P nin bütün _!omşululunda bu özellik geçerli olacaktır. Yine Borel örtme 
teoreminden dolayı G nin bütün noktaları yakın~ pozitif bir temsile müsaade eder. 

'feorem II nin tspatı xfB iken yardımcı teoremde tanımlanan G kümesini 
L((u)) nun yakmsak, tanımlı [aik{X)] matllsleri yoluyla tanunlaiıan n daki nokta­

N 
lar kümesi olarak alırsak, l: k8msl·Msk = aık ve k8{x) düzgün sınırlı pozitif fonk-

'= ı 
siyonlar olmak üzere; yardımcı teorem (s = ı, ... N) için bir ms komşuluk sisteminin 
varııemı gösterir. EAer es ve pozitif X yı ks = eg/A ve C0 =- 1 seçersak bu durumda 
(5) ve (6) ifadeleri saelanacaktır. 

Alınan X nın deAerini (3) denkleminden tayin ederiz. ömeein: 

X(x,h):: 1 ~ k8(x)-h:ıc(s)l-ı · 
s= l 

(7) 

dir. Bu ifade h ın istenilrueı gibi yeterince küçük alınması halinde düzgün pozitiftir 
olacaktır. 

Son olarak, (4) koşulunu gerçekiemek için ms negatif iken yine aynı [msi, 
mk] matrislni oluşturdu~unu göriirüz. Genellerneyi kayıp etmemeksizln komşuluk 
sistemimizin bütün ms ve - ms vektörlerini içine aldı~ını varsayabiliriz. m8 lerin zıt­
larına karşılık gelen Cg kat sayı çiftlerinin toplamlarının sabit kalması ve cs lerin po­
zitif kalarak deeişmesi halinde (3), (5) ve (6) koşulları daima gerçeklenecek şekilde 
kalmazlar. Bu uyarıya göre ms (s= ı, ... N) ile 11- t =- J..Lt nin yerine #lt (t =+ı, 

+2, ... , + . -} N) yazılarak de~iştirilebilir. Benzer şekilde eg kat sayıları "t (t = H, 
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ı 
... + 2 N) olarak tekrar isimlendirilir. önceden tayin edildiği üzere ms !erin tersle-

rine karşılık ge~~n çiftierin herbir toplamı ct toplamı hesaplarımızda 
ı 

vt>O vt+v_t=ct (t=ı, .... 2N) (8) 

i 
yi veriyordu. Şimdi (4) şartı 

N / 2 
ı; 

t =ı 

(vt - v_ t) 1-ltj = A. hbj (j =ı, .... , n) (4a) 

şeklinde veya 8 den dolayı 

N/2 

1: (2vt- ct) /JtJ· = A hbJ· yazılabilir. 
t = ı 

Vt ler için bu denklemlerin pozitif çözüme sahip olduklarını göstermek için Öt = Öt 
(x, h) denklemini 

(9) 

denklemiyle gösteririz bu da (4a) yı 

haline getirir. 

A ~ [ vct/Jtj ] bu sistemdeki kat sayıların n satır lı ve N /2 kolunlu bir matrisi 
olsun. (1'iY2 > n almalıyız). Varsayımdan B deki sıfırdan uzak olarak düzgün yakın­
sak olarak sınırlandınlan A. [ aikl matrisinin de terminantı (5 ) e göre AAT nin ürünü­
dür. 

Bundan dolayı A matrisi rank n ve B de yakınsak olarak sınırlı çözüme haiz 
bir siste(pdir. (9) daki Vt nin eşdeğerleri pozitif olur en azından yeterince küçük bir 
h için 8 ~e verilen 

2v-:- t = ct - ~ ô t h 

ile verilen vt içinde geçerlidir. Bu da teorem II nin ispatını tamamlar. 

3. MAKSiMUM PRENSiBi 

Girişte söylenenleri açıklamak için, burada maksimum prensibinin tartışma­
sıyla makaleyi bitireceğiz. Buradaki tüm noktalar ağdaki h aqım uzunluğuna bağlı 
olacaktır. 

Eğer belirli bir x noktası için cs (x, h) nın değeri sıfırdan farklı ise x + msh ye 
ms (s = 1, .. . N) komşuluk sistemindeki bu x noktaların etkin komşuluğudur diyece­
ğiz. Her bir nokta bir önceki noktanın komşuluğunda olacak şekilde ağ noktaları­

nın belirli bir dizisi verilsin. Bu durumda bu dizinin her bir noktası müteakkip nok­
talarla etkin bağlantılı olacaktır. 
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TEOREM 3: 

x noktalan n-boyutlu Euclidean uzayında, a~ uzunlu~u h olan ortagonal bir 
kafese ait noktalar olsun. v(x) sınırlı alanın dışında sıfır E-B de sınırlı bir fonksiyon 
olsun. Buna göre 

N 

x€B için es (x, h) ;;ı. O (s= ı, ... , N), k es (x, h)~ ı (ll) 
s= ı 

olmak üzere 
N 

u(x) 

k es (x, h) u (x + msh) x€B için 
s= ı 

(ı2) 

u(x) xeE-B için 

şeklindeki fark denkleminin çözümünü düşünelim. E~er u(x) in B deki maksimum 
ve minimumları E-B deki bir noktaya etkin ba~lantılı kalıyorsa, 

min v(x) ~ u(x) ~max v(x) (ı3) 

dir. 
ISPAT (ı3) eşitslzli~inin her iki tarafı için benzer bir ispat yapılaca~ından, 

ispatı sadece eşitli~in sa~ tarafı için yapmak yeterli olacaktır. V = max v(x), U = 
maxxeB u(x) yi oluşturursak o zaman U~ O için V ;;ı. O ve U~ V kesinlikle do~u­
dur. Bu nedenle U> O kabul edebiliriz. x0 , B de u(x0 ) =U olacak şekilde bir nokta 
olsun. Bu durumda 

U= u(x0 ) ~ U :E es (xo, h)+ V 
Sı (X.o) 

:E es (x0 , h) 
Sı (Xo) 

(14) 

toplamı sıra ile E-B ve B deki x0 komşulu~unun s1 (x0 ) ve s2 (x0 ) alt kümelerinde 
bulunan Xg + msh noktaları için S nin alaca~ı bütün de~erler için geçerli olacaktır. 
E~er, 

k c
5

(x0 , h)>O ise 
s2(xoı 

ll ve 14, V < U kabulüroüzün 

U < U ~ es (x, h) ~ U 
s= ı 

(ı5) 

(ı6) 

çelişkisini yarattı~ını gösterir ve (ı3) ispat edilir. E~er k es (x0 , h)= O ise ll 
s2 ıx0ı 

ve ı2 den x0 ın tüm x komşulu~unda u(x) =U sonucuna varırız. 
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