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POZITIF KATSAYILI FARK DENKLEMLERI YOLUYLA
LINEER ELIPTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN

TAHMINI
Aydmn OKCU*
OZET
x gergel n-boyutlu uzayda xy, x3, ..., Xy koordinatl: bir nokte olmak lzere;
L( ! ﬁ (: 5 u + )5 b. (x) e + 1
= 8 (x) —s—e—— . T
(u) 2 S ik ) axi axk s ] (x axJ cfx)u (1)

diferansiyel ifadesi ve mg de mgj (j = 1,2,..n) intepral bilegenli n-boyutlu bir vektor
"uzayi, hag uzunlugu olmak lizere;

Lh((w)= X cyx B)u(x+mh) (2)

s=0
sonlu fark ifadeleri tanimlanarak teorem ve tanimlar bu ifadelere dayali olarak yapil-
di. Bazi stnirlamalar yapilarak bu ifadelerin benzerligi iizerinde duruldu. Bazi gartiar
saglanmak iizere, bir sonlu fark ifadesinin bir diferansiyel denkleme déniigtiirilmesi-
nin miimkiin olabilecegi iizerirde duruldu.
Eger sinirhy bir bolgede;

¢, (%, h) >0, (s#0), co(x, h) <O (3)

veya en ezindan
¢ (x, h) =0, (s#0), co(x,h) <0 (3a)

kosulu gergekle gercekleniyorsa ve

N
z e, (x, h) <0 (4)
s=0
ise bu durumda Ly ((u)) = 0 fark denkleminin ¢dziimleri eliptik diferansiyel denk-
lemler gibi maksimum prensibini gercekler. Matematigin temel prensipleri olan var-
lik, teklik ve yakinsaklik bu teoremlerde de gegerlidir.

Eger (3) veya (3a) kosulu gercekleniyorsa (2) fark denklemine pozitiftir veya
negatif degildir diyecegiz.

* Dog. Dr.; U U. Necatibey Egitim Fakiiltesi Matematik Anabilim Dah, Balikesir.
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n birden biiyiik olmak iizere x'in herhangi bir komsuluk sistemi verilsin. Bu
komgulukta pozitif fark denklemine benzer olmayan L(u) diferansiyel ifadesinin x'-
de eliptik oldugu gosterildi.

L(u) nin x'in stnirl bir B bolgesinde, diizgiin sinirli ve yakinsak kat sayilara sa-
hip olmas: halinde yeterince kii¢iik bir h i¢in L(u) ya benzer pozitif tipte bir Lp(u)
fark denkleminin varlif gosterildi.

x ler n-boyutlu Euclidean uzayinda ag uzunlugu h olan bir ortagonal kafes ol-
sun. V(x) sintrli alanin diginda sifir, E-B de sinirli bir fonksiyon olmak iizere;

N
C,(x,h) 20, (s=1,...N), 2 C,(x, h) <1 x€B
s=1
icin

N
% C, (x, h) u(x + mgh) x€B
s=1

u(x) =
v(x) x€E—B

geklindeki fark denkleminin ¢dziimiini diigiinelim. Eger u(x)'in B deki maksimum
ve minimumu E-B deki bir noktaya bagh kaliyorsa

min v(x) < u(x) < max v(x)
oldugu ispatiand:.

SUMMARY

The Approximation of Linear Elliptic Differential Equations
By Difference Equations with Positive Coefficients

Considering a differential expression of the form

1 = 3’ u
L((w) =4~ : §_1“ik(x) W—

+ E b(x) +e(x)u (1)
=1 x,

where x is the point with coordinates xy, x5, ..., xy in real n-dimensional space and
besides that a finite difference expression of the form

Ly((u)) = £ e fx, h)u(x + mgh) (2)

s=0

where mg is an n-dimensional vector with integral components mgj i=1,..n)and h
is the mesh length.

We can prove the subject matter theorem by expressions (1) and (2). By put-
ting some limitations, we can explain the similarity between these two expressions.
It can be seen that a finite difference expression can be transformed in to differen-
tial equation by providing certain rules.

if
¢, (x, h) >0, (s¥F0), ¢ (x, h)<0 (3)
or at least
cg (x, h) 20, (s#0), co(x, ) <0 (3a)

is satisfied in some bounded region and if the condition is present
N
2 e (x,h)<0

s=0
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then it is easy to prove that, the solutions of the difference equation Lp((u)) = 0 sa-
tisfy @ maximum principle analogous to elliptic differential equations.

The main mathematical principles of existence, uniqueness and convergence
are also applicable to these theorems.

A difference expression (2) will be said to be of positive or of non-negative
type if conditions (3) or (3a) are satisfied.

Let n > 1 and eny neighborhood system of x is given then L((u)) differential
expression, which is not positive difference equation in the neighborhood system, is
shown that it is elliptic at x.

If L((u)) has uniformlly bounded coefficients at the bounded region B of x.
For a sufficiently small h, the existence of a difference equation Ly((u)) of positive
type analogous to L((u)) is shown. )

Let x be a point which depends on a orthogonal lattice having h mesh length
in the n-dimentional euclidiean space.

Let v(x) is zero outside the bounded region and a bounded function in E-B as
well under conditions.

N
e (x, )>0, (s=1,..N), 2 c (x <], x€B

s=1

Lets think about the solution of the difference equations in the form of

N
z € (x, h) u(x+mah) x€B
s =1
u
v (x) x€(E— B)

If the maximum and the minimum of u(x) in B depend on o point in (E-D).

min v(x) u(x) < max v(x)

is proved.
Girls
X, gercel n-boyutlu uzas_(da X1, Xa, -.. Xy koordinath bir nokta olmak iizere;
1 o ?2u o du
L((w) =5~ ]E:laik(x) W : ',zz 1’-bj(x) E}"" +e(x)ue (1)

seklindeki bir diferansiyel ifadeyi ele alahm. mg; myg; (=1, ...n) bilegenli bir vekttr
h da ag uzunlugu olmak lizere
N

Lp((u) = SE 5 (%, h) u (x + mgh) (2)

bir sonlu fark ifadesi olsun. Genelligi bozmadan s ¥ t igin mg ¥ m¢ ve mg 1nda bir

sifir vektor oldufunu kabul edebiliriz. Sayet x noktasi civarinda (2) deki u(x + mgh)
in Taylor a¢ilimlan L{(u)) ya oransal bir sekilde bashyorsa veya diZer bir séyleyisle

sifira esit olmayan x veya h a esit olan bir A (x, h) fonksiyonu varda (2) ile verilen

sonlu farklar ifadesi L((u)) ya benzerdir.

f ¢ (%, h)=h* A (x, h) c(x) (3)
s=0
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N
2 ¢ (oW mg=hA (R by (9) (=1,..0) )

" .
z s h) mg-mg = A (%, h) 2y (x) (i3k=1,...n) (5)

Genel olarak, verilen bir diferansiyel denkleme benzer olan sonsuz tane sonlu fark-
lar ifadesi olacaktir. Pek ¢cok uygulamada;

cs(x,h)>0 (s#0) , ¢ (x,h)<0 (6)
veya en azindan

cg(x,h) 20 (s#0) , ¢ (x,h)<0 (6a)

seklindeki ifadeleri kullanmak gerekecektir. Ozelliklede eliptik diferansiyel denklem-
lerin sinir deBer problemlerinin ¢éziimlerinde bu tzellik gegerlidir.

N .
Sayet (6) ifadesi simirhi bir bolgede saflamiyorsa ve T c's (x, h) <0 ise bu
s=0

durumda Ly, ((u')) = O fark denkleminin gdziimleri eliptik diferansiyel denklemlere
maksimum benzerlik prensiplerini saglar. Bu konu iizerinde ileride daha genis sekil-
de durulacaktir.

Bu sgekildeki bir prensibin varlify, fark denklemlerine ait sinir deger problem-
lerinin ¢oziimiinde h = 0 iken ¢dziimiin varlify, tekligi ve yakinsaklig gibi standart
yontemlerin uygulanmasim saglar. Ayrica sonlu farklar lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢ziimlerini ihtiva eden problemlerin ¢oziimiinde de kullanihr.

Bu c¢ahgmanin asil amac: verilen bir eliptik diferansiyel denklemin 6 ve (6a)

kosulunu saglayan Lp ((u)) fark denklemine benzeyip benzemediginin aragtirlma-
sidir.

POZITIF TURDEKI FARK DENKLEMLERI:

Sik yazdifimz cg (%, h), A (x, h) ifadelerini sadelegtirmek icin, efer 6 veya 6a
gergeklesiyorsa (2) fark denklemine pozitiftir veya negatif degildir diyecegiz. x +
mgh 1n komsulugundaki her x noktasina ait vektorler mg dir. Dolayisiyla bu vektir-
lerle tamimlanmig kafeslere ait komsuluk sistemlerinden bahsedebiliriz. (6) kogulun-
dan yararlanmadan bazi komsuluk sistemlerini kullanarak, her L((u)) i¢in benzer
bir Ly ((u)) bulmak miimkiindiir. Gercekten + 1, — 1, veya 0 bilesenli tiim vektor-
lerin m kiimesini almak yeterlidir. 1lk teoremimiz, Lp((u)) nun pozitif tipte olmas:
halinde bunun artik dogru olmadigim gdstermektedir.

TEOREM 1:

n > 1 olsun. Herhangi bir x noktas: ve rastgele bir komsuluk sistemi alalim.

Bu komsuluk sisteminde negatif olmayan tip fark denklemlerine benzer olmayan
L((u)) eliptik diferansiyel ifadesi bulunabilir.

ISPAT:

n mertebeli biitiin [x;;] simetrik matrislerinin n.(n + 1)/2 boyutlu £ uzayr-
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Y
'\\m ele alaim ve {2 daki biitiin pozitif tamimh matrislerin kiimesini D ile gosterelim.
YD tepesi orjinde olan pozitif yar: belirli matrise karsihk gelen Det [xj] = 0 yiize-
inin I’ kismu ile sinirlandirilan bir konveks koni olsun. D ¢ok yiizlii bir koni degil-
r. n =2 i¢in I" nin bir naph dejenere bir quatratik koni oldugu agiktir. n > 2 olma-
st\halinde, I" ile xji = 0 (i, k > 2) ile tammlanan dogrusal alt yiizeyinin kesigimini
diigiinelim.

Bu kesisim x; ;X2» —Xi1. =0 esitsizligini gercekleyen dogrusal nokta kiime-

sidir. Bu nedenle I’ (—2 n (n + 1) — 1) boyutlu diiz kismi kapsamaz.

[mgj, mgk] matrisit pozitif yari tanumli bir matris oldugundan £ nin [xj =
[mgj, mgk] , (s =1, ...N)‘seklindeki N noktalar T iizerinde bulunurlar. ¢g =0 oldu-

N
gu yerlerde £ nin ¥ egmgj.mgi koordinath tiim noktalan D deki D; konveks ¢ok
H

yiizli konisinde bulunurlar. D gok yiizli olmadigindan D, de bulunmadigindan D,
de bulunmayan d iginlari D de vardir. Verilen L((u)) diferansiyel ifadesinin aji(x)
degerleri, verilen bir x noktasina d iizerinde bir nokta karsihk getirirse bu durumda
(5) denklemleri (6a) denklemi ile uyugmaz, ornegin; fark ifadesinin negatif bir tip
denklem oldufu varsayimi gibi. Ispatin bir sonucu olarak x noktasinda tammsiz
[ajk(x)] matrisli L({u)) diferansiyel ifadesinin negatif tiirden olmayan bir fark ifa-
desine kesinlikle benzemedigini goriiriz.

Ayni komsuluk sisteminin tiim diferansiyel denklemlerde kullanilir istegini
ortadan kaldirdifimiz zaman agagida verilen 2. teoremdeki olumlu olmayan ifade
1. teoremdeki negatif olan ifade ile degistirilebilir hatta (6a) yerine (6) kogullarinin
alinmasi daha iyi olur.

Sayet L((u)) eliptik ve de Det [ajy(x)] ==sabit > 0 ise bu durumda L((u))'ya
B nin B kesiminde diizgiin eliptiktir diyecegiz.

TEOREM 2:

L((u)) x-uzaymn sinirli bir B bolgesinin bir B kesiminde diizgiin eliptik ve B
de diizgiin yakinsak katsayilara sahip bir diferansiyel ifade olsun. Bu durumda yete-
rince kiigiik h igin L((u)) ya benzer pozitif tipte bir Ly((u)) fark denklemi vardur.

Ranki bir olan n. mertebeden pozitif tanimh matrisler kiimesinde dj, (j=1,2,..
n) n, gercel bir say1 olmak iizere bitin [dj, diJ matrisleri sifir degildir. £2 nin
noktalar1 I' iizerinde olurlar. mj (j = 1,2, ..n) tam sayilar olmak iizere Gzellikle
[mj, mg] seklindeki matrislerle ilgilenecegiz. Bu matrislere ranki bir olan integral
tiirde matrisler diyecegiz.

YARDIMCI TEOREM:

D deki kapali sinirh her G kiimesi; rank: bir olan integral tiirden pozitif tanim-
1 matrislere kargihik gelen I' nin noktalarinin olugturdugu konveks ¢ok yiizlii koniyi
icine alir. G nin bir noktasim temsil eden tegkil edilmig noktalarn lineer bilegimin-
deki katsayilar G nin sifirlarindan uzak diizgiin yakinsak olarak se¢ilebilir.

iSPAT:

Her pozitif kuadratik form n lineer formun karelerinin toplami seklinde yazi-
labileceginden, D nin her noktas: ranki bir olan negatif olmayan malrislere kargilik
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gelen I' noktalarimin olugturdugu ¢ok yiizlii iginde kalir. Borel'in Grtme teorisi yar-
dimiyle G nin bdyle belirli sayida ¢ok yiizlii konilerin bilegimi iginde kalacagim sdy-
leyebiliriz. Bu konilerin olugturulan tiim kenarlaninin meydana getirdigi tek bir gok
yiizlii D* konisi G nii igine alir, Her [dj, d;] matrisi integral tiirden [mj, mx] mat-
risi yardim; ile kolayca tahmin edilebilir. Her iki matrise kargihk gelen {2 daki iginla-
rn dogrulw Cosiniisleri izin verdigimiz Slgiide farkliik g&sterebilirler. |dj—mj/njl <
1? jjblacak gekilde bir mj/nj rasyonel sayisimn varh sonucu olan bu gergein is-
patuni athyoruz. Bu nedenle yardime: teoremdeki D, den istenen Szellikleri tagiyan
bir koni ile D* konisi degigtirilebilir

Yardime: teoremimizdeki ikinei iddiay: ispat etmek igin m boyutlu simirh bir
konveks ¢ok yiizliiniin herhangi bir i¢ noktas: tiim bilegenlerin pozitif kat sayih li-
neer bir bilegimidir diyebilir veya pozitif gisterime izin verebiliriz. Gergekte pozitif
P bir i¢ nokta olsun ve pozitif gdsterimli baz i¢ noktalarda Q olsun. R de QP ile
¢ok yiizlii stminnin kesimi olsun. R nin negatif olmayan gésterimi ile Q0 gosteriminin
pozitif kat sayilannin uygun lineer bilesimleri clugturularak P gisterimi elde edile-
bilir. Boylece P nin sonuglanan gosterimi pozitif olur.

Simdi P yi G nin herhangi bir noktasi olarak alalim. P den gegen her hiperalan
7 konveks ok yiizlisiindeki D ile kesigir. Ikinci olarak bu hiperalan 8yle segilmeli-
dirki 7 siirlandinisin, megin hiperalan D, in D; kisminda olan orjine dogru her-
hangi bir 15ina paraiel degildir. Bu sonugla pozitif olmayan kuadratik forma kargihk
gelmedigi igin Dy nin herhangi bir 151mina z1t olmayan bir isinin D; de olmadif: an-
lasilir, Buna paralel olan hiperalan istenilen Szellikleri tagiyacaktir, Siireklilikten
dolayr P nin biitin komgulugunda bu Szellik gegerli olacakiir. Yine Borel rtme
teoreminden dolay: G nin biitiin noktalan yakinsak pozitif bir temsile miisaade eder.

'Teorem II nin Ispat1 x€B iken yardime: teoremde tammlanan G kiimesini
L{(u)) nun yakinsak, tammll [2jk(x)] matrisleri yoluyla tanimlanan §) daki nokta-

lar kiimesi olarak ahrsak E ksmsj mgk = ajk ve kg(x) diizgiin simrh pozitif fonk-

sivonlar olmak iizere; yardnmcl teorem (s = 1,...N) i¢in bir mg komsuluk sisteminin
varhifini gosterir. Efer ¢; ve pozitif A y1 kg = cg/A ve Cy = — 1 segersek bu durumda
(5) ve (6) ifadeleri saglanacaktir.

Alinan A nin degerini (3) denkleminden tayin ederiz. Urnegin:

ram=1 ¥ ke -wem i M)

dir. Bu ifade h in istenildigi gibi yeterince kii¢iik alinmasi halinde diizgiin pozitiftir
olacakftir.

~ Son olarak, (4) kosulunu gergeklemek igin mg negatif iken yine aym [mg,
mg] matrisini olugturdufunu goriiriiz. Genellemeyi kayip etmemeksizin komsuluk
sistemimizin biitiin mg ve — mg vektorlerini i¢ine aldifim varsayabiliriz. mg lerin zit-
larna karsihik gelen cg kat say) giftlerinin toplamlarinin sabit kalmas: ve cg lerin po-
zitif kalarak degigmesi halinde (3), (5) ve (6) kogullar daima gergeklenecek sekilde
kalmazlar. Bu uyariya gore mg (s = 1, ...N) ile g { = — y; nin yerine B (t=7%1,

EA: | ’ ;
o A 3 5 N) yazilarak degistirilebilir. Benzer gekilde cg kat sayilan vy (t =71,
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1 i
w F 5 N) olarak tekrar isimlendirilir. Onceden tayin edildigi iizere mg lerin tersle-

rine karsilik gelen giftlerin herbir toplami ct toplami hesaplarimizda
: 1
vt>0 vetv_=e (t=1,....-—2—N) (8)

yi veriyordu. $imdi (4) sart:

Z (v t)Jutj =?\hbj (i=1,..,n) (4a)

seklinde veya 8 den dolayi

N/2
2 (Zry—cy) M= A hbj yazilabilir.

v ler igin bu denklemlerin pozitif ¢dziime sahip olduklarim gostermek igin 64 = &;
(x, h) denklemini

1
2Vt=ct+\/ct 5t ht (t=1, ...,2—N) 9)
denklemiyle gosteririz bu da (4a) y1

N/2

z + 8, = Ab;
tzl\/c_t‘“t] t ]

haline get.irir
= [ \/_ M ] bu sistemdeki kat sayilarin n satirll ve N/2 kolunlu bir matrisi

olsun. (N/Z >n almahyxz) Varsayimdan B deki sifirdan uzak olarak diizgiin yakin-
sak olarak sinirlandirilan A [ajy] matnsmm determinanti (5) e gore AAT nin iiriinii
diir.

Bundan dolayr A matrisi rank n ve B de yakinsak olarak simrh ¢oziime haiz
bir sistemdir, (9) daki »; nin egdegerleri pozitif olur en azindan yeterince kiigiik bir
higin 8 de verilen

w_,=c,—Ve 5 h

ile verilen v, iginde gegerlidir. Bu da teorem II nin ispatini tamamlar.

3. MAKSIMUM PRENSIBI

Girigte soylenenleri agiklamak igin, burada maksimum prensibinin tartigma-
siyla makaleyi bitirecegiz. Buradaki tiim noktalar agdaki h adim uzunluguna bagh
olacaktir.

Eger belirli bir x noktasi i¢in cg (x, h) nin degeri sifirdan farkl ise x + mgh ye
mg (s =1, ...N) komguluk sistemindeki bu x noktalarin etkin komsulugudur diyece-
giz. Her bir nokta bir onceki noktanin komgulugunda olacak gekilde ag noktalar-
nin belirli bir dizisi verilsin. Bu durumda bu dizinin her bir noktas: miiteakkip nok-
talarla etkin baglantil olacaktir.
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 TEOREM 3:

x noktalan n-boyutlu Euclidean uzayinda, a§ uzunlugu h olan ortagonal bir
kafese ait noktalar olsun. v(x) simrh alanin diginda sifir E-B de simirh bir fonksiyon
olsun. Buna gore

N
x€B igin ¢, (x,h) >0 (=1,..,N), T ¢ (x,h)<1 (11)
s=1
olmak iizere
N
z ¢ (x,h) u(x + mh) xeB igin
ux 0 (12)
u(x) x €E-B i¢in

geklindeki fark denkleminin ¢oziimiinii diigiinelim. Eger u(x) in B deki maksimum
ve minimumlar1 E-B deki bir noktaya etkin baglantih kalyorsa,

Y\ min v(x) < u(x) < max v(x) (13)
dir. . '

ISPAT (13) esitsizliinin her iki tarafi igin benzer bir ispat yapilacafindan,
ispati sadece egitlifin saf tarafi igin yapmak yeterli olacaktir. V = max v(x), U=
maxy g U(x) yi olusturursak o zaman U< 0 i¢in V = 0 ve U <V kesinlikle dogru-
dur. Bu nedenle U > 0 kabul edebiliriz. x4, B de u(xy) = U olacak gekilde bir nokta
olsun. Bu durumda

U=u(xe)S U Z ¢(x0,h)+V Z e (xo,h) (14)

5, (Xg) 55(%g)

toplam sira ile E-B ve B deki x, komgulufunun s; (%) ve s,(Xq) alt kiimelerinde
bulunan x; + mgh noktalan igin S nin alacag biitiin degerler igin gegerli olacaktir.
Eger,

Z  cg(%o,h)>0 ise (15)

s2(xg)
11 ve 14, V < U kabuliimiiziin
u<u E cs(x,h)QU (16)
s=1

geligkisini yarattigim gosterir ve (13) ispat edilir. Eger X ¢ (%o, h)=0ise 11
52(xp)
ve 12 den X, 1n tiim x komgulugunda u(x) = U sonucuna varirz.
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