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SONLU FARKLAR VE YİNELEME 

YÖNTEMLERİYLE LAPLACE DENKLEMİNİN 

BİR BİLGİSAYAR UYGULAMASI 

A. Hikmet AKSEC 

ÖZET 

Laplace denkleminin son/u farklar ve yineleme yöntemleriyle çözü­
müne ilişkin bir örnek incelendi. Bununla ilgili olarak bir basic bilgi­
sayar programı verildi. 

S UM MARY 

Application of a Computer of Laplace Equation with The Method of 
The Finite Dillerence and The Iteratlve 

A sanıp/e that connected to the solution of the Laplace eguation 
with the methods of the finite difference and the iterative was scruti­
nized. Re/event to this, a basic programme of the computer was given. 

Dik koordinat sisteminde potansiyel için Laplace denkleminin genel şekli 
v2v = O veya daha açık olarak, 

• Doç. Dr.; Necatibey Eğitim Fakültesi, Fen Bilimleri Eğitimi Bölümü, 
Fizik ögretim Üyesi, Balıkesir. 
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• 

a2v a2v iPV 
--+--+--=0 (ı) 

axı ar azı 

şeklindeydi. Burada V elektriksel potansiyeli ifade etmektedir. Bu denklemin ge­
nel çözümünü bulmak için V yi X, Y, Z gibi üç fonksiyonun çarpımı olarak ifade 
edelim (3.4). 

V = XYZ (2) 

Burada X yalnız x sin fonksiyonu 

Y yalnız y nin fonksiyonu 

Z = yalnız z nin fonksiyonudur. 

(2) denklemini (ı) denkleminde yazarsak; 

d2X d2Y d2Z 
YZ-- + XZ-- + XY-- = O (3) 

dil dr dil 

şeklinde kısmi türevden kurtarılmış ikinci derece diferansiyel denklemini elde 
ederiz. 

Bu denklemin her terimini XYZ çarpımına bölerek 

ı d2X ı d2Y ı d2Z 
- --+- --+- --= 0 
x dil v dr z dz2 

(4) 

denklemini elde ederiz. Soldaki üç terimin toplamı sıfır olduğundan, aynı zaman­
da her değişken bağımsız olduğundan, her terim bir değişmeze (sabit) eşittir. 

Böylece 
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X 
(5) 

(6) 

(7) 



(8) 

yazılabilir. (6), (7), (8) değerleri (4) denkleminde yerine konursa, 

(9) 

denklemi elde edilir. 

Şimdi sorun üç değişkenin bağımsız olarak birer çözümünün bulmaktır. 
Değişkenierin bağımsızlığı yöntemi olarak adlandırılan yöntemle ( 6) denkleminin 
çözümü; 

(10) 

şeklinde bulunabilir. Burada C1 ve C2 değerleri sınır koşullarından hesaplanabi­
len keyfi değişmezlerdir. Benzer şekilde (7) ve (8) denklemlerinin de çözümü 
yazılabilir. 

(ll) 

(12) 

(10), (ll), (12) denklemlerinin çarpımı (1) denkleminin genel çözümüdür. Böy­
lece 

şeklinde bir genel çözüm bulunabilir. Genel çözümler yukarıdaki gibi exponan­
siyel veya trigonometrik veya hiperbalik olabilir. 

Bir diğer yol da sonlu farklar yöntemine (finite difference) göre Laplace 
denkleminin çözümünü bulmaktır. Şekil 1'deki gibi x, koordinat ekseninde M (x, 
y) nokçasının potansiyeli V (x, y) olsun. Merkezi noktaya a uzaklıkta bulunan ko­
ordinat eksenleri üzerindeki Mı. Mz, M3 ve M4 noktalarındaki potansiyel yak­
laşık olarak V(x, y) potansiyelini Taylor serisine açılarak bulunabilir. 

av a2 

V(x+a,y) = V(x,y)+a-+ 
ax 2 

a2v 
--+ ...... . 
ax2 

(14) 
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• M
2

(x,y -r a) 

y 

M
3 

(x - a, y) 

X M
2 

(x, y - a) 

Şekil: 1 
a) x, y iki boyutlu koordinat ekse11i, 

b) M (x, y) merkezi noktası ile eşit uzaklıktaki çevre noktalan 

av a2 a2v 
V(x-a, y) = V(x, y)-a- + - - + ...... . 

ax 2 ail 
(15) 

yaklaşık olarak ilk üç terimi alarak (14) ve (15) denklemlerini taraf tarafa toplar­

sak, 

aly 
V (x+a, y) + V (x- a, y) = 2V(x, y) + a2 -

al-

a2v 
Buradan -- yi çekersek; 

ail 

V(x + a,y) + V(x-a,y) - 2V(x,y) 

bulunur. Aynı işlemleri M2 ve M4 noktalarına uygularsak benzer şekilde; 

V(x,y + a) + V(x,y-a) - 2V(x,y) 

(16) 

(17) 

(18) 

denklemini yazabiliriz. (17) ve (18) derıklernlerinin taraf tarafa toplamı iki boyut­
lu Laplace denklemini vereceğinden; 
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2 ~ :,;ı iPV iPV ı 
V V = 7 + 7 = -;;ı (V(x+a,y) + V(x-a,y) + V(x,y+a) 

+ V(x,y-a) - 4V(x,y) ) = O (ı9) 

(ı9) denkleminden V(x,y) çözülürse; 

ı 
V (x, y) =ı - ( V(x + a,y) + V(x-a,y) + V(x,y + a) + V(x,y-a) ) (20) 

4 

bulunur. Götülüyor ki M merkezi noktasındaki potansiyel, eşit uzaklıktaki 4 çev­
re noktasındaki potansiyellerin ortalamasıdır. 

E~er sistem 3 boyutlu olarak düşünülürse (20) denklemi; 

ı 
V (x,y,z) = - ( V(x+a,y,z) + V(x- a,y,z) + V(x,y+a,z) 

6 

+ V(x,y-a,z) + V(x,y,z + a) + V(x,y,z-a) ) (21) 
L C ... 1 ... t '. 

şeklinde hesdpla'na:c'akt1r. Benzer şekilde bütün di~er noktalarm potansiyeli de 
hesaplanablliı'. Bu yöriteine s'onlu farklar (finite difference) veya noktadan nok­
taya (point-by-point) yöntemi adı verilir. 

Aşağıda bu yöntemin uygulanmasma ait bir örnek ve bir bilgisayar uygula­
ması verilmektedir. 

Örnek 1: Sonsuz kare içi potansiyel dağılımı: Şekil 2a da kesiti gösterilen 
sonsuz uzun metallevhalardan yapılmış kareyi düşünelim. Bu karenin yan ve alt 
kenarlannın potansiyeli O V ve üst kenarının potansiyeli ise 80 V olsun. Üst ke­
nar küçük bir yarılda diger kenarlardan ayrılmıştır. Potansiyel dağılımını elde et­
mek için sonlu farklar yöntemini kullanalım. Önce merkezin potansiyelini hesap­
layalım. (20) denkleminden; 

1 • 

80+0+0+0 
=20V 

4 

bulunur. Şimdi kenarları merkeze birleştiren doğrularm ayırdığı 4 karenin mer­
kezindeki potansiyelleri bulalım. Bunun için üst ve yan yüzeyler arasındaki 
boşlugun potansiyelini, bu boşlugun iki tarafındaki potansiyellerin ortalaması 
olarak alalım; 
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80+0 
- - = 40V 

2 

Daha sonra xy eksenlerini 45° çevirelim. Üst sol ve sağ kareterin merkezindeki 
potansiyeli hesaplaalıın. 

20+0+40+80 
-----=35V 

4 

Benzer şekilde sol alt ve sağ alt kareterin potansiyellerini hesaplıyalım. 

20 + 0+0+0 
~! = 5 V 

4 

(Şekil: 2b) şimdi xy eksenlerini yine normal konumuna döndürelim ve oluşan ye­
ni kareterin merkezindeki potansiyelleri hesaplıyalım. Ortanın üstündeki küçük 
karenin merkezinin potansiyeli; 

80 + 35 + 20 + 35 

4 
= 42,5 V 

Ortanın iki yanındaki küçük karelerin potansiyeli 

0+35+20+5 

Ortam altınd:OO küçük karenin potansiyeli de 

bulunur (Şekil: 2c). 

20+5+0+5 

4 

= 15V 

= 7.5V 

Yukandaki hesaplamalar, deıerler- artık deıişmiyecek şekilde bütün nok­
talar için tekrar tekrar yapılabilir. Bu şekildeki işleme de yineleme (iterative) 
yöntemi adı :verilir. Çok nokta kullanıldııtnda bu yöntem bize Laplace denklemi­
nin tam bir çözümünü verir. Daha çok nokta kullanmak ve hesaplamaları çok 
fazla tekrarlamak gerektiıiode bu iş için bilgisayarları kullanmak bizi daha kesin 
bir sonuca ulaştıracaktır. Bunun sonucunda bu potansiyellerin kullanımıyla Şekil 
2d de gösterild~ gibi eşpotansiyel eırüer daha uygun çizilebilecektir. Bununla 
ilgili daha detaylı bilgisayar çözümü saıiıyan bir örnek aşağıda verilmektedir. 
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(a) 

(c) 
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Şekil: 2 
a, b, c) Yineleme yönteminin sonsuz kareye uygulanması, 

d) Bu sonsuz kare için elde edilen eşpotansiyel yüzeyler 

Örnek 2: Sonsuz kare içi potansiyelin sayısal bilgisayarla çözümü: 

Yukarıda tartışılan yöntemler sonlu farklar ve yineleme yöntemleridir. 
Daha büyük kesinlik için daha fazla nokta ve daha fazla hesap tekran gerekir. 
Bu iş için sayısal bilgisayar (digital computer) çözümü ülküsel bir sonuçtur. Bu­
nun için gerekli algoritma, sonlu farklar ve yineleme yöntemleriyle sistematik bir 
ortalama hesabı şeklinde ortaya koyulabilir. 

Şekil 3'de O V, 30 V} 50 V, 100 V şeklinde farklı potansiyeldeki 9x9 nok­
taya sahip 4 adet sonsuz levhanın oluşturduğu kare için bilgisayarla hesaplanan 
potansiyel de~erleri verilmektedir. Şekil 4'de de bu de~erlerden yararlanarak çi­
zilen eşpotansiyel e~iler verilmektedir. Sonlu farklar ve yineleme yöntemleri ile 
hesap için yapılan basic dilindeki bilgisayar prograrnı da Çizelge l'de verilmekte­
dir. 

Görüldü~ gibi böyle bir bilgisayar yöntemi kuJianmak suretiyle her konu­
da oldu~ gibi Laplace denkleminin de çok daha kesin bir çözümü elde edilebil­
mektedir. 
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40 

Şekil: 3 
O V, 30 V, 50 V ve 100 V luk gerilime sahip 4 sonsuz kare 

levha için bilgisayarca hesaplanan potansiyeller 

o o o o o o o 
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50 so so so srı 50 5o 
Şekil: 4 

Şekil 3'te verilen potansiyeliere uygun olarak çizilen eşpotansiyel egriler 
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Çizelge: 1 
Laplace Denkleminin Sonlu Farklar ve Yineleme Yöntemleriyle Çözümüne 

İlişkin Basic Bilgisayar Programa 

,: !) • ~, · !;:r~C.RL~ f-.~ UZEF:HH·Ef<l 1-' E.. ! NEr~ f.-Eı:.=;EF:LEF: l "'A:ALH1 
"'7 (1 LCıC.?. TE 4, ı (:: H JP U1 "S(ıL LEVHri PC:-:- ;:.NS I YE L itH VEfUt; I ;: : ,. : \. l 
,:. ,:ı L (CO:.TE' C. , l 0: II ,FUT " ,:;ril'> LE~.'HA rOTrii.JSIYEL I NI VEF:H~ I:: " ; V2 
':1(' L.OC.ıHE f:, 1(;: HJPUT " IJS T LEVf iA F·C·T AI·61YELHH VERIIH Z: ' ' :"\;:~ 
J(! O LCiCı';TE lü , lO:I:-JPUT "ALT LEVH{. F;:ıTANSI YEL!NI VEF:I NI Z : " ; 'v'4 
ll Cı FCıR I=:? TCı :?. 
12ı) Z<I,9 l =V2: Z\l,J i =IJl 
l 3 ü NE :.-:T I 
1-l(ı FOR ..1= 2 TO :3 
150 Z(i , J l =V4: Z ( 9, Jı =V3 

170 z,t,1l=!Vl+V4l/2: Zl l,9 l = ! V2•V4l / 2 : ZC5 ,9J= CV2t V3 1/2 : Z C 
·?. , 1) = ('./l+V:3 l / 2 
180 'DUZ DURUM. ICI N 9 * 9 KARESINDEKI ME~KEZl NOKTANIN HESAPLA 
:...: i~ ASI 
190 Dl=5: 02~5: D3=0: D4=4 
2 00 60SUB 100 0: Z I Dl , D2 > =0~T 

21 (i 'CAF'RAZ r··uF:Ut'l IC.Ir..; !':;*5 n-ıF:ESHH~J 4 CE'••'F:E NOKT ASINI NIN HE 
~.AF'LHN~ı.;::;; I 
2:0 Dl=3: D2=3: D3=1: b4=2 
23 0 GOSUB 100 0 : ZCDl,D2 1=0R1 
240 [)1:3: D2=7 
2~i0 GıCt~:UE 1 00 0: 2(['•1,I~2 i =OFT 

:: .so I:ı:.=7: L;ı2= 3 

2 7 0 GOSUB 1000: Z<~I.~2 1 =0RT 

2 :::0 Dl =7: IJ2=7 
2~0 GOSUB 1000: Z <Dl,D21=0RT 
3~0 'DUZ DURUM ICIN 3*3 VARES ININ 4 CEVRE NOKTASININ HESAPLA 
N l'l.:-ıSI 

3 10 D1=3: 
320 GCıSUB 
33') r:-. 1=~= 
::-ı 4 (1 GOSUB 
.351) I.• 1=7: 
::-::.o GOSUE: 
:370 ı..::. ; ':ı: 

D2=5: ~3=0: D4=~ 
1000 : 2 <r>l, I:o2 ) =OF:T 
V2=7 
10 00 : Z!Dl, D2 l =OR7 

100 0 : ZIDl,D2 l=OR1 
L•2 =.3 

·~: :::(ı G CıSUE: 1 (ı:) O: 2 •: J:.l, r =2 i = OF(T 
39:) 'CAF'F:AZ I ·;J F:UM I C!~J :3 ·•·3 i.:: .;EE: :':, I I~ I !~ 4 CEVF:E N:)I-:TASI I'-1 : ~-l 1-i!:::; .:. 
F'LA I JMı:.SI 
4 00 FO~ SUT= Z TO 8 ETEP : 
4l G FOR SAT=: TO 8 STEP ~ 
4::. 0 r · ı==-riT: f:,? =SUT: !'·3= 1: [ -" =1 
42 lı I~CıSt_ıf-; 1 l)(i l~i : Z~l · l , I·.:·> =0~ 1 
440 NEXT SA:. S~T 

4 :ı G 'r.•U:: !>IJE Ut:f IC l ~..ı C !FT ~~'-· :·i~. ;::, ,.:-ı l_! ~~~TIRi_AP: 

LELEf\:I !J AF:A-: 1tJi ·AV1 !·!':ıi :r;;u,r.:rı • ti [ .~. ;...E-: I 

.-. ... -. 
... -
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460 FG~ SUT= ~ TO 8 STEP ~ 
•. 47 •:ı F .:ıF ,;.AT= ;: i (: ; ,:.TEf ~ · 

4 :: . .:: [ 1 -= S~l : LJ:: =- ~ UT : i:ı .:·. =O: [: .. ; = 1 
4 -ç., ~:: !~ ::=:u E l ı:ı Lı(,: : · < l ... ; ~ r ·.::: .. =or. --r 
::ıt)O 1\!F.:~::T SAT., SUi 
~; l ıJ i>UZ ViJRUi>l IC IN TEK NIJMAF:AL.I S HT IF:LAR I C INC.•E :2*:2 LIV ~·: Pı F. 

i': LER :w ı;P.AS I NIJAf<I NOf<T ALAR I N HE~:AE: I 
520 FOR SUT=3 TO 7 STEP 2 
~30 FO~ SAT =2 Tü 8 STE P 2 
3 4 0 Dı = SAT : D2=SUT: ~3=u : 04=1 
55C GOSU~ 1000 : Z(~1.IJ2 l =ORT 
360 NE~T SAT. SUT 
S7C ' ARTI K BUTUN NO~TALAR BASLANGIC DEGEfiLERi i LE VERILMISTI 
:\ . BO'{LECE t:E;:>E RLEF;[;Ei<I KE::;IN DEGERLEfi i HESAPLAJ>1.;f:: ICIN Y.INEL 
ENEYE SASLIYABILIRI:. 
~80 ' DUZ DURUM I CI N YI NELEMEYI TAMAMLADI~IMIZ ZA MAN EN SUYUK 

DEGISMEMIZIN O. 01 \' H~N [ .. ;;ı;;, ı<U::.UJ=: CLMA;::.:;H I S TI YORUZ 
S9n FQR I =2 TO 8 
600 FOR J~2 TO e 
6 i 0 01= ! : D2 =J : DJ= n : D4 =l 
62U GOSUB 1000 : =2 : D ı,D~ : = ORT 
E.:) O NE>::T _r. 1 

S 4 0 ' YENI DEGERL.~RI GERIYE ORJI NAL S I RAYA TASIYALI~ VE E N K 
U•:UK FAP~: :r BUL ALl M 
6 50 FAF-:1,·2=0 
66(ı FOF< I="2 TCı 8 
670 FOR J =2 TO 8 
680 FARK1=22 1l , Jl -Z ii , J ! 
5~0 IF FARKI ~FARK2 THEN FAR~2=FARY 1 

700 =ır,J ı =22 <I,J' 

71 (1 NE:~<T J, ! 
720 FARK I TEST EDIP , GEREKIRSE YlNELEMEVI TEKRARLI YAL IM . YI 
NELEME SAYlSINI SAKL AYALIM 
·;.:;. ,:ı f iNE=.i i NE·d 
74 0 I F FARK~ > . O l THEN 6010 590 
7~0 ' LEVHA POTANSI YELLERI NI . Y INELEM~ SAYlSINI VE Z <I.J l DI 
:::c:;;::r t~J YAZ ALi i•1 
760 ::.Ls 
77(: LPHJNT 
7·:·o LPRINT TAB ~ il)ı ~~soL LE1JHA POTANSIYEL.I: " ;US I NG "##lL#"; v ı 

: LPF'INT ,, 
'J '' 

' 7 '?/:) LPRINT TAB\ 10 i ıısAG LEVHA POTANSIYELI:";US ING " ### . # "; V2 
; : :..F'RINi " V" 
;::ı) ı) LPR1rJT TAB ( 1 OJ "UST LEVHA FO~ANSIYEL! : " ; USING "##tL #"; V3 
; :. LPRI NI " V " 
~:~ 1 G LPfU NT TAB < l CıJ "ALT LE VHA P OTANSIYEL!: ";US ING "### . #" ; V4 
; : LPF:INT " \/" 
820 LPRINT : LP RINT 
3.30 LPF:INT '' C02Utı1 EL DE E:VI LDIKTEN SOI·~RA YINELEMELER: "~ YINE 
8 4 0 LPRINT : LPRINT 
.::5 0 Lf-''F: ! NT TAB (.JO ,ı "SONUCLAR" : LPRINT TAB <:28 ) " - - - -- --- ----" 
860 LPRINT :LP~I~T 

87C FOR ! =9 TO 1 S TEP -1 
.::8(1 FOE J = 1 TO '? 
:;::90 LPRINT US I NG " !ılf#.ll";Z ( I,J ) ; 
·;o o cı :·Jc-: :: ::1 J 
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7 1 O LPf.: I ~ı; 

~·20 Nt:::::T I 
öJJO ENr• 
t000 ORT=. 25~ 'Z!D1 -D4 , D2 - C3!D 4 l + ZI D 1 - ~4*DJ , r2 + D4 f+Z ! D l+04,D~ 

, Ol ü ;ETUF-.;J 

.?C•L :...~ ~..-~ ..: : :ıTANS:IYELI : 10 0. 0 ,. 
SAr~ L E ·,.-~-;.: =C·Tı4 :-.!S l \'EL!: :::.o. ( ' 

u~. T L!:\'H,.:. = üTAtJS I YELI: (l . (1 \. 

HLT Lt~tH;. r ·CtTAI-IS-TYE.LI : :ı (l . Cı ı. · 

C:OZUM ELDE Er.·!L! : •' TEN SOtJRA Y INELEI~E- ::;;. : 14 

SONUC LAF: 

------------

5(1 . (1 (f. (ı (i . ~ o. cı o. Ct O. Cı .. ::ı (!. (t ı ~ .. (: 
100. 1) 4~. 7 29. 7 .20.4 15.6 13 . 4 :-.4 17. 1 .:ıo . o 

ıcı o. (! 6 9 .(1 4~. c 86.2 28 . 7 24 . E. - -· • .• :i 24. ·?. ::~(ı. G 

1 00. o 77 . 5 59 . -; 47.0 38. 4 3 3 . o . 1 29 . 3 3 0 . 0 
100. (1 :;: ı. 4 c.s. - ... ~. 7 45. (ı 3':1. ...J..:•. (ı ..: - . 9 ~· ..., - ·4• 1 ::: cı. ( ' 

1 00. ~1 82.5 63 . ,. 57.0 48.9 43. o ·:·:. 4 34.2 :1:) . ı; 

ı (l(ı. (1 ~~(:. ~. cc .. - ~7 . 3 ~. ( .. 7 4~\ . -} ~ . ; . 4 :<6. ş ::-ı o. (, 
1 00. o 72.9 61 . . 54. 8 50 . 9 4 7 . 9 -'~- . 9 40. :3 30.0 

75 . 0 so. o :.o . ·: ~. (1 , (ı 5 (1 . o ~o. (ı " . (; 5 (1 . (1 .:; Cı . (: 

Yukarıdaki hesap sonuçları 0,01 V fark kalana kadar 14 basamaklı k yine­
leme yapılarak hesaplanmıştır. 
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