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SONLU FARKLAR VE YINELEME
YONTEMLERIYLE LAPLACE DENKLEMININ
BIR BILGISAYAR UYGULAMASI

A. Hikmet AKSEL'

OZET

Laplace denkleminin sonlu farklar ve yineleme yontemleriyle ¢ozii-
miine iligkin bir dmek incelendi. Bununla ilgili olarak bir basic bilgi-
sayar programi verildi.

SUMMARY

Application of a Computer of Laplace Equation with The Method of
The Finite Difference and The Iterative

A sample that connected to the solution of the Laplace eguation
with the methods of the finite difference and the iterative was scruti-
nized. Relevent to this, a basic programme of the computer was given.

Dik koordinat sisteminde potansiyel i¢in Laplace denkleminin genel sekli
V2V = 0 veya daha acik olarak,
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*vV v PV
+ + =0 (1)
ox ay? az2

seklindeydi. Burada V elektriksel potansiyeli ifade etmektedir. Bu denklemin ge-
nel ¢oziimiinii bulmak igin V yi X, Y, Z gibi ii¢ fonksiyonun ¢arpim olarak ifade
edelim (3.4).

V=XYZ )
Burada X = yalmz x sin fonksiyonu
Y = yalmz y nin fonksiyonu
* Z = yalmz z nin fonksiyonudur.

(2) denklemini (1) denkleminde yazarsak;

d?x dxy d?z
YZ +X7 + XY =0 3)
dx? dy? dz?

seklinde kismi tiirevden kurtarilmig ikinci derece diferansiyel denklemini clde
ederiz.

Bu denklemin her terimini XYZ ¢arpimina bolerek

1 #X 1 dY 1 dz
—_——t———t— —— =0 4)

X d? Y dy? Z dz
denklemini elde ederiz. Soldaki ii¢ terimin toplamu sifir oldugundan, aym1 zaman-

da her degisken bagimsiz oldugundan, her terim bir degismeze (sabit) esittir.
Boylece

1 d2x >
% a2 (%)
d2x 5
=an X i (6)
dx?
Y -, | ’
— 8y N ©)



d2z ;
=a“3 Z (8)

dz?
yazilabilir. (6), (7), (8) degerleri (4) denkleminde yerine konursa,
321 + 322 + 823 =1 9
denklemi elde edilir.
Simdi sorun ii¢ degigkenin bagimsiz olarak birer ¢Oziimiiniin bulmaktir.
Degiskenlerin bagimsizhig yontemi olarak adlandirilan yontemle (6) denkleminin
¢Oziumii;

X =Gy e (10)

seklinde bulunabilir. Burada C; ve C, degerleri simir kosullarindan hesaplanabi-
len keyfi degismezlerdir. Benzer sekilde (7) ve (8) denklemlerinin de ¢oziimii
yazilabilir.

Y =Ce? + e (11)

Z = Cs e + Cge (12)

I

(10), (11), (12) denklemlerinin ¢arpimi (1) denkleminin genel ¢oziimiidiir. Boy-
lece

V= (C1e®+ Cpe %) (C3e™? + Cie D) (C5e™ + Ce ™3 (13)

seklinde bir genel ¢oziim bulunabilir. Genel ¢oziimler yukaridaki gibi exponan-
siyel veya trigonometrik veya hiperbolik olabilir.

Bir diger yol da sonlu farklar yontcmine (finitc difference) gore Laplace
denkleminin ¢dziimiini bulmaktir. Sekil 1°deki gibi x, koordinat ekseninde M (x,
y) noktasinin potansiyeli V (x, y) olsun. Merkezi noktaya a uzaklikta bulunan ko-
ordinat eksenleri iizerindeki M;, M, M3 ve My noktalarmmdaki potansiyel yak-
lagik olarak V(x, y) potansiyelini Taylor serisine agilarak bulunabilir.

av at PV
V(x+a,y) = VK y)+a —+ — —— + ... (14)
ox 2
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M, (x, y +a)

M(x,y)

M, (x—a, y) Ml(x+a, y)

s a
X M, (x, y—a)

Sekil: 1
a) x, y iki boyutlu koordinat ekseni,
b) M (x, y) merkezi noktasi ile egit uzakliktaki cevre noktalan

av a®> 9V
V(x-a,y) = Vixy)-a— + — — + ... (15)
ax 2 o

yaklagik olarak ilk ii¢ terimi alarak (14) ve (15) denklemlerini taraf tarafa toplar-
sak,

d%y
v (X+ a, Y) +V (X*ﬂ, Y) = ZV(X, y) + az - (16)
ax
62
Buradan yi gekersek;
e
PV V(x+ay) + V(x-ay) - 2V(xy) an
ax® a?

bulunur. Ayni iglemleri M2 ve M4 noktalarina uygularsak benzer sekilde;

Y V(xy+a) + V(xy-a) - 2V(xy)
— = (18)
ay” a2

denklemini yazabiliriz. (17) ve (18) denklemlerinin taraf tarafa toplamu iki boyut-
lu Laplace denklemini vereceginden;

- 686 -



v2y —‘62V+32V— ! \Y \Y Y
ey —yi_ == (V(x+ay) + V(x-ay) + V(xy+a)
+ V(xy-a) -4V(xy)) = 0 (19)

(19) denkleminden V(x,y) ¢oziiliirse;

1
Vxy = vy (V(x+ay) + V(x-ay) + V(xy+a) + V(x,y-a) ) (20)

bulunur. Goriiliiyor ki M merkezi noktasindaki potansiyel, esit uzakhktaki 4 ¢ev-
re noktasindaki potansiyellerin ortalamasidir.

Eger sistem 3 boyutlu olarak diisiiniiliirse (20) denklemi;

1
V(xy2) = — (V(x+ayz) + V(x-ayz) + V(xy+az)
6

+ V(xy-a,2) + V(xyz+a) + V(xyz-a)) (21)

seklinde hesaplanacaktir. Benzer sekilde biitin diger noktalarin potansiyeli de
hesaplanabilir. Bu yonteme sonlu farklar (finite difference) veya noktadan nok-
taya (point-by-point) yontemi ad: verilir.

Asagida bu yontemin uygulanmasina ait bir drnek ve bir bilgisayar uygula-
masi verilmektedir.

Ornek 1: Sonsuz kare igi potansiyel dagihmu: Sekil 2a da kesiti gosterilen
sonsuz uzun metal levhalardan yapilmig kareyi diisiinelim. Bu karenin yan ve alt
kenarlarinin potansiyeli 0 V ve iist kenarmn potansiyeli ise 80 V olsun. Ust ke-
nar kiigiik bir yarikla diger kenarlardan ayrilmigtir. Potansiyel dagilimini elde et-
mek igin sonlu farklar yontemini kullanalim. Once merkezin potansiyelini hesap-

layalim. (20) denkleminden;

80+0+0+0
4

=20V

bulunur. Simdi kenarlann merkeze birlestiren dogrularin ayirdigz 4 karenin mer-
kezindeki potansiyelleri bulam. Bunun igin iist ve yan yiizeyler arasindaki
boslugun potansiyelini, bu boslugun iki tarafindaki potansiyellerin ortalamasi
olarak alalim;
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80+0
2

=40V

Daha sonra xy eksenlerini 45° gevirelim. Ust sol ve sag karelerin merkezindeki
potansiveli hesaplaalim.

20+0+40+80
4

=35V

Benzer gekilde sol alt ve sag alt karelerin potansijrellerini hesapliyalim.

20+0+0+0
4

=5V

(Sekil: 2b) simdi xy eksenlerini yine normal konumuna dondiirelim ve olugan ye-
ni karelerin merkezindeki potansiyelleri hesapliyalim. Ortamin iistiindeki kiigiik
karenin merkezinin potansiyeli;

80+35+20+35
4

=425V

Ortamn iki yamindaki kiigitk karelerin potansiyeli

0+35+20+5
—_—— =15V
4
Ortam altindaki kiigiik karenin potansiyeli de
20+5+0+5
et L 7,5V
4

bulunur (Sekil: 2c).

Yukaridaki hesaplamalar, degerler artik degismiyecek sekilde biitiin nok-
talar igin tekrar tekrar yapilabilir. Bu gekildeki igleme de yineleme (iterative)
yontemi ads verilir. Cok nokta kullanildifinda bu yontem bize Laplace denklemi-
nin tam bir ¢dziiminil verir. Daha ¢ok nokta kullanmak ve hesaplamalari ¢ok

fazla tekrarlamak gerektiinde bu i icin bilgisayarlan kullanmak bizi daha kesin
bir sonuca ulagtiracaktir. Bunun sonucunda bu potansiyellerin kullanimiyla Sekil

2d de gosterildigi gibi espotansiyel egriler daha uygun cizilebilecektir. Bununla
ilgili daha detayh bilgisayar ¢6ziimil sagliyan bir drnek agagida verilmektedir.
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Sekil: 2

a, b, c) Yineleme yonteminin sonsuz kareye uygulanmasi,
d) Bu sonsuz kare igin elde edilen espotansiyel yiizeyler

Ornek 2: Sonsuz kare ici potansiyelin sayisal bilgisayarla ¢oziimi:

Yukarida tartigilan yontemler sonlu farklar ve yineleme yontemleridir.
Daha biyitk kesinlik i¢in daha fazla nokta ve daha fazla hesap tekrar gerekir.
Bu is igin sayisal bilgisayar (digital computer) ¢oziimii iilkiisel bir sonugtur. Bu-
nun igin gerekli algoritma, sonlu farklar ve yineleme yontemleriyle sistematik bir
ortalama hesab: seklinde ortaya koyulabilir.

Sekil 3'de 0 V, 30 V350 V, 100 V seklinde farkhi potansiyeldeki 9x9 nok-
taya sahip 4 adet sonsuz levhanin olusturdugu kare icin bilgisayarla hesaplanan
potansiyel degerleri verilmektedir. Sekil 4'de de bu degerlerden yararlanarak ci-
zilen egpotansiyel egriler verilmektedir. Sonlu farklar ve yineleme yontemleri ile
hesap igin yapilan basic dilindeki bilgisayar program: da Cizelge 1'de verilmekte-
dir.

Goriildiigii gibi boyle bir bilgisayar yontemi kullanmak suretiyle her konu-
da oldugu gibi Laplace denkleminin de gok daha kesin bir ¢oziimii elde edilebil-
mektedir.
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0V, 30 V, 50 V ve 100 V Iluk gerilime sahip 4 sonsuz kare

Sekil 3'te verilen potansiyellere uygun olarak izilen espotansiyel egriler
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Cizelge: 1
Laplace Denkleminin Sonlu Farklar ve Yineleme Yontemleriyle Coziimiine
fligkin Basic Bilgisayar Program

YANTEMIVLE ELERNTIRIFSEL POTANSIVELI HESAFLIYVAN

!1\]' Eiv ALT SO0 FAREDIR

L

=4 J:EFT”LE'I b]-IH_ LEGERLERI YAZALIN

=i "GOl LEVHA POTARSIVELIRI VERINTZ: ":41
2 Ih-IFrU’ “SARE LEVRAG POTANSIYELIRNI \FQINI:-‘ Ve

PINFUT "UST LEVHA FOTAENSIVELINI VERINIZ:®
D,IE:ENFUT "ALT LENVHA FOTANSIYELINI VERINIZ: ViV

ZiI,11=V1

4 FOR J=2 TO
¢ Zli..0)=V4:
0 NEXT J

0 ZTe1.1)=0V14Vd) /2 201 =({VI+VA) /2 Z05,5)=(WE+VEI /2 TV
13=(V1I+VI /2

O 'DUZ DURUM ICIN 2%% KARESINDEKRTI FEZ1 HIETAHNIMN HESAFLA

L )

UF, ) =va

D=S: DR=0: D4=4
LB 1000: Z(D1. D2 =0AT
'CAFRAZ DURLM ICIN S5 HARESININ 4 CEVRE NOKTASINININ HE

,_v

L=
L2y =0RT

e

e
e
g

e
T

L

250 SUS 1000 201,02 =0R7

e [i=7: DE=3

=70 GOSUE 1o00: Z(D1,0D:2Y=0FRT

2z0 Dp1=7: LZ=7

%0 GOSUE 1000: Z(D1.02)=0RT

SIa0 DUZ DR ICIN ’**3 FARESININ 4 CEVRE NOETASININ HESAFLA

Lz=7
Flitidis

4 CEVRE NIETASININ KESA

f _l'-'"’ ICIn CIFT NUMARALT
T ES

FramIHDAFT MO
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: SAT, ST
Tl DidRL TOTHN TEE NUMARALT SATIRLAR ICINDE Z*Z LIF FAR
FLERTN AFASINDAKLI NOETALARIN HESAERT
DEY FOR SUT=3 T 7 STEFR 2
D30 FOR SAT=Z TO 5 STEFR =
Di=5AT: D2=S5SUT: D3=i: D+4=1
IE 10G006: Z{Di,0LZ} =0KT
AT SAT.SUT
P ARTIN TUTUN NOETALAR BASLANGIC DEGERLERIVLE YERILMISTI
TLEOYLECE DESERLERDERI KESIN DEGERLERI HESAFLAMAE ICIN YINEL
EMEYE BASLIYABILIRIZ.
e 'DLE DURLM O ICIN YINECLEMEYI TAMAMLADIGIMIZ ZAMAN EN Bilvillk
ESTSMEMIZIN C. 01 8 TAN LAHAS ELUCUE GLHMSSINIT ISTIYORLID
N FOR I=2 7O &
iOFOR =2 TO

"‘.=ﬂ: Da=t
201, DZE:=0RT

NE=T F, 1
' VENI DEGERLERI SERIVE JRIIMAL SIRAYA TASIYALIM VE EN K
. FARET BLlLALIM

70 FOR F=2
r FARK1=224(1,7i~-Z4iI,T}
F FARK ~|-AF!|’12 THEN FARKZIZ=FARFL

s N =22(T. 3

1 F-'HF‘#I TEST EDRIP., GEREFKIRSE YINELEMEYI TEMRARLIVALIM. YT
HELEME SAYISINI SAELAYALIM

a0 FINE=TINE+L

F40 IF FARKLZ:. 01 THEN GOTD 290

3 LEVHA FOTANSIYELLERINI., YINELEME SAYISINI VE Z(I.J; DI
VAZAL it

5 LPRINT

70 LFRINT TABZIM) "SOL LEWVHA POTANSIVELI:";USING "3#8.%":V1

P LPRINT W ’

72d LPRINT TAE (103

trLPRINT " W

o0 LPRINT TAE(L10) "UST LEVHA FOTANSIVELI: ";USING "###.#": V3

l"llr

TAE(10) "ALT LEVHA POTANSIVELI:";USING "#8%.%";V4

LAY ‘-J" -

'DFIHT 1 LFRINT

LPRINT " COZUM ELDE EDILDIKTEN SONRA YINELEMELER: ":YINE
LPRINT :LPRINT

G LPRINT TAB(30) “"SONUCLAR":LFRINT TAB(28) "------——ommm .

0 LPRINT :LPRINT

FOR T=2 T 1 SETEP -i

¢ OFOR J= 1 =

POLPRINT USING " #uR.3":20(I,.0);

= Wy
U0 WERT J

Ui

0

SAG

LEVHA FOTANSIYELI: ";USING "###.8":V2

SNy
o]
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Yukaridaki hesap sonuglar: 0,01 V fark kalana kadar 14 basamaklik yine-
leme yapilarak hesaplanmigtir.
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