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NÜMERiK ÇÖZÜMLERDE 

MAJONANTLARIN GENELLEŞTiRiLMESi 

ÖZET 

Dahlguist z', u'nwı majorantı ve 

L2z oluyorsa, !Lu - (Lıu + Lııt)/2 1 :5 

tenıma ile göstenniş ve 'lzif için Lı ~ 

da Lernmanın sonucu olarak venniştir. 

Bu çalışmada lernma genelleştirilmiş 

Hasan SOYDAN• 

\;fzif için L1z :5 Lı :5 

(Lız' - L1z'}/2 olduğunu bir 

O ise !Lu 1 :5 Lı ' oldıtğwıu 

u i fonksiyonlanmil i= 1, 2, ... , 

n (n son/u) için sıra ile majorantion z 'i ve 'lziif için LiıZi :5 zi :5 
n n 

i;! {Liui- (Lilui- (Liıui + Liıtl i)!2Jı :5 i ~ı (Li2ı'2 

Lilz'J /2 ve aynca oc i ler gerçel sayılar ve cx i < O olduğunda Liı ye­

rine Li2 ve Liı yerine de Li ı yazılmak suretiyle V cx i için, 

n n 

i = ı 

k cx i (Lizz'i - Liız';) /2 
i = ı 

olduğu kanıtlanmıştır. 

* U.Ü. Necatibey Eğitim Fakültesi, Fen Bilimleri Eğitimi Bölümü, Öğre­

tim Üyesi. 
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SUMMARY 

Generalization of the Majorants in Nurnerical Solutions 

Dahlguist has shown that it's !Lu - (Lıu + Lııı)/21 :S (Lız' -
L1z')/2 with a /emma, if z' is the majoranı of u and it's L 1z :S Lz 

::; Lız for Vıd', and he has also given tlıat it's !Lu 1 :S Lz' if it's 
Lı > O for Vzd', as a result of a lemma. 

11 

In this article, lernma is genera/ized as it's 1 l {Lu · - (Li ıui -
i = ı ı ı 

n 

(l.;ıui + Li'ıJ.ıJ/2/ı :S ;; ı (Liız'ı - Liız'J/2, if in u; fwıctions, it's Lilzi 

:S LjZi ~ Li'J.Zi for it's majoranı z'i and for Vzd' bı order. And it 
n n 

lı as be en proved tlıat it's ı l 
i - ı 

oc if.l.;ui- (Lnui + LiıJ.tJ/2] :S l 
i = ı 

OCj 

(l.;ız'j - Liız'J/2 if tlıe oc j's are re al nunıbers and oc · s o tlıen it's ı 

substituted Liı witlı Lil and Li ı witlı Li ı· 

GIRIŞ 

z(k) (x) türevi bir I aralığında sabit işaretli, Lı ve Lı değerleri sonlu algo­
ritma ile hesaplanabilen lineer fonksiyonlar olmak üzere, birçok lineer L fonk­
siyonu yardımıyla, 

(1) 

eşitsizliği yazılabilir. 

Örnekl: I = [Jeu, Xu+ıJ, Xu < "u + ı < ... < "u+k ve L1u ile Lıu da sıra­

sıyla {u (xıı) ıı =v}"+k-ı ile {u (x \}ll +k değerleri kullanılarak polinomial 
r r IL' ~= V+ I ' 

interpolasyonla bulunan tahmin değerleri olsunlar. Eğer UECk(I) ise Lagrange in-

terpolasyon formülleri, 

(2) 
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ı l'+ k - 1 

u(x) - Lı u = - n (x - xı.ı.) u(k) (sı). sı E I 
k! ı=V 

1 V+ k 

u(x) - Lıu = - n (x - xı.ı.) u(k) (sı). S2 E I 
k! i=v -H 

• 



olur. u yerine z yazılsın. O zaman sgn z(k) (x) l'da sabittir. u(x) yerine de Lu ya­
zılsın. Böylece 't/x d için, 

sgn (Lz- Lız) sgn ----sgn (Lz- Lz1) 

X-Xı, 

=- sgn (Lz- Lz1) 

elde edilir. Görüldüğü gibi x'in durumuna göre ya (1) eşitsizliği ya da tersi elde 
edilir. 

Örnek 2: h = ı-k ile, Simpson formülünün 

ı 

Lu = f u(x) dx 
o 

integraline uygulanmasından elde edilen sonuç Sı.:u olsun. [0, 1] aralığında örnek 
l'deki dönüşümlerle, z(k) (x) > O ise, 

(3) 

bulunur. 

Konu aşağıdaki gibi genelleştirilirse; 

Tanım; 

ıx: 1 ;;:: O, ıx: 2 ;;:: O ıx: ı eR, ıx: ıeR ve S bir lineer uzay olsun. Belirli bir Pc S 

aJt kümesine, 

ve 
z ~O, -z EP 

şartlarını sağlıyorsa S' nin pozitif konisi adı verilir. 

Tanım: P pozitif koni, z - ueP ve z + u eP oluyorsa z'ye u'nun majorantı 

adı verilir. 

Bu tanım ile z = [(z + u) - (z- u)]/2 eP sonucu elde edilir; u'nun bir 
majorantım oluşturmak, u'yu P'nin iki elemanının farkı olarak yazabilme ile aynı 

anlamdadır. Gerçekten, 

2u = (z+u) - (z-u) 

• 
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dur. Tersine ZıEP, z2EP olmak üzere u= Zı- z2 yazılabiliyorsa zı +zı'nin bir ma­
jorant olacağı açıktır. 

Lemma, z', u'nun majorantı ve VZEP için Lız s Lz s Lız oluyorsa, 

ILu- (Lıu + Lıu)/21 s (Lız'- Lız')/2 

dir. 

ispat: z' u'nun majorantı olduğundan z' + ueP dir. Öyleyse hipotezden, 

Lı (z' + u) s L(z'+u) s Lı (z'+u), 

aynı düşünce ile z'-uEP olduğundan da, 

Lı (z'-u) s L(z'-u) s Lı (z'-u) 

yazılabilirler. Son eşitsizliğin her tarafı - 1 ile çarpılıp, 

-Lı (z'-u) s -L (z'- u) s -Lı (z'-u) 

ilk eşitsizlikte toplanırsa, 

(Lı - Lı) z' + (Lı + Lı)u < 2Lu < (Lı- Lı) z' + (Lı + Lı) u 

ifadesi elde edilir. Bu da, 

(4) - (Lı-Lı) z' s 2Lu - (Lı + Lı)u s (Lı- Lı) z' 

veya bütün yanlar 2 ile bölünerek, 

Lı - Lı Lı + Lı Lı - Lı 
---z' s Lu- u s z' 

2 2 2 

veya 

1 Lu - (Lı + Lı)u/21 s (Lı-Lı) z' 12 

ya da, 

ILu - (Lı u + Lıu)/21 s (Lız'- L1z')/2 • 
demektir. 
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Sonuç: VzeP için Lz ;::: O ise ı Lu ı ~ Lz' dür. 

ispat: Yukarıdaki son eşitsizlikte Lı yerine O, Lı yerine L yazılırsa, 

ıLu ı ~ Lz' 

elde edilir. 

Burada u'nun z' majorantı oluşturulabilirse, L1z' ve Lız' 'ü ve yine L1u ve 
.Lıu yu hesaplanarak Lu için kesin hata sınırını elde edebiliriz. Lz' kesin olarak 
hesaplanabildiğinden z' 'nün seçilmesine gerek kalmaz. 

Lernmanın genelleştirilmesi, z'i• ui'nin majorantı ve ZEP için Ln Zj < Lj zi 
< Liz Zj i = ı, 2, .... , n (ve n sonlu) ise, 

dir. 

(5) 

n n 

ı i~ ı [Liui - (Lıi Uj + Lıi uı)/2) ı ~ 
ı 

2 
:L (Liz z'i - Lnz')/2 

i = ı 

ispat: ( 4) eşitsizliği Li ı Zj ~ LiZj ~ LizZj için 

- (Lz- L·ı) z'· < 2L·u·- (L·ı - L·,) u· < (L·,- L·ı) z'· ı ı ı - ı ı ı ı- ı - ı_ ı ı 

şeklinde yazılır ve bu sonucun i = 1, 2, ... , n için bulunan değerleri yazılıp taraf 
tarafa toplanırsa, 

n n 

(6) - :L (Ljz - Liı) z'i ~ :L [2Liui - (Ln - L;ı) uiJ 
i = ı i= ı 

n 

~ :L (Li2 - Liı) z'; 
i= ı 

bulunur. Bu da eşitsizliğin bütün yanları 2 ile bölünüp, 

n ı n 

(7) :L [Ljui - (L;ı - l..;z)u/2] ı ~ -
i=! 2 

:L 
i = ! 

bulunur. 
Sonuç: ı i = ı, 2, ... , n (n sonlu) olmak üzere \t'Zj EP için LiZj 2: O 

n n 

(8) ı :L Liud .:s: . :L Liz'; 
j:::: J ı = ı 
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ispat: (7) eşitliğinde, Vi için Lj1, yerine O, Liı yerine Lj yazılıp eşitsizliğin 
iki yanı 2 ile çarpılarak aranan sonuç bulunur. 

Sonuç: 2 oc i ~ O gerçel sayılar olmak üzere genelleştirilmiş lernmanın 
şartlarında, 

n 

L 
i oc 1 

ı 
oc i (yui- (Ln- yı) Ui/2] ı < --

2 

n 

L 
i= l 

dir. 

ispat: (5) eşitsizliğinin her yanı oc i ile çarpılıp, 

i = ı, 2, ... , n için yazılarak taraf tarafa toplanırsa 

n n 

(9) - L oc i {yı - Ln) z'j !5: L oc i (2yui - (Ln - Liı) ui] 
i = ı i = ! 

n 

!5: L oc i (Liı- Yı) z'i 
i= I 

veya bütün yanlar 2 ile bölünerek, 

n n 

(ıo) L oc i [Ljui- (Ljı ui- Ljı ui)112ı !5: L oc i (Liı- Ln) z'i 
i= ı i= ! 

elde edilir. 

Bu eşitsizlikten de istenirse vi için Yl yerine o ve Li2 yerine de Li yazılıp 
her iki yan 2 ile çarpılarak (8) eşitsizliğine benzer 

n n 

ı L oc · Lj u· ı < L oc · Lz'· 
i = ! ı ı - i = ! ı ı ı 

sonucu elde edilebilir. 
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