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NUMERIK COZUMLERDE
MAJONANTLARIN GENELLESTIRILMESI

Hasan SOYDAN"

OZET

Dahiguist  z), wnun majorantt ve  VzeP i¢in Lz < Lz <
L>z oluyorsa, |Lu - (L + Lu)/2| = (L2’ - LyZ')2 oldugunu bir
lemma ile gostermiy ve VzeP igin Lz = 0 ise |Lu| = Lz’ oldugunu

da Lemmamn sonucu olarak vermnistir.
Bu calismada lemma genellestirilmis w; fonksivonlaruun i= 1, 2, ..,

n (n sonlu) icin swa ile majorantlan z'; ve VzieP igin Lyz; = gz

<
n n

Lz, oluyorsa |_§,1 [Lui— (Ljui— (L + Lpuy)/2j) < j_g,l (Lipz’, ~

Lyz’y)/2 ve aynca o« ler gercel saydar ve o; < 0 oldugunda Li; ye-

rine Ly ve Ly yerine de L yaziimak suretiyle ¥ o; icin,

n n
| 3 e Ly - Ly + Lpw)/2] < % o (LigZ' - Liyz) /2

i=

oldugu kanitlannugtir.

*  U.U. Necatibey Egitim Fakiltesi, Fen Bilimleri Egitimi Boélimii, Ofre-
tim Uyesi.
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SUMMARY
Generalization of the Majorants in Numerical Solutions

Dahlguist has shown that it’s |Lu - (L + Lu)2| = (Lxz’ -
Lyz’)/2 with a lemma, if 2’ is the majorant of u and it's Lz < Lz
<L,z for VzeP, and he has also given that it’s |Lu| = Lz’ if it’s
Lz > 0 for VzeP, as a result of a lemma. N

In this article, lemma is generalized as it’s |_E1 [Lu; — (Lju; -

e
n

(Lau; + Lpup)l2)) < _};1 (Lipz's = Ljz’)/2, if in w; functions, it’s Ljz;
< Lgz; < Lpz; for it’s majorant 2z, and for VzeP in order. And it

n n
has been proved that it’s | _E: o ifLui- (Lju; + Lpu)/2] =< .21 o

i= 1=
(Lpz’; — Lyz’)/2 if the oi’s are real numbers and o; < 0 then il's

substituted Ly with Ly and Ly with L.
GIRIS

z® (x) tiirevi bir I arah@inda sabit isaretli, L; ve L, degerleri sonlu algo-
ritma ile hesaplanabilen lineer fonksiyonlar olmak iizere, birgok lineer L fonk-
siyonu yardirmyla,
(1) Liz<Llz < L,z
esitsizligi yazilabilir.

Ornek 1: 1 = [xy, Xy 41y %y < Xp41 < .. < Xy4g ve Lyuile Lyu da sira-
siyla {u (x) =}V tE1 ile {u (xp_)}:: ;:H degerleri kullanilarak, polinomial
interpolasyonla bulunan tahmin degerleri olsunlar. Eger ueC*(I) ise Lagrange in-

terpolasyon formiilleri,

1 Pek— |
u@) -Lju = — T (x-x,) u® (g), & el
k7Y
()
1 V+k
W@ - Lau = —— T (x=x)u® (&), & 1
k! =+

=1 =



olur. u yerine z yazilsin. O zaman sgn z(¥) (x) I'da sabittir. u(x) yerine de Lu ya-
zilsin. Boylece Vx €l igin,

XXy 4k
sgn (Lz—1,z) = sgn ——sgn (Lz - Lz;)
X,
=-sgn (Lz-Lz)

elde edilir. Goriilldiigii gibi x'in durumuna gore ya (1) esitsizligi ya da tersi elde
edilir.

Ornek 2: h = 27¥ ile, Simpson formiiliiniin

Lu = j‘l u(x) dx
0

integraline uygulanmasindan elde edilen sonug Syu olsun. [0, 1] arahginda 6rnek
1’deki déniigiimlerle, z® (x) > 0 ise,

3 28pz-Spqz = L, < Sz
bulunur.

Konu agagidaki gibi gencllestirilirse;

Tanim;

xq = 0, xy = 0 xR, x2eR ve S bir lineer uzay olsun. Belirli bir PCS

alt kiimesine,

21eP,2peP = @123 + x32¢P

ve
z =0, ze P -zeP

sartlarim sagliyorsa S’nin pozitif konisi adi verilir.
Tamm: P pozitif koni, z —~ uegP ve z+u €P oluyorsa z'ye u'nun majorant:

adi verilir.
Bu tanm ile z = [(z + u) — (z — u)}/2 €P sonucu elde edilir; u'nun bir
majorantim olusturmak, u’yu P’nin iki elemaninin farki olarak yazabilme ile ayn:

anlamdadir. Gergekten,
2u = (z+u) - (z-u)

- 15 -



-

dur. Tersine z;eP, z,eP olmak iizere u= z; — z; yazlabiliyorsa z; + z;’nin bir ma-
jorant olacag: agiktir.
Lemma, Z’, w'nun majorant: ve VzeP igin L1z < Lz < L,z oluyorsa,

lLll - (L1l1 + Lzll)fZI < (LzZ’ - le,)/z

dir.
Ispat: 2 wnun majorant1 oldugundan 2’ + ueP dir. Oyleyse hipotezden,

L;(Z+u) < L(Z+u) < L, (Z+u),

aym diigiince ile z-ueP oldugundan da,

L; (Z-u) <= L(zZ-u) = L, (Z-u)
yaziabilirler. Son esitsizligin her tarafi -1 ile ¢arpilip,
-L; (Z-u) < -L (Z-u) < -L, (z-u)
itk egitsizlikte toplanirsa,
(Li-1)7 + (L + LJu < 2Lu < (L, -L) 2 + (L + L) u

ifadesi elde edilir. Bu da,

O] -l L) 72 < 2Lu- (I + Lu < (L,-Ly) z
veya biltiin yanlar 2 ile boliinerek,
-L L, + -L
- L2 Ly & e Lzus L2 Ly
2 2 2
veya
|Lu - (L1 +Lpu2| < (Lp-Ly) 272
ya da,
|Lu - (Lju + Lyu)2| < (L2 - L12)2
demektir.

- 16-



Sonug: VzeP igin Lz > Oise |Lu| < Lz’ diir.
Ispat: Yukaridaki son esitsizlikte L, yerine 0, L, yerine L yazihrsa,
|Lu| = Lz

elde edilir.

Burada v’nun z’ majorant: olugturulabilirse, Lz’ ve L,2’ ’ii ve yine Lju ve
L,u yu hesaplanarak Lu igin kesin hata smirim1 elde edebiliriz. Lz’ kesin olarak
hesaplanabildiginden z’ 'niin se¢ilmesine gerek kalmaz.

Lemmanin genellestirilmesi, z’;, unin majorant1 ve zeP i¢in L;; z; < L;
< Ljpz 1= 1,2, .., n (ve nsonlu) ise,

n 1 n
| 2 [Lwi-aiw + Lyju)2]| < — 2 (Lp 7 - Lyz)/2
= R

dir.
Ispat: (4) esitsizligi L;; 7 < Liz; < Lz igin

&) - (L2 -Lip) z; = 2Ljy; - (Lyp - Lp) yj = (Liz - Lyy) 2

seklinde yazilir ve bu sonucun i = 1, 2, .., n igin bulunan degerleri yazilip taraf

tarafa toplanirsa,

[2Ljy; - (Lj; - Liz) uj]

IA
”‘M:’

I

(6) -2 (Liz - Lip) 7’
s 2 (Lia - Lip) 7
bulunur. Bu da esitsizligin biitin yanlar: 2 ile boliiniip,

n 1 n
) | = [Lw- L -Lu2]] < — 2 (LpZi-Lazy)
=1 , i

bulunur.
Sonug: 1i= 1,2, ..,n (n sonlu) olmak iizere ¥z; P igin L;iz; = 0

® |3, Ll = 2, L

=i T



Ispat: (7) esitliginde, V; igin L, yerine 0, L;; yerine L; yazilip esitsizligin
iki yam 2 ile garpilarak aranan sonug bulunur.

Sonug: 2 oc; = 0 gergel sayilar olmak iizere genellestirilmis lemmanin
sartlarinda,

n 1 n
| 2 «illwi-Ca-L w2 < — 3 «;(Lpzi-Lj2)
i= 2 -
dir.
Ispat: (5) esitsizliginin her yam «; ile garpilip,
— o (Lip - Li)zj < e« [2Ly; - (Lj; - Lig) y] < «; (Lip - Lyp)

i = 1,2, .., nigin yazilarak taraf tarafa toplanirsa

™M=

©) - 2 owip-Lnzi < 3 w2l - (L - Lip) wj)

<

. (Liz - Lyp) z;

Mo

veya biitiin yanlar 2 ile boliinerek,

(10) | 2 «ilbwi-@Caw-Lpwl2| < 2 o;(Lp-Ly) 2,
elde edilir.

Bu egitsizlikten de istenirse V; igin L;; yerine 0 ve L, yerine de L; yazilip
her iki yan 2 ile ¢arpilarak (8) esitsizligine benzer

n n
3 =iliw] = 2 oLz

sonucu eld;: edilebilir,
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