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Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ’e, egitim ve Ogretim hayatim boyunca matematik
ogrenimime katkis1 olan tiim hocalarima, yiiksek lisans egitimi siirecinde
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SIMGELER DiZiNi

Aciklama

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Nu {0}

Kompleks sayilar kiimesi

Orjin merkezli r yaricapl disk
z, merkezli r yaricapli agik disk

z, merkezli r yaricapli kapal disk

z, merkezli » yarigapl agik diskin smir1

{zeC:|z|<1}, Agik birim disk

U diskinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

f fonksiyonunun tersi

f fonksiyonunun g fonksiyonuna sabordine olmasi

Koebe fonksiyonu

U diskinde taniml analitik ve yalinkat fonksiyonlarin sinifi

U diskinde analitik ve normalizasyonu saglayan fonksiyonlarin
smifi

U diskinde analitik, yalinkat ve normalizasyonu saglayan
fonksiyonlarin sinifi

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

U diskinde analitik, yalinkat ve yildizil olan fonksiyonlarin simnifi
U diskinde analitik, yalinkat ve konveks olan fonksiyonlarimn sinifi
U diskinde analitik, yalinkat ve « mertebeli y1ldizil olan
fonksiyonlarin sinifi

U diskinde analitik, yalinkat ve a mertebeli konveks olan
fonksiyonlarin sinifi

U diskinde analitik, yalinkat ve a mertebeli bi-yildizil olan
fonksiyonlarin sinifi

f fonksiyonun n. mertebeden Salagean tiirevi
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GIRIS

Analitik yalinkat fonksiyonlar teorisi ile ilgili ilk calismalar 1907 yilinda Koebe
tarafindan yapilmistir. Bunu 1914 de Gronwall'in alan teoreminin ispat1 ve 1916 da

Bieberbach'in katsay1 tahmini izlemistir.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir 6z alt kiimesini birim diske konform olarak
dontistiiren bir dontistimiin varligi Riemann doniisiim teoremi olarak bilinir. Bu nedenle
keyfi basit baglantili bolgeler lizerinde tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla ¢aligmak
yerine birim diskte tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla caligmak ¢ogu kez kolaylik
saglar. Yalinkat fonksiyonlar tzerindeki c¢alismalar, U ={z € C:|z| < 1} birim
diskinde analitik, yalinkat ve f(0)= f'(0)—1=0 normalizasyonunu saglayan f

fonksiyonlarm olusturdugu bir S smifi iizerinde yogunlagmustir.

1916 da Bieberbach tarafindan ileri siiriilen; z € U olmak tizere f(z)=z+ Zanz”
n=2

bigiminde bir Taylor a¢ilimina sahip f € S fonksiyonu i¢in » > 2 iken | a, |[< n oldugu

uzun yillar matematikcileri mesgul etmistir. » =2 i¢in ispat Bieberbach (1916)
tarafindan verilmistir. Daha sonra »n =3 i¢in dogrulugu Loewner (1923) tarafindan,
n =4 i¢in dogrulugu Garabedian ve Schiffer (1955) tarafindan, » =5 i¢in dogrulugu
Pederson ve Schiffer (1972) tarafindan ve n =6 i¢in dogrulugu Pederson (1968) ve
Ozawa (1969) tarafindan gosterilmis, genel ispat ise Louis de Branges (1985) tarafindan
yapilmistir.

Lewin (1967); kendisi ve tersi yalinkat olan fonksiyonlar1 bi-linivalent olarak
adlandirmis ve bu fonksiyonlarm olusturdugu sinifi X ile gostermistir. 1986 yilinda
Brannan and Taha bi-linivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflarinin baglangi¢ katsayilari

icin tahminler elde etmistir. Son zamanlarda X sinift ve Taylor-Maclaurin serilerinin ilk

iki katsayis1 olan @, ve a; lin modiillerinin iist sinirlarimi bulma ile ilgili ¢aligmalar
yapilmaktadir. Fakat N={1,2,...}olmak iizere ne N\{1,2} i¢in |a,| katsayl tahmini

hala a¢ik bir problemdir.



1. ON BILGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir.
Ayrica birim diskte analitik yalinkat fonksiyonlarin smnifi tanimlanacak ve bazi

Ozellikleri uizerinde durulacaktir.

1.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde verilecek temel tanimlar ve teoremler ile ilgili ayrintilar Duren (1983),

Palka (1991) ve Conway (1995) de bulunabilir.

1.1.1. Tanim. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve » >0 olmak iizere,

D(zo,r)={z E(C:|z—zo|<r}

B(zo,r):{ze(c:|z—zo|3r}
6D(zo,r)={ze(C:|z—zo|:r}

kiimelerine swrasiyla z, merkezli r yaricapll agik disk, kapali disk ve ¢ember denir.

Kisalik i¢in D(0,7) diski D, ile gosterilecektir.

1.1.2. Tanim. 4 c C herhangi bir kiime, ¥ ve W, C de ayrik ag¢ik iki kiime olsun.

Eger ANV #0, AW #0 ve AcV uW ise A kimesine baglantisizdir denir.

Baglantisiz olmayan kiimeye baglantilidir denir. Acik ve baglantili bir kiimeye bélge

denir.

1.1.3. Tanim. Bir X vektor uzaymda L[f,g]= {h =tf+(1-)g:0<t< 1} kiimesine,

f ve g noktalarini birlestiren dogru pargast denir. f ve g fonksiyonlarma L[f,g]



dogru pargasinin u¢ noktalar:, 0 <t <1 i¢in & noktasina da L[ f,g] dogru par¢asinin i¢
noktast ad1 verilir. Bir C < X alt kiimesi verildiginde her f,g e Ci¢in L[f,g]cC
oluyorsa C ye konveks kiime denir. Eger C konveks kiimesindeki bir f noktasi
herhangi bir L[ f,g]c C dogru par¢asmin bir i¢ noktasi degilse f noktasma C
kiimesinin ekstrem noktast denir. C kiimesinin ekstrem noktalarmm kiimesi E(C) ile

gosterilir (Goodman 1983).

1.1.4. Tammm. [a,b] kapali araliginin z =¢@(¢) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C
de bir yol veya egri denir. Her [a,b] i¢in @'(¢) mevecut ve @'(¢)#0 ise egriye diizgiin
egri denir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, u¢ noktalar1 bitisik olan egriye
kapali egri, sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapali egri veya Jordan

egrisi denir. Bc C bolgesinde her basit kapali egrinin sinirladigi kiime sadece B

kiimesinin noktalarindan olusmus ise B bolgesine basit baglantili bélge denir.

1.1.5. Tanim. f bir B bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € B olsun.

Eger

o )=z

z—z Z_ZO

limiti mevcut ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir veya
tiirevlenebilir, limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki #irevi denir. Bu
tirev f'(z,) biciminde gosterilir. Eger f fonksiyonu z, noktasinin belli bir
komsulugundaki biitiin noktalarda differansiyellenebiliyor ise f fonksiyonuna z,

noktasinda analitiktir denir.

1.1.6. Teorem (Schwarz Yansima Prensibi). B, R eksenindeki bir (a,b) araligini

bulunduran ve R ye gdre simetrik olan bir bdlge olsun. Ust yar1 diizlemdeki kism1 B,



alt yar1 diizlemdeki kism1 B~ ile gosterilsin. Eger f, Bde analitik, a <x <b igin

gercel ve f nin B~ i¢ine olan analitik devamina g denirse,

g(2)= f(2)
dir.

1.1.7. Tammm. Kompleks diizlemin bir D bolgesinde f:D— C siirekli doniisimii
verilsin. Eger bir z, € D noktasindan gegen ve aralarinda o agis1 bulunan herhangi iki
dizgin y, ve y, egrilerinin; f(y,) ve f(y,) resim egrilerinin de w, = f(z,)
noktasinda aralarinda yon ve biiyiiklik bakimindan o agis1 varsa, f fonksiyonuna z,
noktasinda bir konform déniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her z, € D noktasinda

konform ise f fonksiyonuna D bdlgesinde konformdur denir.

1.1.8. Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi). D, kompleks diizlemin basit baglantili

bir 6z alt kiimesi ve z, € D noktas1 verilmis olsun. Bu taktirde f(z,)=0, f'(z,)>0
ozelliginde D yi U ={zeC:| z|<1} birim diski {izerine birebir olarak resmeden bir tek

f analitik fonksiyonu vardir (Riemann 1851).

Riemann Doniigiim Teoremi geregi basit baglantili bir bdlgede yalinkathikla ilgili

problemleri ¢ozmek i¢in bu bdlge yerine U birim diskini almak daha uygundur.

1.1.9. Teorem (Caratheodary Genisleme Teoremi). D bir y Jordan egrisi ile
simirlanmis bir bolge ve f fonksiyonu D bolgesini U birim diski iizerine konform
olarak doniistliren bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, f fonksiyonu D bolgesinde U

iizerine bir homomorfizme genisletilebilir (Palka 1991).



1.2. Analitik Yahnkat Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda birim diskte analitik, birebir ve normalize edilmis fonksiyonlarmn S sinifi

tanimlanacaktir.

1.2.1. Tanim. D kompleks diizlemde bir bolge olsun. f:D— C fonksiyonu birebir ise
f fonksiyonuna D de yalinkat veya iinivalent fonksiyon denir. Baska bir ifade ile her
z,,z, €D i¢in f(z,)= f(z,) olmast z, =z, olmasini gerektiriyorsa, f fonksiyonu
D de yalinkattir. Geometrik olarak, diizlemde f(D) goriintii bolgesinin katl bolge

olmamasi seklinde yorumlanir.

D bolgesinde yalinkat bir fonksiyon, D bdlgesinin biitiin alt kiimelerinde de
yalinkattir. Bundan bdyle calismamizda yalinkat fonksiyon denildiginde analitik
yalinkat fonksiyon anlasilacaktur.

1.2.2. Tammm. U birim diskinde analitik ve f(0) = f"(0) —1=0 kosullar1 ile normalize

edilmis fonksiyonlarin siifi A4 ile gosterilsin. Her f € A4 fonksiyonu,

f(z)zz+a222+---=z+2anz" (1.1)

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.

1.2.3. Tamm. U birim diskinde analitik, yalinkat ve f(0)= f'(0)—1=0 sartin1

saglayan (1.1) formundaki fonksiyona normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyon
denir. U da normalize edilmis biitiin yalinkat analitik fonksiyonlarin smnift S ile

gosterilir.

Yalmkat fonksiyonlar teorisinde onemli yer tutan Bieberbach Teoremi, S smifina ait

bir f/ fonksiyonu i¢in a, katsayisinin hesaplanmasinda biiyiik rol oynar.



1.2.4. Teorem (Bieberbach Teoremi). S smifindaki her f fonksiyonu i¢in |a, |<2

esitsizligi saglanir. Esitlik hali, an” =z+2z° +--- seklinde Taylor seri acilimina

n=1

- Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan saglanir (Bieberbach

sahip k(z)=— z

1916).

1.2.5. Teorem (Koebe Dortte Bir Teoremi). /€ Sve f fonksiyonu y degerini
. .. 1
almasin. Yani f(z)=y denkleminin U da ¢6ziimii olmasm. Bu durumda y ZZ diir.

Esitlik, Koebe fonksiyonun ve rotasyonlari tarafindan saglanir (Koebe 1907).

Koebe Dortte Bir Teoremi, S smifina ait her f fonksiyonun f(U) goriintii bolgesinin

orijin merkezli 1/4 yarigapl agik bir diski kapsadigi gosterir.

1.2.6. Teorem (Bieberbach Tahmini). S smnifina ait her f fonksiyonu »>2 olmak
tizere |a,|<n esitsizligini saglar. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve

rotasyonlar1 i¢in saglanir (Bieberbach 1916).

Asagidaki teorem S smnifinin bazi elemanter doniisiimler altinda degismez kaldigini

gosterir.

1.2.7. Teorem. z<€ U ve f €S ise asagida tanimlanan g fonksiyonlari da § sinifina

aittir.

() g2)=f(2)= zt+arztvasz ... eslenik donistimii.

(ii) O € R olmak iizere, g(z)=e " f(e"z) rotasyonu.

(1) O0<r<1 icin g(z) = lf(rz) genislemesi.
r



zZta f(@(2) - f(@)

(iv) | |<1 ve ¢(z) =——= olmak lizere g(z)=

1+az (=l ) f"(e)

disk otomorfizmi.

z

" 1/n
(V) neZ" i¢in g(z)=4%f(z") = z(f(zn )j kok dontistimii.

(vi) f(z)#w olmak tizere g(z)= atlanmis deger doniistimii.

wf (2)
(z

(vil) ¢, f fonksiyonunun deger kiimesi iizerinde yalinkat ve analitik bir fonksiyon

olmak tizere g(z) =(@ o f)(z) bileske doniigtimii.

S smifina ait en onemli fonksiyonlardan biri; ze U i¢in k(z) = a z
—Zz

seklindeki

Koebe fonksiyonudur. Koebe fonksiyonu birim diski C-— {w eC:—o<w< -1/ 4}

bolgesi tlizerine bire bir olarak dontistiirtir (Sekil 1.2.1).

Sekil 1.2.1 k(U) goriintii bolgesi

1.2.8. Teorem (Schwarz Lemma). w(z)=c,z+c,z’ +--- fonksiyonu U birim

diskinde tanimlanmis ve analitik olsun. Ayrica w(0)=0 ve |w(z)|<1 kosullarmi



gergeklesin. Bu durumda |w(z)|<|z| ve |w'(0)|<1 esitsizlikleri saglanir. Esitlik

durumu ancak ve ancak w(z) = kz, | k |=1 fonksiyonu i¢in gecerlidir.

1.3. P Smmfi ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda U birim diskinde analitik ve reel kismi pozitif fonksiyonlarin smifi

tanimlanacak ve kompleks diizlemde sabordinasyon prensibi verilecektir.

1.3.1. Tamm. U birim diskinde analitik £(0)=1 ve ze U i¢in Re{f(z)}>0 olan

0

f(z)=1+p,z+ p,z° +---:1+2pnz

n=l

n

biciminde tanimli fonksiyonlara reel kismi pozitif analitik fonksiyon denir. U birim

diskinde reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarm smifi P ile gosterilir.

zeU igin,

1+z
1-z

p(z)=

fonksiyonu P smifina ait onemli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon U birim diskini
H' = {w eC:Rew> 0} bolgesi lizerine konform olarak resmeder. Bir anlamda Koebe

fonksiyonunun S smifinda oynadigi temel rolii, p fonksiyonu P smifinda oynar.

P smifina ait bir fonksiyonun yalinkat olmasi gerekli degildir. Ornegin, n>2
tamsayisi i¢in f(z) =1+ z" fonksiyonu P smifina ait fakat U birim diskinde yalinkat
degildir.

Asagidaki teorem P smifina ait fonksiyonlarmn belli iglemler altinda degismez kaldigini

gosterir.



1.3.2. Teorem. f, f, ve f, fonksiyonlar1 P sinifina ait ise asagida verilen g

fonksiyonlar1 da P sinifina aittir.

(i) a €R i¢in g(z)= f(e™z).

(i) —1<r<1i¢in g(z) =[f(2)] veya g(z)= f(tz).

(iii) g(2)=1/f(2).

(iv) t,,t, >0 ve t, +t, <1 i¢in g(z) =[f,(2)]"[f,(2)]".

v) AeU, f(A)=a+ib ise g(z):l{f(lz_}l]—ib}
a

f(z)+ib

(vi) beRi¢in g(z)= 14 it/ (2)

1.3.3. Teorem. Eger reel kismi pozitif olan p(z)=1+ p,z+ p,z° +-+- fonksiyonu U

da analitik bir fonksiyon ise

Ip, <2 (neN={,2,.})

\(

dir (Pommerenke 1975).



1.3.4. Teorem (Sabordinasyon Prensibi). f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 U birim
diskinde tanimlanmis analitik iki fonksiyon olsun. w(z) fonksiyonu U da tanimli,
analitik ve w(0)=0, | w(z)|<1 kosullarim1 ger¢ekleyen bir fonksiyon olmak tizere
f(z)=g(W(z)) seklinde ifade edilebiliyorsa f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna

sabordinedir denir ve f(z)< g(z) olarak yazilir.

Sekil 1.3.1

Sabordinasyon Prensibi Schwarz Lemmanin genellestirilmis halidir. w(z) =z olarak

alindiginda Sabordinasyon Prensibi Schwarz Lemmaya indirgenir.

Asagidaki teorem sabordinasyon prensibinin geometrik yorumunu verir.

1.3.5. Teorem. f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli analitik iki
fonksiyon olsun. g(z) fonksiyonu U birim diskinde yalinkat ise f(z) fonksiyonunun

g(z) fonksiyonuna sabordine olmasi igin gerek ve yeter sart

f(0)=g(0) ve f(U)cgU)

olmasidir.

1.4. Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siniflan

Bu kisimda, birim diskte analitik yalinkat fonksiyonlarin goriintii bélgelerinin yildizil

veya konveks bolge olmasi durumunda olusan alt siniflar tanimlanacaktir.
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1.4.1. Tanim. 4 c C olsun. Eger sabit bir w, € 4 noktasini, her bir w e 4 noktasina
birlestiren dogru parcasit 4 i¢inde kaliyorsa, yani her ¢ €[0,1] i¢in (1-#)w, +twe 4
ise A kiimesine w, noktasina gore yildizil kiime denir. Eger biitin w,,w, € 4
noktalarmi birlestiren dogru pargasi A4 i¢inde kaliyorsa, yani her ¢€[0,1] i¢in

(I-2)w, +tw, € 4 ise A kiimesine konveks kiime denir. Baska bir ifadeyle, konveks

kiime her bir noktasina gore yildizil olan kiimedir.

1.4.2. Tanmm. re(0,1], f € A(D,) ve z, €D, olsun. Eger f fonksiyonu D, de
yalinkat ve f(D,) bodlgesi w, = f(z,) noktasmna gore yildizil ise f fonksiyonuna D,
uzerinde 2z, noktasina gore yidizil fonksiyon denir. Orijine gore yildizil olan
fonksiyona yildizil fonksiyon ad1 verilir. Ayrica f fonksiyonu D, de yalinkat ve f(D,)

bolgesi C de konveks ise f fonksiyonuna D, {izerinde konveks fonksiyon denir.

D. diskinde yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflari sirasiile S™(D,) ve K(D,) ile

gosterilir. Ozel olarak, U birim diskinde f (z):z+2anz” biciminde bir Taylor

n=2
agilimma sahip yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflar1 swrasiyla S ve K ile

gosterilir.
Asagidaki iki teorem yildizil ve konveks fonksiyonlarin analitik ifadesini vermektedir.

1.4.3. Teorem. f :U — C analitik bir fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Bu takdirde, f

fonksiyonun yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(0)#0 ve her ze U i¢in

Re{zfl(z)} >0
f(2)

olmasidir.

11



1.4.4. Teorem. f :U — C analitik bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun konveks olmasi

icin gerek ve yeter sart f'(0)#0 ve her ze U igin

Re{l +w} >0
S(2)

olmasidir.

1.5. Yildizil ve Konveks Fonksiyon Kavramindan Hareketle Tanimlanan Yahnkat

Fonksiyonlar

Bu kisimda U agik birim diskinde tanimli yildizil ve konveks fonksiyonlara ait temel

kavramlar verilecektir.

1.5.1. Tanmm. f:U — C analitik bir fonksiyon olsun. 0<a <1, f(0)=0 ve

f'(0)#0 olmak lizere ze U igin

Re{zf,(z)} >a
f(2)

ise f fonksiyonuna a mertebeli yildizil fonksiyon denir.

1.5.2. Tanmm. f:U — C analitik bir fonksiyon olsun. 0<a <1, f(0)=0 ve

f'(0)#0 olmak lizere z e U igin

Re{l + M} >a
S(2)

ise f fonksiyonuna o mertebeli konveks fonksiyon denir.
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U birim diskinde f(z)=z + Zanz” biciminde normalize edilmis « mertebeli yildizil
n=2

ve konveks fonksiyonlarm smifi sirasiyla S”(at) ve K(a) ile gdsterilir.

1.5.3. Teorem. Tanim 1.5.1 ve 1.5.2den f e K(a) < zf' €S"(a) oldugu goriiliir.

13
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2. BI-UNIVALENT FONKSiYONLAR

Bu boliimde birim diskte tersi de yalinkat olan analitik fonksiyonlarin smifi iizerinde
durulacaktir. Ayrica adina alan teoremi denilen, ¥ sinifina ait fonksiyonlarm Laurent
acliminin katsayilariyla 1lgili bir teoremi vermektir. Gronwall (1916) tarafindan
gosterilen bu teorem, £ ve § smiflarinin elemanter 6zellikleri ile ilgili ¢calismalarda
onemli bir rol oynar.

2.1. Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

2.1.1.Tanmm. f, (1.1) formunda bir fonksiyon olsun. § smifina ait (1.1) formundaki

her f fonksiyonu i¢in

[ @)=z (zel)

\(

S wy=w, (|W|<ro(f)a "o(f)Z%)

esitliklerini saglayan
' wy=w=-a,w’ +2a; —a,)w’ —(5a; - 5a,a, +a,)w* +---
seklinde bir ' ters fonksiyonuna vardr.

Eger hem f(z) hem de f'(z) fonksiyonu U acik birim diskinde yalinkat ise A4

smifina ait bir f(z) fonksiyonu i¢in U da bi-tinivalenttir denir.

U da (1.1) formunda verilen bi-linivalent fonksiyonlarin smnift X ile gosterilir. (1.1)

formundaki bir f(z) fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¥ smifina aittir denir.

14



(@) f(2)eS

(ii) Orjinin belli bir komsulugunda f(g(z))=g(f(z)) =z sartin1 saglayan bir g(z)e S

fonksiyonu vardir.

Bazen birim daire yerine birim dairenin dismi almak kullanigh olabilir. O halde

U ={we C:1<|w|< oo} bolgesi lizerinde

b
g(W):W+bO+b—]+b—22+"':W+z 1 (2.1)
w w n=2 W,

biciminde taniml1 yalinkat fonksiyonlarin sinifin1 alalim.
v, =¢, olmak iizere @(z)=¢z+¢,z> +--- ve w(z)=w,z+y,z> +--- agik birim

diski, ac¢ik birim diski iceren yalinkat bir bolge lizerine doniistiiren iki fonksiyon olsun.

Bu takdirde

f(@)=¢ly " (2)] (2.2)

fonksiyonu bi-iinivalenttir (Nehari 1952).

Y smifina ait biitiin fonksiyonlarin (2.2) formunda temsil edilip edilemeyecegi agik
degildir. Eger temsil edilebiliyorlarsa, bu temsil tek tiirlii olmayabilir. ¢(z) veya w(z)
ya da her ikisi de |z |<1 de kutuplara sahip olmalarina ragmen (2.2) formunda verilen

bir f(z) fonksiyonu X ya aittir ve z=p,, z=p, ayriayr kutuplar olmasi sart1 ile

[¢(p,) |21 ve [o(p,)]|21

esitsizlikleri saglanir.
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Ayrica, ¥ smifina ait biitiin fonksiyonlarmn, (2.2) formunda olsalar bile, |z|<1 de

analitik ¢(z) ve w(z) fonksiyonlari ile temsil edilip edilemeyecegi de agik degildir.

2.1.2 Teorem. feS ve D, :{z e(C:|z|£r<1} olsun. Bu durumda f(Br)s1n1r11

bdlgesinin alani
A(r)= ﬂZn la, |* r*"
n=1
dir.

2.1.3. Teorem (Alan Teoremi). ¢ €X fonksiyonu (2.1) bagmtis1 ile verilmis ise

Zn|bn 1’<1
n=1
dir.

2.1.4. Alan Teoreminin Uygulamasi. (1.1) formundaki f(z)e S fonksiyonuna alan

teoremi uygulanirsa

1 -1 < n
= +>Yc z
f(2) ,,Z? 8
olmak tuzere
Y ple, [’<1 (2.3)

p=l

elde edilir.
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n>1igin f,(z)=[f(z")]"" olsun. Bu durumda eger f(z)e€S ise f,(z)eS dir. Eger

f(z)eX ise f,(z)eX dir.

L@ =) =24 a2 +(la3 - ”—1}2,,“ .
n

2
n 2n

1 —l_la Zn_] _[la _n—_ljzzn_] + ...
f(z) z n’ n > 2n?

(2.2) esitsizligini f, (z) ye uygulayarak,

(n=1)|a,  +@n-Dla, ~((n +1)/2n)ai| <n?
elde edilir ve buradan
1
n+l L |n*P=(m=D|a,|” |?
a, — a, | < 2.4
3 n { 2n-1 24

sonucuna ulasilir.

(2= Z—%azznﬂ _(l% _M]Zwm 4

n 2n?

\(

1 1 1 n-1 1 3n—-1 2n-1
] =—+—a,z" +|—a,—— |z +
f, (z) z n n 2n

oldugundan f, (z) fonksiyonuna (2.3) esitsizligi uygulanirsa,
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3n+1
n LZ2

s{"z_%:f?aZP}z 2.5)

\(

3n—-1
— n a2

= S|:I’l2 _(n—1)|a2 |2:|2 (26)

2n—1

esitsizlikleri elde edilir.

(2.5) ve (2.6) esitsizliklerinden

bulunur ve |a2| icin ikinci derece esitsizligin her iki tarafinin karesini alarak

|2 2n’

Sm-MamW+0 &7

la,

esitsizligi bulunur. n =2, 3 ve 4 i¢in (2.7) esitsizliginin sag tarafi sirasiyla 2.67, 2.61 ve

2.78 degerlerini alir. Boylece n=3 i¢in
la, |7<2.61
ya da
la, |<1.62 (2.8)

sonucu elde edilir.
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A,, U birim diskinde {nivalent olan ve @U)>DU sartim saglayan
¢(z)= Az + Ayz> +--- formundaki fonksiyonlarm smufi, X, ise ¢, weA, ve
#'(0)=w'(0) olmak iizere ¢goy ' formundaki fonksiyonlarin smifi olsun. X, <X
oldugu Nehari tarafindan gosterildi. Fakat 2, =X oldugu bilinmiyordu. Suffridge
(1969) a, =4/3 olmak iizere X, de bir fonksiyon tanimladi ve Xya ait biitiin
fonksiyonlar i¢in a, <4/3 oldugunu tahmin etti. Netanyahu (1969) X, de a, <4/3

oldugunun dogru oldugunu ispatladi.

U da lokal olarak iinivalent ve en fazla iki degerli olan ¢(z)= A4,z + A,z" +---
formundaki fonksiyonlarinin smifi A, olsun. Ayrica ¢, € A, ve ¢'(0) =y '(0) olmak
lizere ¢goy ' formundaki fonksiyonlarin sinifi X, olsun. Burada y ™' in dali sifir1 sifira

gotiiren olarak segilebilir. Sonug olarak A, c A, ve £, c X, dir.

2.2. Bi-iinivalent Fonksiyonlar Uzerine Sonuclar
Bu boliimde bi-linivalent fonksiyonlarin X sinifi i¢in bazi drnekler verilmistir.

2.2.1. Teorem. X, cXcX,

Ispat. ,, X da oldugu halde ¥, de olmayan bir fonksiyon olsun.

2.2.2. Ornek. 0< 0 < /2 olmak iizere

ze " i
h,(z)=cos@ —————+sin 0| —lo
) 1-(ze ™)’ 28

—-i0 )
ile tanimlanan %, € § fonksiyonunu alalim. u,(0)=n7/4sin@ ve 0 — n /2" iken
v, (0) > 400 olmak iizere £, altinda U nun goriintiisii {w= u,(0)+iv:v<y, (9)} ve

{wz —u,(0)+iv:vz-v, (9)} dik ayriklarindan daha kiigiik olan kompleks diizlemdir.
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u,(0)+iv,(0)gU ve u,(0)=1/2 olmak tlizere 6, n/2 nin yeteri kadar yakin
komsulugunda olsun. Yansima prensibi geregi #,', U iizerinde bire bir oldugu kolayca
goriilen U N {W |Rew|<u, (9)} dan U vya analitik bir genislemeye sahiptir. Bu

durumda A, €Z dir.

h,€X,, baz1 g,y eA, ve ¢'(0)=y'(0) igin h, =¢oy " olsun. ¢ fonksiyonu
w ' (U) yu hy(U) ya doniistiirdiigii ve h,(U) diizlemde yogun oldugu icin, v ' (U)
dan daha genis bir bolge iizerinde bire bir olamaz. Boylece, v ' (U)=U ve
hy(U)=¢U) dir. U c¢(U) fakat Bz H,(B) oldugundan bu imkansizdir. Bu sonug

f e, iken f(U) nun diizlemde yogun olmadigini gosterir.

2 c X, oldugunu gostermek icin, sifir1 igeren #(U) U nun bileseni boyunca U ve

h(U) yu pargalayarak C iizerinde, #€ X i¢in basit baglantili, iki kathh Riemann M

yiizeyi inga edelim. Sonra ¢(0) =0 olmak {izere ¢ : B — C tanimlayalim ve bu durumda

¢~ i¢in Riemann yiizeyi olarak M elde edilir. Buradan ¢ € A,ve w =h~' o € A, dir.
2.2.3. Teorem. X C X,

ispat. heX, B, ={wl:weU} ve B,={w2):wehU)} olsun. Buradan
(w,1) =(w,2) esitligi saglanir ancak ve ancak w=w dir. Ayrica bu nokta sifir1 iceren

h(U)NU nun Q bileseni boyunca uzanir. C nin topolojisinde M =B, U B, olsun.

n(w, j)=w olmak tlizere 7:M — C olarak tanimlansin ve j=1,2 i¢in 7, 7 nin B,

smirlamasini temsil etsin. Bu durumda 7, 071";] doniigiimii tanimli oldugu yerde tek
tirliidiir. Boylece {(ﬂ, ,B)), (ﬂz,Bz)}, M i¢in analitik bir atlastir ve M de bir Riemann
yiizeyidir. Ayrica B, ve B, basit baglantili oldugundan M de basit baglantilidir ve
B, "B, baglantilidir. M nin hiperbolik oldugu agiktir ve boylece g(0)=(0,1) olmak

tizere U den M iizerine bijektif bir g fonksiyonu vardir. ¢ =7 olmak {lizere
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¢:U — C olarak tanimlanirsa ¢ € A, oldugu agik¢a goriiliir.

heX oldugundan 4", U iizerinde analitik ve bire birdir. ™" in A(U) iizerindeki bire
bir analitik dalm1 4;" ile gosterelim. j=1,2 i¢in g(z)e B, ise y :U — C olmak tizere
v (z) :(hj_' oo g)(z) olarak tanimlayalim. Q iizerinde 4 ' =A;' oldugu igin v iyi

tanimlidir. Buradan v € A, ve h=¢oy ' olup heX, dr.

¢, Q y1tam bir kere drter ve w, A~ (Q) y1 tam bir kere orter. Boylece X iizerine |a, |
y1 maksimize etmek i¢in, A, deki fonksiyonlar arasinda 0 in komsulugunu tam bir kere

orten bir u¢ fonksiyon bulunabilir.

Asagidaki ornek ¥ c X, oldugunu gdsteren bir drnektir.

(z+1)“

W—l olsun. T|N nin bire bir

2.2.4. Ornek. a >1 icin 7(1) =1 olmak iizere 7(z) =

ve 7 (N)=U olan sifirm bir N komsulugunun oldugunu gosterelim. x,, N de 7 nun

+ X,

sifir1 olmak iizere g(z)= u ve p=7og alalm 2<a<4 i¢in g A, - A, dir.

1+ zx,
w(z)=—¢(~z) ise weA, ve h=¢oy ' €%, dir. Fakat a >2 oldugu zaman -1 in

komsulugunda % fonksiyonu iinivalent olmaz. Ozellikle a =3 i¢in /4 fonksiyonu, -1 de

holomorfiktir ve 2. mertebeden kritik noktaya sahiptir. Buradan 4 ¢ X dir.

r nun U yu fUnivalent olarak oOrttiigiinii ya da buna es olarak f(z)=(1+2z)"
fonksiyonunun yaricap1 ve merkezi 2°" olan D diskini {inivalent olarak orttiigiinii

gosterelim. f(e")=[2cos(t/2)]* &"* oldugunu ve kutup formunda oD yi tanimlayan
p=2%cos(t/2) yi diigiinelim. 0<¢<7x/a igin 2% cos(at/2) <[2cos(t/2)]* oldugunu

gostermek yeterlidir. v(¢) =[2cos(t/2)]* —2cos(t/2) alarak v(0) =0 ve
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V'(t) = g{sin (a_t] - cos(“'])(ij sin (Lﬂ
2 2 2 2

elde edilir.

0<t<m/a i¢in sin(at/2)>sin(at/2) ve sonug¢ olarak v'(#)>0 dir. Boylece

0<t¢<m/a igin v(¢)>0 dir ve istenilen esitsizlik kurulur.

2.2.5. Katsay1 Problemi. ¢(z)= A,z + A,z> +---, y(z2)=B,z+B,z" +--- ve 4, =B,

1se

h(z>=(¢ow-‘>(z>:H(AzA‘sz ] oo

dir.

Eger j=12olmak ilizere w(z)=-¢(-z) alwsak deA; icin weA, heX, ve

h(z)=z+Q2A4,/A})z* ++-- elde edilir. Bu durumda / fonksiyonunun ikinci

katsayisinin yarigapini maksimize etmek i¢in

2

maks (2.9)

ekstremal problemini ¢6zmek yeterlidir.

Netanyahu (1969) j=1 olmak itizere (2.9) un ¢dziiminin 2/3 oldugunu ve bu

ekstremal fonksiyonun U birim diskini (—o,—1] araligindan daha kii¢lik bir diizlem

tizerine donistiirdiigiinii gosterdi. 2.2.6. Orneginde |A2/ Al |>2/3 olmak iizere bir

¢ € A, fonksiyonu elde etmek i¢in bu ektremal fonksiyon genellestirilmistir.
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2.2.6. Ornek: 0<0 <1, 2—(0/4)<a <4 olmak iizere U* ={zeU :Imz >0} olsun,
S(z)=e’(z-e")(z—e) olmak iizere A(z)=2z%, A(1)=1 oldugunu diisiinelim. 1k
fonksiyon U kiimesini U birim diskinin igine; ikinci fonksiyon {re”:0<r<I}
dairesel pargalarin1 ¢ dan reel eksene gotiiren dairesel yaylar iizerine doniistiiriir.
e 50 iken {re” 0<t<2m - 9)/a} yayt SoA tarafindan (-1,00) {izerine

i0/a i(27-0)

dontstiiriiliir. Eger g fonksiyonu, -111e, 017" yavelie /* ya gétiiren U™
kiimesinin bir kendi doniistimii ise SoAdog (—1,1) 1 (-1,©) a ve 0 10 a doniistiiriir.
Yansima prensibi ile U ya genisletilerek istenen ¢ fonksiyonu elde edilir. Burada

O<a<2ise pen, vea>2 ise pen, dir.

i(27-0)/a i0/a

g fonksiyonunu elde etmek icin a= u(e ) ve b=u(e"”) olmak fizere
u(z)=[(1+z2)/(1-2)]> ve T(z)=(az+b—a)/z olsun. Bu durumda g=pu"' oT o u

diir.

E=¢7(’)=pu"(b—a)/(1-—a)) olsun. Sadece ¢&=i olma durumu yani
(b—a)/(1-a)= pu(i)=-1 alindiginda

m(@,a):cotz[ij—2cot2[2ﬂ_9j:1 (2.10)
20

esitligi ile verilen m fonksiyonu a nin 2 civarindaki bir aralikta siirekli bir fonksiyonu
olarak 6 y1 ifade eder. Boylece g,, T,, ¢, fonksiyonlarnm bir parametreli aileleri
elde edilir. @ =2 i¢in 0 =2arccos(1/3) bulunur ve j=1 olmak iizere (2.9) i¢in ¢, bir
ekstremal fonksiyondur. Bundan sonra «, 2 den biiyiik fakat 2 nin komsulugunda

olsun.
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I
n

Sekil 2.2.1

A

o ve 7, SoA altinda sirasi ile [0,1] ve [-1,0] m resmini temsil etsin. Bu durumda
5= {e” 0Lt < 7[} ve 7 € ya bagl bir dairesel yaydir ve % reel eksen iizerinde bir
noktadr. 5, 7 egrileri ve [-1,%] U bdlgesini ?, |B+ ile iki defa kaplanan {ist yar1
diizleme sinirlar. ¢, déniisiimii @' (U) nun Sekil 2.2.1 de tarali bolge ile gosterilen iki
bilesenden olustugunu gosterir. Sekil 2.2.1 de, y, d, n egrileri swrasiyla 7, 5 ve
{e” ZQStS?T} egrilerine karsilik gelir ve ¢, (x)=x dir. Eger V,y,[x,1] ve
{e” :0<t<r/ 2} ile sinirli bolge ise ¢, |V birebirdir ve ¢, (V),y dan daha kiiciik st
yar1 diizlemdir. {e” /2 StSﬂ'} egrisi tarafindan ¢, nin W bolgesine sinirlamasi olan
[-1,y], 1 inivalenttir ve ¢,(W)=B" dir. v, (z)=—¢,(z), h, =¢, oy, ve imajiner
cksende 7 nin yansimasi 77 olsun. Bu takdirde y/a,—W = {— z:zZ€E W} lizerine
birebirdir ve v, (—W) =B" dir. Boylece h, fonksiyonunun iinivalent oldugunu

gostermek icin — Wcv oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu 2 nin yeteri kadar yakin
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komsulugundaki «-lar icin ¥ ve 7 egrilerinin sadece i de kesistigini gostererek
yapacagiz. a ve b o nm siirekli fonksiyonlar1 oldugu i¢in a 2 ye yakimsarken T
diizgiin olarak kapali 7, iist yar1 diizlemine yakmsar. Bu durumda B* nm kapamisi

lizerinde g_' diizgiin olarak g, ye yakinsar.

n, =25 ([0,i]) ve 7, =g,"([0,]]) olsun. Bu durumda g,' yansimasi 0 da konformdur

ve bu yilizden n, ve y, i noktasinda /2 agisi altinda kesigirler.

Bu ¢, fonksiyonlar1 igin

ﬁ:@_e{lﬂos(e/a)_lﬂsin(e/a) +sin((.7t—9)/a)}}_cose
asin(6/a) 2| sin((7 - 0)/a) sin(60/ )

bulunur.

a=2,60=6,=2arccos(/3) ve m(0,a)=1 olmak iizere (2.10) ile verilen m
fonksiyonu da/d0 =3/[3arccos(1/3) — 7]~ 5.44 egimine sahiptir. Bu durumda artan «

yolu boyunca (6,,2) noktasinda (2.10) diiz egrisinin bir tanjant vektorii
v =(1,3/[3arccos(1/3) — 7])
dir.

Y luzerinde |a, | nin maksimumunun X, tzerindeki kadar biiyiik olup olmadigi agik
bir problemdir. Sonraki problem ise, 6rnek 2.2.7 de gosterilecegi gibi, j =2 iken (2.10)

nun degeri en az 0.7236 olarak bulunmasidir.

2.2.7. Ornek: 0<b <1 olmak iizere

25



F(2)= s (1+b)z—2b [1—192}

A+b)z=2bz| z-b

olsun. f bu oOzellikteki fonksiyonlarm bir tiretimi oldugu i¢in f(0B) — 0B dir. Ayrica

f fonksiyonunun tiirevi alinirsa

—20° A+ b)A-bz)1-z2)*[z* + (1-3b)z +1]
(1+b-2bz)*(z-b)’

(@)=

elde edilir.

f fonksiyonu b de ikinci mertebeden bir kutba, 1/b de ikinci mertebeden sifira, 1 de
ikinci mertebeden bir kritik noktaya sahiptir ve bazi kritik noktalar
z> +(1-3b)z+1=0 denkleminin z, ve zo  koklerindedir. f fonksiyonun
goriintlisiiniin biitiin ayrik noktalar1 i¢in bu kokler hesaplanir. |z, |=1 olmak {izere
Imz, >0 olsun. Bu o6zellikler géz 6niine alindiginda f fonksiyonu B birim diskini
[-1,0) araligindan daha kii¢iik bir diizlem {izerine iinivalent olarak doniistiirdiigii
goriliir. Ayrica f fonksiyonu [-1,b) araligmi [-1,0) iizerine doniistiiriir. g
fonksiyonu —1i —1 e, 010avelib ye gotiren B nin kendi déniisiimii olsun ve
¢ = f og olarak tanimlansin. Bu durumda ¢(B")= f(B") esitligi gerceklenir ve ¢
fonksiyonu (—L1) i (—1,00) lizerine doniistiirlir. Yansima prensibini B ye genisleterek
¢ e A, elde edilir. u(z)=[(1+2)/(1-2)]° ve T(z)= u(b)z/[z + u(b) —1] oldugu yerde

g fonksiyonu ™' o T o p ile verilir.

Biitiin bu iglemlerin sonucunda A, /A’ =(=5b° +3b+2)/4 elde edilir ki bu b=1/+/5
civarinda (1 +\/§)/ 2+4/5 =0.7236... noktasinin (0,1) tlizerindeki maksimum degeridir.
Bu islemler ¢ € A, ozelligindeki biitiin ¢ fonksiyonlar: igin |4, /47| < (1+~/5)/2V5

esitsizliginin saglanip saglanmadigi sorusunu meydana getirir. Biitlin fe X, i¢in

26



|a, |S(l+\/§)/ V5 bulunur ve f€X i¢in |a,| muhtemelen daha kiiciik bulunur.

Herhangi bir durumda f €X oldugu zaman |a, | i¢in 4/ 3" ve 1.51  arasindaki uzaklik

oldukga artar (Stayer ve Wright 1981).
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3. BI-UNIVALENT FONKSIYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI iCiN
KATSAYI TAHMINLERI

Bu boéliimde, birim diskte tersi de yalinkat olan analitik fonksiyonlarin bazi alt siniflar1
tanimlanip, bu smiflara ait fonksiyonlarin katsayi smirlari incelenecektir. Ayrica bu
siniflar icin bulunan katsayr tahminlerinin karsilastirilmast ile 1ilgili sonuglar

verilecektir.

3.1. B, (a,A) ve B, (S,4) Siflar icin Katsay1 Simirlan

3.1.1. Tanim. g fonksiyonu

gw)=w—a,w’ +(2a: —a,)w’ —(5a; —Sa,a, +a,)w* +... 3.1
2 2 3 2 23 4

bigiminde tanimli olmak tizere (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

/()

z

feXve

arg((l ) EASEAN Af’(z)]

<“7” (O<a<l, A>1, zeU) (3.2)

\(

arg((l—i)M+ig’(w)] <“7” O<a<l, A>1, wel) (3.3)

w

sartlarmi sagliyorsa B, (a, A) smifindadir (Frasin ve Aouf2011).

3.1.2. Teorem. 0 <o <1, A>1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

B (a, A) sinifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

| < 20
JA+D)? +a(1+24-27)

|a
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\(

4o’ . 2a
(A+1)> 24+1

las |<

dir.

Ispat. (3.2) ve (3.3) den

-2 3@ =1 (3.4)
Ve
(- M%Mg'(w):[q(w)]“ (3.5)

yazilir. Burada p(z)ve g(w) fonksiyonlari

p(z)=1+plz+pzz2 +---

\(

qw) =1+ q,w+gq,w" +---

formlarma sahiptir ve P smifindadir.

(3.4) ve (3.5) de katsayilar1 esitleyerek,
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(A +Da, =op,

a(a—1)
A=l p;

2A+Da,=op, +
ve

—(A+1Da, =agq,

ala-1) ,

(A +1)(2a; —ay)=aq, + 54

elde edilir. Bu esitliklerden

ve
20+ D%a; =a*(p; +47)
oldugu goriiliir. Simdi (3.6), (3.8) ve (3.11) esitliklerini kullanarak

oo @ (ptqy)
LA+ +a(l+24-2%)

bulunur. p, ve ¢, katsayilarii¢gin Lemma 1.3.3 uygulanarak

20

la, | < > >
JA+D)? +al+22-2%)
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oldugu kolayca goriiliir. Bu da teoremde ileri siiriilen | a, | katsayr smirmi verir.

Benzer sekilde, | a, | smirin1 bulmak i¢in (3.7) den (3.9) u ¢ikararak

2024 +Da, —2QA+1)a’ =ap, + “(0‘2_ D —(aqz + O‘(O‘z_ D qf) (3.12)

ve devaminda (3.9) — (3.11) den

_a(pi+ar) , alp=qs)
2(A+1)? 2024 +1)

3

elde edilir. p,, p,,q,,q, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 den

- 4a’ . 20
T (A+D)F 24+1

(3.13)

|a, |

sonucuna ulasilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

3.1.3. Tammm. g (3.1) ile taniml1 bir fonksiyon olmak tizere (1.1) formunda verilen bir

f(2) fonksiyonu,
fesve Re((l—z)@mjﬂ(z)}ﬂ 0<B<l, A21,zeU)  (3.14)
ve
Re((l—l)%w)+lg’(w))>ﬂ O0<B<l, 121, wel) (3.15)

sartlarmi sagliyorsa By (f,A) smifindadir (Frasin ve Aouf2011).
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3.1.4. Teorem. 0< <1, A>1 olmak iizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

B¢ (B,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

20-p)
24 +1

|a, |<

\(

41-p)° | 2(-B)

a, |<
3] A+1)?  24+1

dir.
Ispat. (3.14) ve (3.15) den

-1 D 2=+ (- P)p(2)

ve
(-5 4 2g )=+ 1= Pra)
yazilir. (3.16) ve (3.17) de katsayilar1 esitleyerek
(2 +Da,=(1- Pyp,
(22 +Va, = (1- ),

\(
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—(A+Da, =1~ p)q,
(224 +1D(2a; —a;)=(1- p)g,

elde edilir. (3.18) ve (3.20) den

ve
222+ Da; =(1- )" (p{ +47)
ve ayrica (3.19) ve (3.21) den

200+1)a; =(1- B)(p, +95)
sonucuna ulasilir.

Simdi, | a, | katsayisini bulmak i¢in (3.19) dan (3.21) i ¢ikararak
224 +Da; =224+ Da; =(1- B)(p, —q,)

ve (3.23) den a; nin degeri cekilerek yukarda yerine yazilirsa

_0=p i +a) , (- B)p: - 4.)
2(A+1)? 224 +1)

3

elde edilir. p,, p,.q,,q, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa
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41-p)° L24=5)
A+D*  24+1

la; |<

sonucuna ulasilir.

3.2. Gy (a,A) ve Gy (B,A) Smiflan icin Katsayr Sinirlari

3.2.1 Tanm. g = /' olmak iizere 4 smifina ait bir f fonksiyonu,

fex, arg(zj:;(zz))]‘<a7ﬁ (0O<a<l,zel)
ve
‘arg(wgg(;(:;)]<a7ﬁ O<a<l,wel)

sartlarmni sagliyorsa o mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin S («) smnifindadir.

3.2.2. Tammm. g (3.1) ile taniml1 bir fonksiyon olmak tizere, (1.1) formunda verilen bir

f(z) fonksiyonu,

ar

eX ve
! 2

(O<a<l,0<Ai<l,zeU) (3.24)

arg[ 2f'(2) ] g
(1= 1) f(2) + Azf(2)

\(

ar
2

O<a<l,0<A<]l,wel) (3.25)

-
(1-2)g(w) + Awg'(w)
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sartlarmi sagliyorsa G (o, A) smifindadir (Murugusundaramoorthy ve digerleri 2013).

Eger =0 alinirsa a mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin Sy (¢t) smifi elde edilir.

3.2.3. Teorem. 0<a<1,0<A<1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu Gy (a,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

la, [

20
(1-AVl+a
ve

4o’ L@
A-2)7° 1-2

las |<

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.24) ve (3.25) den

#'(2)
1-D)f(2)+2f'(2)

=[p(2)]" (3.26)

\(

wg'(w) _ )
A= Dgm) + g’ (w) )] (3.27)

esitlikleri elde edilir. (3.26) ve (3.27) de katsayilar esitlenerek

(1-2A)a, =op, (3.28)
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(22 =Da? +2(1- A, = % e =) p? +20p, | (3.29)

\(

-(1-MNa, =g, (3.30)
(A2 =42 +3)a - 21— A)a, = % e ~1)g? + 204, ] (3.31)

esitlikleri elde edilir. (3.28) ve (3.30) dan

P =-q (3.32)
Ve
20-2)%a; =a’(p! +4;) (3.33)

elde edilir. (3.29), (3.31) ve (3.33) den

2o @t a)
P (a@+D(1-2)?

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 den

20

A- )1+«

la, [<

bulunur.

| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.29) dan (3.31) i ¢ikararak
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40-2a, ~40 -2k =a(p, —a)+ X (o} a7

ve p,,P,,q,; Ve q, katsayilar1 i¢in Lemma 1.3.3 uygulanirsa

4o’ a

a, |< +
4| 1-2)2 1-2

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
3.2.4. Sonug. Eger O < <1 i¢in A =0 alnirsa

20
la, |< , la, |[<4a’ +a
l+a

bulunur. Bu durumda f(z) fonksiyonu o mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin Sy ()

sinifindadir.

3.2.5 Tanm. g = /' olmak iizere 4 smifina ait bir f fonksiyonu,

fex, Re(%j>ﬂ (0<p<Lzel)

\(

Re(Wg,(w)j >B (0<pB<lwel)
g(w)

sartlarmni sagliyorsa 8 mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin S () smnifindadir.

3.2.6. Tanim. g (3.1) ile taniml1 bir fonksiyon olmak {izere, (1.1) formunda verilen bir
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f(z) fonksiyonu

zf'(2)
fes ve Re((l_l)f(z)+lzjf,(z)]>ﬂ (0<B<1,0<A<1, zel) (3.34)

\(

wg'(w)
Re((l—z>g<w>+zwg'<w>]>ﬂ 0<p<l0<i<lwel) (3.39)

sartlarmi sagliyorsa G (f,4) smifindadir (Murugusundaramoorthy ve digerleri 2013).

Eger =0 alinirsa 8 mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin S5 () smnifi elde edilir.

3.2.7. Teorem. 0<f<1,0<A<1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu Gy (f, ) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

\(

41-p° (=P
1-2)°  1-2

lay |<
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.34) ve (3.35) den

7'(2)
(1-2)/(2)+ 22f(2)

=B +1-PB)p(2) (3.36)
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\(

wg'(w) ~ B
(1= A)g(w) + Awg'(w) B+ 1= Pgw) (3.37)

esitlikleri elde edilir. (3.36) ve (3.37) de katsayilar esitlenerek
(=Va, =(1-p)p,
(A’ =Da; +2(1-N)a, =(1-p)p,
ve
—(I=Aa, =(1-P)q,
(A* =41 +3)a; —2(1-Aa, =1 - B)q,

esitlikleri elde edilir. Devaminda benzer teknikler uygulanarak teoremin ispati

tamamlanir.

3.2.8. Sonug. Eger 0< <1 i¢in A =0 alinirsa

la, [SV2-2B,  |ay|<4(1-B)* +(1-B)

bulunur. Bu durumda f(z) fonksiyonu B mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin Sy (/)

sinifindadir.
3.3. By(n,a,A) ve By (n,,A) Siflari icin Katsayr Simirlan

3.3.1. Tanim. f € 4 olmak lizere
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D"f(z)=f(2)
D (z)=zf"(2)
D"f(z)=D' (D';‘f(Z)) (neN)
ile verilen tiirev operatorii Salagean (1983) tarafindan tanimlanmistir. Buradan

D"f(z)=z+ Zk"akzk
(=)

oldugu kolayca goriiliir.

3.3.2. Tamm. g (3.1) ile tamimh bir fonksiyon ve D" Salagean operatorii olmak

tizere, (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

fex ve arg{(l_A)an(z)”Dmf(z)} < (0<a<l, 221, zeU) (3.38)
4
ve
‘arg{(l_’l)’jng(w) ”D"Hg(w)} < (0<a<l, 221, wel) (3.39)
w

sartlarmni sagliyorsa By (n,c,A) smifindadir (Porwal ve Darus 2013).

3.3.3. Teorem. neN, ve 0 <a <1,1>1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu B (n,a,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
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2a
VA 1+ 2)7 +a[23"(1422) - 4" (1 + 2)*]

la, |<

\(

20 4o

|a3|S n n+l + n n+lq2
[(1=2)3" + 3™ [(1=A)2" + 22"™]

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. p(z) ve g(w) fonksiyonlar1 P smifina ait olsun. (3.38) ve (3.39) dan

(1-A)D" f(z)+ AD"" f(2)

z

= [p(2)]" (3.40)

\

(1-21)D"g(w) + AD"" g(w)

w

=[gw)]I” (3.41)

esitlikleri elde edilir. (3.40) ve (3.41) de katsayilar esitlenerek

[A1—2)2" + 22" a, = ap, (3.42)
[(1=2)3" + 23" Ja, =ap, + “(“2_ D e (3.43)

Ve
—[A=2)2" + 12" a, = ogq, (3.44)
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n n+ 0505—1
(1= 2)3" + 23"12a’ —a,) = ag, +%qf

esitlikleri elde edilir. (3.42) ve (3.44) den

ve
A1 -A)2" + 22" VP a; =a’(p] +47)
elde edilir. (3.43), (3.45) ve (3.47) den

2 o’ (P, +4,)
P41+ A) +a[23"(14+24) - 4" (1+ )]

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢in Lemma 1.3.3 uygulanirsa

20
la, [<

VA" 1+ )% +a(23"(1+22) - 4"(1+ A)?)
bulunur.

| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.43) den (3.45) i ¢ikararak

Lo opma) @i +a)
A =A)3" A3 2[(1=A)2" + A2

ve p,,P,,q,; Ve q, katsayilar1 i¢in Lemma 1.3.3 uygulanirsa
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2a N 4a°
[A—-2)3" + 23" [1-A)2" +A2"')°

la; |<

esitsizligi elde edilir.

3.3.4. Sonug. Eger Teorem 3.3.3 de n=0 alinrsa B, (a, A1) smifi elde edilir (Frasin ve
Aouf2011).

3.3.5. Tammm. g fonksiyonu (3.1) ile tanimli olmak {izere (1.1) formunda verilen bir

f(z) fonksiyonu,

(1-A)D" f(z) + AD"" f(z)

z

fez, Re{ }>ﬂ 0<pB<LAzLLne N, zeU) (3.48)

\(

R%@—lﬂfg0@+10“?“”}>ﬂ(o<ﬁgL12Lnef%,weU) (3.49)
w

sartlarmni sagliyorsa B, (n, #,4) smifindadir (Porwal ve Darus 2013).

3.3.6. Teorem. ne N ve 0< <1, 1>1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu B, (n, B, A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

4, |< 21-p)
2= 2)3" + A3

\(
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4(1-p)° N 2(1-p)
[A=A)2" + 12" [1=A1)3" +A3""]

las |<

esitsizlikleri saglanir.
Ispat. (3.48) ve (3.49) dan

(1-A)D" f(z)+ AD"" f(2)

V4

=B +(1-pB)p(2) (3.50)

\(

(1-A)D" g(w) + AD"" g(w)
w

=B+ (1= B)g(w) (3.51)

esitlikleri elde edilir. (3.50) ve (3.51) de katsayilar esitlenerek

[(1-2)2" + 22" a, =(1- B)p, (3.52)
[1-2A)3" +A3" " a, =(1- B)p, (3.53)
ve
—[(1=2)2" + A2"Ma, =(1- B)q, (3.54)
[(1-2)3" + 23"")(2a2 —ay)=(1- B)q, (3.55)

bulunur. (3.52) ve (3.54) den

P =4 (3.56)
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ve
A1-2A)2" + 22" Pa; =(1- B)*(p! +47) (3.57)
elde edilir. (3.52)-(3.57) den

g2 = (I-pB)p, +q,)
2[(1=A)3" + A3

elde edilir.

| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.53) den (3.55) i ¢ikararak

—a’ 4 (l_ﬁ)(pz _‘12)
[ -2)3" + 13"

3 2

2 . o . .
bulunur ve a; nin degeri yerine yazilarak

_ =P (pi+ai) | (=B)p.—4q>)
A =21)2" + 22" 2[(1-A1)3" + 13"

3

elde edilir. p,, p,,q, ve g, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

41-p)° N 2(1-p)

|a3 |S n n+lq2 n n+l
[1-A)2" + 22" [(1=2A)3" + A3™"]

esitsizligi elde edilir.

3.3.7. Sonug. Eger Teorem 3.3.6 da n=0 alinwrsa B, (S,4) smfi elde edilir (Frasin ve
Aouf2011).
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3.4. M, (a,A) ve M (S,24) Smiflan icin Katsayr Sinirlari

3.4.1. Tammm. g (3.1) ile taniml1 bir fonksiyon olmak tizere, (1.1) formunda verilen bir

f(z) fonksiyonu,

feXve

arg[(l—l)%+l[l+%)]‘<% (0<a<,A20,zelU) (3.58)

\(

arg[a e /1[1 L1’ ]] <% (0<a<l,A30,wel)  (3.59)
g(w) g'(w) 2

sartlarmi sagliyorsa M (a,A) smifindadir (Li ve Wang 2012).

3.4.2. Teorem. 0 <o <1,1>0 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

M (a, A) sinifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

20

la, |<
Ja+ ) (@+1+A-al)

\(

4a* L«
(1+4)° 1422

la, |<

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.58) ve (3.59) dan
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#f'(2) #"(2) «
1-A)——=+ A 1+—— |=[p(z 3.60
( )f(z) + (+f,(z)] [p(2)] (3.60)

\(

1=y r&gm) A(I+M]=[q(w)]“ (3.61)
g(w) g'(w)

esitlikleri elde edilir. (3.60) ve (3.61) de katsayilar esitlenerek
(1+A)a, =ap, (3.62)

2(14+2A)ay = p,a + 5 11 2) pa (3.63)

ve
-1+ Aa, =g, (3.64)
21+ 2&)(25222 —-a, ): q,a + a(@ ; Dai + (11 ::: ijz gla’ (3.65)

esitlikleri elde edilir. (3.62) ve (3.64) den

P =-q (3.66)

ve
20+ A)a; =a’(p] +¢q;) (3.67)

elde edilir. (3.63), (3.65) ve (3.67) den
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2 _ 052(!’2""]2)
P+ A (a+1+A-ad)

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

2a
JA+ (@ +1+ 4 —-ald)

la, <
bulunur.
| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.63) den (3.65) i ¢ikararak

A2y _ a(a—1) 2 2 (1"‘3&)“2(}712_‘]12)
2(1+24)(2ay —2a;) =a(p, q2)+—2 (py —q;)+ 1)

ve (3.67) den a; degerini ¢ekerek,

_a’(pi+4i)  a(py=4,)
T2+ 4)° 4(1+22)

elde edilir. p,, p,,q, ve g, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

4a° a

la, |< ~+
a+A)" 1+24

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

3.4.3. Sonug. Teorem 3.4.2 de A =0 alinirsa (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

S, (o) smifindadir. Bu takdirde
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\(

la, |<4a’ +a

dir.

3.4.4. Tammm. g (3.1) ile taniml1 bir fonksiyon olmak tizere, (1.1) formunda verilen bir

f(z) fonksiyonu,

felve Re((l—l)%+ﬂ{l+ Zj::’((ZZ))D>ﬁ (0<p<1, 120,zeU) (3.68)

\(

Re((l—l)M+ﬂ{l+MD>ﬁ (0<B<1, 120, wel) (3.69)
g(w) g'(w)

sartlarmi sagliyorsa M (B, A) smifindadir (Li ve Wang 2012).

3.4.5. Teorem. 0< 8 <1,A >0 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

M (B, ) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

20-p)
1+A4

|a, |<

\(
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41-p)°  (1-p)

|a3)|S 2
(1+1)> 1424

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.68) ve (3.69) dan

zf'(z) zf"(z2)
1-4 A1 = 1- z
( ) e + ( + f’(z)] B+1-P)p(z2)

\(

(1- A)M + /1(1 + Wg,"(w)] = B +(1- B)g(w)
g(w) g'(w)

esitlikleri elde edilir. (3.70) ve (3.71) de katsayilar esitlenerek

(I+Da, =(1-p)p,

o 1+34 0
2(1+22)a; =(1 ﬂ)p2+(l+l)2 (1-8)"p,

ve
=1+ Da, =(1-p)p,

2 _ _ ﬂ _ 2 2
201+20)(2ay —ay) =1~ P)q, +(1+/1)2 (-5)"q,

esitlikleri elde edilir. (3.72) ve (3.74) den
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P =9, (3.76)
ve
200+ 2)*a; =(1- )’ (p +47) (3.77)
elde edilir. (3.73), (3.75) ve (3.77) den

g2 = (I1-B)p, +q,)
2 21+ 2)

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

20-p)
1+A4

la, |<

bulunur.

| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.73) den (3.75) i ¢ikararak

41+21)a, = A+ 220 _ﬁ)z(p‘z *47) +(1=-B)p, —4,)
(1+4)

elde edilir. p,, p,,q, ve g, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

41-p)°  (1-P)

a, |<
3] 1+21)> 1424

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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3.4.6. Sonug. Teorem 3.4.5 de A =0 alinirsa (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

S5 (B) smifindadir. Bu takdirde

la, |<20-B)

\(

la; [<4(1-p)" +1-8
dir.

3.5. Ss(a, L) ve Sy (B, A) Smiflan i¢in Katsayr Sinirlan

3.5.1. Tammm. g (3.1) ile taniml bir fonksiyon, 0 <a <1, 0< A <1 ve z,weU olmak

tizere, (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

et ve arg[ T 9@ N /i) ] SLLNNEVEY
400 -2z + QA2 D'+ QX =31+ 1) f(z)) 2
ve
o e o
4A - AW+ (A = D)wg'(w) + (2A4° =31 +1)g(w) 2

sartlarmni sagliyorsa S, (a, 1) smifindadir (Magesh ve Yamini 2013).

Eger =0 alinirsa a mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin S; («) smnifi elde edilir.

3.5.2. Teorem. 0<a<1,0<2A<1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu S, (c,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
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20
Ja(1=22+252% —442° +2024%) + (1434 —22%)°

la, [<

\(

4o

o
a. |< +
5| 1-222  (1431-24%)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.78) ve (3.79) dan

#'(2) + QA =)z’ f"(2)
AL -2z + Q22 = )zf () + (A =34+ 1) f(2)

=[p(2)"

\

wg'(w)+(Q2A° = )w’g"(w)
A% = 22w+ (247 = D)we' (W) + (247 =34+ D) g(w)

=[gw)]"

esitlikleri elde edilir. (3.80) de katsayilar esitlenerek

(1+31-21%)a, =ap,
124% = 282° +114% + 24 —Da’ + (4% +2)a :la(a—l)p2+2ap
2 3 2 1 2

\(

~(14+31-22%)a, = aq,
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1
(122% = 282° + 1922 + 21 +3)a’ — (44% + 2)a, = E[a(a ~1g? +2ag,]

esitlikleri elde edilir. (3.81) ve (3.83) den

Ve
2(1+32-22%)%a; =a’(p! +q;)
elde edilir. (3.81)-(3.85) ve (3.86) dan

a? = az(pz+Q2)
2 a(1-24+2522 —442° +200%) + (1434 -24%)?

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

20

la, < > 3 3 232
\/05(1—2/1+25/1 —441 +20A7)+ (1+34-217)

bulunur.

| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.82) den (3.84) Ui ¢ikararak

~1
202+ 447 )a, - 22 +42%)a’ =a(p, —qz)+M

5 (pi —47)

ve p,,P,,q; Ve q, katsayilar1 i¢in Lemma 1.3.3 uygulayarak
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4o

o
a, |< +
5| 14227 (1+31-22%)?

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

3.5.3. Tanmm. g (3.1) ile tanimh bir fonksiyon, 0< <1, 0<A <1 ve z,we U olmak

tizere (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

fes ve Re( 7 '(22) C O M) j> B (387)
A=A z+ QAP =)zf"(2)+ (222 =34+1) f(2)
Ve
Re wg'(w) + (217 = )w?g"(w) > B (3.88)
4= 2w+ QA = D)wg'(w) + QA =31+ Dg(w) '

sartlarmi sagliyorsa S (f,4) smifindadir ( Magesh ve Yamini 2013).

Eger A =0 alinirsa 8 mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarmn smifi Sy (8) elde edilir.

3.54. Teorem. 0< f<1,0<A<1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu S (f,4) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

. 2(-B)
|a2 |_ 4 3 2

1247 =284 +154° + 24 +1
veE

2(1- )
1220 =282 +15202 + 24 +1

|ay |
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esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.87) ve (3.88) den

f'(2)+ QA - )z" f"(2)

4A =AYz + QA2 = 2)of (2) + QA2 =3+ 1) f(z) Fri=pp@  (G59)

\(

wg'(w) + (247 = Hw’g"(w)
A% = 22w+ QA = Dwg'(w) + QA =34+ g (w)

=p+1=pg(w)  (3.90)

esitlikleri elde edilir. (3.89) ve (3.90) da katsayilar esitlenerek

(1+31-21%)a, =(1-B)p,

(124 =282° + 114> + 24— 1)a’ + (2 +42%)a, =(1- B)p,

\(

~(1+312-22)a, =(1- P)gq,

(122 —282° +194% + 24 + 3)a2 — (2 + 4A))a, =(1- B)q,

esitlikleri elde edilir. Devaminda benzer teknikler uygulanarak teoremin ispati

tamamlanir.

3.6. By (a, A, 1) ve By (B, A, 1) Simflari icin Katsayr Simirlan

3.6.1. Tanim. 0<a<1,0<u<A<l; z,weU ve g fonksiyonu (3.1) ile taniml

olmak tizere (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu
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fes, argP” 2 ["@)+ Qhu i -z S+ '(2)} 9T (3.91)
e’ () + = waf @) + (1= 2+ wf()] 2
\(
‘ar Fuwzg"'(m + QA+ A= pw’g" (W) + wg'(w)} _ar (.92)
2o 8" () + (2= pywg () + (1= A+ mg(w) || 2

sartlarmi sagliyorsa By (a, A, 1) sinifina aittir (Keerthi ve Raja 2013).

3.6.2. Teorem. 0<a <1 ve 0<u<A<I1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu By (o, A, i) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

20

la, |<
T Jaa(l+ 24— 20+ 6u) + (1= 3a) (1 + A — 1 + 2A4)°

\(

4o’ . a
1+ A— i +240)  1+2A4—2u+62u
1+ 24

la, |<

dir.

Ispat. p(z) ve g(w) fonksiyonlar1 icin Re(p(z))>0 ve Re(g(w))>0 olmak iizere
(3.91) ve (3.92) den

Az’ f"(2) + QAu+ A — W)z’ f'(2) + o '(2)
Az’ [1(2) + (A =@z '(2) + 1= A+ ) f(2)

=[p(2)]"

\(
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2w’ g" (W) + QA+ A — pyw’ g"(w) + wg'(w)

2. n ] = [q(W)]a
A= g"(w) + (A = wg' (W) + (1= A + p)g(w)
yazilir ve katsayilar esitlenerek
A+ A—-pu+2Aua, =p,a (3.93)
(2+44—4u+12Ap)a, = pa + “(“2_1) pr+a’p’ (3.94)
ve
—(l+A-u+2lpa, =q,a (3.95)
(2+44 —4u +122u)2a’ —a,) = q,a + “(“2_ D2 sag? (3.96)
elde edilir. (3.93) ve (3.95) den
P =9, (3.97)
ve
200+ A—u+22u) =a’(p. +q7) (3.98)

oldugu goriiliir ve (3.94), (3.96) ve (3.97) gz Oniine alindiginda

a2 = az(pz +q,)
© o da(14+24-2u+64u)+(1-3a)(p +4;)’

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 ii uygulayarak
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20

la, |<
C Jaa( 2020+ 60 + (1-3a)(p? +¢7)

esitsizligi elde edilir.

|a,| katsayisini bulmak i¢in (3.94) den (3.96) y1 ¢ikararak

a(oa -1
(2a,~2a2)2+42 —4p +122p) = a(p, —q,) + (2 ) (p? —g?)+at(p? P

bulunur. (3.97) de a; nin degeri ve p; = ¢q; oldugu goz oniinde bulundurulursa

Lo pira)  alp—gqy)
P24 A—pu42Au) 2Q2+44—4u+122u4)

elde edilir. p,, p,,q, ve g, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

4a° . a
A+ A—u+240)° 1422 —2u+ 6

la, |<

esitsizligi elde edilir.

3.6.3. Tanim. 0<pB<L,0<u<A<l;z,weU ve g fonksiyonu (3.1) ile taniml

olmak tizere (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

o M "D+ QA+ A=) (D) + ') |

fez, 5
A" [1(2)+ (A=) '(2)+(1-A+ ) f(2)

B (3.99)

\(
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fex. Relwﬁg?WH%ZW+ljuhfg%w+wg%w - p
A g"(w) + (A — pwg'(w) + (1= 4 + p)g(w)

sartlarmi sagliyorsa By (3,4, 1) sinifina aittir (Keerthi ve Raja 2013).

(3.100)

3.6.4. Teorem. 0< <1 ve 0< u<A<1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu B, (3,4, u) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

4, |< 2(1- )
PN+ 24 = 2u 4+ 6Au) — (1 + A — p + 22u)>
Ve
a— 2 a—
4, |< 4(1- ) _, 1-5
A+ A—p+22u)° 1424 —2p+6Au
dir.

Ispat. (3.99) ve (3.100) den

Mz () + QA+ A= )2 (@) + 2 '(2) _
M f7(2) + (= (@) + (1= A+ @) £ (2)

B+A-=P)p(2)

\(

AW’ g" (W) + A+ A — )w’ g"(w) + wg'(w)
= 1—
34w ')+ (- s o0+ (- A+ gy + 0P

yazilir ve bu esitliklerde katsayilar esitlenerek
(A+A—-p+20w)a, =(1-p)p,

60

(3.101)



2(1+24 -2 +6Aw)a;y = (1= B)p, +(1- B)* p? (3.102)
ve
—(+ A= p+2)a, =(1-B)g, (3.103)
21424 =20+ 62u)(2a2 —ay)=(1—- B)g, + (1 - B)*q? (3.104)
elde edilir. (3.101) ve (3.103) den

P =4 (3.105)
ve
2a3(1+ A — p+22u)* = (1~ B)*(p} +47) (3.106)
oldugu goriiliir ve (3.102), (3.104) ve (3.106) gz oniine alindiginda

azz (l_ﬁ)(pz +‘I2)
L2214 24 =2+ 6Au) —(1+ A — pr+22u)° ]

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 ii uygulayarak

4, |< 2(1-p)
PN+ 24 =20+ 6Au) — (1 + A — p + 22u)>

esitsizligi elde edilir.

| a, | katsayisini bulmak igin (3.102) den (3.104) i ¢ikararak
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21+ 224 =2+ 62pu)(2a; = 2a;) = (1= B)(p, —¢,) + (1= B)* (p! —q[)

bulunur. p;} =g/ oldugu goz éniinde bulundurulur ve p,,p,,q, ve g, katsayilari i¢in

Lemma 1.3.3 uygulanirsa

4(1-p)° N 1-5)
(+A—p+2u)° 1424 -2u+6u

la; [<
esitsizligi elde edilir.

3.7. By (A, i, ¢) Smifi icin Katsayr Simirlar

3.7.1. Tanim. ¢(0)=1 ve ¢'(0) > 0olmak lizere ¢ fonksiyonu U birim diskinde reel
kismi1 pozitif analitik bir fonksiyon olsun. Ayrica ¢(U) reel eksene gore simetrik ve 1

noktasina gore yildizil olsun. Bu durumda ¢ fonksiyonu
#(z)=1+B,z+B,z" +--- (B, >0) (3.107)
bi¢iminde Taylor seri agilimina sahiptir.

u(0)=v(0)=0, |u(z)|<1, |v(w)|<1 olmak iizere u(z) ve v(w) fonksiyonlar1 U

birim diskinde analitik ve
w(z)=b,z+ Y b,z", v(w)=c,w+ Y c,w" (3.108)
n=2 n=2

bi¢iminde seri agilimina sahip olsunlar. Bu durumda
b I<L by IS1-[b, P e |SL Jey|<I-le P (3.109)
oldugu bilinmektedir.
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(3.107) ve (3.108) esitliklerinden

¢(u(z))=1+B,bz+(Bb, + B,b))z* +---, |z|<1 (3.110)
veE

d(v(w)) =1+ B,c,w+ (B,c, + Byc})w? +---,  |w|<1 (3.111)
elde edilir.

3.7.2. Tamm. A >0, 0< u <A <1 olmak iizere bir f € fonksiyonu,

Az’ f"(2) + QAu+ A = Wz f"(2) + 2f (2)
Apz® f1(2) + (A = wzf'(2) + L= A+ p) f(2)

¢(2)

\(

A’ g"(w) + QA+ A = pw’g"(w) + wg'(w) 09)
2w* g"(w) + (A — wywg'(w) + (1 - A + 1) g(w)

sabordinasyon sartlarini sagliyorsa By (A, i, ¢) smifindadir (Altinkaya ve Yalgin 2014).

3.7.3. Teorem. (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu Bs (A, u,¢) smifina ait bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde

a < BB (3.112)
\/| 214222 +6A B —(1+ A—pu+2A4) (B, +B,) | H1+A—u+2A4)° B,

\(
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B , B< (+A—p+2440
A1422-2u+621) T 2(1422-2u+6A4)
lay |< | 20424 -2u+6ALB —(1+A— pu+2A40' (B’ +B) | B +2(1+2A—2u+6A1)B’

A1 20+24-2u+6AWB’ —(1+A—u+220 (B’ + B) | H1+A— 1+ 2248 B](1+2A—2u+614)

B> (A+A—p+200°
2A1+24—2u+624)

dir. (3.113)

Ispat. 1>0, 0<u<A<I1 igin feB,(A,u¢) olsun. Bu takdirde

Az’ f"(2) + QAu+ A - w)z” f'(2) + o '(2)
Az’ [1(2) + (A =@z '(2) + 1= A+ ) f(2)

=¢(u(z)) (3.114)

\

A’ g" (W) + QAp + A — w)w’ g"(w) + wg'(w)
2 n

2pw=g"(w) + (A — wwg'(w) + (1= A + p)g(w)

=g(v(w)) (3.115)

esitliklerini saglayan ve (3.108) ile tanimli analitik u,v:U — U fonksiyonlar1 vardir.

(3.114) ve (3.115) esitliklerinden

(1+ A —u+2Au)a, = Bb, (3.116)
Q+4A—du+12A1)a; — 1+ A — u+2Au)’ a; = B,b, + B,b] (3.117)

Ve
—(1+A—p+22p)a, =B, (3.118)
Q+4A—Adu+1221)(2a5 —a;)—(1+ A — u+2Au)*a; = B,c, + B,c;} (3.119)

64



elde edilir. (3.116) ve (3.118) den
b, =—c, (3.120)

oldugu gorilir. (3.117) ile (3.119) esitlikleri toplandiginda ve (3.120) gbz Oniine

almdiginda
A2 +4A—4u+1220)B} — (1 + A — u+22u)* (B} + B,)]a; =B, (b, +c,)
elde edilir. Bu son esitlik i¢in (3.109) uygulanirsa
|2+ 44— 4p+12A1)B] —(1+ A — u+24u)° (B +B,)||a, |’< B (1-b, |*)

esitsizligi elde edilir. Buradan

| |< BB (3.12))
\/| 2(1+2A=2u+6A)B’ —(1+A— pu+224)° (B’ +B,) | {1+ A— u+2A4)° B,

sonucuna ulasilir.

| a, | katsayisint bulmak i¢in (3.117) den (3.119) denklemini gikararak

22+ 44 —dp+122u)a; — 22 + 44 — 4u +122u)a’ = B, (b, — c,)

bulunur. Bu son esitlik i¢in (3.119) uygulanirsa

(2+ 42 —4u +12A0)B, | a, |<[(2 + 44 — 4 +1220)B, — (1 + A — p + 2Ap)* 1| a, | *+ B}

elde edilir. (3.121) g6z 6niine alindiginda
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|a |<

B ' B< A+ A—pu+2400°
A1422-2u+621) T 2(1422-2u+6A4)

| 20424 -2u+6ALB —(1+A— pu+2A40' (B’ +B) | B +2(1+2A—2u+6A1)B’

A1 20+24-2u+6AWB’ —(1+A—u+220 (B’ + B) | H1+A— 1+ 2248 B](1+2A—2u+614)

B> (A+A—p+200°
2A1+24—2u+624)

esitsizligi elde edilir.

3.7.4. Sonug. Eger

1 a
¢(z)=(l+—zj —1+2az+2a°z% +-  (0<a<l)
—Z

olarak alinirsa (3.112) ve (3.113) esitlikler1

2a

la, |< (3.122)

\(

la |<

\/‘4(l+2l—2y+6l/,z)—3(l+l—u+2Ay)2‘a+(l+l—y+2lu)2

a . < (+A—p+2A400°
1424 —-2u+6A40 T 41424 -2u+6M4)
[|41424 =20+ 620 — 31+ A— -+ 2240 | +4(1+24—2u+6A1) o o (3123)

[|4142A—-20+6A0 =31+ A— t+ 2210 | e+ (14 A— i+ 20 11+ 24— 2u+641)
A+ A—p+2400° -
A1+2A—2u+604)

a<l
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olarak elde edilir. (3.122) ve (3.123) ile verilen |a, | ve |a;| swnirlar1 Teorem 3.6.2

de bulunan smirlardan daha kiigiiktiir (Altinkaya ve Yalgin 2014).

3.7.5. Sonug. Eger

1+(1-2a)z

P(z) = 1+2(0-a)z+2(0-a)z* +---  (0<a<])

olarak alinirsa (3.112) ve (3.113) esitlikler1

|a,|< 20-9) (3.124)

<
\/|| 4= )1+ 2420+ 624) ~ (3—200) 1+ A= p1+ 204" | +(1+ A— p+ 220
ve

l-a A1+22 20+ 6A4) —(1+ A — i+ 2210 <y

e <1
1+24-2u+6Au A1+21-2u+6A4)

|ay <4 [1401- )1+ 24— 20+ 6A) —(3—20)(+ A— p+ 2440 [10-a) + 41—’ (1 +2A—2u+6Az)

[14(1— )1+ 22— 201+ 60— B —20) 1+ A — s+ 2200 | 11+ A— i+ 2207 A+ 24— 20+ 6200

o< A1+22-2p+6A4) —(1+ A — i+ 221"
A1+24-2u+6A4)

0<

(3.125)

elde edilir. (3.124) ve (3.125) ile verilen |a, | ve |a;| swmirlar1 Teorem 3.6.4 de

bulunan smirlardan daha kiigiiktiir (Altinkaya ve Yalgm 2014).
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3.8. Ni(a,L) ve Ni(B,A) Simflan icin Katsayi Sinirlan

3.8.1. Tamm. O<a<Lu>0;z,welU ve g (3.1) ile tamiml1 bir fonksiyon olmak

tizere, (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

ervem%@—l{ig%#+MK@pﬂéyl1<%? (3.126)
ve
m%@—A{EQQTChQKW{EQQTI1<9§ (3.127)
w w 2

sartlarini sagliyorsa N (a,A) smifindadir (Caglar ve digerleri 2012).

3.8.2. Teorem. 0 < @ <1,4 >1 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

NE(a,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

2a
JA+u)? +a(u+24-22)

|a, |<

\(

|as |

< +
(A+p)° 24+u
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.126) ve (3.127) den
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(1—A>(f (Z)] +Af’(z>(f (Z)] [P

z z

(l—m(g(w)] mg'(w)(g(w)] ~[g(w)]"

T T
esitlikleri elde edilir. (3.128) de katsayilar esitlenerek

(A+wa, =ap,

22+ wa, + (u — 1)[1 + %)ai =ap; +——

\(

—(A+p)a, =oq,

~ QA+ pwa, + G+ u)[z + gjaj =ag; +——

esitlikleri elde edilir. (3.129) ve (3.131) den

Ve
20+ u)’a; =a’(p} +q;)
elde edilir. (3.130), (3.132) ve (3.134) den

a2 = 052(!’2""]2)
A+ +a(u+24-2%)
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ala -1gq;

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)



elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

2a
JO+ 1) +a(u+24-22)

la, |<

bulunur.

|a, | katsayisii bulmak i¢in (3.130) dan (3.132) yi ¢ikararak

a(a-1)

222+ 10, =222+ waf =ap, + X4 1 o, + 4D

> q,

_a’(pi+4i)  a(py =)
QA+ 2QA+u)

elde edilir. p,, p,,q, ve g, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

4o 2a

la, |< ~+
A+ 24+u

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

3.8.3. Sonug. Teorem 3.8.2 de u =1 almirsa Teorem 3.1.2 elde edilir.

3.8.4. Sonug. Teorem 3.8.2de A =pu+1=1 almirsa 0 <a <1 olmak ilizere o mertebeli

bi-yildizil fonksiyonlarm smifi Ny (e,1) = S (a) elde edilir. Bu takdirde

2a

1+«

la, |< ve la, |<a(d4a +1)

dir.
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3.85. Tanm. 0< <1, u>20,A21; z,weU ve g (3.1) ile tanimli bir fonksiyon

olmak tizere, (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu,

fel ve Re((l—l)(f(z))# + Af’(z)(ﬁr ] > B (3.135)
Ve
Re((l_@(mj“mgww{my“]>ﬂ G.136)
w w

sartlarin1 sagliyorsa N{ (B, A) smifindadir (Caglar ve digerleri 2012).

3.8.6. Teorem. 0< S <1,A>1ve u>0 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z)

fonksiyonu N{(fS,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

', |< min A1-p)  2(1-P)
1 (L+DQA+p) A+u

\(

, A1-4) 41-p)° 20-p)|
mm{(u+l)(2ﬂ,+u)’(ﬂ,+ﬂ)2 + 214_”}, 0<u<l
la; |<
2(1-5).
2+u’ =l

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.135) ve (3.136) dan
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(1—A>(f (Z)] +Af’(z)(f (Z)] —p+(-P)p(2)

z z

\(

(- A)(Mj + Ag'(w)(#] =+ (- Bgw)

w

esitlikleri elde edilir. (3.137) ve (3.138) de katsayilar esitlenerek

(A +wa, =(1=F)p,
@l+uwg+uv4fl+§}é=0—ﬂnb

\(

—(A+pa, =(1- Py,
—Ql+uwg+6+u{l+§}ﬁ=0—ﬂmz

esitlikleri elde edilir. (3.139) ve (3.141) den

P =4

\(

20+ w)’a; =(1-B)*(p! +4;)

elde edilir. Ayrica (3.140) ve (3.142) den
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(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)



(H+D2A+wa; =(1=B)p, +4,)

elde edilir. (3.144) ve (3.145) esitliklerinden

.. (1-p) 2 2
a, | Sz(mﬂ)z (p " +lq ")

\(

|2£ (l_ﬂ)
(u+DQ2A+ )

(I pyl+1g, 0D

|a,

elde edilir ve sirastyla Lemma 1.3.3 uygulanirsa

2T A+
Ve
@ |£\/ 41-B)
PV (e DA+ )
bulunur.

| a, | katsayisini bulmak i¢in (3.140) dan (3.142) ¢ikarilarak

2024+ pa, =224+ wya; =(1-B)p, —q,)

ve (3.143) den
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_=p) (i +47) , A=P)(p> ~ )
24+ p)’ 2024 + p)

3

elde edilir. p,, p,,q, ve g, katsayilar1 icin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

41-p)°  20-P)

|a3|S 2
A+ 24+

bulunur.

Diger yandan (3.139) esitligini (3.146) da kullanarak

P Sy A - S by (3.147)
24+ )| p+1 u+1

elde edilir ve (3.147) i¢cin Lemma 1.3.3 uygulanirsa

a, |< 1-f |pu+3 [1-u|
’ CQRA+ )| p+l u+l

elde edilir. Buradan

M=P) . p<pu<
QA+ w1+ p)
la; [<
20-p) .
W+1 uzl

elde edilir.

74



3.8.7. Sonu¢. Teorem 3.8.6 da u=1 alimnrsa 0<p <1, A>1 olmak iizere

Ny (B,A)=Bs (B, 1) smifi elde edilir. Bu takdirde

|a”£mm{P0—ﬁ{2O—ﬁ? e la<20=P)
QA+1)" A+l 24 +1

dir.

3.8.8. Sonug¢. Teorem 3.8.6 da A = +1=1 almirsa 0< 8 <1 olmak lizere f mertebeli

bi-yildizil fonksiyonlarm smifi Ny (a,1) =S5 () elde edilir. Bu takdirde

21- B 0<p<>
a4, 1<\20-B) ve |a,l< .
A-ps-4p;  S<p<l

dir.

39. § ;’Z (a,¢) Simfi icin Katsay:r Sinirlan

3.9.1. Tanim. Bir f € £ fonksiyonu,

21— a)zf"(2) + oz(zf (2)) ]
A-a)(f(2) = f(=2) +oz(f'(2) + f'(=2))

<¢(z)

\(

A1 - aywg'G) +awng )T
(1= a)(g(w) — g(—w) + an(g (w) + g (=)

sartlarini sagliyorsa S;’Z (a,¢) smifindadir (Crisan 2013).
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3.9.2. Teorem. (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu Sg.(a,$) smfinda ait bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde

BB,

<
1 R 2008 120507 3, -5,)

|a

\(

1 1 1
la, |< =B, + - B,
2 \1+2a 2(0+a)
dir.
Ispat. z,we U icin u(0)=v(0)=0,|u(z)|<1 ve |v(w)|<1 olmak iizere

2(zf"(2) + az” f"(2))
(I-a)(f(2) = f(=2) + az(f"(2) + ['(-2)))

=¢u(2), (zeU)

(3.148)

2(wg'(w) + aw’g"(w))
(- a)(g(w) — g(=w) + aw(g'(w) + g'(-w)))

=¢(v(w)), (wel)

olacak sekilde U da analitik u,v fonksiyonlar1 vardir. Ayrica p, ve p, fonksiyonlar:

1+ u(z)

p](z)zl_u(z):1+clz+czzz+--- (3.149)
Ve
pz(w)=%=1+b,w+b2w2+--- (3.150)
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olarak tanimlansin. u,v Schwarz fonksiyonlar1 oldugundan ve p,(0)= p,(0)=1 olmak

iizere p, ve p, fonksiyonlar1 U da analitik ve pozitif reel kisma sahip oldugundan

(3.149) ve (3.150) esitlikleri

@1 ]
u(z)—p](z)+1—2[cl +{c2 2} + ] (3.151)
ve
V(W):m:l[ble{bz _i}wz +] (3.152)
p,(wy+1 2 2

elde edilir. Devaminda (3.148) kullanilarak

2z"(2)+ 02 £1(2)) _ ¢(p] (z)—l]
(1-a)(f ()~ ) +az(f'(D)+['(=2) "\ py(2)+]
(3.153)
2(wg'(w) + ow’g" () _ ¢(p2(w>—1]
(- a)(g(w) - g(-w))+am(g W)+ g'(-w)) | p,(w)+1

sonucuna ulagilir. (3.153) esitliklerinden
1
21+ a)a, = EB]C]

2

| |
21+ 2a)a; =2 B, (cz —%‘j +o B}

\(
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1
~2(1+a)a, = Bb,

1 bl 1
21+ 2a)(2a; —a,) = EB, (bz - 7‘) + Zszf

elde edilir. Benzer islemler uygulanarak

a2 = 313(172 +¢,)
> 8[(1+2a)B2 +2(1+a)*(B, — B,)]

\

4, =—— B2 +—— _B(b,—c
P16+ a) T 8(1+2a) (b, = ¢2)

elde edilir ve Lemma 1.3.3 uygulanirsa teoremin ispati tamamlanir.

3.10. Ly (a,¢) Simfiicin Katsayr Simirlar

3.10.1. Tammm. Bir f € X fonksiyonu,

( 27/'(2) M 2 (2)) j< 5o
f@-12)) @+ f2)

\(

[ 2wg'(w) ][ 2wg'(w) ]< s
gw) —g(=w) ) \(g'(W) +g'(=w)
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sabordinasyon sartlarmni sagliyorsa L, (a,¢) smifindadir (Crisan 2013).

3.10.2. Teorem. (1.1) formunda verilen bir f(z) fonksiyonu Lg(a,¢) smifinda ait bir

fonksiyon ise

BB, (3.154)

la, |< - - -
J21(@® =3a +3)B> +2(2-a)* (B, - B,)|

\(

|a3|£lBl ! + ! - B, (3.155)
3-2a 22-a)

dir.

Ispat. f e Lgs(o,9) ve g=f ' olsun. Benzer islemler yapilarak

1
22-a)a, = EB]C]

1 ) 1
2(3-2a)a, - 2a(l-a)a; :EB, (cz —7‘)+sz&

\(

1
-22-a)a, :EB]b]
1

2
2(3-2a)(2a; —a,) - 2a(l-a)a; :%B, (bz —%‘j +ZBZb‘2
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esitlikleri elde edilir. Devaminda

at = 313(02 +b,)
P 8| (a*-3a+3)B*+22-a)*(B,-B,)|

\(

1 1
a :—B202+—B c,—b
P16(20-a)? ' 8(3-20) (€ =0)

bulunur ve Lemma 1.3.3 den (3.154) ve (3.155) de iddia edilen katsayir tahminlerine

ulasilir.
3.11. P, (a,A) ve B.(B,A) Smiflan i¢in Katsayr Simirlar

3.11.1. Tammm. g (3.1) ile tanimh bir fonksiyon olmak tizere, (1.1) formunda verilen

bir f(z) fonksiyonu

1-4 1
feZve arg[zf(—j;ff)]<% (0<a<1,120,zelU) (3.156)
z
ve
wre'w)\ ar
arg(—)l_/l <7 (0<0£S1,A,ZO, WEU) (3157)
g(w

sartlarmni sagliyorsa P, (a,4) smifindadir (Prema ve Keerthi 2013).

Eger =0 alinirsa a mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin S; (¢r) smifi elde edilir.
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3.11.2. Teorem. 0 < <1, A >0 olmak iizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

P, (a,A) sinifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

20
Ja+ D)1 +a+2)

la, [<

\(

4o 2a

< +
(1+24)° 2+2

|a, |

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.156) ve (3.157) den

2@ ooye 3.158
{ f(z),_l} [p(2)] (3.158)
Ve
{M} ~ [g(w)T" (3.159)
g(w)

esitlikleri elde edilir. (3.158) ve (3.159) da katsayilar esitlenerek

1+ A)a, =op, (3.160)

(3.161)
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\(

—(I+A)a, =g,

Q+A)(2a; —a,)=aq, +

A AT,
. |1-2-"gla
ale-g; | 2 2

2

2 (1+4)°

esitlikleri elde edilir. (3.160) ve (3.162) den

Ve
20+ A)%a; =a’(p) +4;)
elde edilir. (3.161), (3.163) ve (3.164) den

2o 2P tay)
P (a+1+ )1+ 1)

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 den

< 20
N (EETT)

|a

bulunur.

|a, | katsayisini bulmak i¢in (3.161) den (3.163) cikarilirsa
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/1’ 2 2 2
a(a-1)(p? —q7) (1”)(”2]“ (pr+ar)

2 (1+2)

(2+2)(2a; ~2ay) =a(p, —4,)+

bulunur ve p,,p,,q, ve g, katsayilari i¢in Lemma 1.3.3 uygulanirsa

- 4o’ . 2o
T+ A 244

|a, |

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

3.11.3. Sonu¢. Eger 0<a <1 i¢gin A =0 alinirsa

la, |< la, <40’ +a

VJi+a ’

bulunur. Bu durumda f(z) fonksiyonu o mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin Sy ()

sinifindadir.

3.11.4. Tammm. g (3.1) ile tanimlh bir fonksiyon olmak tizere, (1.1) formunda verilen

bir f(z) fonksiyonu,

fex ve Re(%}ﬂ (0<B<1, 120, zeU) (3.166)

\(

Re(w]>ﬂ 0<B<1, 1>0, wel) (3.167)
g(w)

sartlarmi sagliyorsa P (f,4) smifindadir (Prema ve Keerthi 2013).
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3.11.5. Teorem. 0< <1, A >0 olmak tizere (1.1) formunda verilen f(z) fonksiyonu

P.(B,A) smifina ait bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

20-p)
(1+A4)

la, |<

\(

41-p)’ L2-p)
1+4)°>  2+4

la, |<

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (3.166) ve (3.167) den

{z"lf'(@
S

}ﬂ +(1=pB)p(2)

\(

{w”g’(m

- } =B +(1-B)g(w)
g(w)

esitlikleri elde edilir. (3.168) ve (3.169) da katsayilar esitlenerek

(+D)a, =(1-p)p,

(1-2)
(1+2)?

2+ ay =(1-Pp)p, + (1-p)" p!

\(
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(3.171)



—(I+Da, =1~ p)q,

a-4

11 7)° (1-p8)"q,

2+A)Q2a; —a;,)=(1-P)q, +

esitlikleri elde edilir. (3.170) ve (3.172) den

p==q
Ve
20+ ) a; =(1=B)*(pi +47)
elde edilir. (3.170), (3.172) ve (3.175) den

az _ (l_ﬁ)(pz +Q2)
? 2(1- 1)

elde edilir. p, ve g, katsayilar1 i¢cin Lemma 1.3.3 den

20-p)
1+ A2)

la, [<

bulunur.

|a,| katsayisini bulmak i¢in (3.171) den (3.173) i ¢ikararak

2+A)1A-B)’ (P +47)

(2+A)2a; =(1-P)p, —q,) + (1+ﬂ)2

ve p,,P,,q,; Ve q, katsayilar1 i¢in Lemma 1.3.3 uygulanirsa
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(3.174)

(3.175)



41-p)°  2(0-p)

a, |<
4| 1+1)? 2+4

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

3.11.6. Sonu¢. Eger 0< <1 igin A =0 almirsa bi-yildizil fonksiyonlarin S; (B) elde

edilir ve

la, [SN2(1=B),  |ay|S4(1-B)° +1-B

bulunur.
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4. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde, kendisi ve tersi yalinkat olan fonksiyonlara sabordinasyon
prensibi kullanilarak yeni bir smif tanimlanmistir. Tanimlanan smifin katsayr sinirlari

arastirilmistir ve elde edilen sonuclar karsilastirilmastir.

Tezin tiglincli boliimii, bi-linivalent fonksiyonlarin katsayr tahminleri iizerinedir. Bu
bolim on alt basliktan olugmaktadir. Bu alt bashklarda cesitli yazarlar tarafindan
tanimlanan bi-iinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 verilmistir. Ayrica bu siniflara
cesitli teknikler uygulanarak elde edilen |a, | ve |a, | katsay: sinirlar ifade edilmistir
ve bulunan sonuglar birbiriyle karsilastirilmistir. Bu boliimiin  yedinci kisminda

B(A, u,¢) smifi tanimlanmis ve sabordinasyon prensibi uygulanarak,

BB,

|a2 |S 2 2
\/| 214222 +6A) B —(1+ A—pu+2A4) (B, +B,) | H1+A—u+2A4)° B,

Ve
B , B< (+A—p+2440
A1+2A-2u+6A1) T 21424 -2u+6A4)
lay |< | 20424 -2u+6ALB —(1+A— pu+2A40' (B’ +B) | B +2(1+2A—-2u+6A1)B’

A1 20+24-2u+6AWB’ —(1+A—u+220 (B’ + B) | H1+ A=+ 2248 B](1+2A—2u+614)

B> (A+A—p+200°
2A1+24—2u+624)

biciminde |a, | ve | a, | katsay1 sinirlart elde edilmistir (Altinkaya ve Yalgin 2014).
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Tanmmlanan B(A, u,¢) smifinda ¢ fonksiyonu 6zel olarak segilirse elde edilen |a, | ve

| a, | katsay1 sinirlart degismektedir.

Eger

1+z
1-z

] =1+2az+2a°z> +---  (0<a<l)

#(z) = (

olarak alinirsa

2a

la, |<
’ \/‘4(l+2l—2y+6l/,z)—3(l+l—u+2Ay)2‘a+(l+l—y+2lu)2

Ve
a ) o< I+ 24— p+20)°
1424 —2u+6Au T 4142420 +6AL)
lay|< [|414+ 24 =20+ 6A20) = 3(1+ A — pu+ 2A00)° | +4(1+ 24— 21 + 6A1) |’

[|414+ 24 =20+ 6A0) =31+ A — pu+20)" |+ A+ A — p+220)° (A1 + 22 =211+ 6A11)
(1+ 24— p+22u)° -
40424 -2u+6Au)

a<l

elde edilir. Bulunan bu |a, | ve |ay| smirlart Keerthi ve Raja (2013) tarafindan elde

edilen sinirlardan daha kiictiktiir (Altinkaya ve Yalgm 2014).

Eger

1+(1-20)z

P(z) = =1+2(l-a)z+2(1-a)z> +-- (0<a<])
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olarak alinirsa

g |< 2(0-a)
\/|| A1 —a)(1+2A—2u+6A1) —(3—20) (1 + A— p+2A1)° || + (14 A= pu+2A0)°

\(

l-a Y1424 =20+ 624) —(1+A— p+221)° <

; a<l
1+2A-2u+6Au 41+24-2u+6AL)

| 1S9 [[41-a)(1+24—2u+6A1) —(3—20) A+ A— p+244) |J1— ) + 41— )’ (1+24-2u+624)
[|4(1— ) (L +2A— 2+ 6A1) —(B3—20) 1+ A— 4+ 2200 | {1+ A— 4+ 2240 1A+ 24— 2u+6A1)
OSa<4(1+2/1—2u+6z,u)—(1+z,—u+22,u)2

41 +2A-2p+6A1)

elde edilir. Bu |a, | ve |a,| smirlari Keerthi ve Raja (2013) tarafindan elde edilen

sinirlardan daha kiiciiktiir (Altinkaya ve Yalgin 2014).
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