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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
SONLU CISIMLER UZERINDE TATE NORMAL FORMLAR
Buse CAPA

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Osman BiZIM

Bu calismada 6zel bir egri ailesi olan Tate normal formdaki eliptik egriler sonlu cisimler
iizerinde ele alinmis ve bu egriler iizerindeki noktalarin olusturdugu gruplarin yapilari
belirlenmistir.

Calismanin birinci bolimiinde, ikinci ve tigiincii boliimlere temel olusturacak kavramlar
verilmigtir. Cebirin ve sayilar teorisinin temel kavramlar1 ve temel teoremleri bu
boliimde ele alimmastir.

Calismanin ikinci boliimiinde, eliptik egriler, singililer egriler ve bu egrilerin sonlu
cisimler lizerindeki 6zellikleri incelenmistir.

Ugiincii bolim ise calismanin ana kismini olusturmaktadir. Bu bdliimde, oncelikle,
eliptik egrilerin Tate normal form kavrami tanimlanmistir. Daha sonra sirasiyla p asal
say1 olmak tizere sonlu [, cismi iizerinde tanimli1 Tate normal formdaki eliptik egriler
iizerindeki noktalar elde edilerek, egrilerin mertebeleri belirlenmistir. Elde edilen
sonuglara gore egriler mertebelerine gore smiflandirilmistir. Son olarak, egri iizerindeki
noktalarin mertebeleri kullanilarak, egri iizerindeki noktalarin olusturdugu gruplarin
yapilar1 belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik egriler, Sonlu cisimler iizerinde tanimli eliptik egriler, Tate
normal form, Sonlu cisimler lizerinde Tate normal formlar.

2011, viii + 91 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
TATE NORMAL FORMS OVER FINITE FIELDS
Buse CAPA

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Osman BiZIM

In this work, Tate normal forms of elliptic curves defined over finite fields are discussed
and the structure of groups of points on these curves are given.

In the first chapter, the concepts form the basis for the second and third chapters are
given. The basic concepts and theorems of algebra and number theory are discussed in
this chapter.

In the second chapter, elliptic curves, singular curves and properties of these curves
defined over finite fields are considered.

Third chapter is the main part of the work. First, the concept of Tate normal form of
elliptic curves are defined. Then by obtaining the points on the Tate normal form of the
elliptic curves defined over finite fields F, (where p is a prime), the orders of these

curves are determined. According to these results curves are classified with respect to
the orders. The group structures of the points on these curves are given by using the
order of the points on the curves.

Key words: Elliptic curves, Elliptic curves defined over finite fields, Tate normal form,
Tate normal form over finite fields.

2011, viii + 91 pages.
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1. GIRIS

Bu boliimde calismada kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanimlanacak ve bazi
temel teoremler verilecektir, bu bolim diger boliimler icin bir taban olusturacaktir.
Kisim 1.1 de grup teori ile ilgili baz1 kavramlar ele alinacaktir. Kisim 1.2 de sonlu

cisimlerin temel Ozellikleri tizerinde durulacaktir. Daha sonraki kisimlarda ise 6zellikle

sayilar teorisi ile ilgili kavramlarla ilgilenilecektir. Kisim 1.3 de bir Z, halkasindaki

ikinci dereceden kalan kavrami verildikten sonra sonlu cisimler {izerinde ikinci
dereceden kalanlarla ilgilenilecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir. Kisim 1.4
de ise sonlu cisimler iizerinde tigiincii dereceden kalan kavrami ve temel ozellikleri

verilecektir.

1.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda ¢alismada gerekli olacak grup teorisi ile ilgili baz1 kavramlarin tanimlar1 ve
ornekleri verilecektir. Grup ve alt gruplarinin mertebeleri arasindaki iliskiyi belirten
Lagrange teoremi grup teorinin en iyi bilinen ve en ¢ok kullanilan teoremlerinden

biridir.

1.1.1 Teorem (Lagrange). G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Bu durumda A

nin mertebesi G nin mertebesini boler (Fraleigh 1982).

Bu teoremin 6nemli sonuclari ise agsagidaki teoremlerde verilmektedir.

1.1.2 Teorem. Mertebesi asal olan her grup bir devirli gruptur, yani bu grup bir tek
eleman ile tiretilebilir (Fraleigh 1982).

1.1.3 Teorem. Sonlu mertebeli bir grubun her hangi bir elemanin mertebesi grubun

mertebesini boler (Fraleigh 1982).

1.1.4 Tamim. u , R halkasinin bir eleman1 olmak {izere, # nin ¢arpmaya gore tersi,



wv=vi =1
olacak sekilde bir v € R elemanidir. R halkasinda ¢carpmaya gore tersi olan bir elemana

birim (unit) denir ve R halkasindaki birimlerin kiimesi U(R) veya kisaca U ile gosterilir.

Ornegin Z tamsayilar halkasindaki birimler 1 ve —1 dir. Asagidaki teorem, Z,

halkasindaki birimleri belirlemektedir.

1.1.5 Teorem. u € Z, nin bir birim olmasi i¢in gerek ve yeter sart (u, n) = 1 olmasidir

(Fraleigh 1982).

Ornegin, Ze daki birimler Us = { 1, 5 } ve Zg deki birimler Uy = { 1, 3,5, 7 }
dir.

1.1.6 Tamm. g € Z,, U, yi uiretiyorsa g ye modiilo n de bir ilkel kok denir.

Eger g bir ilkel kdk ise g nin 0 ile n — 1 arasindaki tiim kuvvetleri birbirinden farklidir

ve bunlar U, yi olustururlar. Ornegin, modiilo 5 de 2 ve 3 birer ilkel koktiir, bu iki

elemanin kuvvetleri Us 1 olusturur.

flkel kék teoremi, her bir asal saymin ilkel bir kdkiiniin var oldugunu ve iistelik modiilo
p de bunlarin sayisinin tam olarak @(p — 1) tane oldugunu belirtir, burada

gm)y=#{a|l<a<mve(a,m)=1}

Euler Phi fonksiyonudur. Ornegin, modiilo 11 de ¢(10) = 4 oldugundan 4 tane ilkel kok

vardir ve bunlar 2, 6, 7 ve 8 sayilaridir.

Halkalar teorisinde, R halkasindaki her a € R igin n-a = 0 olacak bi¢imde bir n € N

sayisinin varligt olduk¢a onemlidir. Burada n-a, n tane a nin toplamini belirtmektedir,
yani

ata+...ta=na

dir.



1.1.7 Tanim. R bir halka olmak tiizere her a € R i¢in n-a = 0 olacak bi¢gimde bir n € N

sayist varsa bu sekildeki sayilarin en kiicligline R halkasinin karakteristigi denir. Eger

bdyle bir say1 yok ise R halkasinin karakteristigi O olarak alinir.

Ornegin, Z, R, Q ve C halkalarmin karakteristigi 0, Z, halkasin karakteristigi ise n

dir. Asagidaki teorem bir birimli halkanin karakteristiginin nasil belirlenecegini

gostermektedir.

1.1.8 Teorem. R birimli (birimi 1) halka olsun. R nin karakteristiginin » > 0 olabilmesi
icin gerek ve yeter sart n sayisinin n-1 = 0 olacak bigimdeki en kiigiik pozitif tamsay1

olmasidir (Fraleigh 1982).

1.1.9 Tanim. F ve L, F c LL 6zelliginde iki cisim ve « € L olsun. a,, ai, ..., a1 € F

ve

X =ac+a X+ ...+ a, X" +X"

olmak tizere f{) = 0 olacak bigimde bir f polinomu varsa « ya [F cisminde bir cebirsel
sayt denir. Eger IL nin her eleman1 F de bir cebirsel say1 ise IL cismine [F nin bir cisim
genislemesi denir. L., F nin bir cisim genislemesi olmak iizere

F={ael|aF decebirsel say1 } c L

kiimesine I nin bir kapanisi denir.

Ornegin, 41 +3 sayist (Q da bir cebirsel sayidir ve C, Q nun bir cisim genislemesidir.

Q ile C nin kapanislar1 ise C dir.



1.2 Sonlu Cisimler

p bir asal say1 olmak {izere modiilo p deki tamsayilar mertebesi p olan F, cismini

olustururlar. Her bir p asal sayisi ve n € N i¢in mertebesi p” olan bir sonlu cisim vardir.
Bu cisim literatiirde mertebesi p" olan Galois cismi olarak bilinir ve GF(p") ile

gosterilir.

E, F cisminin n. dereceden bir cisim genislemesi ve F cisminin eleman sayis1 p ise
cisminin p" tane eleman1 vardir. Bunun sonucu olarak, [E, karakteristigi p olan bir sonlu

cisim ise belli bir n € N i¢in [E nin p” tane elemani vardr.

1.2.1 Tanmm. F sonlu bir cisim ve « € [F olmak iizere o' = 1 ise a ya [F cisminin n. kékii
denir, eger n bu 6zellikteki en kiigiik pozitif tamsay1 ise « ya birimin n. ilkel kokii denir.
Ornegin x° = 1 igin

X—l=(x-1E+x+1)=0

oldugundan birimin tigiincii ilkel kokleri,

_1-4f3i e 14430
2

x1=1,x,= € X3
2

dir.

Birimin ilkel kokii tanimi dikkate alinirsa, p” elemanli sonlu bir F cisminin sifirdan

farkli olan tiim elemanlari birimin p" — 1. kokleridir.



1.3 ikinci Dereceden Kalanlar

Bu kisimda ilk olarak bir Z, halkasindaki ikinci dereceden kalanlar ecle alinacak, daha

sonra p bir asal say1 olmak lizere IF, sonlu cismi iizerinde ikinci dereceden kalanlarla

ilgilenilecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

1.3.1 Tamm. a € Z, n € N ve (a, n) = 1 olmak iizere

x* = a (mod n) (1.1)

olacak bicimde bir x € Z varsa a € Z ye modiilo n de bir ikinci dereceden kalan denir.

Modiilo n de ikinci dereceden kalanlarin kiimesi @, ile gosterilir.

Eger (1.1) denkliginin bir ¢6ziimii yoksa bu durumda a € 7Z ye modiilo n de bir ikinci

dereceden kalan degildir denir.

Ornegin modiilo 11 deki ve modiilo 8 deki ikinci dereceden kalanlarin kiimesi, sirasiyla,

01 ={1,3,4,5,9}veQs={1}
dir.

Calismada n = p asal say1 olmasi hali ile ilgileneceginden asagida bu durumla ilgili baz1

teoremler verilmistir.

-1 .
P tane ikinci dereceden

1.3.2 Teorem. p > 2 asal say1 olmak iizere modiilo p de

tane ikinci dereceden kalan olmayan eleman vardir (Silverman 2006).

kalan ve p-1
2

1.3.3 Teorem (Carpim Teoremi). p bir tek asal say1 olmak iizere



i. Modiilo p de iki tane ikinci dereceden kalan sayimin ¢arpimi bir ikinci dereceden kalan
sayidir.

ii. Modiilo p de bir ikinci dereceden kalan ve bir ikinci dereceden kalan olmayan sayinin
carpimi bir ikinci dereceden kalan degildir.

iii. Modiilo p de iki tane ikinci dereceden kalan olmayan saymin c¢arpimi bir ikinci

dereceden kalan sayidir (Silverman 2006).

Verilen bir a € Z sayisinin ikinci dereceden kalan olup olmadigini belirlemek i¢in adina

Legendre sembolii adi verilen bir sembol kullanilir ve bu sembol asagidaki gibi

tanimlanir:

1.3.4 Tamim (Legendre Sembolii). a € Z ve bir p > 2 asal sayisi i¢in a tamsayisinin

Legendre sembolii

+1 x*>=a (mod p)nin bir ¢dziimii var

ER

—1 x* =a (mod p)nin ¢dziimii yoktur

+1 a bir ikinci dereceden kalan
=<0 pla
—1 abirikinci dereceden kalan degil

olarak tanimlanir.

Ornegin, p =11 ise

+1, a=1,3,4,5,9 (modl1)

(l"—ljz 0, 1]a
~1, @=2,6,7,8,10 (mod11).
dir.

Asagidaki teorem, x* = —1 (mod p) denkliginin hangi asal sayilar igin bir ¢oziimii

oldugunu gostermektedir.



1.3.5 Teorem. —1 sayisinin modiilo p de ikinci dereceden bir kalan olmasi i¢in gerek ve

yeter sart p = 1 (mod 4) olmasidir (Silverman 2006 ve Mollin 2000).

1.3.6 Teorem. p > 2 asal say1 ve p | a olmak iizere ¢ nin modiilo p de bir ikinci

()
dereceden kalan olmasi i¢in gerekli ve yeter sart ¢ > = 1 (mod p) olmasidir

(Silverman 2006).

Jacob Jacobi, Legendre semboliinii bilesik modlar i¢in genellestirmis ve Jacobi

semboliinii agagidaki gibi tanimlamustir.

1.3.7 Tanim (Jacobi Sembolii). » € N bir tek say1, a € Z ve (a, n) = 1 olsun. p; ler

k
asal sayilar olmak iizere n = H p, olsun. Bu durumda n sayisi i¢in a tamsayisinin

-1

olarak tanmimlanir, bu esitligin sag tarafindaki sembol Legendre semboliinii

Jacobi sembolii

belirtmektedir.

Ornegin, n =105=3 -5 -7 ise a = 2 tamsays! i¢in,

(3B

dir.

Kronecker sembolii adi verilen sembol yukaridaki sembollerin en genelidir. Dikkat
edilirse, Jacobi sembolii 7 sayisinin bir tek say1 olmasi halinde tanimlidir, Kronecker

sembolii ise herhangi bir n dogal sayis1 i¢in tanimlidir.



1.3.8 Tamim (Kronecker Sembolii). n € N ve 4 € Z sayisi 4 = 0, 1 (mod 4)

ozelliginde bir tam kare olmayan say1 olsun. Bu durumda m tek say1 ve n = 2°m

ozelliginde bir say1 olmak iizere,

0 (A,n) > 1
) 12)() e

olarak tanimlanir, burada

(Aj _ {+1, A =1(mod8)

2) ]-1, A=5(mods)

ve (A), Jacobi semboliinii belirtir. Ozel olarak, A = 2*d (d € 7Z tek) ve (n, A) = 1
m

olmak tlizere
k d-1n-1
(4)-(2) ()=
n n |d |

olur, burada (lZ’_J , Jacobi semboliinii belirtmektedir.

Ornegin, n =2831453 =1033 - 2741 ve A= 21484 = —4-41 - 131 =—4- 5371 igin

AY _(2) (2831453 (_1)537;“ ML (2831453
n) \n) \ 5371 5371

ve 2831453 = 936 (mod 5371) oldugundan

2831453) _ (936 \_( 2 Y ( 3 Y[ 13
5371 5371) \5371) \5371) (5371

yazilabilir ve 5371 = 3 (mod 8) oldugundan

(3 (s3I (2,
5371 13 5371

olarak bulunur.



Ozellikle denkliklerin ¢oziimlerinde kullanilan Fermat’in kiiciik teoremi sayilar

teorisinin en iyi bilinen teoremlerinden biridir.

1.3.9 Teorem (Fermat’in Kii¢iik Teoremi). p bir asal say1 ve a, modiilo p de sifirdan

farkl1 bir say1 olsun. Bu durumda

a’" =1 (mod p)

dir (Silverman 2006).

1.4 Uciincii Dereceden Kalanlar

Bu kisimda [, sonlu cismi iizerinde tgiincii dereceden kalanlarla ilgilenilecek ve
bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.
1.4.1 Tamim. p bir asal say1 olmak iizere
x* = a (mod p) (1.2)
olacak bi¢imde bir x € Z varsa a € Z ye modiilo p de bir iigiincii dereceden kalan denir.

Modiilo p de tglincii dereceden kalanlarin kiimesi K, ile gosterilir. Eger (1.2)

denkliginin bir ¢éziimii yoksa bu durumda a € Z ye modiilo p de bir iigiincii dereceden

kalan degildir denir.

1.4.2 Teorem. p = 1 (mod 3) bir asal say1 olmak iizere x> = ¢ (mod p) denkliginin

p-1

¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart @ * =1 (mod p) olmasidir (Namli 2001).

1.4.3 Teorem. Modiilo p de farkli ii¢lincii dereceden kalanlarin sayist,

p=1(mod3) ise p;r2,

p =2 (mod 3) ise p

dir (Naml1 2001)



2. ELIiPTiK EGRILER

Bu béliimde eliptik egriler hakkinda bazi 6n bilgiler verilecektir. Kisim 2.1 de eliptik
egrilerin nasil ortaya ¢iktig1 tizerinde durulacak ve eliptik egri kavrami tanimlanacaktir.
Kisim 2.2 de bir cisim iizerinde tanimlanmis olan bir E eliptik egrisinin noktalarinin
olusturdugu kiime iizerinde toplama islemi tanimlanacak ve bu kiimenin bir grup
yapisina sahip oldugu gosterilecektir. Kisim 2.3 de eliptik egriler iizerindeki sonlu
mertebeli noktalarla ilgilenilecek ve bir £ eliptik egrisi lizerinde mertebesi iki ve ii¢ olan
noktalarin grup yapisi verilerek n-mertebeli noktalarin grup yapisi ile ilgili sonuglar ele
alimacaktir. Kisitm 2.4 de singiiler egri kavramu ile ilgilenilecek ve singiiler egriler
tizerinde bulunan singiiler olmayan noktalarin grup yapisi ile ilgilenilecektir. Kisim 2.5

de Q iizerinde tanmiml E eliptik egrisinin 6zellikleri belirtilecektir. Kisim 2.6 da sonlu

bir cisim iizerinde tanimli eliptik egriler ele alinacaktir. Kistm 2.7 de bir E eliptik

egrisinin indirgemesi kavrami {izerinde durulacaktir.

2.1 Eliptik Egriler

Eliptik egriler teorisi, Fermat’in son teoreminin ¢dziimiindeki roliiniin 6neminden
dolay1 matematigin oldukga popiiler bir ¢alisma alan1 haline gelmistir. Eliptik egriler,
¢ok uzun zamandir ¢dziilemeyen problemlerin bile ¢oziilmesinde rol oynayan cebirin en
modern kavramlarindan birisidir. Eliptik egrilerin, matematik diinyasina girisi, ilk
olarak Diophant’in Arithmetica’sinin dordiincii kitabindaki yirmi dordiincii problemde
goriiliir. Burada ki problem su sekildedir; verilen bir a sayisi, dyle iki parcaya ayrilsin

ki, bu iki par¢anin ¢arpimi baska bir sayimnin kiipii ile kendisinin farkina esit olsun, yani
y(@-y)=x-x 2.1)

ozelliginde x ve y sayilar1 bulunabilir mi? Diophant bu problemi, a = 6 i¢in & = 3 olmak

lizere,
x=ky-1

alarak ¢ozmiistiir. Boylece (2.1) denklemi,

y(6-»)=Cy-1y-3y+1
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haline gelir ki, bu denklemin ¢oziimleri y = 0 kath kok ve y = % bi¢imindedir. y = 0

katl kokii goz oniine alinmazsa, y = 26 icin x = L olarak bulunur.

Diophant’in probleminin ¢ézlimiine modern bir yaklasim su sekildedir: (2.1) esitliginin

kath kokii olan 0 yardimiyla egri tizerindeki (-1, 0) noktasi elde edilir. Bu noktadan bir
< o - e e . (17 26
teget dogru cizilirse bu dogru (2.1) esitliginin belirttigi egriyi 577 noktasinda

keser. Dolayisiyla, problemin ¢ozimii %, 136 [6—é+@

Y =27 7} olup bu sayilarin
carpimi da
(11}3 By
9 9
sayisina esittir. Asagidaki grafikte, (2.1) esitliginin belirttigi egri ve ele alinan esitligi

gercekleyen nokta goriilmektedir.

¥(6—y)=x>—x

4

Sekil 2.1. y (6 — y) = x° — x egrisi

Eger (2.1) denkleminde a = 6 alinir, her iki taraftan 9 ¢ikarilir ve
xX—-—xvey—y+3
degisken degisimleri uygulanirsa,

E:y2=x3—x+9

11



egrisi elde edilir. Dikkat edilirse, x> — x + 9 denkleminin farkli kokleri vardir. (1, 0) ve

(%,%) noktalari ise E : y* = x’ — x + 9 egrisi iizerinde sirasiyla, R = (1, —=3) ve R * R

= (—%,—%] noktalarina karsilik gelir. R * R noktasinin x eksenine gore simetrigi

alinarak F iizerinde, 2R = (— %7,%) noktasi elde edilir.

/ P+Q
$=2R

M=x"—|x+9

Sekil 2.2. £ : y* =x’ —x + 9 egrisi

Yukaridaki sekilde yeni egri ve R, R * R noktalar1 goriilmektedir. Diophant bu islemleri
yaparken ileride adina eliptik egriler teorisi denilecek olan bir teorinin temellerini de
atmistir. Yaptigr bu islemler ile egri iizerindeki noktalarin olusturdugu kiimenin

toplamsal bir grup oldugu daha sonra goriilmiistiir.

2.1.1 Tanmm. F karakteristigi 2 ve 3 ten farkli bir cisim olsun. 4, B € [F olmak iizere
E:y2=x3+Ax+B

bicimindeki denklemin tiim c¢oziimlerinin olusturdugu sirali ikililerin kiimesine bir
eliptik egri denir. Bu denkleme E eliptik egrisinin Weierstrass normal formu veya

sadece Weierstrass formu denir.
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Eger E, F cismi lizerinde tanimh bir eliptik egri ise £ iizerindeki rasyonel noktalarin
kiimesi E(IF) ile belirtilir, yani

EF)={0}U{(x,y) e FxF |y =x+A4x+B}

dir.

Kisim 2.2 de bir eliptik egri iizerindeki noktalarin kiimesinin bir grup ve “sonsuzdaki
nokta” adi verilen, O = (o, ) ile gdsterilen noktanin bu grubun birim elemani oldugu
goriilecektir. Bu nedenle bu noktanin daima E eliptik egrisi lizerinde oldugu kabul

edilecektir.

Ustelik x* + 4x + B kiibik polinomu katli koke sahip olmamalidir, yani E bir eliptik egri
ise
44° +27B* 0
dir. Ornegin;
2

y =x3+lvey2=x3—x

birer eliptik egri belirttigi halde

V= vey =2+ 22
esitlikleri (x* ve x* + x* katl koke sahip oldugundan) birer eliptik egri belirtmez.

Bununla birlikte x* + Ax + B kiibik polinomunun katli kok bulunmasi hali de oldukca
ilging bir durumdur. Eger kiibik polinomun katli kokleri var ise y* = x* + Ax + B esitligi

adina singiiler egriler denilen egrileri belirtir.

Bir eliptik egrinin Weierstrass uzun formu asagidaki gibi verilir.

2.1.2 Tammm. ay, a,, as, a4, as € IF olmak lizere

E:y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6
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bicimindeki denkleme FE eliptik egrisinin Weierstrass uzun formu denir.

Bu denklem i¢in Tate degerleri
by = ai +4a,
b4 = a) aj + 2614

be = a32 +4ag

2 2 2
bs=a;as—aiasas +4ar a¢+ara;— a,
_ 2
Cq4 = b2 f24b4

olarak tanimlanir. Bundan baska E eliptik egrisinin diskriminant: ve j degismezi
C3
A(E)=— b bg —8b,—27b;+9by by bs ve j= XA

olarak tanimlanir.
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Sekil 2.3. Eliptik egri rnekleri

2.2 Eliptik Egrilerin Grup Yapisi

Bu kisimda su ana kadar yalnizca nokta kiimesi olarak ele alinan eliptik egrilerin,
lizerinde tanimlanan toplama islemi yardimiyla aslinda bir abel grubu oldugu

goriilecektir. Boylece eliptik egriler iizerinde cebirsel islemler de yapilabilecektir.

2.2.1 Tammm. E bir eliptik egri, O = (o0, ) ve P, Q € E olsun (Sekil 2.4). P ve O

noktalarindan gecen dogru / olarak adlandirilsin. E eliptik egrisinin Weierstrass



esitliginin derecesi 3 oldugundan / dogrusu ile E eliptik egrisi P ve Q disinda R gibi
ticlincii bir noktada kesisir. P ve Q noktalarinin toplami olan P + Q, az 6nce elde edilen

R noktasinin x eksenine gore simetrigi olarak tanimlanir.

Sekil 2.4. Eliptik egri lizerindeki toplama islemi

Bu toplama islemi analitik olarak soyle ifade edilebilir: P = (x1, y1) ve O = (x2, ¥2), E
eliptik egrisi lizerinde farkl iki nokta ve bu iki noktadan gecen / dogrusunun denklemi
y=mx+bise

VY =x"+Ax+Bvey=mx+b
denklemlerinden
X —m*x*+(4d-2mb)x+B-b*=0

esitligi elde edilir. Bu kiibik polinomun kdokleri x;, x, ve R = (x3, y3) noktasinin x

koordinati x3 olmak iizere, R noktasinin x eksenine gore simetrigi olan nokta
P+ Q= (x3,-y3)

noktasidir.

Bu sekilde tanimlanan toplama islemi Ornekler yardimiyla asagidaki sekilde
aciklanabilir; ilk olarak

E :y2=x3—2x
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egrisi ve bu egri tizerindeki P = (0, 0) ve Q = (-1, 1) noktalar1 dikkate alinirsa P ve Q
noktalarindan gecen / dogrusunun denklemi y = —x olur. O halde, bu egri ve [/
dogrusunun kesistikleri noktalar

¥ -xX-2x=0

denkleminden (0, 0), (-1, 1) ve (2, —2) olarak bulunur. Dolayisiyla, P * Q = (2, -2) ve
bu noktanin x eksenine gore simetrigi olan nokta, yani P + Q = (2, 2) dir. Asagidaki

sekilde £ egrisi iizerindeki P, Q, P * Q ve P + Q noktalar1 goriilmektedir.

y2=x3 - 2x

P+Q

Sekil 2.5. P= (0, 0) ve O = (-1, 1) noktalariin toplami1

Yukarida farkli iki noktanin toplamu ile ilgili bir 6rnek ele alinmistir, simdi
Ey:y’=x"+2
egrisi tizerindeki R = (-1, 1) noktasinin kendisi ile toplami dikkate alinacaktir. Bu

durumda £, egrisinin R noktasindaki tegeti olan / dogrusunun denklemi y = % dir.

E, egrisi ile [ teget dogrusunun kesistikleri noktalar (x + 1)* (x — %7) = 0 esitligi

yardimiyla, (=1, 1) ve (%, %) olarak bulunur. Dolayisiyla R * R = (%, %) ve

1 1 . . .. . .
boylece R + R = (?7 , —%) olarak elde edilir. Asagidaki sekilde E, egrisi lizerindeki R,

R * R ve R + R noktalar goriilmektedir.
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—7| R+ R

Sekil 2.6. R = (-1, 1) noktasinin kendisi ile toplami1

2.2.2 Teorem. E, F cismi lizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Bu durumda £ eliptik

egrisi lizerindeki noktalar agsagidaki 6zellikleri gergeklerler:

i. Py, P, € E(IF) olmak iizere P, + P, = P, + P; dir (degisme 6zelligi),

ii. P € E(FF) olmak {izere P + O = P dir (birim eleman 6zelligi),

iii. P € E(F) ise P+ P'= O olacak bigimde bir P’ € E(F) vardir ve P'= —P dir (ters

eleman 6zelligi),

iv. Py, P>, P3; € E(F) olmak iizere (P, + P,) + P; = P, + (P, + P3) dir (birlesme

ozelligi) (Washington 2003).
Yukarida verilen teorem, E eliptik egrisi tizerindeki noktalarin olusturdugu kiimenin
toplama islemine gore bir degismeli grup oldugunu belirtmektedir. Daha 6nce de

belirtildigi gibi sonsuzdaki nokta “O” bu grubun birim elemanidir.

Weierstrass uzun formda verilen bir eliptik egri lizerindeki toplama islemi asagidaki

gibi verilir.

2.2.3 Tanmm. (Schmitt ve Zimmer 2003) ' cismi lizerinde tanimli Weierstrass uzun

formda verilen
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E:y’+axy+a,y=x" +a,x’ +a,x+a,
eliptik egrisi i¢in P (x,,y,), P (x,,¥,) € E(F) olmak iizere,
L =B =(x,~y —ax —a)

ii. b, =-P, ise,yanl x, =x, ve y, +y, +a,x, +a; =0 ise

P1+P2:0
iii. P, # —P, ise,
a) x, # X,
- X, = VX
1=22 yl’ y = 2% y“=y1—ﬂx1
Xy =X Xy =X

b) x, = x, ise

2 3

/1=3x1 +2a,x, +a, —a,y, L, N +a,x, +2a, —a,y,
3
2y, +ax, +a, 2y, +ax, +a,

olmak tizere, Py + P> = P3 = (x;,,)1se
x,=A +al-a,—x —x,
Vi=—(A+a)x;—v-a; = Ax —x;) =y —ax; —a,

dir.

2.2.4 Ornek. Weierstrass uzun formda verilen
Y 4+xy—y=x —x’
eliptik egrisi iizerinde bulunan P, = (0, 1) ve P, = (1, 0) noktalarinin toplamini elde

etmek i¢in,

ve



_ DX TN

1.1-0.0 1
X, — X, 1-0

v

olarak bulunur. Boylece
X, = +ad—a,—x —x,=(-1)" +1.(-1)=(=1)-0-1=0
V;=—(A+a)x;-v—-a,=—(-1+1).0-1-(-1)=0

olup, P, ve P, noktalarinin toplami P3; = (0, 0) olarak elde edilir.

2.3 Eliptik Egriler Uzerindeki Sonlu Mertebeli Noktalar

Bu kisimda, E eliptik egrileri iizerindeki sonlu mertebeli noktalar, yani biikiim
(torsiyon) noktalar1 ile ilgilenilecektir. ilk olarak sonlu mertebeli nokta kavrami
aciklanacak daha sonra bir E eliptik egrisi iizerinde mertebesi iki ve {i¢ olan noktalarin
grup yapist verilecek ve son olarak n-mertebeli noktalarin grup yapisi ile ilgili sonuglar

ele alinacaktir.

2.3.1 Tanim. E, F cismi iizerinde taniml1 bir eliptik egri ve n € N olsun. Bu durumda

nP=0

olacak bi¢cimdeki P € E(IF) noktasina biikiim (torsiyon) noktast ya da sonlu mertebeli

nokta denir. Bu sart1 saglayan en kiiciik n sayisina P noktasinin mertebesi denir. Eger P
noktasi bir biikiim noktasi degilse bu nokta sonsuz mertebeli nokta olarak adlandirilir.

2.3.2 Tanim. E, F cismi iizerinde taniml1 bir eliptik egri ve n € N olmak tizere

Eln]={Pe EF)|nP=0}

kiimesine E eliptik egrisinin n. mertebeden noktalarimin kiimesi ya da n-biikiim

noktalarimin kiimesi denir.
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Dikkat edilirse E[#n] kiimesi E(ﬁ) iizerinde tanimlanmigtir. Ayrica E[z] nin E nin bir alt

grubu oldugu agiktir. Burada her » € N i¢in O € E[n] dir.

Bir eliptik egri tizerindeki iki mertebeli noktalarin olusturdugu grubun yapisi asagidaki

onermede belirtilmistir:

2.3.3 Onerme. E, F cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Eger, [F karakteristigi

ikiden farkl: bir cisim ise

E2127Z, ®Z,
dir. Eger [ karakteristigi iki olan bir cisim ise
E[2]1=2{ 0} veyaZ,

dir (Washington 2003).

Asagidaki onermede bir eliptik egri {lizerindeki iic mertebeli noktalarin olusturdugu

grubun yapisi belirtilmistir:

2.3.4 Onerme. E, F cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Eger, IF karakteristigi

iki ve ligten farkli bir cisim ise

E [3] =275 @ 7Zs
diir. Eger [F karakteristigi {i¢ olan bir cisim ise

E[3]1={ 0} veyaZs;

diir (Washington 2003).

Asagidaki teoremde ise bir eliptik egri tizerindeki » mertebeli noktalarin olusturdugu

grubun yapisi belirtilmektedir:
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2.3.5 Teorem. E, [ cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri, n € N olmak tizere ' nin
karakteristigi n yi bolmiiyor veya sifir ise
Enl=Z, ®7Z,

dir. Eger T nin karakteristigi p > 0 ve p | n ise p { m olmak tizere n = p'm igin

Enl=Z, ®Z, veya E[n] & Z, ® Z

dir (Washington 2003).

2.3.6 Uyari. Karakteristigi p olan bir cisim iizerinde tanimli £ eliptik egrisi i¢in E[p] =

Z, 1se E eliptik egrisine siradan (ordinary) egri ve E[p] = { O } ise siipersingiiler egri

denir.
2.4 Singiiler Egriler

x* + Ax + B = 0 kiibik denkleminin birbirinden farkli kokleri ya da kath kokleri
bulunabilir. Eger bu kiibik denklemin katli kokii var ise y* = x* + Ax + B esitliginin
belirttigi egrinin bir eliptik egri olmadig1 daha 6nce belirtilmisti. Acaba x’ + Ax + B =0
kiibik denklemi katli kdk bulunduruyorsa ne olur? Toplama kurali bu durumda da

gecerli olur mu? Bu kisimda bu sorulara yanitlar aranacak, bu durumda eliptik egrinin

noktalarinin olusturdugu kiime iizerindeki toplama isleminin, F nin elemanlarinin

toplami, F* = F \ {0} in elemanlarinin ¢arpimi veya F nin bir genislemesindeki

elemanlarinin ¢arpimina doniistiigii goriilecektir. Ik olarak bu katli kokler yardimiyla
elde edilen egri iizerindeki noktalar adlandirilacak ve bu noktalarin karakteri

belirlenecektir.

2.4.1 Tammm. C cebirsel egrisi f(x, y) = 0 denklemiyle verilsin. Bu durumda P = (x,, y,)

€ C noktasmnin C egrisinin bir singiiler noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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g (X0, Vo) =0 ve g (X0,0) =0
ox oy

olmasidir.

Eger P = (xo, yo) noktasinda birinci kismi tiirevler sifirsa singiiler nokta katli bir
noktadir. Bu kath nokta, iki farkli tegetinin olmasi halinde diigiim (node) noktasi, iki
tegetinin ¢akismasi halinde ¢ikinti (cusp) noktasi olarak adlandirilir. Singiiler noktalar
olan egriye singiiler egri, singiiler noktalar1 olmayan bir egriye de singiiler olmayan

egri denir.

2.42 Onerme. Weierstrass uzun formunda verilen eliptik egriler asagidaki gibi
siiflandirilabilir:

i. Egri singiiler degildir < 4 # 0. Diger durumda egri tek bir singiiler noktaya sahiptir,
ii. Egrinin bir diigiimii vardir < A= 0 ve ¢4 # 0 dur,

iti. Egrinin bir ¢ikintisi vardir < A= 0 ve ¢4 = 0 dir (Silverman 1986).

Ornegin £, : y* =x° ve E; : y* = x* + ax’ (a € F*) denklemleriyle verilen egriler birer

singiiler egridirler. P = (0, 0) ve O noktasinin bu egriler iizerinde oldugu aciktir. Ayrica
A= Ag = 0 oldugundan bu egrilerin j degismezleri tanimli degildir. Ustelik Cqp =0
Ve Cyp = 164” oldugundan E, egrisinin ¢ikintisi ve E, egrisinin diigiimii vardir. Her iki
halde de singiiler nokta P = (0, 0) noktasidir. Bu noktanin singiiler nokta oldugu kismi
tiirevler yardimiyla gériilebilir. Ornegin E egrisi igin,

fey)=y'-x=0

fonksiyonun kismi tiirevleri

dir. O halde
yV-x'=0, 3% =0, 2y=0
denklemleri birlikte diisiiniiliirse karakteristik ne olursa olsun bu ii¢ denklemin bir tek

¢Oziimiiniin x = y = 0 oldugu goriiliir.
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(0, 0) \ '\\_/m@f

) 3 \\ ] ] i)
y=x ¥V =X +ax

P = (0, 0) noktasi bir ¢ikintidir. P = (0, 0) noktas1 bir diigiimdiir.

Sekil 2.7. Singiiler egriler

ilk olarak E; : y* = x* denklemi ile verilen singiiler egri ele alinacak ve bu singiiler
egrinin Ozellikleri iizerinde durulacaktir. Dikkat edilirse, P = (0, 0) noktasi E;
iizerindeki tek singiiler noktadir. Bu noktadan gecen herhangi bir dogru £, egrisini bu
noktadan baska en ¢ok bir noktada kesebileceginden P = (0, 0) noktas1 ile egrinin
herhangi bir noktasinin toplanmasi miimkiin degildir, yani bu singiiler nokta ile egrinin
singliler olmayan noktalar1 toplanamaz. Bu nedenle egri iizerindeki singiiler olmayan

noktalar ve sonsuzdaki nokta olan O noktasinin olusturdugu noktalarin kiimesi dikkate

almir, bu noktalarin kiimesi E, () ile gosterilir. Bu kiimenin noktalar1 ile toplama

islemi yapilir ve bu noktalar i¢in toplama islemi daha oOnceki gibi tanimhidir. Bu
durumda egrinin singiiler olmayan herhangi iki noktasindan gegen dogru higbir zaman P

= (0, 0) noktasindan ge¢cmez.
Asagidaki teorem bu singiiler egrinin iizerindeki singililer olmayan noktalarin

olusturdugu E,(IF) kiimesinin bir toplamsal grup oldugunu gostermektedir:

2.4.3 Teorem. [ cismi iizerinde tammli £, : y* = x° egrisi verilsin. E,(F), O noktasi ile

birlikte £ tizerindeki singiiler olamayan noktalarin kiimesi olsun. Bu durumda

En@) >F, (x,7)> >, 00
y
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dontisiimii bir izomorfizmidir ve FE,(FF) bir toplamsal gruptur (Washington 2003,

Silverman ve Tate 1992).

Benzer sekilde, £, : y2 = x* + ax” denklemi ile verilen singiiler egri igin de P = (0, 0)

noktas tek singiiler noktadir. o* = @ olmak iizere E, egrisinin denklemi

2
-
X

olarak da yazilabilir. x, 0 noktasina yaklastik¢a bu esitligin sag tarafi a ya yaklasir. O

2
(Zj =aveya
X

olur. Bu ise (0, 0) noktasindan gegen tegetlerin

halde x = 0 oldugunda egri

=t

==

y=oaxvey=—ax
oldugunu gosterir. Boylece, bu durumda E, (IF) kiimesinin grup yapis1 siradaki teorem

ile verilebilir.

2.4.4 Teorem. a € F* olmak iizere £, : y* = x> + ax® egrisi verilsin. Bu durumda o” = a

olmak iizere ¢ doniisiimii

y+ox

o:(x,y) > , 0—>1

olarak tanimli olsun. Bu durumda,

i. a € F ise ¢ donilisimii E,,(F) ve F* arasinda bir izomorfizmdir,

ii.a ¢ F ise ¢ doniisimii E,s(F) ve { u+ov|u, v e F, u* — av* = 1} arasinda bir

izomorfizmdir, bu kiime c¢arpma islemi altinda bir gruptur (Washington 2003,

Silverman ve Tate 1992).
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2.5 Q Uzerinde Tamimh Eliptik Egriler

E eliptik egrisinin Q iizerinde tanimli olmast durumunda akla gelen ilk soru eliptik egri

tizerindeki rasyonel noktalarin sayisit olmustur. Bu sayinin sonsuz olmasi beklenen bir

cevap oldugu halde bu say1 sonlu da olabilir, 6zellikle bu saymin sonlu olmasi

durumlar1 oldukga ilgingtir. Diger yandan E(Q), £ nin bir abelyen alt grubu oldugundan
E(Q) nun grup yapisinin belirlenmesi de bu durumun 6nemli problemlerinden birisidir.

E(Q) nun grup yapisiyla ilgili olarak verilen asagidaki teorem QQ cismi i¢in verildigi

halde her hangi bir say1 cismi tizerinde de gegerlidir.

2.5.1 Mordell-Weil Teoremi. (Silverman 1986) E, Q iizerinde tanimli bir eliptik egri

olsun. Bu durumda E(Q) sonlu tiretegli bir gruptur.

2.5.2 Tamm. E, Q iizerinde tanimh bir eliptik egri olsun. £ egrisinin sonlu mertebeli
noktalarinin olusturdugu alt gruba E nin forsiyon alt grubu denir ve bu alt grup Eis(Q)

ile gosterilir. 7 negatif olmayan tamsayi olmak tizere E(Q) ® Z" grubuna E nin

Mordell-Weil grubu ve r sayisina da E nin rank: denir.

2.5.3 Uyan 1. E eliptik egrisi i¢in

EQ)=Eus(Q)®7Z

dir.

2. Trygve Nagell ve Elisabeth Lutz’in 1930’larda bagimsiz olarak ispatladig1 asagidaki

teorem kullanilarak bir £ eliptik egrisi verildiginde E\o(Q) u belirlemek miimkiindiir.
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2.5.4 Lutz-Nagell Teoremi. (Washington 2003)

E:y'=x’+Ax+B, (4,B e Z)
Q tizerinde bir eliptik egri, P = (x, y) € E(Q) noktasi ise sonlu mertebeli olsun. Bu
durumda x, y € Z’dir ve y # 0 olmasi1 halinde
¥ |44’+27B°
olur.
2.5.5 Sonu¢. (Washington 2003) E, Q {lizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu

durumda E5(Q) sonludur.

2.5.6 Uyar 1. = 0 durumunda Q tizerinde tanimh £ eliptik egrisi lizerinde sonlu tane

rasyonel nokta olacagi, yani £(QQ) nun sonlu olacag agiktir.

2. Q tizerinde taniml1 E eliptik egrisi verildiginde Eir(Q) nun izomorf olabilecegi tim

gruplar Barry Mazur’un (1977) ve (1978) asagidaki teoremiyle verilmistir.

2.5.7 Teorem. (Mazur 1977, 1978) E, QQ lizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu

durumda

B _1Z, :1<n<10,n=12
(@)= Z xZ,6 :1<n<4

n

olur. Bundan baska bu gruplardan her birisi i¢in Eis(Q) bu gruplara izomorf olacak

sekilde bir E eliptik egrisi de vardir.
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2.6 Sonlu Cisimler Uzerinde Tanimh Eliptik Egriler

Bu kisimda sonlu bir cisim tizerinde tanimli eliptik egriler ele aliacaktir. I, p bir asal
say1 olmak iizere p elemanl sonlu bir cisim ve E eliptik egrisi [F, cismi lizerinde taniml
olsun. Bu durumda x, y € F, olacak bicimdeki E iizerindeki (x, y) ikilileri sonlu

coklukta oldugundan E(IF,) mutlaka sonlu bir grup olusturur.

2.6.1 Ornek. Fs cismi iizerinde tammlh y”> =x’ +x+1 eliptik egrisi dikkate

alindiginda, E(IFs5) kiimesini elde etmek i¢in asagidaki tablo olusturulabilir:

X S+xt1 y Noktalar
0 1 +1 (0, 1), (0,4)
1 3 - -

2 1 +1 2,1),(2,4)
3 1 +1 (3,1),3,4)
4 4 +2 4,2),4,3)
0 o0 o

Boylece egrinin mertebesinin 9 oldugu goriliir.

Sonlu cisimler iizerinde taniml eliptik egrilerle ilgili ¢caligmalarin biiyiik bir kismi bu
egriler iizerindeki noktalarin sayisinin belirlenmesi ve bu noktalarin olusturdugu
gruplarin yapilar ile ilgilidir. Yukarida da belirtildigi ve ornekte de gorildigi gibi
sonlu cisimler iizerinde tanimli eliptik egriler iizerindeki noktalarin kiimesi sonlu bir
gruptur. Sonlu bir cisim tizerinde taniml bir eliptik egri tizerindeki noktalarin sayisi ig¢in
sOyle bir tahminde bulunulabilir; her bir x degeri i¢in, eliptik egrinin denklemini
gercekleyen en c¢ok iki y degeri bulunacagindan egri iizerindeki noktalarin sayisi i¢in bir
ist sinir 2p + 1 olarak diisiiniilebilir, bu toplama sonsuzdaki O noktas1 da dahildir. Diger

yandan egrinin bu denklemini gercekleyen sonlu bir cisimdeki elemanlarin ikinci
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dereceden bir kalan olma olasilig1 yiizde elli oldugundan bu noktalarin sayisi p tane
olacaktir. Boylece egri lizerindeki noktalarin sayisi i¢in bir iist sinir, O noktasi ile

birlikte p + 1 olur.

Diger yandan Artin tarafindan konjektiir olarak verilen ve 1930’lu yillarda Helmut

Hasse tarafindan ispatlanan asagidaki teorem E(IF,) nin eleman sayisi i¢in literatiirdeki

en iyi siirdir.

2.6.2 Hasse Teoremi (Silverman 1986). E, IF, sonlu cismi iizerinde taniml1 bir eliptik

egri olsun. Bu durumda

HEF,) —(p+ DI< 24p
dir. Burada #E(F,), ¥, cismi iizerinde tanimli egri lizerindeki noktalarin sayisim

gostermektedir.

2.6.3 Ornek 1. F o cismi iizerinde E : y* = x> + 7x + 1 eliptik egrisi goz 6niine alinirsa

(0, 1) noktasinin bu egri iizerinde oldugu agiktir. Dogrudan hesaplama yontemiyle (0, 1)
noktasinin mertebesinin 116 oldugu goriilebilir (ancak bu iglem verilen toplama islemi

kullanilarak olduk¢a uzun stirer). Lagrange Teoremi geregi noktanin mertebesi grubun

mertebesini boleceginden, k£ € Z olmak tizere #E(IF19;) = 116-k olur.

Diger yandan Hasse Teoremi geregi

101 +1-2+101 < #E(F 101) < 101 + 1 +24/101

olur. Boylece 82 <#E(IF0;) < 122 elde edilir. Bu esitsizlikten de #E(IF 1o;) = 116 oldugu

goriliir.
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2. F o3 cismi iizerinde E : y* = x> + 7x + 12 eliptik egrisi gbz oniine alinirsa (—1, 2) ve

(19, 0) noktalarmin E egrisi iizerinde oldugu goriilebilir. Yine dogrudan hesaplama

yontemiyle (-1, 2) noktasinin mertebesinin 13 ve (19, 0) noktasinin mertebesinin de 2

oldugu bulunabilir. Dolayisiyla & € Z olmak {izere #E(IF3) = 26-k olur. Hasse Teoremi
geregi

84 <#E(IF103) < 124

esitsizligi elde edilir, bu esitsizlikten de #E(IF93) = 104 olarak bulunur.

2.6.4 Uyan 1. Yeterince biiyiik p asal sayilar1 i¢in egri lizerindeki noktanin mertebesini

~ 9

bulma problemi zorlastig1 gibi, “Hasse araligi” olarak adlandirilan
p+1-2p< #EF,) < p+1+2p

aralig1 da genisler. Bu durumda eliptik egri lizerinde birka¢ nokta daha bulunup,

mertebeleri hesaplanarak olasiliklar en aza indirgenebilir.

2. E(IF,) nin mertebesini hesaplamak kadar, sonlu mertebeye sahip oldugundan, E(IF))

nin izomorf oldugu gruplari, yani grup yapilarinin ne oldugunu bilmek de oldukca

onemlidir.

2.6.5 Teorem. (Washington 2003) E, IF, sonlu cismi {lizerinde taniml1 bir eliptik egri

olsun. Bu durumda

i. Belirli bir » > 1 tamsayist i¢in

E(F,) = Zy,
ii. ny | ny ozelligindeki n;, n, > 1 tamsayilari igin

EF,)=2, ®Z,

dir.
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2.6.6 Ornek. F, iizerinde tanimli y° + xy = x° +1 egrisi iizerindeki noktalar basit bir

hesaplama ile

E(F2) = { 05 (0’ 1): (15 0): (17 1) }
olarak elde edilir. Dolayisiyla E(F,), 4 mertebeli devirli bir gruptur. (1, 0) ve (1, 1)

noktalarinin mertebesi 4, (0, 1) noktasinin mertebesi ise 2 olarak bulunur. O halde
E(Fz) = 7y
olur. E(F4) nokta kiimesi dikkate alindiginda, @, @° + @ +1 = 0 esitliginin bir ¢oziimii

olmak iizere F4= {0, 1, ®, @’} olarak yazilabilir. Buna gore,

x=0=>)y' =1=y=1
x=1=3y"+y=0=y=0,
x=0=>y +ay=0=y=0,0
x=0' =y +0’y=0=y=0,0"
X=0=>y=0

olarak elde edilir. Boylece,

EF4)=1{0,(0,1),(1,0), (1, 1), (@,0),(@0,0), (% 0), (0”, @) }
olarak bulunur. Karakteristik 2 oldugundan mertebesi 2 olan en ¢ok bir nokta vardir.

Gergekten de basit bir hesaplama ile (0, 1) noktasinin mertebesinin 2 oldugu goriilebilir.

Dolayisiyla E(F,) mertebesi 8 olan devirli bir gruptur. @ ya da @ ?* degerlerinden birini

iceren dort noktadan biri ise iiretectir.

2.6.7 Ornek. F; iizerinde E : y* = x° + 2 eliptik egrisi géz dniine alindiginda basit bir

hesaplama ile

E(F7)={0,(0,3),(0,4),3, 1), 3, 6), (5, 1), (5, 6), (6, 1), (6, 6) }
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oldugu bulunabilir. E iizerindeki tiim noktalar 3 mertebelidir. Biri digerinin kati

olmayan FE lzerindeki iki nokta E(TF7) nin 9 mertebeli bir alt grubunu {iretir. Hasse

Teoremi geregi

3<H#E(F;)<13
oldugu goriiliir. Boylece #E(IF7) = 9 olup

E(IF7) = Z3 ® Z3

olur. Bu durum ise asagidaki teorem ile agiklanabilir.

2.6.8 Teorem. (Washington 2003) E, I, sonlu cismi tizerinde tanimli bir eliptik egri ve

EF,) =72,®Z,
olsun. Budurumdayap=n*+1,yap=n’*+n+1yadap=(n=+ 1) dir.
2.6.9 Uyan 1. Bu calismada, 6zellikle Tate normal formdaki eliptik egriler dikkate

almacak ve yukaridaki teorem kullanilarak bu egriler {izerindeki noktalarin olusturdugu

kiimelerin grup yapilar belirlenecektir.

2. 4, B € F, olmak lizere 3 = x> + Ax + B eliptik egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin

sayisin1 hesaplamak icin farkli yontemler gelistirilmistir. Yeterince kiigiik p asallar

dikkate alindiginda #E(IF,) yi hesaplamak i¢in Legendre semboliiniin kullanilmas1 bu

yontemlerden birisidir, bu sembol kullanilarak egrinin mertebesi asagidaki teorem

yardimziyla hesaplanabilir.

3. p asal sayisi biiyiitiildiigiinde bu teoremde verilen yontem kullanilarak nokta sayisini

hesaplamak zaman alabilir. Literatiirde yer alan diger yontemlerin kullanilmasi halinde

de yeterince biiylik p asali i¢in [F, iizerinde tanimli eliptik egrilerin nokta sayisim

hesaplamak bazen zor, bazen de imkansiz olabilir.
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2.6.10 Teorem. (Washington 2003) 4, B € F, olmak lizere, £ : y? =x> + Ax + B olsun.

Bu durumda

3
HEF,)=p+1+ Y [Mj
xeF, P

olur.

2.6.11 Ornek. Fs cismi iizerinde tammli y* = x* + x+1 egrisi iizerindeki noktalarin

sayis1 yukaridaki teorem yardimiyla

4 3
4 EFs)=5+1+ z(%’““}
x=0

(OO

=9

olarak elde edilir.

2.6.12 Sonuc. (Washington 2003) 4, B € F, olmak iizere x> + Ax + B polinomu goz

Oniine alinirsa

olur.

2.6.13 Uyar. ilerleyen teknoloji ile birlikte bilgisayar tabanli hesaplamalarda yiizlerce

haneye sahip p asallar1 i¢in [, lizerinde taniml1 £ eliptik egrisinin tizerindeki rasyonel

nokta sayist siiratli bir sekilde hesaplanabilmektedir.
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2.6.14 Uygulama. MAGMA cebir programi (Bosma ve ark. 1997) kullanilarak, sonlu
cisimler iizerinde tanimli singliler olmayan eliptik egrilerin rasyonel noktalari ve

bunlarin sayis1 asagidaki sekilde hesaplanir:

Girdi. ay, az, as, as, agve p

Cikti. I, lizerinde tanimh £ - y2 +a\xy+asy= x + a2x2 + asx + ag i¢in #E(IF))

Komutlar ise
>E:=EllipticCurve([GF(p) | a1, a2, as, as, as]);
>A:=RationalPoints;
>#E;
>HA;

dir. Ornegin [ iizerinde tamimh E : y* —xy + y =x° — x> + x + 2 eliptik egrisi tizerindeki
rasyonel noktalarin sayisini1 bulan komutlar ve programin ¢iktisi
>E:=EllipticCurve(|[GF(7) | -1 ,-1, 1, 1, 2]);

>HE;
>5

dir. Diger yandan E eliptik egrisi lizerindeki rasyonel noktalar projektif diizlem

koordinatlarinda asagidaki komutlar yardimiyla bulunabilir:

>E:=EllipticCurve([GF(7) | -1,-1, 1, 1, 2]);
>A:=RationalPoints;

>A;
>{@@0:1:0),0:1:1),0:5:1),(6:1:1),(6:6:1)@}

Burada (0 : 1 : 0), O noktasidir. Elde edilen koordinatlar1 kullanabilmek i¢in, ¢iktidaki

projektif (X : Y : Z) koordinatlarinin
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N |~

x=£ve =
7 y

dontigiimii kullanilarak dik koordinat sistemine doniistiiriilmesi gerekir. O noktast harig
projektif koordinatlara sahip egri iizerindeki tiim rasyonel noktalarin Z bilesenlerinin 1

olmasi, projektif diizlemin 6zelliklerinden kaynaklanmaktadir.

2.7 Bir Eliptik Egrinin Indirgemesi

E :y* = x>+ Ax + B eliptik egrisi Q cismi iizerinde tanimli bir egri ve p bir asal say1

olsun. Bu durumda modiilo p de bir indirgeme doniisiimii vardir. indirgeme doniisiimii

kullanilarak £ egrisinden

eliptik egrisi elde edilir, burada A, B e I, dir. Bu egri i¢in asagidaki ii¢ halden biri s6z

konusudur ve dolayisiyla £ eliptik egrisi asagidaki bicimde siniflandirilabilir:

271 Tanm. £ :y*=x"+ Ax+ B (A, B €F,), E egrisinin modiilo p deki indirgemesi

olsun. Bu durumda
i. E singiiler olmayan bir egri ise E iyi indirgemeye sahiptir,
ii. E egrisinin diigiimii (node) varsa E carpimsal indirgemeye sahiptir,

iii. E egrisinin ¢ikintis1 (cusp) varsa E toplamsal indirgemeye sahiptir.

Son iki haldeki gibi bir indirgeme s6z konusu ise E eliptik egrisi kétii indirgemeye

sahiptir denir. Eger E c¢arpimsal indirgemeye sahip ve diiglimden gecen tegetlerin

egimleri I, (ya da F, de degilse) de ise bu indirgemeye dagilan ¢arpimsal indirgeme

(va da dagilmayan ¢arpimsal indirgeme) denir.

2.7.2 Ornek. Q cismi iizerinde taniml

E :y* =x(x +35)(x — 55)
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eliptik egrisi dikkate alinirsa, bu durumda E egrisinin

[Fs deki indirgemesi E:yr=x
[, deki indirgemesi E:y?=x(x+1)
[y, deki indirgemesi E:y?=x(x+2)

olarak elde edilir. E egrisinin modiilo 5 deki indirgemesi olan E egrisinin ¢ikintisi
vardir ve dolayisiyla E, Fs de toplamsal indirgemeye sahiptir. £ egrisinin modiilo 7 deki
indirgemesi olan E, F,; de dagilan ¢arpimsal indirgemeye sahiptir. Son olarak E

egrisinin modiilo 11 deki indirgemesi olan E egrisi, (0, 0) noktasindaki tegetinin egimi

a ¢ 11 oldugundan, [F;; de dagilmayan ¢arpimsal indirgemeye sahiptir. Dikkat edilirse

her li¢ indirgemede de (0, 0) noktasi egri i¢in bir singiiler noktadir.

Eger p asal sayis1 13 ten biiylik bir asal say1 ise bu durumda egriyi belirten kiibik

polinomun [, de farkli kokleri olacaktir ve dolayisiyla £ egrisi IF,, lizerinde singiiler

olmayan bir egri olacaktir. Boylece E egrisi p > 13 icin iyi indirgemeye sahiptir (35 ve
55 sayilarinin asal carpanlar1 dikkate alinirsa p > 13 asallarinin bu garpanlar iginde

olmadig1 agiktir).

Yukaridaki ornekte de goriildiigii gibi, E egrisi singiiler bir egri olmadigi halde bu

egrinin modiilo p deki indirgemeleri singiiler egri olabilir.
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3. TATE NORMAL FORMLAR

3.1 Giris

Daha once de belirtildigi gibi, ¢calismanin temeli Tate Normal Formdaki eliptik egrileri
sonlu cisimler {lizerinde ele almak, bu egriler lizerindeki noktalarin kiimesini ve grup
yapisini belirlemektir. Tate normal formlarin sec¢ilmesinin nedeni bu egri ailesinin 6zel
bir egri ailesi olusudur. Eger Mazur teoremi dikkate alinirsa, bir eliptik egri tizerindeki
sonlu mertebeli noktalarin mertebesinin ancak 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 veya 12
olabilecegi goriiliir. Bu ailedeki her bir egri icin, 6zellikle P = (0, 0) noktas1 en biiylik
mertebeye sahip nokta olur. Ornegin bir eliptik egri iizerinde 8 mertebeli bir O = (x, y)
noktasi bulunuyor ise bu egri uygun doniistimler yardimiyla iizerinde 8 mertebeli nokta

olarak P = (0, 0) noktasini bulunduran bir Tate normal formdaki egriye doniistiiriilebilir.

Ik olarak Tate normal formdaki egri taninm verilecektir, daha sonra bu egriler ile ilgili
temel Ozellikler iizerinde durulacaktir. Sonlu cisimler iizerinde bu egri ailesinin

ozellikleri ele alinacaktir.

E:y +axy+a,y=x"+a,x’ +ax+a,

Weierstrass uzun formda verilmis bir egri olsun. Eger a, #0 ise P = (0, 0) noktasinin

bu egri lizerinde olmayacagi agiktir. Diger yandan P = (0, 0) noktas1 bu egri iizerinde ise

a, =0 dir. Dolayisiyla P = (0, 0) noktasin1 bulunduran eliptik egri ailesindeki her bir
egri
E,:y* +axy+a,y=x +a,x" +a,x
bicimindedir. Bu esitlikten tiirev alinarak,
Qy+ax+a)y =3x>+2a,x+a, —a,y
olarak elde edilir. Buradan E egrisi lizerinde bulunan P = (0, 0) noktasindaki tegetin

egimi
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Yoo =

olur. Bu egri yardimiyla
"E, tzerindeki P = (0, 0) noktas1 singiiler noktadir < a, =a, =0"
oldugu goriiliir. Diger yandan,

"E, tzerinde P = (0, 0), 2 mertebeli singiiler olmayan bir noktadir < a, =0,a, #0"

Dikkat edilirse bu halde P = (0, 0) noktasindaki teget x-eksenine diktir. Dolayisiyla 2

mertebeli ve singiiler olmayan P = (0, 0) noktasini bulunduran egriler

Ey: vy +axy=x +ax’ +a,x

biciminde ifade edilebilir.

Eger P = (0, 0) noktasinin singiiler olmayan bir nokta ve listelik mertebesinin 2 den

farkli oldugu kabul edilirse,

o [azjr ot
y=y+l—=x ve x=x

a,
degisken degisimleri yapilarak E, egrisi

E':y +axy+a,y=x"+a,x’

haline gelir.

Dikkat edilirse bu halde egrinin P = (0, 0) noktasindaki tegetinin egimi 0 oldugundan,
teget x-eksenine paraleldir. Dolayisiyla,

"E' egrisi tizerindeki P = (0, 0) noktasinin mertebesi 3 tir & a, =0,a, #0"

olarak elde edilir. Bu durumda E' egrisinin, P = (0, 0) noktasindaki tegeti olan y = 0

dogrusu iizerinde, 3 mertebeli bir noktasinin oldugu goriiliir. Bu egri ailesi de

E(a,,a;) : y* +axy+a,y=x

biciminde ifade edilebilir.
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(0, 0) noktast E' egrisi lizerinde, tegetinin egimi sifir olan bir nokta olmak lizere E’
egrisi

) _ .3 2
E :y +axy+ay=x +a,x

esitligi ile verilsin. Ilk olarak (0, 0) noktasiin mertebesinin 2 olmadigini varsayalim.
Bu durumda, “(0, 0) noktasinin mertebesinin 3 olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul
a, =0 ve a; #0 olmasidir.” Bu nedenle (0, 0) noktasinin mertebesinin 2 veya 3
olmadig1 kabul edilirse a, ve as katsayilarinin sifirdan farkli alinmasi gerektigi sonucu
elde edilir. Bu durumda x yerine u’x ve y yerine u’y degisken degisimleri yapilarak,
E’ egrisini belirten esitlik

u®y’ +au’xy+au’y =u’x’ +au’x’
haline gelir. Bu esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa

a a a
2 1 3 3 2 2
u u u

elde edilir. Burada a,'= a,'=—b olarak alinirsa

4H_ 4
uwoow
esitligi yardimiyla
a
u=-—
a,
olarak bulunur. Ayrica
a
a'=—t=1-c
u

alinarak E' eliptik egrisi
E':y +(-c)xy—by=x" —bx’

bigiminde ifade edilir. Dikkat edilirse, boylece E' eliptik egrisi, b ve ¢ gibi, sadece iki

parametre ile ifade edilmis olur.

Ornegin,
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E' : ¥ +17xy-120y = x’ — 60x°
eliptik egrisi i¢in x yerine u’x ve y yerine u’y degisken degisimleri yapilirsa

, 17 120, 60 ,
y+—xy-—y=x ——x
u u u

ve dolayisiyla
-120  -60

2
u3 u

esitliginden u = 2 elde edilir. Boylece E’ egrisi
E' :y° +177xy—15y =x’ —15x°

biciminde ifade edilebilir. P = (0, 0) noktasi bu egri tizerinde 8 mertebeli bir noktadir,
iistelik diger tamsay1 koordinatli noktalar

0, (0, 15), (-3, 36), (6, -18), (-10, 50), (15, 0), (60, 225), (60, -720)

ve bunlarin mertebeleri sirasiyla 1, 8, 4, 2, 2, 4, 8, 8 dir. Goriildigi gibi P = (0, 0)
noktas1 bu egri lizerindeki en biiyiik mertebeye sahip tamsay1 koordinatli noktalardan
biridir.

Uzerinde sonlu mertebeli noktalar bulunduran eliptik egrilerin bu sekilde sadece iki

parametre ile temsil edilmesine 6zel bir isim verilir.

3.1.1 Tammm. P = (0, 0) noktal1 £ eliptik egrisinin Tate normal formu
E=EMb,c): y"+(1—-c)xy—by=x" —bx’

olarak tanimlanir.

Bu E eliptik egrisinin diskriminanti, bu iki parametre yardimiyla
Ab,c)=(1—=c)*'b’ —(1-c)’b* —8(1—c)*b* +36(1—c)b* —27b* +16b

olur.
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3.1.2 Uyari. Daha 6nce verilmis olan, egri iizerindeki noktalarin toplami formiilleri ve
E(b,c): y*+(1-c)xy—by=x" —bx’

Tate normal formdaki eliptik egrisi lizerindeki P = (0, 0) noktas1 yardimiyla P
noktasmin katlar1 olan noktalar elde edilebilir. Bu noktalarin bilinmesi P = (0, 0)
noktasinin mertebesinin # = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ve 12 olmas: halinde b ve ¢

parametrelerinin de bilinmesini saglayacaktir.

d=2 e ve r=97 oimak iizere,
c d—1 e—1
P =(0,0), -P=(0,0)
2P =(b,bc), —2P=(b,0)
3P=(c,b-c), —3P=(c,c?)
4P =(d(d -1), d*(c—d +1)), —4P =(d(d -1), d(d -1)*)
5P = (de(e—1), de’(d —e)), — 5P =(de(e—1), d’e(e—1)*)

6P = (ef 1+ f), " (f+D*(-2f +ef +e=1)), —6P=(ef(1+ ), e’ f*(1+ f))

dir (Husemoller 2004).

Dikkat edilirse bu noktalarin koordinatlar1 tamamen b ve ¢ sayilarina bagh olarak ifade
edilebilmektedir. » ve ¢ sayilarimin neler olduklarinin belirlenebilmesi i¢in yukarida
verilen noktalarin kullanilmasi gereklidir. Bu noktalar yardimiylan =4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
ve 12 i¢in

nP=0

denklemi c¢oziilerek bulunan b ve ¢ parametreleri ile Tate normal formdaki egriler
siiflandirilacaktir. Belirtilen n degerleri i¢in nP = O denklemi P = (0, 0) noktasinin
mertebesinin 7 oldugunu gosterir. Boylece tiim sonlu mertebeli noktalari bulunduran
Tate normal formlar belirlenmis olur. » = 2, 3 hallerinde ise Tate normal form

olmadigindan bu haller ele alinmamustir.
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1. n = 4 Hali: Bu halde, P = (0, 0) noktas1 £ iizerinde 4 mertebeli bir nokta oldugunda £
egrisinin Tate normal formu belirlenecektir. Eger 4P = O esitligi 2P =-2P olarak

yazilirsa
(b, be) = (b, 0)

esitliginden ¢ = 0 elde edilir.

2. n =5 Hali: P = (0, 0) nin £ iizerinde 5 mertebeli bir nokta olmas1 halinde £ egrisinin
Tate normal formu belirlenecektir. Bunun igin 5P = O esitligi 3P =-2P olarak
yazildiginda

(c,b—c)= (b,0)

esitliginden b = ¢ elde edilir.

3. n =6 Hali: Bu halde 6P = O denklemi 3P = —-3P olarak yazildiginda
(Cab —C‘) = (cacz)

esitliginden b = ¢* + ¢ elde edilir.
4. n =7 Hali: 7P = O denklemi 4P = -3 P olarak yazildiginda
(d(d-1),d*(c—d +1)) = (c,c?)
esitliginden ¢ =d(d —1) ve dolayisiyla ¢ =d*(d —=1)* =d’(c—d +1) esitliginden de
d>—2d+1=c—d+1 elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa, ¢ = d* — d ve

d= b oldugundan b = d* —d* olarak bulunur.
c

5. n =8 Hali: 8P = O denklemi 4P = —4P olarak yazildiginda

(d(d—-1),d*(c—d +1))=(d(d —1),d(d —1)*)
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esitliginden
d’(c—-d+1)=d(d -1’ =d(c-d+1)=(d-1)°
ve boylece

L _(d=D2d-D

y ve b=cd =(d -1)(2d - 1)

olarak bulunur.

6. n =9 Hali: 9P = O denklemi 5P = —4P olarak yazildiginda
(de(e —1),de*(d —e)) = (d(d —1),d(d —1)*)

esitliginden

de(e—1)=d(d—-1)=e(e—1)=d -1

=d=e"—e+1
bulunur. Buradan
c=de—e=¢e—¢°
ve
b=cd=(-e’)e’ —e+1)=e" —2e* +2e’ —¢°

olarak elde edilir.

7. n =10 Hali: 10P = O denklemi 5P = —5P olarak yazildiginda
(de(e —1),de’(d — e)) = (de(e —1),d’e(e — 1))
esitliginden
de*(d —e)=d’e(e—1)* = e(d —e) = d(e—1)
elde edilir, gerekli islemler yapilirsa

_—e
e’ —3e+1
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olarak bulunur. Buradan

elde edilir.

8. n =12 Hali: 12P = O denklemi 6P = —6P olarak yazildiginda
(ef 1+ f), e (f+D)*(=2f +ef +e=1))= (ef 1+ f), " f*(f +1))
esitliginden

e:3f2+3f+1
(f+1)’

olarak bulunur. Buradan

oo B =3+ =217
/-1’

\%

,_c@f=2/>-1)
f-1

olarak elde edilir.

3.1.3 Sonug¢. Yukaridaki haller dikkate alindiginda, n, P = (0, 0) noktasinin mertebesini
gostermek lizere,
Y +(=c)xy—by=x> —bx’

denklemi ile verilen Tate normal formlar, & parametresine bagli olarak, asagidaki gibi
siiflandirilabilir:

l.n=4=>b=a vec=0

2.n=5=>b=avec=a

3.n=6=>b=a+a’vec=«a
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4. n=T=b=a’-a’*vec=a’-«a
5.n=8=b=QRQa-1)a-1) ve c=£
a

6. n=9=b=cla(a-1)+1) ve c=a’(a—1)

ca’ 2 -3’ +a

T.n=10=> b=

— Ve
a—(a—1)° a—(a—1)°

2 2 2
_ ca-2a” -1) ve c— Ba™ -3a+1)(a-2a")

8. n=12=b 3
a-1 (a—1)

Yukarida verilen b ve ¢ parametrelerine gore her bir hal icin Tate normal formdaki

eliptik egrilerin denklemleri ve bu egrilerin diskriminantlar1 ise asagidaki gibidir:
l.n=4icin y’ +xy—ay=x"—ax’ ve A= a*+16a’

2.n=5i¢in Y’ +(l-a)xy—ay=x—ax’ ve A= o’ (-1 =11 a+a’)
3.n=6ic¢in Y  +(-a)xy—(a+a®)y=x’—(a+a’)x’ veA= a* (1 +16 a)
4.n=7icin Y  +(l+a-a’)xy—(a’ —a’)y=x"—(a’ —a’)x*> ve

A=a’(a®-8a’+5a+1)(a—-1)
5.n=28igin y’ +(1—ijy—(2a—l)(0¢—l)y:x3 ~Qa—1)(a-1)x" e
(04

N Qa-1D*(a-1)¥8a’-8a+1)

0(.4

6.n=9icin y* +(1-a’(a—D))xy—(’ (a—D)((a-1)+1)y=x —(a’ (a—)(a(a—1)+1))x’

3
A= (P =6a’+3a+1)(a’—a+1) (a—1)°

20’ -3a’ +a] ) SN O e )

.. 2 _
7.n=10i¢in V +(1 a—(a—1) =

(a—(@-177 ° (a—(a-1))

A a®Qaoa-1Y(a-1)"(-1-2a+40a?)

10
(3a+a’+1)

8.n=121i¢in

:, 1_(3052—305+1)(05—052) N _Ba’ -3a+)(a-a’)2a-2a’ -1
g @1’ (@1’ g
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S Ba’ -3a+)a-a*)a-2a’ -1) 22
(a-1)°

4 3
Ba?-3a+1) a?(-1+2a)(2a+2a’+1) (6a*-60+1)
- ((1_1)24

3.1.4 Uyari.. Tate normal formda verilen eliptik egri sonlu cisim {iizerinde ele
alindiginda, bu egri iyi veya kotii indirgemeye sahip olabilir. Ornegin

y* —4xy—-30y = x> —30x°
egrisinin p = 23 i¢in F»3 deki indirgemesi
Y —dxy-Ty=x"-7x"
dir ve bu egri i¢in A = 0 oldugundan bu indirgeme koétii, p = 29 i¢in Fy9 daki indirgemesi
Y —dxy—y=x—x
dir ve A# 0 oldugundan bu indirgeme iyidir.

Calismada sadece iyi indirgeme hali dikkate alinacaktir ve bu tip egriler lizerindeki

noktalar, noktalarin olusturdugu gruplarin yapilari {izerinde durulacaktir.

3.2 Tate Normal Formdaki Eliptik Egriler Uzerindeki Noktalarin Belirlenmesi

Bu kisimda ), (p < 47asal) sonlu cisimleri lizerinde tanimli Tate normal formda verilen

eliptik egrilerin tiizerindeki noktalarin neler oldugu belirlenmistir. Bu noktalar
MAPLEI12 programi kullanilarak, ekte verilen program yardimiyla, bulunmustur.
Yukarida da belirtildigi gibi P = (0, 0) noktasinin mertebesine bagli olarak egriler Tate

normal formlardaki egri siniflarina ayrilmistir. Asagidaki 6rnekte, P = (0, 0) noktasinin

4 mertebeli olmasi halinde Tate normal formdaki egrilerin 7 lizerinde ele alinmasi ile

elde edilen noktalar verilmistir. Benzer sonuglar P = (0, 0) noktasinin mertebesinin 4
ten farkli olmasi hallerinde de elde edilmis, ancak ¢alismay1 gereksiz biiyiiteceginden bu

sonuglara burada yer verilmemistir.
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3.2.1 Ornek. n = 4 olsun, yani iizerinde 4 mertebeli P = (0, 0) noktasini bulunduran

YV +xy—ay=x —ax’

Tate normal formdaki eliptik egrileri dikkate alalim, dikkat edilirse bu esitlik a

parametresine bagl bir eliptik egri ailesi belirtir. Bu ailedeki egrilerin p=17 ve

a €F 7 igin F 17 deki indirgemeleri ve tizerindeki noktalar asagidaki gibidir.

a =1 i¢in E egrisi
E: )/2+)cy—y=)c3—)c2
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E,=1{0,(0,0),(0,1),(1,0),(2,8),(3,5),(3,10),(5,4),(5,9), 9, 14), (9, 12),
(10, 11), (10, 14), (14, 8), (14, 13), (16, 5), (16, 14) }.

a =2 icin E egrisi
E:y +xy—2y=x"-2x"
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi
E,=1{0,(0,0),(0,2),(2,0),(4,3),(4,12),(7, 3),(7,9), (8, 3), (8, 8), (10, 13),
(11, 4), (13, 10), (13, 13), (14, 6), (14, 14) }.

a =3 i¢in E egrisi
E :y2 -irxy—3y=x3—3x2
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E,=1{0,(0,0),(0,3),(1,5), (1, 14), (2, 6), (2, 12), (3, 0), (5, 16), (6, 5), (6, 9), (7, 7),

(7,6), (8, 2), (8, 10), (9, 3), (9, 8), (11, 3), (11, 6), (13, 2), (13, 5), (15, 7),
(15, 15), (16, 2) }.

a =4 icin E egrisi

E:y +xy—4y=x"—4x°
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ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E,=1{0,(0,0),(0,4),(3,7), (3, 11),(4,0), (5, 6), (5, 10), (7, 4), (7, 10), (9, 2),
(9, 10), (14, 3), (14, 4), (15, 9), (15, 14) }.

a =5 i¢in E egrisi
E :y2 -irxy—5y=x3—5x2
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi
E,=10,(0,0),(0,5),(1,2),3,1),(5,0), (6, 1), (6, 15), (10, 3), (10, 9), (11, 12),
(11, 16), (12, 14), (12, 13), (13, 1), (13, 8) }.

a =6 icin E egrisi
E:y +xy—6y=x—6x
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi
E,=1{0,(0,0),(0,6),(6,0), (10, 7), (10, 6), (13, 4), (13, 16), (15, 3), (15, 5),
(16, 11), (16, 13) }.
a =" icin E egrisi
E:szrxy—7y=x3—7x2
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E,=1{0,(0,0),(0,7),(2,7),(2,15), 3, 8), (3, 13),(4,9), 4, 11), (5, 7), (5, 12),
(7,0), (8, 5), (8, 11), (10, 4), (10, 10), (12, 1),(12, 11),(16,9), (16, 16) }.
a = 8 i¢in E egrisi
E:y2+xy—8y=x3—8x2
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi
E, =10,(0,0),(0,8), (1, 11), (1, 13),(2,9), (2, 14), (3, 6), (3, 16), (4, 7), (4, 14),

(5, 5), (5, 15), (7,2), (7, 16), (8, 0), (9, 5), (9, 11), (11, 5), (11, 9), (12, 4),
(12,9), (15, 11), (15, 16) }.
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a =9 icin E egrisi
E :y2+xy—9y=)c3—9x2
ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E,=1{0,(0,0),(0,9),(1,9), (1, 16), (6, 7), (6, 13), (8,9), (9, 0), (13, 15), (14, 14),
(14, 15), (15, 1), (15, 10), (16, 12), (16, 15) }.

a =10 i¢cin E egrisi
E:y* +xy—10p=x"—10x"

ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi
E, =10,(0,0),(0,10),(2,3),(2,5),(3,3), (3,4), 4, 10), (4, 13), (5, 2), (5, 3),

(6, 10), (6, 11), (7, 8), (7, 12), (8, 4), (8, 15), (9, 9), (10, 0), (11, 1), (11, 15),
(12, 16), (16, 4), (16, 7) }.

a =11 i¢in E egrisi
E:szr)cy—llyZ)CS—llx2

ve bu egri tizerindeki noktalarin kiimesi

E, =1{0,(0,0),(0,11), (1, 12), (1, 15), (4, 2), (4, 5), (6, 8), (6, 14), (9, 4), (9, 15),
(10, 2), (10, 16), (11, 0), (12, 6), (12, 10), (13, 3), (13, 12), (14, 2), (14, 12) }.

a =12 igin E egrisi
E:y +xy—12y=x"—12x

ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E, =1{0,(0,0),(0,12),(1,4),(1,7), 2, 11), 2, 16), (12, 0), (14, 5), (14, 10),
(16, 3), (16, 10) }.

a =13 i¢in E egrisi
E :y2+xy— 13y=x3— 13x%
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ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E, ={0,(0,0),(0,13),(2, 1), (2, 10), (4, 1), (4, 8), (7, 1), (7, 5), (10, 8), (10, 12),

(13,0), (15, 2), (15, 13), (16, 6), (16, 8) }.

a =14 icin E egrisi
E:y2+xy— 14y=x3— 14x*

ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E, =1{0,(0,0),(0,14),(1,3), (1, 10), (4, 4), (4, 6), (6, 4), (8, 7), (8, 16), (11, 7),
(11, 13), (12, 7), (12, 12), (14, 0), (15, 8) }.

a =15 igin E egrisi
E:y" +xy—15y=x"—15x

ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi
E, =1{0,(0,0),(0,15), (1, 6), (1, 8), (3, 14), (3, 15), (5, 13), (5, 14), (6, 3), (6, 6),

(7, 11), (7, 14), (8, 1), (8, 6), (9, 7), (9, 16), (11, 10), (11, 11), (12, 5), (12, 15),
(14,7), (14, 11), (15, 0) }.

a =16 icin E egrisi
E :y2+xy— 16y=x3— 16x

ve bu egri iizerindeki noktalarin kiimesi

E, =10,(0,0),(0, 16), (7, 13), (9, 1), (9, 6), (10, 1), (10, 5), (11, 8), (11, 14), (13, 9),
(13, 11), (14, 1), (15, 6), (15, 12), (16, 0) }

olarak elde edilir.

3.2.2 Uyan 1. n = 4, yani iizerinde 4 mertebeli P = (0, 0) noktasini1 bulunduran

YV +xy—ay=x —ax’
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Tate normal formdaki eliptik egrilerin iizerindeki noktalarin neler oldugu, o

parametresine bagli olarak ;7 icin yukarida belirlenmistir. p < 47 olmak iizere bu egri
ailesi IF,, i¢in dikkate alindiginda bulunan noktalarin sayisinin, k € Z olmak tizere
i. p=1(mod4)ise#E(F,)= p—-1-4k

ii. p=3 (mod4)ise #E(F,)= p—-3—-4k

oldugu goriilmiistiir.

2. Benzer calisma n sayisinin 4 ten farkli olmasi halinde de yapildiginda, k£ € Z olmak

uzere,

n=5icin, i. p=1 (mod 5)ise #E(F,) = p—1-5k
ii. p=2 (mod 5) ise #E(F,) = p—2-5k
iii. p=3 (mod 5) ise #E(F,) = p—-3-5k

iv. p=4 (mod 5) ise #E(FF,) = p—4 -5k

n=061¢in, i. p=1 (mod 6) ise #E(F,) = p—1-06k

ii. p=5 (mod 6) ise #E(F,) = p—-5—-6k

n="7i¢in, i. p=1 (mod 7) ise #E(F,) = p—-1-Tk
ii. p=2 (mod 7) ise #E(F,)= p—-2-Tk
iii. p=3 (mod 7) ise #E(F,)= p-3-Tk

iv.p=4 (mod 7)ise #E(IF,) = p—4-Tk
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v.p=5 (mod 7)ise #E(F,) = p—-5-Tk

vi. p=6 (mod 7)ise #E(F,) = p—6-Tk

n=38i¢in, i. p=1 (mod 8) ise #E(F,) = p—-1-8k
ii. p=3 (mod 8) i1se #E(F,) = p—-3-8k
iii. p=5 (mod 8) ise #E(F,) = p—-5-8k

iv. p=7 (mod 8) ise #E(F,) = p—T7-8k

n=9ig¢in, i p=1 (mod 9) ise #E(F,) = p—-1-9k
ii. p=2 (mod 9) ise #E(F,)= p—-2-9k
iii. p=4 (mod 9) ise #E(F,) = p—4-9k
iv. p=5 (mod9) ise #E(F,) = p—5-9k
v. p=7 (mod9)ise #E(F,) = p—T7-9k

vi. p=8 (mod 9) ise #E(F,) = p—-8-9k

n=10icin, i. p=1 (mod 10) ise #E(F,) = p—-1-10k
ii. p=3 (mod 10) ise #E(F,) = p-3-10k
iii. p=7 (mod 10) ise #E(F,)= p—-7-10k

iv. p=9 (mod 10) ise #E(F,) = p—-9-10k
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n=12i¢in, i. p=1 (mod 12) 1se #E(F,) = p—-1-12k
ii. p=5 mod (12) ise #E(F,) = p—-5-12k
iii. p=7 mod (12) ise #E(F,) = p—-7-12k

iv. p=11 mod (12) ise #E(F,)) = p—-11-12k
sonuclar1 elde edilmistir.

Tate normal formdaki eliptik egrilerin {lizerinde bulunan noktalar dikkate alinarak
egrilerin iizerindeki noktalarin olusturdugu grubun mertebeleri MAGMA cebir programi
kullanilarak, ekte verilen program yardimiyla, p < 200 asallar1 i¢in elde edilmistir.

Asagidaki 6rnekte n = 8 ve p <47 i¢in bu durum ele alinmaktadir.

3.2.3 Ornek. 7 = 8 olsun. Bu durumda

E:y*+ (1 - (Mnxy —Qa-)a-y=x"-Qa-1)a-1)x

(24

Tate normal formdaki eliptik egrilerin p <47 asallar1 ve a €, katsayilar1 icin grup

mertebeleri asagidaki cizelgede verilmistir. Bu cizelgede E eliptik egrisinin singiiler

olmasi hali “Sin.” ile gosterilmistir ve bu halde nokta sayilari dikkate alinmamustir.
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Cizelge 3.1. Grup mertebeleri

n=8 |p=3|p=5|p=T7|P=11|p=13 |p=17|p=19 |p=23|p=29|p=31|p=3T|p=41 |p=43 |p=47
g=1 | Sm. | Sm. | Sm. | Sin. Sin. Sin. Sin. Sin. Sin. Sin. Sin. Sin. Sin. Sin.
=2 | S 8 8 16 16 Sin. 16 24 40 24 40 32 32 43
a=3 Sm. | Sm. 16 16 16 16 32 32 32 32 48 48 48
a=4 8 Sin. 16 16 24 16 24 24 32 48 40 48 48
a=5 Sin. 8 8 16 16 Sin. 32 40 40 48 48 48
a=6 8 Sin. 16 16 24 16 32 32 32 48 32 48
a=7 8 Sim. 16 24 32 32 32 48 32 48 48
a=8 16 16 24 16 16 24 40 40 48 40 40
a=9 16 8 Sin. 16 16 24 32 40 48 48 56
a=10 16 16 24 Sin. 32 32 32 32 32 40 48
a=11 16 16 16 24 32 32 32 48 48 56
a=12 16 16 16 Sin. 32 24 32 32 48 48
a=13 16 24 24 24 32 48 48 48 48
a=14 24 24 32 32 Sin. 48 48 32 Sin.
a=15 16 16 16 Sin. 32 32 Sin. 48 48
a=16 Sin. 16 16 32 Sin. 32 40 40 48
a=17 16 32 24 32 40 32 40 56
a=18 16 16 32 Sin. 32 40 48 40
a=19 Sin. 32 32 Sin. 32 56 48
a=20 24 32 24 32 40 48 40
a=21 32 24 32 40 Sin. 48 48
a=22 24 24 32 32 40 Sin. 48
a=23 32 32 32 32 48 48
a=24 32 40 48 40 48 Sin.
a=25 32 32 48 32 56 48
a=26 24 32 32 40 48 48
a=27 32 40 32 Sm. 40 48
a=28 40 32 32 48 40 40
a=29 32 40 48 48 48
a=30 24 40 32 32 40
a=31 48 48 48 56
a=32 32 32 48 48
a=33 40 48 48 48
=234 48 48 40 Sin.
a=35 32 32 48 48
a=36 40 48 40 48
a=37 48 48 56
a=38 40 32 48
a=39 48 48 56
a=40 32 48 40
a=41 48 48
a=42 32 48
a=43 48
a=44 48
a=45 48
a=46 48
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Yukaridaki ¢izelge dikkate alinarak » = 8 hali i¢in, £ € Z olmak {iizere, Tate normal

formdaki eliptik egrilerin {izerindeki noktalarin olusturdugu gruplarin mertebeleri

asagidaki gibi siniflandirilir.

Cizelge 3.2. Verilen mertebeye sahip olan egrilerin sayilari

n=25
p=73 | p=97 | p=193
=1 (mod 24) | p—25 mertebeli egrilern sayist 8 2k
p— 17 mertebeli egrilerin sayist 8 16 2k
2 — 9 mertebeli egrilerm sayis1 32 12 16 2k
p — 1 mertebeli egrilerm sayis1 12 48 80 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayist 16 8 16 2k
p + 15 mertebeli egrilerin sayisi 3 16 40 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayisi 12 2k
p=19 | p=53 [ p=101 | p=149 | p=173 | p=197
P =5 (mod 24) | p—21 mertebeli egrilern sayisi 16 8 24 2k
p — 13 mertebeli egrilenn sayis 2 8 10 48 8 2k
p — 5 mertebeli egrilerin sayist 3 24 48 48 32 80 2k
P+ 3 mertebeli egrilerin sayis1 16 8 10 8 24 18 2k
p + 11 mertebel: egrilerm says 2 16 24 48 8 24 2k
p + 19 mertebeli egrilerin sayisi 8 16 48 24 2k
p + 27 mertebel: egrilerin sayisi 2 16 2k
p=31 | p=79 | p=103 | p=127 | p=151 | p =199
=7 (mod 24) | p—23 mertebeli egnilenn sayist 6 24 2k
p— 15 mertebeli egrilerin sayist 12 8 30 12 16 2k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 4 10 36 16 48 48 2k
p+ 1 mertebeli egrilerin sayisi 18 30 10 30 14 18 2k
P+ 9 mertebeli egrilerin sayis1 4 10 36 16 48 48 2k
p + 17 mertebel: egrilerm sayst 12 8 30 12 16 2k
P+ 25 mertebel: egrilerm says 6 24 2k
p=59 | p=83 | p=107 |p=131 | p=179
p =11 (mod 24) | p — 19 mertebeli egrilerin sayist 2 18 30 2k
p— 11 mertebeli egrilern sayist 18 10 42 16 20 2k
p — 13 mertebeli egrilern sayist 8 30 10 30 42 2k
p + 5 mertebeli egrilerin sayist 24 10 30 10 14 2k
p + 13 mertebel: egrilerin sayist 6 30 14 48 60 2k
p + 21 mertebeli egrilerin sayisi 6 6 10 2k
p=37 | p=61 | p=109 | p=157 | p=181
p =13 (mod 24) | p— 21 mertebeli egrilerin sayisi 10 32 2k
p — 13 mertebeli egrilenn sayis 8 32 32 16 2k
p — 5 mertebeli egrilerin sayisi 16 8 10 8 24 2k
P+ 3 mertebeli egrilerin sayis1 10 32 32 64 24 2k
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Cizelge 3.2. Verilen mertebeye sahip olan egrilerin sayilar1 (devam)

p+ 11 mertebeli egrilerin sayist 8 10 16 16 64 2k
p+ 19 mertebeli egrilerin say1s1 16 24 10 2k
p+ 27 mertebel1 egnlerin sayis1 8 2k

p=17 (mod 24) p — 17 mertebeli egrilerin sayisi 4 24 16 2k
p— 9 mertebeli egrilerin sayist 12 16 8 48 2k
p— 1 mertebeli egrilerin say1st 8 8 16 16 2k
p+ 7 mertebeli egrilerin sayist 16 48 24 32 2k
p+ 15 mertebeli egrilerin sayist 8 36 8 2k
p+ 23 mertebel1 egrilerin sayist 12 2k

p=43 | p=67 | p=139 | p=163

p=19 (mod 24) 2 — 19 mertebeli egrilerin sayis: 8 30 2k
p— 11 mertebeli egrilerm sayisi 6 6 30 10 2k
p— 3 mertebeli egrilerin sayist 8 30 16 60 2k
p+ 5 mertebeli egrilerin sayist 24 10 48 20 2k
p+ 13 mertebeli egrilerin sayist 2 18 10 30 2k
p+ 21 mertebeli egrilerin say1s1 24 10 2k
p=23 | p=47 | p=71 | p=167 | p=191
P=23(mod 24) »—23 mertebeli egrilerin sayisi 18 10 2k
p — 15 mertebeli egrilerin sayisi 2 10 30 2k
p -7 mertebeli egrilerin sayist 6 6 24 42 14 2k
p+ 1 mertebeli egrilerin sayist 6 30 14 22 78 2k
p+ 9 mertebeli egrilerin sayist 6 6 24 42 14 2k
p+ 17 mertebel1 egnlerin sayis1 2 10 30 2k
p+ 25 mertebel1 egrilerin sayist 18 10 2k

3.3 Tate Normal Formdaki Eliptik Egriler Uzerindeki Noktalarin Olusturdugu
Gruplarin Yapisi

Tate normal formdaki eliptik egrilerin iizerinde bulunan noktalarin mertebeleri MAGMA
cebir programi kullanilarak, ekte verilen program yardimiyla, p < 200 asallar1 i¢in elde
edilmistir. Bu sekilde noktalarin mertebeleri ve bu noktalarin olusturdugu grubun
mertebesi dikkate alinarak bu gruplarin grup yapilar1 belirlenmistir. Asagidaki 6rnekte,
bir uygulama olarak, » = 8 hali i¢in Tate normal formdaki eliptik egrilerin lizerindeki

noktalarin olusturdugu gruplarin yapisi verilmistir.
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3.3.1 Ornek. n = 8 olsun. Bu durumda

y2+ [1 - (Mnxy ~Qa-1)a-1)y=x"—Q2a-1)(a-1)x>

(24

Tate normal formdaki eliptik egrilerin ilizerindeki noktalarin olusturdugu gruplarin

yapist p <47 asallar1 ve o € F, katsayilar1 i¢in asagidaki ¢izelgede verilmistir.
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Cizelge 3.3. Grup yapilar

n=3 p=3 P=5 p=7 p=11 | p=13 =17 p=19 | p=13 p=129 p=31 p=37 r=41 p=43 | p=47
a=1 | Singiiler | Singiiler | Singiiler | Singiiler | Singiiler | Singiiler | Singiiler | Singiiler | Smgiiler | Singiiler | Singiiler | Simgiiler | Singiiler | Singiiler
a=2 | Singiler Cg Cg Cis Cyx Cg | Singiiler | Cox G Coy Cs Cay Cip Cxn Cax Cys | Ca% Coa
a=3 Singiiler | Singiiler | C2% Cy | C2%Cg | C2%xCg | C2%Cg | Cax Ty | C4xCg | Ca% Cyg | Cyx Cg | Cax Cag | Cax Cy | Cax Coy
a=4 Cg Singiiler | Cyx Cg Cis Coa Cig Cos Cog Cyx Cg Cig Caw Cox Cay | Cax Coa
a=5 Singiiler Cy Cg Cy%x Cg | Cy% Cg | Singiiler | Cyx Cg Cy Cip Cyg Cy Cyg
a=0 Cs Singiler Cis Cis Cay Cis Cyx Cyg Ca Cs Cox Cy Cs Cax Cay
a=17 Cg Singiiler Cis Co4 Cs2 Cx Cxn Cy%Cog | Ca% Cpg | Co® Coq | Cr® Cos
a=8 CaxCq Cis Cos Cis Cox Cg Co Ca Cao Cox Cyy Csw Cx
a=9 Cyx Cyg Cg Singiiler | C;% Cg | Cax Cg Cay Cy® Cig Ca Cyg Cy Css
a=10 Cis Cis Caa Singiiler | C2x Cys | C4x Cg | C2% Cyg Cxn Cs Cyw CyxCay
a=11 Cax Cg Cis Cax Cg Cas Cxn Ca CaxCig | C2%Cyy | CrxCy Css
a=12 Cax Cg Cis Cis Singiiler | C% Cyg Cz CxCis | Ca% Crg | Cax Coy Cyg
a=13 Cyx Cg Coy Cay Coy CrxCyg | CaxCys Cy Cy Cyx Coy
a=14 Caa Coy Cax Cys | Cax Cg | Singiler Cis Cys Cox Cys | Singuler
a=15 CoxCy | €% Cy | CaxCq | Simgiiler | Cyx Cyg | Cyx Cg | Singiiler | Cyx Coy | Cyx Cos
a=16 Singiiler Cis C,x Cg | Cyx Cg | Singiler | Cax Cg Cy Cyu Cyg
a=17 Cy% Cy Csz Coy Cyx Cys Cy CyxCy Cy Css
a=18 Cy% Cg Cis Cy% Cyg | Singiler | Cax Cq Cap Cax Coy Cy
a=10 Singiiler Cn Cz2x Cy5 | Singiller | C4xCg Css Cag
a=120 Cas Cs» Cy Coy Cyx Cg Caw Ca% Cag Ca
a=121 Cyx Cys Coy Cxn Cip Smgiiler Cy Cyx Coa
a=122 Cog Coy Cy%Crs | Ca*Cq Cap Singiler Cag
a=13 Cx CyxCrs | CaxCy | CyxCy Cy Cyx Coa
a=124 Ca% Cig Cyp Cag Cap Co% Cyy | Singuler
a=15 Cyx Cy Cxn Cax Cog | CyxCy Cs Cyx Coa
a=26 Cos =) C1% Cis Cx Cax Cos Cas
a=27 Cyx Cg Cyu Cyx Cy5 | Smgiiler Cy Cyrx Cas
a=18 Cop | CaxCi| Cn Cu Cuw Cu
a=10 Cyx Cg Cap Cag Cax Coy Cag
a=30 Cas Co | CaxCis | CaxCis| Cu
a=31 Cax Cag | Cox Cyg Cy Css
a=32 Cs Cn | CaxCul| Ca
a=33 Ca Cyg Cyx Cyy [ Cax Coy
a=34 Cag Cax Cy Cy Singiiler
a=35 CyxCg | CaxCis Cu Cyx Cay
a=36 Co |CaxCul| Cu Cug
a=37 Cyg Cox Cy Css
a=38 Ca Cs | CaxCo
a=39 Cax Cyy Case Css
a=40 Can Cy% Cy Cx
a=41 Cy%Cyy | CixCy
a=42 Ca% Cys | Cax Cay
a=43 Cag
a=44 Cax Cyy
a=45 CaxC
a =46 Cax Cy
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3.3.2 Uyar1. Teorem 2.6.8 in sonucu olarak ve yukaridaki grup yapisi tablosu dikkate

almarak belirlenen C,, x C,, grup yapilarinin goriildiigii asallar asagidaki gibidir.
l.n=4icin, 13=4"—4+1=n"—n+1vel17=4>+1=n"+ 1 oldugundan
E(Flg) =~ Cyx Cyve E(Fn) = Cy X C4,
2.n=5igin, 31 =5+ 5+ 1 =n*+n + 1 oldugundan
E(F31) = C5 X C5,

3.n=61icin,31=6"—6+1=n"—n+1,37=6"+1=n"+1ved3=6"+6+1=n*+

n + 1 oldugundan

E(F31) = Cex Cq, E(F37) = Cex Cq, E(Fa3) = Cg x Ce,

4.n=7icin, 43="7"-7+1=n"—n+ 1 oldugundan

E(F43) = C7xCy,
5.n=8icin, 73 =8> +8+1=n>+n+ 1 oldugundan

E(F73) = Cgx Csg,
6.n=9icin, 73=9"-9+1=n’—n+ 1 oldugundan

E(F73) = Cox Cy,
7.n =10 igin, 101 = 10* + 1 oldugundan

E(F101) = Cio % Cio,

8.n =12 igin, 157 =127+ 12 + 1 oldugundan

E(Fi57) = Ci2xCy

dir.
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EK 1.
Tate Normal Formda Verilen Eliptik Egri Uzerindeki Noktalarm MAPLE12

Programi ile Bulunmasi

> restart;

> p:=7;
p =1

> ¢:=((3*alpha”2-3*alpha+1)*(alpha-2*alpha”2))/(alpha-1)"3;

<30c2—30c+ 1) (a—2a2)

(@—1)°

> b:=c*((2*alpha-2*alpha"2-1)/(alpha-1));

(30(2—30c+ 1) (0c—20c2) (20(—2&2— 1)

(a—1)*

C =

b=

> for alpha from 2 to p-1 do
for x from 0 to p-1 do
print("alpha"=alpha, "x"=x, "y"=Roots(y"2+(1-c)*x*y-b*y-x"3+b*x"2) mod p);
> end do;
> end do;
"alpha"=2, "x"=0, "y"= [ [0, 2]]

"alpha"=2,"x"=1,"y"= ]
"alpha"=2,"x"=2,"y"=[[2, 1], [3, 1]]
"alpha"=2, "x"=3,"y"= |
"alpha"=2, "x"=4,"y"= ]
"alpha"=2, "x"=5,"y"=[[1,2]]
"alpha"=2,"x"=6,"y"=[[3, 1], [5, 1]]
"alpha"= 3, "x"=0, "y"=[[0, 1], [1, 1]]
"alpha"=3, "x"=1,"y"=[[0, 1], [2, 1]]
"alpha"=3,"x"=2,"y"=[[4,1],[6, 1]]
"alpha"= 3, "x"=3,"y"=[[1, 1], [3, 1]]
"alpha"=3, "x"=4,"y"=[[6, 2]]
"alpha"=3,"x"=5,"y"=[[1, 1], [5,1]]
"alpha”=3, "x"= 6, "y"= [ |
"alpha'= 4, "x"= 0, "y"= [[0,2]]
"alpha"= 4, "x"= 1,"y"= ]
"alpha"=4,"x"=2,"y"=[[2,1],[3, 1]]
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"alpha'= 4, "x"=3, "y"= [ |
"alpha'= 4, "x"= 4, "y"= [ |
"alpha"=4, "x"=>5,"y"=[[1, 2]]
"alpha"=4, "x"=6,"y"=[[3, 1], [5, 1]]
"alpha"=5,"x"=0,"y"=[[0, 1], [5, 1]]
"alpha"= 5, "x"= 1, "y"=[[5, 2]]
"alpha"= 5, "x"=2,"y"=[[2, 1], [6, 1]]
"alpha'=5, "x"=3,"y"= |
"alpha"=5,"x"=4,"y"=[[5, 1], [6, 1]]
"alpha"= 5, "x"=35,"y"=[[0, 1], [2, 1]]
"alpha"=5, "x"=6,"y"=[[1, 1], [6, 1]]
"alpha"= 6, "x"=0, "y"=[[0, 2]]
"alpha"=6, "x"=1,"y"=[ ]
"alpha"=6, "x"=2,"y"=[[2, 1], [3, 1]]
"alpha”=6, "x"= 3, "y"= |
"alpha"= 6, "x"=4, "y"=[ ]
"alpha"= 6, "x"=5,"y"=[[1, 2]]
"alpha"=6, "x"=6, "y"=[[3, 1], [5, 1]]
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EK 2.
Tate Normal Formda Verilen Eliptik Egri Uzerindeki Noktalarin Sayisimin

MAGMA Cebir Programi ile Bulunmasi

B:=[2..200];

A:=[a:ain B | IsPrime(a) ];

L:=[];

for p in A do;

D:=[1..p-1];

for m in D do;

b:=m;

c:=0;
a:=((1-c)"4)*b"3-((1-c)"3)*b"3-8*((1-¢)*2)*b 4+36*(1-¢)*b"4-27*b 4+16*b"5;
if a mod p ne 0 then
E:=EllipticCurve([GF(p) | 1-¢c,-b,-b,0,0]);
Append(~L,<p,m,#E>);
end if;

end for;

end for;

PrintFile("C:\\Users\\DELL\\nesittir4.txt",L);
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EK 3.
Tate Normal Formda Verilen Eliptik Egri Uzerindeki Noktalarin Mertebesinin

MAGMA Cebir Program ile Bulunmasi

B:=[2..200];
A:=[a:ain B | IsPrime(a) ];
L:=(];
for p in A do;
D:=[1..p-1];
for m in D do;
b:=m;
c:=0;
a:=((1-c))*b"3-((1-¢)"3)*b"3-8*((1-¢)"2)*b 4+36*(1-c)*b"4-27*b" 4\
+16*b"5;
if a mod p ne 0 then
E:=EllipticCurve([GF(p) | 1-c,-b,-b,0,0]);
R:=RationalPoints(E);
for k in R do;
Append(~L,<p,m,Order(k)>);
end for;
end if}
end for;
end for;

PrintFile("C:\\Users\\DELL\\mertebe4.txt",L);
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EK 4.

Tate Normal Formdaki Eliptik Egrilerin p < 47 Asallar I¢in Grup Mertebeleri

n=4 p=3 | p=5 | p= P=11 | p=13 | p=17 | p=19 | p=13 | p=29 | p=31 | p=3 p=41 | p=43 | p=47
a=1 4 8 4 12 16 Sin. 24 20 24 28 40 48 40 48
a=2 Sin. 4 12 Sin. 20 16 16 20 24 32 32 48 40 60
a=3 8 Sin. 8 16 24 16 24 32 32 32 40 48 48
a=4 Sin. 8 12 Sin. 16 28 28 32 36 32 32 4 40
a=5 8 16 16 16 16 24 32 32 48 32 40 40
a=6 2 8 12 12 20 20 32 40 + 36 48 56
a=7 16 16 20 20 24 24 32 40 48 48 52
a=8§ 8 8 24 24 28 24 40 36 40 Sin “
a=9 12 8 16 12 28 Sin. 28 32 40 48 48
a=10 16 16 24 24 Sin. 32 28 40 48 52 40
a=11 12 20 24 24 28 40 32 36 52 48
a=12 16 12 16 32 36 24 40 36 40 +H
a=13 16 Sin. 24 32 40 36 48 52 48
a=14 16 24 32 24 40 40 40 56 56
a=15 24 24 24 24 24 36 40 36 40
a=16 16 20 16 32 4 40 48 4 60
a=17 16 32 36 40 36 36 48 60
a=18 16 24 40 24 40 32 32 48
a=19 16 20 36 32 32 48 56
a=20 24 40 36 40 40 48 48
a=11 16 36 24 32 48 48 40
a=22 24 32 32 36 48 40 48
a=23 24 24 40 Sin. 32 56
a=24 24 32 + 32 40 48
a=25 32 28 48 48 40 40
a=26 36 32 32 H 48 48
a=27 28 32 32 48 48 36
a=28 32 36 32 40 36 36
a=29 Sin. 40 4 48 56
a=30 32 Sin. 52 40 40
a=31 48 48 40 48
a=32 28 32 40 52
a=33 48 48 56 48
a=34 48 52 40 56
a=35 28 44 +H 48
a=36 48 40 52 52
a=37 48 32 H
a=38 4 36 40
a=39 48 48 56
a=40 32 36 56
a=41 36 48
a=42 40 36
a=43 48
a=44 Sm
a=45 56
a =46 40
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n=3 p=19 =31
a=1 20 25
a=1 S 40
a=3 25 35
0=4 20 35
a=3 25 Sin.
25 Sin.
15 40
15 30
Sin 30
2 15 35
20 25
20 40
20 30
20 25
25 40
20 30
15 40
20 40
30
40
25
40
35
30
25
25
30
25
30
25
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n=7 p=3 | p=5 | p=7 | p=11 P=13 p=17 p=19 p=23 p=19 p=31 p=37 p=41 p=43 p=47
a=1 Sin Simn. S Sin. Sin. Sin Simn. Sin Simn. S Sin Sin. Sin Sin.
a=1 7 7 7 14 S 21 14 28 28 28 35 42 49 35
a=3 7 7 14 14 21 21 28 Sin. 28 35 49 35 49
a=4 7 7 7 21 14 21 28 35 42 28 42 Sin 49
a S 14 14 14 14 21 21 28 42 35 49 56
a=6 7 14 14 14 21 21 28 21 49 Sin. 49 56
a=7 7 Sin 21 21 21 21 28 49 42 49 56
a=8 14 14 21 28 28 35 35 28 Sim. 49 42
a=9 7 14 21 21 21 28 28 42 35 42 42
a=10 14 7 14 14 21 35 42 28 35 49 56
a=11 14 14 28 28 28 28 28 42 42 42
a=12 Sin 21 21 28 21 42 28 42 42 56
a=13 21 28 28 21 28 35 35 35 56
a=14 21 14 21 Sin. 42 28 42 Sin 42
a=15 14 21 28 28 28 42 42 35 56
a=16 21 14 28 35 28 35 49 42 42
a=17 28 21 28 35 28 35 49 56
a=18 14 28 28 28 35 42 49 42
a=19 21 35 42 35 42 49 56
a=20 21 Sin. 28 42 49 42 42
a=121 28 21 35 28 42 35 56
a=1221 28 28 35 49 42 49 42
a=1 28 28 42 35 42 45
a=124 21 42 28 49 56 35
a=15 28 28 42 42 35 42
a=1216 28 28 42 42 42 56
a=27 35 28 49 42 56 42
a=18 28 35 42 49 56 56
a=129 35 42 42 42 56
a=30 28 28 49 42 42
a=31 35 42 49 49
a=32 35 42 49 49
a=33 42 42 Sin 42
a =34 42 42 35 42
a =35 42 Sin 56 56
a=36 35 42 56 49
a =37 42 49 42
a =38 42 56 42
a=39 42 42 56
a=40 42 42 56
a=41 42 42
a=42 49 42
a=43 56
a=44 56
a=45 42
a=46 35
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n=9 p=3 | p=5| p= p=11 p=13 p=17 p=19 p=1213 =29 p=31 p=37 p=41 p=43 p=47
a=1 Sin. Sin Sin. Sin. Sin. Sin Sin. Sin Sin Sin. Sin. Sin. Sin. Sin
a=2 Sin 9 9 9 18 18 18 18 36 27 36 36 54 54
a=3 9 Sin 9 9 Sin 18 18 36 36 27 54 45 36
a=4 9 9 18 Sin. 18 Sin. 27 36 36 45 54 36 54
a=35 Sin. 9 9 18 27 18 36 36 36 45 45 45
a=46 9 9 9 18 Sin. 27 Sin. 36 36 45 36
a=7 18 18 18 18 36 36 36 36 Sin. 36
a=8 9 18 Sin Sin. 18 36 36 36 45 54
a=9 18 18 18 18 27 36 36 45 36 54
a=10 9 Sin 18 18 18 36 36 45 45 54 45
a=11 18 18 27 18 27 36 Sin. 54 36 36
a=12 18 Sin Sin 18 27 27 45 45 54 45
a=13 18 27 27 27 27 36 54 54
a=14 18 27 36 27 45 45 36 36
=15 18 27 36 36 27 36 45 45
a=16 18 18 36 27 36 36 36 54
a=17 18 36 45 36 45 45
a=18 18 27 36 27 45 45 36
a=19 36 36 45 54 54
a=20 36 Sin. 54 36 54
a=21 18 27 36 36 36 45 36
a=22 18 27 27 36 45 54 45
a=23 27 36 36 36 36 36
=24 36 36 36 36 54 54
a=25 27 27 Sm. 45 54 54
a=26 27 Sm. 36 45 54 45
a=27 36 Sin 54 45 54
a=28 36 27 36 54 54 36
a=29 36 27 45 36 45
a=30 27 45 36 36 45
a=31 36 36 54 54
a=32 36 36 45 36
a=33 27 36 36 45
a=34 36 36 54 45
a=35 Sin. 36 54 45
a =36 36 36 45 54
a =37 36 Sin. 45
a =38 36 45 45
a=39 45 54 36
a=40 36 36 36
a=41 36 54
a=42 54 54
a=43 54
a=44 45
a=45 54
a =46 54
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p=3 | p=5 | p= p=11 p=13 p=17 p=19 =23 p=29 p=31 p=37 p=41 P=43 | P=47
Sm. Sin Sim. Sim. Simn. Sm. Sm. Sin Sin Sin. Sin Sm. Sin. Sm.
Sm. 10 10 Sin. 10 20 20 30 20 40 40 40 40 50
Sin 10 10 10 20 20 20 Sin 30 40 50 40 40
I.D Sin. Sin. 10 20 20 30 30 30 30 40 40 40
10 T.D 20 20 20 20 30 30 30 50 50 40
10 Sin 10 20 T.D 20 40 30 30 40 40 40
10 Sin. 10 20 30 I.D 40 40 40 40 60
10 20 20 20 30 20 40 40 T.D 40 50
T.D 10 Sin. 20 20 20 40 40 50 40 40
10 20 20 Sin 20 20 40 40 50 50 50
20 20 20 30 40 40 30 40 40 60
20 20 Sin. Sin Sin 40 30 40 40 40
20 20 20 40 40 40 40 40 50
20 20 20 20 I.D 40 40 50 40
20 20 20 Sin 40 40 30 40 40
20 I.D 20 30 Sin. 40 30 50 50
Sm. 20 30 40 40 40 40 40
20 30 30 40 40 40 50 60
30 30 30 Sin. 30 40 40
20 30 T.D 40 40 40 60
30 40 40 30 Sin. 40 60
20 30 Sin. 50 40 Sin. 40
30 30 30 50 40 50
30 40 30 Sin. 50 Sin.
T D Sin 40 50 40 40
40 40 40 50 40 60
30 30 40 50 40 60
30 30 40 40 40 60
40 40 40 40 60
40 40 40 40 40
40 40 50 60
40 40 40 40
40 30 40 60
40 40 40 40
40 50 40 40
40 I.D 40 50
50 40 40
Sm. 50 40
40 40 40
40 40 40
40 40
40 40
60
40
50
40
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n=12 p=3 | p=35 =7 | p=11 P=13 p=17 r=19 p=123 p=129 r=31 P=37 P=41 P=43 p=47
a=1 T.D I.D T.D T.D T.D T.D T.D T.D T.D T.D T.D I.D I.D I.D
a=12 Sin. Sin Sin 2 S 12 24 24 24 36 48 36 36 48
a=3 Sin 12 12 S 12 Sin. 24 36 24 Sin. 48 48 48
a=4 Sin Sin. 12 12 24 24 24 24 36 Sin. 48 36 60
a=5 12 Sin. 12 24 12 24 36 24 48 Sin. 48 48
a=0 Sin. Sin Sin. 24 24 24 24 24 36 36 36 60
a=7 Sin. Sin Sin. 24 Sin. 24 36 36 48 48 48
a=8 12 Sin 24 24 24 24 36 36 48 36 60
a=9 2 12 Smn. 24 24 Sin. Simn. 48 36 36 48
a=10 2 12 24 S 24 24 24 48 48 48 48
a=11 Sin Sin. 24 24 36 24 36 48 48 36
a=12 Sin 24 24 Sin. 24 36 48 48 48 48
a=13 24 24 24 24 36 36 48 48 48
a=14 24 24 24 36 24 48 36 36 438
a=15 12 12 24 Sin. 36 36 48 48 48
a =16 12 24 24 36 Sin. Sin. 48 48 48
a=17 Sin. Sin. 24 36 36 48 Sin. 36
a=18 24 24 24 24 36 48 48 48
a=19 24 36 36 S 48 36 48
a=20 24 24 36 36 48 48 48
a=21 24 Sin 24 36 Sin. 48 36
a=22 24 24 24 Sin 48 Sin. Sin.
a=123 24 Sm. 36 48 48 48
a=24 24 36 48 48 48 Sin.
o =125 36 36 36 48 36 48
o =120 24 24 48 48 48 Sin.
36 24 36 48 Sin. 36
=128 24 36 48 36 48 48
o =29 24 48 48 48 48
a=3 36 36 48 36 48
a =31 36 48 48 36
a =32 36 48 48 48
a=33 48 36 48 48
=34 Sin. 48 48 48
o =35 Sm. 48 36 48
o =306 48 36 36 48
a=37 Sin. 48 36
o =38 48 36 48
a =39 48 48 48
a =40 36 36 60
a=41 48 48
=42 36 60
o =43 48
o =44 60
o =45 48
a =46 43
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EK 5.
Tate Normal Formdaki Eliptik Egrilerin p < 200 Asallar1 I¢cin Grup Mertebelerine

Gore Simiflandirilmasi

n=4
r=17 p=97 p=113 p=193
p=1(16) |p--25 menebeli egrilerin sayist 8 2k
p —21 mertebeli efrilerin sayis 6 2k
p — 17 mertebel: efrlenn sayis: 7 14 20 2k 7k
p — 13 mertebel: egrilenn sayis1 4 4 10 2k
p — 9 mertebeli egnilenn sayisi 12 8 16 2k
p — 5 mertebeli egrilerin sayis1 2 4 12 8 2k
p — 1 mertebeli egrilerin sayist 7 28 20 36 2k, Tk
p + 3 mertebeli egrilerin sayis: 2 8 4 8 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayis: 4 8 24 16 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayisy 6 4 8 2k
p + 15 mertebeli egrilenin sayis1 16 17 35 2k Sk, 1TK
p + 19 mertebel egnlenn sayist 2 4 4 2k
p + 23 mertebel egnlenn sayist 12 2k
p + 27 mertebeh egnlenn sayist 4 2k
r=19 p =67 p=83 p=131 p=163 p=179
p=3(16) |p—23 mertebeli egrilerin sayist 3 6 3k
p — 19 mertebel: egrilerin sayis: 9 15 15 3k
p — 15 mertebel: efrlenn sayis: 1 3 3 9 6 3k 1
p — 11 mertebel: efrlenn sayis: 9 15 24 15 30 3k
p — 7 mertebeli egnilenn sayisi 1 3] 3 i} 7 3 3k, Tk 1
p — 3 mertebeli egnilenn sayis [} 15 15 15 30 21 3k
p + 1 mertebel egnilerin sayist 3 3 9 15 3 15 3k
p + 5 mertebeli egrilerin sayist 6 15 15 15 30 21 3k
p + 9 mertebeli egrilerin sayis: 1 6 3 6 7 3 3k, Tk 1
p + 13 mertebeli egrilerin sayist 9 15 24 15 30 3k
p + 17 mertebeli egrilerin sayist 1 3 3 9 6 3k 1
p + 21 mertebeli egrilerin sayis 9 15 15 3k
p + 25 mertebel egnlenn sayist 3 [ 3k
p=37 p=33 p=101 p =149 p=181 p=197
p=5(16) | p—25 mertebeli egrilerin sayist 2 2 2k
p — 21 mertebeli egrilerin sayis: 10 20 18 2k
p — 17 mertebeli egrilerin sayis: 4 8 5 12 2k, 5k
p — 13 mertebeli egrilerin sayis: 2 8 10 16 8 2k
p — 9 mertebeli efrilerin sayis1 2 2 6 6 8 [} 2k
p — 5 mertebeli efrilenin sayist 10 18 30 36 18 50 2k
p — 1 mertebeli egnilenn sayisi 5 4 5 4 12 9 2k, 3k 5k
p + 3 mertebel egnilerin sayist 10 8 10 8 24 18 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayis: 2 6 6 12 6 10 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 6 10 18 30 40 18 2k 1
p + 15 mertebeli egrilerin sayist 1 4 5 8 4 2k, 5k
p + 19 mertebeli egrilerin sayist 8 16 10 24 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayist 2 4 [} 2k
p + 27 mertebeli egrilerin sayist 1] 10 2k
p=23 p=71 p=103 p=151 p =167 p =199
p=7(16) |p—27 mertebeli egrilerin sayist 1 1
2 —23 mentebeli egrilerin sayist 3 9 12 3k
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p — 19 mertebeh egrilerin sayist 1 6 3 9 1.3k
p — 15 mertebeh egrilerin sayist 3 12 18 15 24 3k
p — 11 mertebeh egrilerin sayist 6 3 6 15 3 3k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 3 12 18 24 21 24 3k
p — 3 mertebeli egrilerin sayist 3 3 9 7 3 12 3k, Tk
p + 1 mertebeli egrilerin sayist S 21 15 21 33 27 3k
p + 5 mertebeli egrilerin sayist 3 3 9 7 3 12 3k, Tk
p + 9 mertebeli egrilerin sayist 3 12 18 24 21 24 3k
p + 13 mertebeli egrilerin sayist 6 3 6 15 3 3k
p + 17 mertebel egrilenn sayisy 3 12 18 15 24 3k
2+ 21 mertebel egnilenn sayist 1 6 3 9 1,3k
p + 25 mertebels egrilenn sayist 3 9 12 3k
p + 29 mertebel egnilenn sayisy 1 1
pr=41 p=T3 p=89 p =137
p=9(16) p — 21 mertebeh egrilenn sayist 2 2k
p — 17 mertebeh egrilenn sayisi 4 16 2k
p — 13 mentebeh egrilerin sayisi 4 4 4 2k
p — 9 mertebeli egrilerin sayist 7 16 17 20 2k Tk 17K
p — 5 mertebeli egrilerin sayist 4 4 8 8 2k
p — | mertebeli egrilerin sayist 8 12 8 16 2k
P + 3 mertebeli egrilerin sayist 4 6 4 8 2k
P + 7 mertebeli egrilerin sayist 14 17 28 34 2k 17k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 2 4 4 4 2k
P + 15 mertebeli egrilerin sayist 8 8 8 2k
P + 19 mertebeli egrilerin sayist 2 8 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayist 7 Tk
p=43 p=39 p=107 p=139
p=11(16) | p—19 mertebeh egrilerin sayist 3 12 3k
p — 15 mertebeh egrilerin sayisi 3 7 3k, Tk
p — 11 mertebekl egrilerin sayist 3 9 21 15 3k
p — 7 mertebel1 egnlenn sayist 4 3 6 6 2k, 3k
p — 3 mertebeli egrilerin sayis1 12 12 15 24 3k
p + 1 mertebeli egrilerin sayist 3 9 S 9 3k
p + 5 mertebel egnlerm sayisi 12 12 5 24 3k
p + 9 mertebel egnlerm sayisi 4 3 i 6 2k, 3k
2+ 13 mertebeli egrilerin sayist 3 9 21 15 3k
p + 17 mertebel egrilenn sayisy 3 7 3k Tk
p + 21 mertebeli egrilenin sayisi 3 12 3k
p=1219 p=6l p=109 p=157 p=173
p=13(16) |p—25 mertebeli egrilerin sayisi 1 1
p — 21 mertebeh egrilerin sayisi 10 8 2k
p — 17 mentebeh egrilerin sayist 2 6 6 2k
p — 13 mertebeh egrilerin sayist 6 20 24 30 2k
p — 9 mertebeli egrilerin sayist 1 5 8 8 4 2k, 5k,1
p — 5 mertebeli egrilerin sayis1 8 8 10 8 32 2k
p — | mertebeli egrilerin sayist 2 4 3 8 6 2k
p + 3 mertebeli egrilerin sayist 10 20 24 40 18 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayist 4 4 5 4 16 2k, 5k
p+ 11 mertebeli egrilerin sayis 2 10 16 16 8 2k
p + 15 mertebeli egrilerin sayist 2 4 8 6 2k
p + 19 mertebeli egrilerin sayist 10 18 30 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayist 5 4 2k, Sk
p + 27 mertebel egnilenn sayist 2 2k
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p=31 p=47 p=79 p=127 p=101

=15(16) | p— 23 mertebeli egrilerin sayis1 15 3k
p — 19 mertebeli egrilerin sayist 4 6 2k
p — 15 mertebeli egrilerin sayist 6 15 15 3k
2 — 11 mertebeli egrilerin sayist 3 3 6 12 3k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 6 9 15 24 21 3k
p — 3 mertebeli egrilerin sayist 4 3 7 6 6 20k, 3k, 7
p + 1 mertebeli efrilerin sayisi 9 15 15 15 39 3k
p + 5 mertebeli efrilenin sayis: 4 3 7 6 6 2, 3k, 7
P+ 9 mertebeli efrilenin sayis: 6 9 15 24 21 3k
p + 13 mertebeli egrilerin sayis: 3 3 6 12 3k
p + 17 mertebeli egrilerin sayis 6 15 15 3k
p + 21 mertebeli egrilerin sayis1 4 6 2k
p + 25 mertebeli egrilerin sayis1 15 3k
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n=5
p=41 p=6l1 p=101 p=181
p =1 (mod 20) | p—21 mertebeli egrilerin sayist 16 2k
p — 16 mertebeli egrilerin sayist 4 8 2k
p — 11 mertebeli egrilerin sayisi 4 10 16 16 2k
p — 6 mertebeli egrilenin sayist 4 8 8 32 2k
p — 1 mertebeli egrilerin sayist 12 16 30 36 2k
p + 4 mertebeli egrilerin sayis: 8 4 16 8 2k
p + 9 mertebel egrilenn sayist 10 12 8 16 2k
p + 14 mertebel egnlenn sayist 3 4 3 2k
£+ 19 mertebel egnilenn sayisi 12 30 2k
8 1k
p=13 p=43 p=383 p=103 p=163
P =3 (mod 20) | p— 23 mertebel: efrilerin sayis 8 2k
p — 18 mertebel: efrilenn sayis1 4 8 2k
p — 13 mertebeli efrilerin sayisi 8 16 16 2k
p— 8 mertebeli egrilerin sayist 2 4 14 6 10 2k
p — 3 mertebeli egrilenin sayist 8 16 20 24 40 2k
p + 2 mertebeli egrilerin sayis 4 10 6 12 16 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayist 8 8 20 16 16 2k
p + 12 mertebeli egrilerin sayist 4 6 8 18 2k
p + 17 mertebeli egrilerin sayist 8 16 24 2k
p + 22 mertebeli egrilerin sayist 6 2k
p=47 p=67 p=107 p=127 p=167
P =5 (mod 20) | p— 22 mertebeli egrilerin sayisi 6 2k
p — 17 mertebeli egrilerin sayist 12 8 20 2k
p — 12 mertebel: egnlenn sayis 2 6 8 12 6 2k
p — 7 mertebeli egrilenin sayist 12 16 16 32 28 2k
b — 2 mertebeli egrilenn sayist 10 3 18 6 22 2k
p + 3 mertebeh egnlenn sayist 8 16 12 24 20 2k
p + 8 mertebel egnilenn sayis: 6 8 6 16 10 2k
p + 13 mertebeli egnlenn sayist 8 12 28 16 40 2k
p + 18 mertebeli egnlenn sayist 6 8 6 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayist 4 8 2k
p=29 p=89 p =109 p=149
2 =7 (mod 20) | p— 19 mertebeli egrilerin sayist 5 9 3k, 5k
p - 14 mertebeli egrilerin sayis1 10 6 16 2k
p —19 mertebeli egrilerin sayist 3 15 24 24 2k, 3k
p — 4 mertebeli egrilerin sayist 4 6 12 10 2k
p + 1 mertebeli egrilerin sayist 12 24 12 28 2k
p + 6 mertebeli egrilerin sayist 4 6 12 10 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 3 15 24 24 2k, 3k
p + 16 mertebeli egrilerin sayist 10 6 16 2k
p+ 21 mertebeli egrilerin sayis 5 9 3k, 5k
p=11 p=31 p=T1 p=131 p=151 p=101
p =11 (mod 20) | p— 26 mertebel: egrilenn sayist 4 2k
p — 21 mertebel: egnilenn sayist 4 8 8 2k
P — 16 mertebel: egnlenn sayis 4 12 20 2k
p— 11 mertebel: egnlenn sayist 16 32 16 32 2k
p — 6 mertebeli egnlenn sayist 3 4 20 8 8 2k
p — 1 mertebeli efrlenn sayist 4 8 8 8 40 8 2k
p +4 mertebeli egrilerin sayist 4 4 20 12 8 24 2k
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p + 9 mertebeli efrilerin sayisi 8 16 16 32 48 2k
p + 14 mertebels egnlenn sayist 4 8 8 8 2k
p + 19 mertebeli egrilerin sayis1 24 8 24 2k
p + 24 mertebeli egrilerin sayis1 8 4 2k
p=53 p=73 p=113 p=173 p=193
p =13 (mod 20) | p— 23 mertebeli egrilerin sayisi 12 9 2k, 3k
p — 18 mertebeli egrilenn sayist 4 6 12 2k
p — 13 mertebeli efrilenn sayist 3 12 15 24 35 3k, 5k
p — 8 mertebeli egnlenn sayis: 10 6 16 20 10 2k
p — 3 mertebeli egnlenn sayis: 9 16 12 13 32 2k, 3k, 13k
p + 2 mertebeli egrilerin sayis: 6 8 12 10 12 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayis: 20 15 36 48 24 2k, 3k
p + 12 mertebeli egrilerin sayis1 4 10 6 10 16 2
p + 17 mertebeli egrilerin sayis 5 9 12 24 2k, 3k. 5k
p + 22 mertebeli egrilerin sayisi 2 14 6 2k
p + 27 mertebeli egrilerin sayisi 3 12 2k, 3k
p=37 p=97 p=137 p=157 p=197
P =17 (mod 20) | p— 27 mertebel: egnilenn sayis1 1 1
p — 22 mertebeli egrilenin sayist 2 6 8 2k
p — 17 mertebeli egrilenn sayist 7 24 20 36 2k, Tk
p -- 12 mertebeli egrilerin sayis 8 6 16 10 2k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 8 17 13 16 20 2k, 13517k
p — 2 mertebeli egrilerin sayist 6 6 18 10 20 2k
p + 3 mertebeli efrilerin sayisi 15 28 24 32 27 2k, 3k
p + 8 mertebeli efrilenin sayis: 6 12 6 16 10 2k
p + 13 mertebel: egnlenn sayis 1 12 28 13 32 2k, 13k, 1
p + 18 mertebel egnlenn sayis: [} 8 12 6 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayis1 7 15 20 2k, 3k, Tk
p + 28 mertebeli egrilerin sayis1 6 2k
p=19 p=59 p=79 p=139 p=179 p=199
p =19 (mod 20) | p— 24 mertebeli egrilerin sayis1 4 10 2k
p — 19 mertebel: efnlenn sayis: 16 20 24 2k
p — 14 mertebel: efnlenn sayis: 2 4 6 18 10 2k
p — 9 mertebeli egnlenn sayis 3 16 16 16 24 2k
p —4 mertebeli egnlenn sayis 4 [} 8 18 10 12 2k
p + 1 mertebeli egrilerin sayist 8 24 20 24 40 36 2k
p + 6 mertebeli egrilerin say1st 4 6 8 18 10 12 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayis1 8 16 6 16 24 2k
p + 16 mertebeli egrilerin sayisi 2 4 6 18 10 2k
p + 21 mertebeli egrilerin sayis 16 20 24 1k
p + 26 mertebel: egrilerin sayis1 4 10 2k
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n=6

p=73 p=97 | p=193
» =1 (mod 24) »— 25 mertebeli egnlenn sayisi 10 2k
— 19 mertebeli egrlerin sayist 4 2k
p— 13 mertebeli egrilerin sayist 10 14 56 2k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 4 16 4 2k
p— 1 mertebeli egrilerin sayist 30 26 30 2k
» + 5 mertebeli egrilerin sayist 8 4 28 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 14 30 20 2k
»+ 17 mertebeli egrilerin sayisy 4 4 12 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayist 30 2k
p=129 p=53 | p=101 | p=149 p=173 p=197
P =5 (mod 24) p — 23 mertebeli egrilerin sayist 2 6 6 2k
» — 17 mertebeli egrilerin sayist 10 20 24 30 2k
p— 11 mertebeli egrilerin sayist 4 8 8 8 16 2k
2 — 5 mertebeli egrilerin sayist 10 18 24 36 40 40 2k
p+ 1 mertebeli egrilerin sayis1 6 6 14 14 14 10 2k
p + 7 mertebel egrilenn sayis1 10 18 24 36 40 40 2k
p+ 13 mertebeli egrilerin sayist 4 8 8 8 16 2k
» + 19 mertebeli egrilerin sayisi 10 20 24 30 2k
+ 25 mertebeli egrilerin sayis 2 6 6 2k
p=31 p=79 | p=103 | p=127 p=151 p =199
p =7 (mod 24) p— 25 mertebeli egrilerin sayist 4 2k
2 — 19 mertebeli egrilerin sayist 2 14 12 36 2k
p— 13 mertebeli egrilerin sayist 4 14 4 4 10 2k
»— 7 mertebeli egrilenn sayist 8 32 24 32 56 32 2k
p — 1 mertebeli egrilerin sayst 4 4 4 24 10 16 2k
» + 5 mertebel egrilenn sayis1 14 14 36 12 14 24 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 2 14 4 4 24 12 2k
p+ 17 mertebeli egrilerin sayist 8 16 32 24 56 2k
» + 23 mertebeli egrilerin sayist 2 4 4 2k
b+ 29 mertebeli egrilerin sayist 2 2k
p=59 p=83 | p=107 | p=131 p=179
p =11 (mod 24) 2 — 23 mertebel1 egnilenn sayist 12 b1 3
p — 17 mertebeli egrilerin sayist 1 6 7 9 3k, Tk 1
»— 11 mertebeli egnlenn sayisi 12 20 28 32 40 2k
P — 5 mertebeli egrilerin sayist 7 10 9 10 12 2k, 3k, Tk
P+ 1 mertebeli egrilerin sayist 18 18 18 30 30 2k
P+ 7 mertebeli egrilerin sayist 7 10 9 10 12 2k, 3k, Tk
P+ 13 mertebeli egrilerin sayist 12 20 28 32 40 2k
P + 19 mertebeli egrilenin sayist 1 § 7 9 3k Th1
P+ 25 mertebeli egrilenin sayisi 12 2k
p=37 p=61 | p=109 | p=157 p=181
» =13 (mod 24) »— 25 mertebeli egnlenn sayisi [} 2k
p — 19 mertebeli egrilerin sayist 4 4 16 2k
p— 13 mertebeli egnlenn sayisi 6 16 42 20 1k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 4 12 4 8 8 2k
p— 1 mertebeli egrilerin sayist 20 16 42 32 60 2k
» + 5 mertebeli egrilerin sayist 4 4 8 24 4 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 6 20 20 20 32 2k
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p + 17 mertebeli egrilerin sayist 12 4 16 2k
2+ 23 mertebeli egrilerin sayist 20 16 2k
p=41 p=80 | p=113 | p=137
p =17 (mod 24) » — 17 mertebeli egrilerin sayist 5 13 20 2k, 5k, 13k
p—11 mertebeli egrilerin savist 2 6 8 14 2k
p—5 mertebeli egrilerin sayist 13 26 30 29 2k, 13k, 20k
»+ 1 mertebeli egrilerin sayist 8 12 8 8 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayist 13 26 30 29 2k, 13k, 29k
p+ 13 mertebeli egrilerin sayist 2 [ 8 14 2k
2 + 19 mertebeli egrilerin sayist 5 13 20 2k, 5k 13k
p=43 p=67 | p=139 | p=163
p =19 (mod 24) » — 19 mertebel: egnlenn sayisi 16 32 2k
2 — 13 mertebeli egrilerin sayist ] 16 8 2k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 14 12 12 14 2k
p— 1 mertebeli egrilerin sayist 4 8 8 18 2k
p + 5 mertebeli egrilerin sayist 16 32 56 40 2k
p + 11 mertebeli egrilerin sayist 6 4 8 8 2k
» + 17 mertebeli egrilerin sayist 2 14 36 2k
2+ 23 mertebeli egrilenin sayist 6 4 2k
p=23 p=47 p=71 p =167 p=191
P =23 (mod 24) 2 — 23 mertebel: egnlenn sayis 12 20 2k
» — 17 mertebel: egnlenn sayist 10 12 2k
p — 11 mertebeli egrilerin sayist 6 12 30 24 2k
p—5 mertebeli egrilerin sayist 4 6 8 8 12 2k
p + 1 mertebeli efrilerin sayist 12 20 28 44 52 2k
+ 7 mertebeli egrilerin sayist 4 [ 8 8 12 2k
p + 13 mertebeli egrilerin sayist 6 12 30 24 2k
2+ 19 mertebeli egrilenin sayist 10 12 2k
p + 25 mertebeli egrilerin sayist 12 20 2k
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n=7
p=129 p=113 p=197
p=1 (mod 28) 0 — 22 mertebeli egrilerin sayis 12 2k
p— 15 mertebeli egrnilerin sayis 24 12 2k
p — 8 mertebeli egrilenin sayisi 6 24 18 2k
p— 1 mertebeh egnlenn sayisy 12 24 72 2k
p + 6 mertebeli egrilerin sayisi 6 6 12 2k
p+ 13 mertebeli egrilenin sayist 24 48 2k
p + 20 mertebeli egrilenin sayist 6 6 2k
p+ 27 mertebeli egrilenin sayist 12 2k
p=31 p=59 p =199
p =3 (mod 28) p — 24 mertebeli egrilerin sayist 15 3k
p— 17 mertebeli egrnilerin sayis 18 3k
p — 10 mertebeli egnilerin sayis 1 6 28 2k 1
p — 3 mertebeh egnlenn sayis 16 24 48 2k
p + 4 mertebeli egnilenn sayist 6 15 15 3k
p+ 11 mertebeli egrilenin sayist 6 12 36 3k
p + 18 mertebeli egrilenin sayist 13 13k
p + 25 mertebeli egrilerin sayisi 24 3k
p=6l p=289 p=173
P =5 (mod 28) 2 — 19 mertebeli egnilerin sayist 12 3k
p— 12 mertebeli egnilerin sayis 7 6 15 3k, Tk
» — 5 mertebel: egrilenn sayisi 18 42 72 3k
p+ 2 mertebeli egnlenn sayist 13 12 15 3k, 13K
p+ 9 mertebeli egnilenn sayist 18 12 18 3k
p + 16 mertebeli egrilerin sayisi 3 15 21 3k
p+ 23 mertebeli egrilenin sayist 18 3k
p=37 p=149
p =9 (mod 28) p — 23 mertebeli egrilerin sayis 6 3k
p — 16 mertebeli egnilenn sayisi 9 3k
p —9 mertebeh egnlenn sayisy 10 36 2k
p — 2 mertebeh egnlenn sayisy 9 21 3k
p + 5 mertebeli egnlenn sayist 12 24 2k
p+ 12 mertebeli egrilenin sayist 4 15 2k, 3k
p + 19 mertebeli egrilerin sayisi 36 2k
p=67 p=151 p=179
p=11(mod 28) |p— 25 mertebeli egnilenn sayis1 6 3k
p — 18 mertebeli egrilerin sayis 13 12 3k, 13k
p— 11 mertebeli egrnilerin sayis1 18 24 60 3k
p —4 mertebeh egnlenn sayisy 13 24 15 3k, 13K
p + 3 mertebeli egrilerin sayisi 24 30 24 3k
p+ 10 mertebeli egrilenin sayist 6 15 30 3k
p + 17 mertebeli egrilerin sayisi 4 36 24 2k, 3k
p + 24 mertebeli egrilenin sayist 7 6 3k, Tk
p=41 =97 p=181
p=13 (mod 28) | p— 20 mertebeli egrilenn sayis1 9 3k
p — 13 mertebeli egnilerin sayisi 22 36 2k
» — 6 mertebeli egrilenn sayist 6 18 28 2k
p + 1 mertebeli egrilerin sayisi 24 12 30 2k
p + 8 mertebeli egnilenn sayist 6 18 28 2k
p+ 15 mertebeli egrilenin sayist 22 36 2k
p+ 22 mertebeli egrilerin sayist 9 3k
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p=43 =71 p=127
p =15 (mod 28) p — 15 mertebeli egnilerin sayist 6 30 24k
p — 8 mertebeli egrilenin sayisi 6 12 6 2k
p— | mertebeli egrilenn sayis 12 12 36 2k
p + 6 mentebeli egrilerin sayist 14 12 12 2k
p + 13 mertebeli egrilerin sayisi 6 24 24 2k
p+ 20 mertebeli egnlenn sayist 14 2k
p=73 p=101 p =157
p=17 (mod 28) | p — 24 mertebeli egnlerin sayisi 1 1
p — 17 mertebeli egrilerin sayisi 18 30 2k
p — 10 mertebeli egrilerin sayisi 15 9 13 3k, 13k
- 3 mertebeli egrilenin sayisi 24 12 36 2k
p + 4 mertebel1 egrilerin sayist 9 24 15 2k, 3k
p+ 11 mertebeli egrilerin sayisi 22 30 36 2k
p + 18 mertebeli egrilerin sayisi 1 6 18 2k 1
p + 25 mertebeli egrilerin sayisi 6 2k
p=47 p=103 p=131
p =19 (mod 28) | p — 19 mertebeli egnilerin sayist 4 18 2k
p — 12 mertebeli egnlerin sayisi 3 13 12 3k, 13k
-5 mertebeli egrilerin sayist 18 24 30 2k
p+ 2 mertebeli egrilerin sayist 6 18 15 3k
p+ 9 mertebel1 egrilenn sayist 18 36 24 2k
p + 16 mertebeli egrilerin sayisi 6 24 2k
p + 23 mertebeli egrilerin sayisi 6 2k
p=79 p=107 p =163 p=191
p=23 (mod 28) p — 23 mertebeli egrilerin sayisi 12 30 3k
p — 16 mertebeli egnlerin sayist 4 9 13 15 2k, 3k. 13k
p — 9 mertebeli egrilenin sayisi 24 12 24 30 3k
p — 2 mertebeli egrilenn sayis 9 27 9 36 3k
p + 5 mertebeli egrilerin sayist 28 30 60 24 2k
p + 12 mertebeli egrilerin sayisi 12 9 27 9 3k
p+ 19 mertebeli egnlenn sayist 18 12 36 3k
p + 26 mertebeli egrilerin sayisi 4 9 2k, 3k
p=53 p=109 p=137 p=193
P =25 (mod 28) | p— 25 mertebeli egrilerin sayisi 18 3k
p — 18 mertebeli egrilerin sayisi 7 6 18 Ik, 7k
p — 11 mertebeli egnlerin sayisi 12 12 42 18 3k
2 — 4 mertebel egrilerin sayist 6 18 15 27 3k
p + 3 mertebel1 egrilerin sayist 18 40 36 46 2k, 3k
p + 10 mertebeli egrilerin sayisi 15 12 21 15 3k
p + 17 mertebeli egrilerin sayisi 18 12 36 3k
p + 24 mertebeli egnlenn sayist 3 13 Ik 13k
p=83 p=130 p =167
p=27 (mod 28) | p— 20 mertebeli egnlerin sayisi 6 15 3k
2 — 13 mertebeli egnlerin sayisi 12 30 18 3k
p — 6 mertebeli egrilerin sayist 9 13 15 3k, 13k
p+ 1 mertebel1 egrilenn sayist 36 36 66 3k
p + 8 mertebel1 egrilerin sayist 9 13 15 3k, 13k
p + 15 mertebeli egrilerin sayisi 12 30 18 3k
p + 22 mertebeli egrilerin sayisi 6 15 3k
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p=19 | p=37 | p=73 [ p=109 | p=127 | p=163 | p=181

p=1 (mod 18) p — 19 mertebeli egnilenn sayisi 6 24 24 54
» — 10 mertebeli egnilenn sayist [ 12 12 12 18 12
p — 1 mertebel: egrilenn sayist 6 18 18 60 24 72 36
p + 8 mertebel egnilenn sayis1 6 [} 30 12 36 12 42
p + 17 mertebel egnilenn sayist 5 12 24 24 24
p + 26 mertebeli egrilerin sayist 6 6

p=23 |[p=59 |p=113 |p=131 |p=149 [p=167

P =5 (mod 18) p — 23 mertebeli egrilerin sayist 6 18 3k
p — 14 mentebeli egrlenin sayis: 3 15 24 24 15 3k

— 5 mertebeli egrilerin sayist 12 21 54 30 60 24 3k

p + 4 mertebeli egrilerin sayis1 9 15 15 18 21 33 3k

p + 13 mertebeli egrilerin sayist 18 24 48 24 60 3k

p + 22 mertebeli egrilerin sayist 3 9 12 15 3k

P =7 (mod 18) P — 16 mertebeli egrilerin sayist 3 15 30 3k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 12 30 24 18 36 3k
p + 2 mertebeli egrilerin sayis1 12 9 30 12 12 3k
p + 11 mertebels egrilenn sayist 15 18 18 45 60 3
p + 20 mertebeli egrilerin sayist 3 9 3k

p=29 | p=47 | p=83 [ p=101 | p=137 | p=173 | p=101

p =11 (meod 18) » — 20 mertebeli egnilenn sayist 9 21 12
» — 11 mertebeli efnlenn sayis: 12 30 24 42 24 48
p — 2 mertebel: egnilenn sayist 9 15 12 24 27 15 36
p + 7 mertebel egnilenn sayis1 18 18 30 36 45 72 36
p + 16 mertebeli erilerin sayist 9 15 12 21 27
p + 25 mertebeli egrilerin sayist 18 30 k

P =13 (mod 18) p — 22 mertebeli efrilerin sayist 3 15 9 3k
p — 13 mertebeli egrilerin sayis: 15 18 24 30 42 3k

—4 mertebeli egrilerin sayist 15 9 12 45 12 45 3k

p + 5 mertebeli egrilerin sayis1 12 24 60 36 60 36 3k

p + 14 mertebeli egrilerin sayist 15 9 12 18 12 3k

p + 23 mertebeli egrilerin sayist 15 18 45 3k

=17 (mod 18) p — 26 mertebeli egrilerin sayis: 9 3k
p — 17 mertebeli egrilerin sayist 9 18 27 54 3k
p — 8 mertebeli egrilenin sayist 15 12 15 15 30 18 3k
p + 1 mertebeli egrilerin sayist 18 42 36 36 60 30 3k
p + 10 mertebeli egrilerin sayist 15 12 15 15 30 18 3k
p + 19 mertebeli egrilerin sayist 9 18 27 54 3k
p + 28 mertebel egnlenn sayist 9 3k
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n=10
p=41 | p=61 | p=101 | p=181
p =1 (mod 20) p—21 mertebeli egrilerin sayist 32 2k
p— 11 mertebeli egrilerin sayist 4 10 16 16 2k
p— 1 mertebeli egrilerm sayisi 20 32 50 60 2k
p+ 9 mertebeli egrilerin sayist 10 12 8 16 2k
p + 19 mertebeli egrilerin sayisi 20 50 2k
p=23 | p=43 | p=83 | p=103 p=163
P =3 (mod 20) p— 23 mertebeli egrilerin sayist 12 4k
p— 13 mertebeli egrilerin sayist 8 16 16 4k
p — 3 mertebeh efnilerm sayist 12 32 40 36 80 4k
p + 7 mertebeli egrilenin sayist 8 8 20 16 16 4k
p+ 17 mertebeli egrilerin sayis 12 32 36 4k
p=47 | p=67 | p=107 | p=127 p=167
p =7 (mod 20) p— 17 mertebel: egnlenn sayist 12 8 20 4k
p— 7 mertebeli erilerin savist 24 24 24 64 56 4k
p + 3 mertebeli egrilerin sayist 8 16 12 24 20 4k
p + 13 mertebeli egrilerin sayis1 12 24 56 24 60 4k
p+ 23 mertebeli egrilerin sayis 4 8 4i
p=29 | p=89 | p=109 | p=149
p =9 (mod 20) p—19 mertebeli egrilerin sayis1 5 9 3k, 5k
p — 9 mertebeli egrilerm sayisi 5 29 40 48 3k. 5k, 29k
p+ 1 mertebeli egrilerin sayist 12 24 12 28 2k, 3k
p+ 11 mertebeli egrilerin sayis 5 29 40 48 3k, 5k, 29k
p+ 21 mertebeli egrilenn sayis1 5 9 3k, 5k
p=31 | p=71 | p=131 | p=151 p=101
p=11(mod 20) | p—21 mertebeli egrilerin sayist 4 8 8 4k
p— 11 mertebeli egrilerin sayist 24 64 24 48 4k
p— 1 mertebeli egrilerin sayis1 8 8 8 40 8 4k
p+ 9 mertebeli egrilerin sayist 16 32 24 64 96 4k
p + 19 mertebeli egrilerin sayisi 24 8 24 4k
p=33 |p=73 | p=113 | p=173 p=103
p=13(mod 20) | p— 23 mertebeli efrilerin sayist 12 9 3k
p— 13 mertebeli egrilerin sayist 5 20 29 48 65 2k, 5k, 29k
p— 3 mertebeli egrilerin savisi 9 16 12 13 32 2k 3k 13K
p + 7 mertebeli egrilenin sayist 36 29 60 80 40 2k, 20k
p+ 17 mertebeli egrilerin sayis 5 9 12 24 3k, 5k
p + 27 mertebeli egrilerin sayis1 5 20 Sk
p=17 | p=37 | p=97 | p=137 p=157 p=197
p =17 (mod 20) | p— 27 mentebeli egrilerin sayisi 1 1
p— 17 mertebeli egrilerin sayist 13 40 36 60 2k, 13k
p— 7 mertebeli egnlerm sayisi 1 8 17 13 16 20 20, 13k, 17k, 1
p + 3 mertebeli egrilerin sayis 13 25 52 40 64 45 2k, 5k, 13k
p+ 13 mertebeli egrilerin sayis1 1 12 28 13 32 2k, 13k.1
p + 23 mertebeli egrilerin sayis: 13 25 36 2k, 5k. 13k
p=10 | p=530 | p=70 | p=139 p=179 p =199
p=19 (mod 20) | p— 19 mertebeli efrilerin sayist 32 40 36 i
p —9 mertebeli egrilerin savist 8 16 16 16 24 4k
p + 1 mertebeli egrilerin sayist 12 36 40 36 60 72 4k
p+ 11 mertebeli egrilerin sayis 8 16 16 16 24 i
p + 21 mertebeli egrilerin sayisi 32 40 36 i
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p=73 p=97 p=193
=1 (mod 24) p — 25 mertebeli efrilerin sayist 16 2k
p— 13 mertebeli egrilerin sayist 8 8 32 2k
p— | mertebeli egrilerin sayist 48 56 72 2k
p + 11 mertebeli egrilenn sayis1 8 24 16 2k
p + 23 mertebel edrilerin sayisi 48 2k
p=19 pP=33 p=101 p=149 p=173 p=197
P =2 (mod 24) 2 — 17 mertebel egnilenn sayis1 8 16 12 24 2k
P — 5 mertebeli egrilerin sayist 16 36 60 72 64 100 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayist 8 12 12 24 32 20 2k
p + 19 mertebel: egrilenn sayisi 16 32 60 48 2k
p=31 p=79 p=103 p=127 p=151 p=199
=7 (mod 24) p — 19 mertebeli egrilerin sayis 2 14 12 36 2k
p — 7 mertebeli egrilerin sayist 12 48 36 48 84 48 2k
P+ 5 mertebeli egrilerin sayist 14 14 36 12 14 24 2k
p + 17 mertebel efrilerin sayist 12 24 48 36 84 2k
p + 29 mertebel: egrilenn sayis1 2 2k
p=359 p=383 p=107 p=131 p=179
p=11 (mod 24) p — 23 mertebeli egrilerin sayis 12 2k
p — 11 mertebel egnlenn sayisi 18 30 42 48 60 2k
p+ 1 mertebeli egrilerin sayist 18 18 18 30 30 2k
p + 13 mertebeli edrilerin sayist 18 30 42 48 60 2k
p + 25 mertebeli efrilenn sayis 12 2k
p=37 p=61 p=109 p=157 p =181
=13 (mod 24) p — 25 mertebeli egnlenn sayis 4 2k
p — 13 mertebeli egrilerin sayist 12 40 84 32 2k
p — 1 mertebeli egrilerin sayist 16 8 28 16 48 2k
p + 11 mertebeli egrilerin says1 12 32 32 32 80 2k
p + 23 mertebeli egrilenn sayis1 16 8 2k
p=41 p=139 p=113 p=137
=17 (mod 24) p — 17 mertebeli egrilerin sayist 8 28 32 2k
p — 5 mertebeli egrilerin sayist 8 16 24 16 2k
p + 7 mertebeli egrilerin sayist 28 56 48 68 2k
p + 19 mertebeli edrilerin sayist 4 8 16 2k
p=43 p=67 p=139 p=163
p =19 (mod 24) p — 19 mertebeli egrilerin sayist 24 48 2k
p — 7 mertebeli egrilenn sayist 14 12 12 14 2k
2+ 5 mertebeli egrilerin sayist 24 48 84 60 2k
p + 17 mertebel egrilerin sayisi 2 14 36 2k
p=13 p=47 pr=71 p =167 pr=191
P =23 (mod 24) p— 23 mertebeli egrilerin sayist 18 30 2k
p— 11 mertebeli egrilerin sayist 6 12 30 24 2k
p + 1 mertebeli egrilerin sayist 18 30 42 66 78 2k
p + 13 mertebel edrilerin sayisi 6 12 30 24 2k
p + 25 mertebel egrilerin sayisi 18 30 2k
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EK 6.

Tate Normal Formdaki Eliptik Egrilerin p < 47 Asallari I¢in Grup Yapilar

n=4 P=3 P=35 pr=7 p=11 p=13 | p=17 | p=19 | p=23 | p=29 | p=31 p=37 | p=41 p=43 | p=47
a=1 Cy Cs Cs Chn | CoxCg| Sin |CxCunl| Caw Cas Cas Cu Cu | CaxCa | Ca%Ca
a=2 Sin. Cy Cu Sin. Cag CyxCy Cis Cao Co*Cp [CoxCys | CaxCg | CaxCos Cuw Cea
a=3 CyxCy Sin CoxCy | CoxCg |CoxCpp| CoxCg |CyxCpp | CaxCq |CoxCg| CyxCy [CoxCpp | CaxCoy | CaxCyy
a=4 Sin. | CxCs| Cp Sin. Cis Ca Ca | CaxCy| € |CoxCis| Cm Cy |CaxCy
a=35 CoxCy | CoxCg | CaxCy | CaxCy | CoxCq |CoxCpa| CaxCq [CaxCis|CyxCra| CyxCy |CaxCyp | CaxCx
a=06 Cs CaxCy Ci2 Ciz Can Cao Csz CaxCy Cy Css CrxCay [CaxCop
a=17 Cy%Cy | CyxCy Cx Caw Ca Coy Cy % Cis Cap Cys% Cn Cyg Cs
a=8 Cs | CaxCy| Cas Cas Coe | CaxCu|CaxCun| Cis Cu Sin Cae
a=9 Cn Cs CaxCg Cn Cos Sin. Cag CsxCg Cao CoxCos [CaxCna
a=10 Cis Cis CyxCpp [ CyxCyz| S Cyx Cyq Caxg Cy Cys Cs Cx
a=11 Cna Cx C#Cp | CixCn Cas Ca Cxn Czs Ca Cy* Cx
a=12 Cis Cix Cis CrxCys Css CaxCp Cuo Css Cy % Cap Cu
a=13 Cis S CoxCpa [ CixCys Cx Csg CsxCn Cs CaxCy
a=14 CaxCy | C2%Cp | Ca%Cus| CanCra | CaxCop| Cax Cog | CaxCop | CaxCog | CaxCog
a=15 Cas Cn Cos Ca%Cn Ca C3#Cn | CixCn Cis Ca*Cxn
a=16 Cy= Cg Cx CyxCg | Ca=xCg |CaxCpp Cy Cyg Cy Cey
a=17 Cox Cq Cxn Css Cy % Cy Czs Czs Cy % Cog Ca
a=18 CaxCg [CoxCri2 |[Co%Co0 |C2%Cp2 |Ca¥Coo |C2%Cis | C2%Cis | C2%Ca
a=19 CaxCy Cap CyxCp | CaxCg | CyxCy | CoxCog Css
a=20 Cos Cy Csg CyxCy Cy Cys Cys
a=21 Cis Cas Cos Cy®Cpp [Ca*Coy | CyxCoy |G % Cxp
a=22 CixCp | CaxCys Caz Cig CaxCp |CyxCyp |CaxCy
a=23 Cos CyxCpp | CaxCy S Crx Cyg Css
a=24 Coy Can Cyy CyxCg |Cy®Cyp | CaxCxy
a=25 CaxCsg Ca Cys CoxCau |CyxCyp | CaxCx
a=26 Css CoxCis| CaxCs Cyy Cus Cag
a=27 (& Cx CyxCg |CyxCp Cie Css
a=28 Can Css Cxn C2 % Cxo Css Css
a=29 Sin. Cy*xCy Cu CarxChy |CyxCy
a=30 Cy%Cis| Sin Cs Cy Ca
a=31 C3% Cpy | Ca% Cay | Ca% Cop | Ca% Coy
a=32 Coas Crx Cys | Crx Cop Cs2
a=33 CyxChq |CyxCpp | CpxCog | CyxCyy
a=34 Ca%Ca| Cs Cw | Ca%Ca
a=35 Cos Cyu Cu Ca
a=36 Cas Ca Cs Cs
a=37 Cyq Cx Ca
a=38 Cu Cs%xCn Ca
a=39 CexCrp | CrxCoy | CaxCyg
a=40 Ca Css Css
a=41 Cas Cae
a=42 Ca Css
a=43 Cyg
a=44 Sin.
a=45 CyxCyp
a=46 C; % Cay
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n=>=5 P=3 p=3 =T p=11 | p=13 | p=17 | p=19 | p=23 | p=29 | p=31 p=37 | p=41 p=43 =47
a=1 Cs Cs Cho Sin Chg Cog Cog Cos Csp Cas Cas Csp Cs Cax Cyp
a=2 Cs Cyo Cs Cyp Cis Cis Sin. Cas Css Cy CyxCy | CsxCyp Cw CaxCy
a=3 S Cs Cy Cys Cx Cys Csp Cy Cis CyxCy Csp Cys Csp
a=4 Cs Cu Cys Cis Cio Cax Cy Cx S, Css Cxp Cyp Cs Css
a=5 Cuo Cu Cax Cyp Cas Cas Cax Cyp Csp Sin Cys Css Css Cs
a==6 Cu Cis Cis Cis Cas Cax Csp Sin Cyx Cx Cyp Cz Css
a=17 C Cy Cax Cyp Cis Cis Sin. Ca% Cy Cap Cas Csx Cs
a=38 Cis Cuo Cis Cis Czo Cxo Cso Cap Css Cax Cxp Ceo
a=9 Cis Cag Cis Sin. Cax Cio Csp Csp Cs%x Cyp Cys Cys
a=10 Sm Ca Cas Cis Cso Cas Css Ca Caw Cso
a=11 Cu Cx Ca Cas Csp CsxCs CsxCyp Cs CyxCy
a=12 Cu Cyx Cyp Cy Cs CaxCpp [ Cax Cyp | CexCyp | C2%Cxp Cw Csp
a=13 Cox Cyp Cag Cis Cas Cyp Cxp Cxp Cyx Cys Cy
a=14 Cis Cy% Cpp Cop Cas Csx Cs Cy Sin Cys Csp
a=15 Cis Cas Cso Cao Cao Css Cw Cs Cao
a=16 Cao Coo Czo Ca Cso Cap Ca C:x Co Cas
a=17 Cis Cx Cax Cy Cao Cxp C2%x Cx Css C2% C
a=18 Ca Cax Cso C2% Cop | C2%Cap | C2%Cpo | C2% Cxp Cao
a=19 Cax Cao Csp Caw Css Css C2% Cso
a=20 Cx Cas Ca Cas CsxCy 55 Css
a=21 Csp Cxp CsxCs Cap Cys Cyw Cys
a=22 Cxs Cis | CyxCyn| Css Cx |CxCxo| Cg
a=23 Csp Css Cyp Cyp Cys Cyx Cy
a=24 Cap Cap Cis Cas Css Cso
a=25 Css Cas Ci®Cys | C2¥xCy Cxw Cy
a=26 Cas Cas Cw | CsxCp|CxCn| Cas
a=27 Csp Cip Ca Cso Csx Cys
a=28 Csp CsxCs Cap Css Cys Cso
a=29 Cip Cy Cys Cys Cy
a=30 Cas Cy Cy Cyw Css
a=31 Cs Css Cyx Cy Cso
a=32 Cis Csx Cyp Cs Cs
a=33 Ca Cw | CixCis| Cus
a=34 C:%Cis| Cu Cis Cao
a=35 Cao Cus Cs Css
a=36 Css Cso Cx Cs
a=37 Css Cuo Cas
a=38 Sin. Cyx Cy Cys
a=39 Cas Cs Css
a=40 Cso Cs Cys
a=41 C2xCx| Ce
a=42 Cs Cyx Cxy
a=43 Cs
a=44 Cas
a=45 Cso
a=46 Ca% Ca
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n==6 P=3 p=>5 p=17 p=11 | p=13 p=17 | p=19 p=23 p=29 | p=31 p=37 rp=41 p=43 | p=47
a=1 Cs Sin Cs Cy% Cs Cn Cxn Cy*Cpp Cui Cr#Cpp |Co*Cig [CaxCpn | G2 % Cpe Csy Csy
a=2 Sin Cs | CaxCs| Cn Cu Cw Sin. Ciw |CaxCunl| Cu Co | Ca%xCig|Ca%Ca| Cao
a=3 Cs Sin Cyg Cyp Cis CyxCypa Cyp CaxCpp | CanCpa | CyxCyg Cso Cyg Cyx Cyg
a=4 Sin Cs CaxCg [ CoxCg | CoxCq | C3xCs | CoxCp2 Coy Csp Sm. Cy % Coy [ Ca % Cog Csy
a=>5 Cyz CaxCg | CaxCg | CaxCs | C3xCy Sm Coy Cs = Cg Cx Cig Csg Cig
a=6 Sin Sin. Cy Cpe Cyx Cy Cpe Cyy Css Ciy Cy % Cpg | CyxCag | Cyx Cyg
a=17 Cp CsxCg | CoxCq | C3xCs | CyxCpz Css CsxCs |CsxCpp | CpxCpg |C3xCpa | Cyx Cyg
a=28 Cn C3x G Cn Cy%xCp | CyxCnp Cso Cso CsxCs | C2 % Cis Cas Css
a=9 Cs CoxCs | CaxCn2 Ciz Ci Coy CoxCrg | C3xCpp Sin. C3xCig | Cox Cos
a=10 Sin. Sin. Ca*Cn Coy Ca*Cn Cso CsxCs Css Caz Ca Ca % Cag
a=11 CaxCs Crg Cig Ca*Cn Cso Caa Cs*Cs Ca Ca Ca % Cag
a=12 Sin. Cu Ca*Cn Cu CoxCp | C3xCrn |Cs*Crp | C2%Crg | Ca% Cos | C1% Cxo
a=13 Cas Ci2 Cxp CxCg | CaxCp2 Cs Ca C3 % Cg | Ca* Cos
a=14 CoxCp | CxCp2 Cas CyxCg |Gy Cp2 Cxo Ca CsxCq | Co% Cog
a=15 Sin Ca Con Cax Cn2 Cis Cax Cig Can Ca Ca= Cas
a=16 Sin Cy®Cg | CaxCpp Sin Cy= Cpa Cig CyxCpp | CgnCg | Cax Cog
a=17 CaxCpa | CyxCpp Cs C3xCpp| CexCs | CyxCy Csy Cs
a=18 Sm. Cy CyxCg | CgxCg | CyxCyg Cag Cop % Cog | Cy = Cog
a=19 Cyx Cpp Cy Cio CyxCag | CrxCoy S Cy = Cag
a=20 CyxCyy Css CyxCyg | CaxCyg Css Cyx Cys Css
a=21 Cay CoxCg [ C3xCrn | CaxCrg | CaxCrg | CaxCyg Ca
a=22 Sin CoxCg | CoxCpp | CexCy Csy C3%xCpp | Cp* Cog
a=23 Co*Cp |Ca*Cpa | CaxCg | Cr*Coy | CaxCyg Cso
a=24 Css Sin. Cx Ca Cs % Cis Csa
a=25 Css Ca Cay % Cy Cae C3%Cyg | C2% Cag
a=26 Co%xCi| Cm Cis | CaxCig|CaxCoa| Sin
a=27 Cso C; % Cp Cu Ca CoxCag | C2% Cxg
a=28 Sin Ciao CsgnCg | Ca®Cny Csg Csy
a=29 Cis | Ca%xCau| Cu |C3%Cn| Cu
a=30 Sm. Cyg Cy % Coy [ Ca % Cog Cig
a=31 Cy Cs CsxCs Cy
a=32 CyxCg | CyxCpz Cyg Cs
a=33 Css CyxCpz Cyg Ca % Cag
a=34 C3xCpy Cy Co % Cog Csy
a=33 Cao Cso Co®Cog | C2% Cog
a=36 Sin. Css Ca Ca
a=37 Cy*Cs Css Cy% Cig
a=38 Csy Cs*Cq Caz
a=39 Css C3%Cpa | Ca% Cog
a=40 Sin. Ca % Cag Cag
a=41 CaxCi| Ca
a=42 S Can
a=43 Cs
a=44 Ca
a=45 Cs % Cag
a=46 Sin.
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pP=5 p=19 p=23 =29 | p=31 p=37 | p=41 p=43 | p=47
Sin Sin Sin Sin Sin Sin. Sin Sin.
Cig Cag Cag Cax Cry Cas Ca Cix Cy Css
=3 Co Cag Sin. Cog Cas Ca Css Cao
a=4 Can CaxCpg Cas Cy Cag Ca Sin. Ca
a=3 Cia Cn Cn Cag Cq Css Cye CaxCyg
a=6 Co Cn Cag Co Cy Sm. Cix Cy Csg
a=17 Cn Cn Cn Cag Cy Cyq CyxnC; | CyxCy
a= Cax Cys Cx Css Css Cx Sm. Cyx Cy Cyq
Can Cax Can Cas Ca Ca
Cuis Cu Ca Css Cio Css
Ca Cas CaxCuy Ca Ca Ca
Cn Ca Ca Ca Ca C2%Cag
Cax Ca Css Css Css Cse
Cy Ca Sin. Cyp CyxCyy Cs Sin. Cs
Cn Cax Cis Ca Ca Css Css
Cis Cax Cys Css Cys Cyq Cyq
Cx Cn Cy%Cuy Css CixCy | CaxCxy
Cis Cax Cyy Css Ca Cao Ca
Cn Css Ca Cao Css
Cn Co Cao Can Can
Cax Cyg Ca Css Ca Ca Css Cax Cog
CoxCq | CoxCya Css Ca Ca CyxCs Ca
Cax Cag Cp Css Ca Cao
Ca Ca Czs Cae Cax Cag Css
Cx Cag Cp Cyq Css Cyq
CaxCy | Cax Cyy Cp Cyq Cyq Css
Css Ca Cg Ca Css Ca
Cx Css Cq Cao Cax Cyg Css
Css Co Can Can Cy%Cag
Cy%Cyy | Ca%Cpg Cao Can Can
Cas Ca Cao Cao
Cas Ca Cao Cio
Cp Ca Sin. Cy
Cp Ca Css Ca
Ca Sm CaxCag | Cax Cog
Css Cyq Css Cys
Ca Cyx Cy Ca
Csq Css Ca
Csq Ca Cax Cog
Csp Ca Css
Ca Ca
Cyx Cy Cq
Css
Cax Cag
Cyq
Css
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n=9 r=3 pP=5 p=7 p=11 p=13 | p=17 p=19 | p=23 p=29 [ p=31 p=37 | p=41 p=43 | p=47
a=1 Sin Sin Sin Sin Sin Sin Sin. Sin Sin Sin. Sin Sin_ Sin. Sin_
a=2 Sin Co Co Co Cu Cu on Cie |CaxCy| Cu Cis Css Ca Css
a=3 Cq Sin Cq Cy Sin Cyg Cig Cis Cig Cxn Csy Cys Cig
a=4 Cy Co Cug Sin Cig S Cx Cy%Cyg Cig Cys Csy Css Cay
a=3 Sm Cs Cs Cis Cy Cis Css Cyx Cyg Css Cys Cys Cys
a=a Cq Cq Cq Cig Sm. Cx Cxn Sm. CyxCyg | CoxCyg Cys Cig
a=7 Cis Cis Cis Cie Cyr Css Cyx Cpg | Cax Cyg Cis Sin. Cis
a=§8 Cq Cig Sin Sm. Cig CoxCyp | Cx Gy Cis Cyx Cyg Cys Cay
a=9 Cis Cus Cis Cie Car Cw | CsxCo| € Css |CaxCi| Cu
a=10 Co Sin Cuis Crie Cui Css Css Css Cas Csx Cig Cas
a=11 Ciz Ce C3x Cg Ce Cx Css Sin. Csy Css CyxCig
a=12 Cis Sin Sin. Cis Cx Csx Gy Cas Cys C3xCg Cys
a=13 Cis Cix Gy Cis Cx Car Cx Cax Cpg Csy Csy
a=14 Cis Cyr Co Cas Csx Gy Cas Cys Cis C:xCg
a=15 Cis Sin. Cx CyxCyg Css Csx Cy Css Cas Cys
a=16 Cu Cor Cu Cis Car Cis | CaxCr|CaxCu| Cy
a=17 Cs%Cs | Cie Cas Css Cis | CaxCr| Cus Cys
a=18 Cig Cx Cis Car Cx Cys Cys Cax Cg
a=19 Cx CaxCpg | G Co Css Cys C3x Cg Csy
a=20 Cx Css Car S Csy Cax Cg Csy
a=21 Ci Cn Cis Cis Cis Cys Cis
a=122 Cis Co | C3%Co | CaxCre| Cus Cs Cis
a=23 Coyr Cyx Cig Css Cyx Cyg Css Cis
a=24 Cis Css Cis | CaxCp|CaxCi| Cuy
a=25 Cn C3x Cq Sin Cys Csy Csy
a=26 Cn Sin. CyxCrg Cas C3xCrg Cus
a=27 Css C3x Cg Sin. Csy Cys Cs4
a=28 CoxCyp | C3xCo | CaxCyg Csy C3x Cig Css
a=29 Css Csx Cy Cys Css Cys
a=30 Car Cys Cax Cpg Css Cys
a=31 Cis Cis | C3xCy| Cu
a=32 Csg Css Cas Csg
a=133 Cyx Cy Cig Css Cys
a=34 CyxCig | Css Csy Cis
a=35 Smn CyxCig | C3x Cpg Cys
a=36 Css Cis Css Csy
a=37 Css Sin. Cys
a=38 Cis Cas Cis
a=39 Cis C3xCyg Cis
a=40 Css Css Css
a=41 Cis Csy
a=42 Csy Css
a=43 Csy
a=44 Cys
a=45 Css
a=46 Cos
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n=10 p=3 p=5 r=7 p=11 p=13 p=17 | p=19 p=23 | p=29 | p=31 p=37 p=41 r=43 | p=47
a=1 Sin Sin Sin. Sin. Sin Sin Sin. Sin Sin Sin. Sin Sin. Sin Sin.
a=2 Sm Cup Cu Sin. Crp Cyx Cpp Cy Cy CyxCyp | C3xCyp | Cax Cyy | C2xCxp Cy Csp
a=3 Sin. Cuo Cuo Cuw Cyx Cyp Cx Cxn Sm Cso Cyx Cyp Csp CaxCyp [ C2x Cyp
a=4 TD Sin Sin Cu Cx CaxCyg Cxn Cxp Cip Cu Ca®Cop [ Cax Cyp | C2xCyp
a=5 Cu TD Cn Cax Cyp Cy Cxn Cxp Cip Cu Csx Cpp Csg Cax Cy
a=6 Cu Sin. Cuo Ca® Cyp T.D Cag Co% Coy Cig Cxn Ca Cao Ca
a=7 Cug Sin. Cuo Cax Cpp Ca T.D Ca¥ Cyp Caw Co®Cog [ Co® Cyp | C2® Cap
a=5§ Cuo CyxCrp | Cax Crp Ca Cp Cx Cax Cyp | C2%x Cyp T.D Cax Cy Csp
a=9 T.D Cu Sin CaxCyy Coy CoxCyp | Cax Cyp Cw CsxCyp | Cax Cy Ca
a=10 Cu C2x Cuo Cxn Sin. CaxCyp | C2xCyo | C2x Cxo Cxn Cso Cso Csp
a=11 Cyx Cyp | G2 Cyo Cxn Cxn C;xCy | C2x Cxo Cx Cyx Cy | Cox Cn Cso
a=12 Cxn Cyx Cyp Sm. Sin Sm Cyx Cyp Cx CyxCy | Cax Cy Cy
4=13 Cx Cy Cxn Cap Cag Cyw Can Cax Cy Csp
a=14 CaxCro | CaxCo| Ca Cx TD Cw | CaxCx| Csx |CaxCy
a=15 Cx CaxCyp [ Can Cyp Sin. Cyg Cax Cy [ Ca CaxCoy
a=16 C:x Cpo T.D CaxCuo Cx Sin. C2x Cao Cso Cso Cso
a=17 Sin. Cax Cyp Cso Ca% Cyp | C2% Cyp Cyp Cax Cyp [ Cax Cyp
a=18 C2xCyo Cx Cso Cyx Cyp Caw C2% Cx Cso Ceo
a=19 C3p Cx Cso Sin. Cap C1x Cx | C2xCx
a=20 CyxCy | Cxn T.D |CyxCy|CexCxy Ca Co
a=21 Cx CyxCyp | C2% Cyp Cip Sm. CyxCy | €% Cy
a=122 Cax Cyp Cap Sin. Csx Cax Cy Sin Cax Cy
a=23 Cxp Cip Cu CsxCpp | Cax Cy Csp
a=24 Csp Cyo Cip Sin. Cso Sin.
a=25 T.D Sin, | CaxCxn| Cs |CaxCw| Cao
a=26 Ca Ca*Cap | Co%Cap | CsxCpp | Cax Cxyp Cso
a=27 Cso Cso CyxCap | Csx Cro | G2 Coo Ceo
a=28 Cx Cwp | CixCum| Ca |CaxCal|CaxCayp
2=129 Cio Co |CxCul| Cuo |Cixcy
a=30 CoxCo | CaxCap| Cao | CaxCap|CaxCap
a=31 Cw Cax Cy Csp Cax Cyp
a=32 Cw CaxCy | Cax Cyp | C2% Cyp
a=133 Ca%Cuw| Cao | Cax Cag | CaxCao
a=34 Cax Cy Cay Cax Cyp [ Cax Cyp
a=35 Ca% Cy Cso Ca Cax Cyp
a =36 Cxw T.D Cax Cy Cso
a=37 CsxCpp [ CaxCyp | C2xCyp
a=38% Sin. Csp C;xCyp
a=39 Cq Cax Cxn Cx
a=40 Cp | CaxCy|CaxCy
a=41 Cop | CaxCy
a=42 Ca Cap
a=43 Ca
a=44 CaxCa
a=15 Cso
a=46 Cyx Cag

&9




p=23 | p=29 | p=31 p=37 | p=41 p=43 | p=47

TD TD T D T.D T.D T.D T.D

2

Cay | Co%xCp | Ci%xCp|CyxCrn| Cis Cis | CaxCy

2

Co Cis Cax Cp2 Sin. Ca Cag Cayg

I
| ow

2

Cyx Ciz Cas Cix Cpa Sin. CaxCp | GxCn2 Cso

2
I
Lh

C2x Ci2 Css Cax Ciz | C2% Cna Sin. C2x Cas Ca

C%xCp| Cu |CoxCp|CixChnl| s |CxCn| Ce

Sin. CyxCyp | CixCpa Ci Cyx Cay Cy Ci

CyxCp | Gy Cn Cis | C3xCp|CaxCp | CixCpa Ceo

Cyx Cpp Sin. Sm. Cyx Cyy Cis Cis Cyg

Cy Cy Cay Cyg Cag Cax Cyy Cyg

Cy%Cp| Ci | CaxCp | CexCp| CaxCa| CaxCoy| Cus

Sin. Coy Ci® Cpy Cag Cyx Cp | Cox Cag | Cax Cog
CaxCpp | CoxCpp Cis Cis Cyx Cp | Cox Cag | Cax Cog
Coy Css Cu | CaxCn Css | C3xCra | Cax Coy
Cyx Cpy Sin. Css CixCpa Cag Cag Cax Cay
Cyx Cpy Cis Sm. Sin. CpxCag | Cox Cog | C2x Cos
Sin. Cyx Cyp Cig Cig Cyx Cpp Sin. Csg
Cyx Cpy Cxy Cay Css CpxCay | Cpx Cyg | Cax Cog
CixCpn| Cis Css Sin. | CyxCp| Cis | CaxCay
Cax Cpa Cay Cix Cpa Cis Caz Cox Cag | Cax Cog
Ca Sin. Ca% Cpa Cis Sin. Cag Cas
Ca Cy% Cyp Cas Sin. Cag Sin. Sin.

CyxCn2 Sin. CixCp | CyxCp Cag C:%Cn

Cas Css CaxCpo | CaxCag | C2xCxy Sin.

Ciy | CixCp| Ci |CyxCp| Cis | CaxCuy

Coy Cyx Cpp Cy CyxCyy | Cyx Cog | Sin.

Cis Cyx Cr2 | C3xCn2 Cs Sin. Cis

CyxCyp | C3x Cpp Cy Css Cyx Cyy | Cax Cog

CoxCpy | CaxCyy | Cyx Cpp Cy Cax Coy

C3%Cpa | C3% Cpa | Cy%x Cpa | C3% Cpa | Ca% Cag

Cax Cay Css Co% Cag | C2xCog

Sin. CyxCpp | Cox Cog | Cx Coy

Sin. Cyx Cay Cis Cyx Cyy

CyxCpa| €35 | CixCra|CaxCoy

Sin. Cy Cis

CyxCpp | C3x Cp2 Cag

Cag Cax Cyy Cyg

Cis | CixCpn| Ce

Ca Cag
Cis Cso
Cag
Cs
Cy

Cax Coy
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